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13.1. Fractales: Teoria y Fenomenologia - Introduccion

« Geometria irregular de la naturaleza, dificiles de medir con la geometria euclidea - geometria fractal;
Mandelbrot dota a esta geometria de teoria matematica.

 Naturaleza: “las nubes no son esferas, las montafias no son conos, la costa no son circulos, corteza
de los arboles no es lisa, los rayos no son lineas rectas”.

* No derivabilidad en ningun punto, algunas figuras con superficie nula pero longitud infinita...
 Conjunto de Cantor, curva de Koch, triangulo de Sierpinski, monstruo de Mandelbrot, esponja de

menger.
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13.1.1. El proceso de medida

o ¢Como medir estos objetos de la naturaleza?

 Medimos segmentos rectos con reglas... independientemente de la longitud de la regla, un objeto
siempre mide igual = longitud = longitud regla x numero reglas.

» ¢Que pasa si hacemos mediciones con reglas que no cubren bien las longitudes?

* Cuando la longitud de la regla tiende a 0, mide bien la longitud del circulo (27r).

« El patron de medida puede fallar:
|I=200km - L=2.400km
|=100km - L=2.800km
|I=50km - L=3.400km
“realidad” - L=17.820km
Marcus du Sautoy -2 infinito

(limitacion numero de Plank
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“imposible medir una
distancia mas pequefa
gue 10 elevado a -34 sin
crear un agujero negro
gue aspiraria consigo el
instrumento de medir”




13.1.1. El proceso de medida

o ¢ Tiene mas km de costa Galicia o Andalucia?
Andalucia: 886km
Galicia: 1.676km : 4
« El problema de las geometrias puede ser el

'h:_- '.I "

patron de medida.

* Dimension de Hausdorff - dimension “correcta” 4

de medida. ;
 Medida de Hausdorff - su medida asociada
(longitud, superficie, volumen...).

e Se puede medir un volumen V(1) de un objeto

cubriéndolo con bolas de

tamaiio lineal [ y volumen [¢. Asi V() = N(D) - 14.

e “Dimension Hausdorff” de un objeto > d -

no cambia si cambiamos la medida l.
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13.1.2. Geometria fractal

« ¢Queé ocurre cuando intentamos medir la longitud de un objeto irregular? - Costa Gran Bretafia, km
frontera Espana - Portugal en atlas espanoles vs portugueses - la medida con reglas tiende a
infinito, la medida con circulos no (Hausdorff).

« ¢ Dimension correcta? Dimension fractal:
log N(1)
N(D)~1"% = lim————=
(D~ ~ df ll—r>rollog(1/l)
Ejemplo Gran Bretafa = dy = 1.25.

» Autosimilaridad - propiedad que define a los fractales: cualquier parte es similar al todo. Fractales
deterministas cuando son exactas, fractales aleatorios cuando presentan misma estadistica (arbol).

* Invarianza bajo cambios de escala -> por lo anterior, los fractales no tienen escala o tamarfio.

Javier Carrasco Serrano U " E D



13.1.3. Generacion de fractales: fractales matematicos

* Fractales matematicos: fractales que pueden ser generados mediante iteracion de sustitucion de
formas geométricas basicas. Estado inicial + regla geométrica. Regla constante -> fractal
determinista; regla aleatoria - fractal aleatorio.
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13.1.4. CoOmo medir la dimensioén fractal

« Método sandbox > M(R)~R% masa del fractal contenida en un circulo de radio R. Mide los puntos
gue caen dentro de circulos que se pintan dentro del fractal y hace la media.

 Método box counting - se mide mediante cajas (segmentos, cuadrados o cubos). N(I) = cajas que
cubren el fractal. Se hace para diferentes tamafnos entre el maximo tamafio del fractal y un pixel o

punto, y se obtienen N(I)~1~%r.
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13.1.5. Fractales en la naturaleza

« Peculiaridades: longitud infinita que encierra area finita (copo Koch), curvas continuas no
diferenciables en ningun punto,

« Medida infinita en una dimension, encerradas en un espacio finito de dimensién superior.
* Problemas de optimizacion - soluciéon a problemas de espacio.

* Los arboles optimizan el intercambio oxigeno — dioxido de carbono en un volumen limitado. Sistema
nerviso, capilares sanguineos, arbol bronquial.

e Autosimilitud = estructuras mas robustas.
 Empaquetado fractal de fibras opticas:

 En general pueden ayudar a resolver problemas
de maximizacion de contacto o intercambio en un

medio limitado o acotado.

Javier Carrasco Serrano U " E D



13.2. Ejemplos y ejercicios en C - Conjunto de Cantor

» Conjunto de Cantor - intervalo inicial [0,1]; en cada iteracion k=0

se divide en tres cada intervalo y se elimina la parte del medio.

k=1
. . ., , . 1 2
En la primera iteracion tendriamos los intervalos [0, 5] U [5, 1],
gue se vuelven a dividir en 3 y eliminar sus subintervalos medios. k=2 — —
« Se genera una sucesion de conjuntos que converge a un k=3 tmmmmm=mem-- .
=3 smmmmmenm= -
conjunto de puntos disjuntos. mmmmmme———- .
k=4 - N
k=5
Listado 13.1

Ejercicio 13.1, 13.2, 13.3
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13.2. Ejemplos y ejercicios en C - Triangulo de Sierpinsky

Tridngulo de Sierpinsky - triangulo inicial ABC; en cada iteracion se eliminan los puntos del triangulo
interior (determinado por los tres puntos medios de los lados).
Se itera eliminando los triangulos centrales de cada triangulo, y converge a un conjunto de puntos
fractal.

Ejercicio 13.4

 Meétodo alternativo: XOR -> dibuja el triangulo por filas, y en cada fila decide (iteradamente) si el
punto pertenece al conjunto o no. Matriz de Os y 1s. En la primera linea se coloca un 1 en la posicion
central. Cada elemento de una fila posterior se construye como el XOR de las posiciones diagonales

superiores.

Listado 13.2
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Criterios Evaluacion

* 55% de la nota final, se hace media para la calificacion final a partir de 5. E@
) ) o _ ] Adobe Acrobat
« Septiembre: misma practica C, corrige el Equipo Docente. Document

» 4 ejercicios, cada uno se puntua de 0 a 10. La calificacion de la Prueba de C es la media de los 4
ejercicios, “siempre y cuando cada ejercicio tenga al menos un 5”.

» Fecha limite: 19 Mayo 23h55, se sube al apartado “Entrega de trabajos” del campus virtual.
« Entregable: fichero comprimido que contenga:

- Memoria explicativa del método de resolucion y de los resultados obtenidos de cada ejercicio 2>
“memoria_resultados.pdf”

- Cada programa en un fichero de texto plano con nombre alumn@, en formato .c (6 .h) 2>
“Ejercicio_1.c”, ..., “Ejercicio_4.c”
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Contenido memoria C

Estructura de cada ejercicio en la memoria:
* Introduccion y objetivo > breve descripcion de lo que se pretende calcular o simular.

 Metodologia = breve explicacion de las bases y funcionamiento del codigo desarrollado para la
resolucion del ejercicio.

» Resultados obtenidos - resultados de ejecutar el codigo, en forma de valores numéricos, tablas,
graficas o imagenes.

« Discusion - comentario breve de los resultados obtenidos y de su significado respecto a los
objetivos planteados.

Extension: hasta 5 folios por las dos caras, excluyendo codigos (no es necesario ponerlos en la
memoria), y posibles imagenes de anexos. Aproximadamente margenes de unos 3 cm, letra de 11 pt,
interlineado de 1.5
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Criterios correccion C

Memoria;

» Solucion: explicacion del programa C que lo resuelve (no es necesario incluir el codigo en la
memoria).

* Resultados que se obtienen con el programa.

» Analisis/conclusiones. Explicacion de los resultados, especialmente si no son los esperados.

Cadigo C:

« Se valoran positivamente comentarios en el codigo -2 /* ... */

« Comprobar que el codigo C compila !!'! - si no compila y no genera un ejecutable, no se corrige.

* Muy importante: que los resultados coincidan con los que aparecen en la memoria.

Evaluacion:

« 20% presentacion - descripcion objetivo, exposicion metodologia, presentacion resultados.

* 50% resultados - resultado correcto, formato adecuado, analisis/discusion/conclusiones resultados.
» 30% codigo - cumple requisitos enunciado, estructura, comentarios.
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Contenido memoria C

» La solucion de cada ejercicio es un programa que puede hacer uso de una o varias funciones. Es
importante entender que ahora si que se deben ejecutar los programas/funciones y obtener
resultados a partir de los inputs que se indican en el enunciado, al contrario de lo que sucedia en la
practica de Maxima.

« Pensar en pseudocodigo, ¢como lo hariamos nosotros 0 nuestro cerebro?, ¢qué entradas
necesitamos?, ¢cual es la salida?, ¢qué operaciones intermedias necesitamos hacer - variables o
expresiones auxiliares?

* Pensar qué funciones o comandos de C nos ayudan a resolver cada uno de los pasos del problema
gue planteamos.

* Prueba a construir una funcién inicial mas simple, y luego afiade funcionalidades.
« Comentarios para describir cada paso de la funcion.

 Una vez hecho el programa, probar a guardarlo como un fichero de texto plano, cerrar la sesion,
ejecutarlo y ver que funciona correctamente.

» No utilizar tildes, espacios, ni caracteres especiales (i, ¢...) en el nombre del fichero.
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Ejemplos: ejercicios resueltos

Ejercicios examenes resueltos

» Enunciados: ,lo]
PLF

Adobe Acrobat
Document

e Soluciones:
https://2019.cursosvirtuales.uned.es/dotlrn/grados/asignaturas/61041094-19/file-

storage/index?package key=file-
storage&folder 1d=42841785&return url=%2fdotlrn%2fgrados%2fasignaturas%2f61041094-

19%2ffile-storaqe%2f%3f

(A |

Carpeta
omprimida (en zif

» Ejemplos codigo bien comentado: ejemplos que aparecen en los temas del Equipo Docente.
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https://2019.cursosvirtuales.uned.es/dotlrn/grados/asignaturas/61041094-19/file-storage/index?package_key=file-storage&folder_id=42841785&return_url=/dotlrn/grados/asignaturas/61041094-19/file-storage/?

Tema 12:
Métodos Monte
Carlo

As

PIF

Adobe Acrobat
Document

12



12.2. NUmeros aleatorios

* Procesos aleatorios: dado, ruleta, bingo... sucesos en los que cada evento es equiprobable, pero
impredecible (distribucion uniforme). Las probabilidades suman 1.

« Variable aleatoria discreta que toma valores de su espacio muestral (finito).

» Meétodo congruente lineal: genera niumeros “aleatorios” uniformemente distribuidos en [0,1):
Xn+1 = (AX,, + B) mod(C)
X, es la semilla (valor inicial entero), mod es el resto de la division entera.
Se genera en cada paso un entero entre 0 y C-1 - dividiendo entre C - [0, 1).

Como los numeros que van saliendo estan determinados por los valores de la semilla y de la
ecuacion lineal, en ocasiones se saca un determinado numero de “aleatorios” hasta que se elige uno de
ellos como nueva semilla.

Ejemplo: Listado 12.1
—> Util para la practica de C.
- 1234567891LL quiere decir que es un long long int.
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12.3. NUmeros aleatorios continuos

» Paso de variables discretas a continuas - probabilidades asociadas a intervalos, cuando la longitud
de los intervalos tiende a cero - integrales.

* Ejemplo: distribucién normal (o gaussiana).

« Teorema Central de Limite. Y = X; + -+ X,,, X; variables aleatorias, N > 30 para que la estimacion
de la varianza sea robusta.

1 (x—w)?
¢ p(x) = WCXP(— xZO.L; )

« N(0,1)
Ejemplo: Listado 12.2

Ojo: sgrt = indicacion en la seccion 10.2 del tema 10.

 Histograma -> distribuciéon grafica de la frecuencia de un evento por intervalos. Muy util en
exploracion de datos.

Ejemplo: Listado 12.3
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12.4. Caminantes aleatorios y difusion browniana

* Proceso de difusion: desplazamiento de masa o energia de una region/cuerpo en el que hay mas a
otra en el que hay menos.

» Paseo aleatorio: movimiento sin direccion definida - “acaba” recorriendo todo el espacio (puede que
en tiempo infinito...) = movimiento browniano. Muchas particulas - choques - difusion browniana.

« Suma de desplazamientos aleatorios = distribucion normal de las particulas alrededor del punto de
partida, D coeficiente de difusion:

X2
exp(——>)

1
JanDe - 4Dt

« Difusion aleatoria en una dimension - caminante aleatorio: avanza o retrocede un paso, 0.5 de
probabilidad - distribucion normal.

« Biblioteca libprobabilidad. Una vez construida, se pueden utilizar las funciones tantas veces como se
quiera sin necesidad de volver a definirlas ©

* La directiva #ifndef comprueba primero si una libreria esta definida (en realidad, el simbolo), y si no
est4, la procesa (la carga).

Listado 12.4, 12.5
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p(x,t) =



12.4. Caminantes aleatorios y difusion browniana

Compilacion biblioteca libprobabilidad:
gcc —c —o libprobabilidad.o libprobabilidad.c
Cada vez que se use en un programa hay que incluir:

#include libprobabilidad.h - en el codigo del programa

gce -o _brownianold H_—&_rt} libprobabilidad.o brownianold.c > en el terminal.
ejecutable biblio. matemat. biblio. probabilidad programa fuente C
« ¢Como simular un aleatorio de dos valores posibles (cara/cruz, 0/1,...)? 2
—> Variable aleatoria con distribucion uniforme en [0,1) [
- Un valor si el resultado es < 0.5, el otro si es > 0.5 Adobe Acrobat

Document

> PRIMER PASO DE LA PRACTICA C
- Resuelto en Listado 12.6

- A partir de una distribucion “aleatoria” (pseudoaleatoria), se esta generando una distribucion
aleatoria.
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Problemas resueltos de C

Problemas de Matematicas: calculo y algebra

1. Escriba una funcién que, pasidndole un nimero entero de hasta 10 cifras decimales, retorne un nimero
entero con las cifras decimales en orden inverso.

Solucién:

unsigned int invierte (unsigned int x) {

int y, u;

y=0;

while( x > 0 ) {
u=x % 10;
y=10%y+u;
x=x / 10;

}

return y;

2. El siguiente programa debe calcular la suma de dos matrices definidas en la funcién main(). Definir
la funcién suma () para que funcione correctamente.

#include <stdio.h>

int main(int argc, charxx argv) {
double A[3][3]={{1.,2.,3.},{4.,5.,6.},{7.,8.,9.}};
double B[3][3]={{1.,0.,0.},{0.,1.,0.},{0.,0.,1.}};

double C[3][3];
suma (A, *B,C[0]);

printf ("La_suma_de_las_matrices_A_y_B_es\n%g\ t%g\ t%g\n%g\ t%g\ t%g \n%g \ t%g\ t%g\n" ,
clojfol,cfoj[r],cfojfz],cl1jfo],Cl1j[1},Cci1j[2],c2][o],Cl2][1],C[2][2]);

return 0;

Solucién:

void suma(double A[][3], double %B, double xC) {

int i, j;

for (i=0; i<3; i++) {

for (j=0; j<3; j++)
#(C+3%i+j )=A[1 ][ j]+*(B+3*i+j);





return;

3. En un determinado programa estamos trabajando con vectores en el espacio tridimensional definidos
a través de estructuras del siguiente modo:

struct Vector {
double x, y, z;
}s

typedef struct Vector vector;

Definase una funciéon que calcule (y devuelva) el producto vectorial de dos vectores cualesquiera,
introducidos como argumentos de la funcion.

Solucion:

Vector producto_vectorial (Vector a, Vector b) {
Vector c;
c.x= a.yxb.z — a.zxb.y;
c.y= —a.x*xb.z + a.z*xb.x;
c.z— a.xxb.y — a.yxb.x;

return c;

}

4. Supongamos que estamos trabajando con vectores en el espacio tridimensional definidos a través de
estructuras del siguiente modo:

struct Vector {
double x, y, z;
b

typedef struct Vector vector;

Definir una funcion, que llamaremos cambioDeBase (), que transforme (sin devolver nada) las compo-
nentes del vector r al aplicar el cambio de base dado por la matriz C de ntimeros reales. Las nuevas
componentes estaran dadas por el producto C - r. El vector r esta declarado como:

vector r;

y la funcién sera llamada desde el programa principal del siguiente modo:

cambioDeBase(&r, C);

Solucién:
void cambioDeBase(vector *r, double C[ ][3]) {
int j;
vector aux;
aux.x=C[0][0]* (r—=x)+C[0][1]* (r—y)+C[0][2]*(r—>2z);
aux.y=C[1][0]* (r—x)+C[1][1]* (r—>y)+C[1][2]*(r—>z);
aux.z=C[2][0]* (r—x)+C[2][1]* (r—y)+C[2][2]*(r—>z);

*T=aux;





5. Supongamos que tenemos un archivo de datos datos.dat con N pares de puntos que representan el

N O U W N

comportamiento de una funcion y(x) en un intervalo dado. La primera columna del archivo corresponde
a los valores x; (que estan ordenados de menor a mayor) mientras que la segunda muestra los valores de
la funcion y(z;). Escribir un programa que lea esos puntos y obtenga los valores z; en los que la funcion
muestra los minimos y maximos relativos dentro del intervalo. El valor de N debe ser introducido por
linea de comandos como argumento de la funcién main() cuando se ejecuta el programa. El programa
debe mostrar en pantalla el resultado del siguiente modo (es un ejemplo):

La funcién tiene tres minimos relativos en los puntos x = 0.1, 1.2, 4.5
La funcidén tiene dos méximos relativos en los puntos x = 0.9, 2.9

Del mismo modo el programa también debera indicar si la funcién no tiene minimos ni maximos.

Solucién: Ver codigo funcion_maximos_minimos.c

. El objetivo de este ejercicio es definir una funcién que escriba en un archivo de texto los valores de

cualquier funcién matemaética f(z), que serd pasada por referencia cuando llamemos a la funcién, en
los puntos x; pertenecientes al intervalo [a, b] y separados por una distancia Az. La funcion debe
escribir en el archivo las parejas de puntos (z;, f(x;)) para luego poder ser representados con Gnuplot.

Los argumentos de la funcién seran los extremos del intervalo asi como la distancia entre los puntos,
que serdn pasados por valor, mientras que la funcion matemética que se quiere representar sera pasada
por referencia. Finalmente, se pasarad también como argumento el nombre del archivo en el que se
quieren escribir los datos. Una posible llamada a la funcién desde el programa principal podria ser

tabla valores (1.0, 2.0, 0.1, &parabola, "datos.dat");

donde previamente se deberia haber definido la funcién parabola, por ejemplo:

double parabola(double x) {
return (2xxxx—1);
}

Soluciéon: Ver codigo funcion_exportar_puntos.c

Sefiale cudles son las 5 lineas de cddigo erréneas en la funcion siguiente, pensada para calcular el
modulo de un vector, y en qué consisten dichos errores:

double f(x[4]) {
int i
double y;
for(i=1; i<=4; i++)
y+=y+x[il*x[i];
return sqr(y);

Solucién: Linea 1: falta declarar el tipo del vector x[]. Linea 3 (por ejemplo): falta inicializar el
valor de y. Linea 4: el recorrido de i debe comenzar en 0, y debe llegar hasta 3 (i<4). Linea 5:
o bien se incrementa y (con y+=) o bien se calcula la nueva y a partir de la previa (y=y+), pero
no ambas. Linea 6: la raiz cuadrada se calcula en C con la funciéon double sqrt(double) de la
<math.h>.

. Complete los puntos suspensivos en las lineas indicadas en la siguiente funcion para que el resultado del

célculo sea el namero de celdas activas (con valor #definido ON) en las dos matrices pasadas, ambas
de tamano NxN (valor también #definido).





int coincidenciasON(int A[N][N], int B[N][N]) {
int i,j, c=0;

for(i=...) {
for(j=...) {
ifC ALi1L3] ... )
ct++;
}
}
return c;
}
Solucion:

int coincidenciasON (int A[N][N], int B[N][N]) {
int i,j, c=0;
for (i=0; i<N; i++) {
for (j=0; j<N; j++) {
if(A[1][J]==ON & B[1][j]==ON)
C++3
}
¥

return c;

9. Indique qué guarda la siguiente funcién en el archivo.

void comoCSV(char* fn, char** cols, int n, int m, double** vals) {
FILE *f=fopen(fn, "wt");
int i, j;
fprintf (£, "%s", cols[0]);
for(j=0; j<m; j++) {
fprintf (£, ",%s", cols[jl);
}
fprintf (f, "\n");
for(i=0; i<n; i++) {
fprintf (£, "Jg", vals[i][0]);
for(j=1; j<m; j++) {
fprintf (£, ", %g", vals[il[j]1);
}
fprintf (£, "\n");
}
fclose (f);

Solucién: Guarda, en la primera linea, las cadenas que contiene cols, separadas por comas (los nom-
bres de las columnas). En las restantes lineas del archivo, guarda los valores de la matriz vals
fila a fila, separados por comas.

10. Construya una funcién en C que, dado un vector de n + 1 coeficientes a[ | y un valor de la variable z,
evalte la funcién polinomial

P(z)=al0]+a[l]xz+al2]xxxx+ - +a[n]*xz*--xx

n factores

Solucioén:





double evalPoly(int n, double a[], double x) {
int m;
double y=a[0], xm=1;
for (m=1; mx=n; mt++) {
XINXIN*X
y+=a [m] *xm;

return y;

11. Construya una funciéon en C que, dados los 2n + 1 coeficientes ag, ai,... an y b1,..., by, evalte el
polinomio trigonométrico:

F(x)=ao+ Z(ai cos iz + b; sinix)
i=1

Solucion:

double evalTrig(int n, double a[], double b[], double x) {
int m;
double y=a[0];
for (m=1; nmx=n; mt++) {
y+=a[m]* cos (m+x)+b [m]* sin (m*x) ;

return y;

12. Escriba una funcién que, dada una matriz A y un vector(fila) v, calcule un vector w = v- A. Ademaés
de v y A, qué otros parametros requeriria la funcion, en el caso general? [Nota: considerar que la
matriz A nunca tendrid méas de NMAX filas o columnas; considerar también que es responsabilidad del
programador que use la funcion que los argumentos de ésta sean los adecuados para realizar el calculo]

Solucién: Para calcular el producto, es necesario conocer el nimero de filas y columnas de A. Ademés,
el namero de filas de A debe coincidir con la dimensién del vector v. El vector retornado, tendra
como dimensién el nimero de columnas de A.

void pvecMat (double v[], int nf, int nc, double A[][NMAX], double w][])

{
double s;

double i,j;
for (j=0; j<nc; j++) {
s=0.0;
for (i=0; i<nf; i++) {
s=s+v|i|*A]i]]j];

wljl=s;

}

13. Escribir una funcién que, dados el dia y mes de un ano, y la hora, minutos y segundos transcurridos de
ese dia, calcule el nimero de dias y fraccion transcurridos desde el 1 de enero (fecha juliana), retornando
un dnico valor de tipo double. [Sugerencia: usar un array global con el ntimero de dias de cada mes]
[Nota: no es necesario tener en cuenta que el afio sea bisiesto]





Solucion:

static int dias_mes[]={31, 28, 31, 30, 31, 30, 31, 31, 30, 31, 30, 31};
double fechalJ(int mes, int dia, int hora, int mint, int segd) {
int n;
double jdate=0;
for (n=0; n<mes—1; n++) {
jdate+=dias_mes[n];
}

jdate+=dia —1;
jdate+=((double)hora+(double)mint /60+(double)segd /3600)/24;
return jdate;

14. La sucesién de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, ... es la sucesion infinita de nimeros

15.

naturales en la que sus dos primeros términos son unos y a partir de ahi cada elemento es la suma de

los dos anteriores: Fy,»o = F,,_1 + F,,_3. Se sabe que ¢ = lim,,_,o, —&=*, donde ¢ es el nimero dureo
n

p= % ~ 1.6180339887 ..., un ndmero irracional con propiedades matematicas muy interesantes y
que representa una proporcion que aparece frecuentemente en la naturaleza.

Construir un programa en C que calcule los términos de esta sucesién hasta obtener el valor de ¢ con
una precision de n cifras decimales. El programa debe pedir al usuario la precision deseada. [Ayuda:
Para saber que hemos llegado a la precisién deseada podemos imponer la siguiente condicién en cada
iteracion: cuando el modulo de la diferencia entre dos valores F,,1/F,, consecutivos de sea menor que
107", eso significara que hemos llegado a la precision deseada]

Solucion: Ver cédigo fibonacci.c

Explicar detalladamente qué realiza el siguiente programa:

#include <stdio.h>
#include <math.h>

#include <stdio.h>
double *funcion(double *v) {
int i, j;
double num;
num=v [0] ;
i=0;
for(j=1; j<6; j++) {
if (x(v+j) < num) {
num=x* (v+j) ;
i=j;
}
}

return (v+i);

int main(int argc, char** argv) {
double *p;
double vI[6]={-22.3, 5.4, 11.6, -2.1, -4.7, 10};
p=funcion(v);
printf ("elyresultadogdel_ programagesy %g\n", *p);
return O;





Solucién: El programa calcula el menor valor de una lista de reales definida en el vector v. Para ello
llama a funcion, que devuelve un puntero a ese valor.

16. Escribir una funcién que, dada una lista de nimeros complejos en la forma de un array de estructuras

struct complexf {
float re, im;
}3

devuelva el médulo del nimero complejo resultante de sumar todos ellos.

Solucion:

float mod suma(int N, struct complexf x[]) {

int i;

float m;

struct complexf s;
s.re=0.0;
s.im=0.0;

for(i=0; i < N; i++) {
s.ret+=x[1].re;
s.im+=x[1].im;

}

m=sqrt (s.rexs.re + s.imxs.im);

return p;

17. Escribir una funcién que, dada una lista de nimeros complejos en la forma de un array de estructuras

struct complexf {
float re, im;
}3

devuelva el niimero complejo resultante de multiplicar todos ellos.

Solucién:

struct complexf complex prod(int N, struct complexf x[]) {
int i;

float aux;
struct complexf p;

p.re=1.0;
p.im=0.0;

for(i=0; i < N; i++) {
aux=p.re;

p.re=p.rexx[i].re—p.imx*x[1i].im;
p.im—auxxx[i].im+p.imx*x[i].re;
}

return p;





Problemas de Fisica

1. Dadas las coordenadas X, Y y Z y las cargas @ de un conjunto de cargas puntuales, calcular la energia
potencial electrostéatica del conjunto debida a la interaccién entre cargas. Recuérdese que la energia
potencial electrostatica de un par de cargas, q1 vy g2, a una distancia d una de otra, vale

q192
U=K,—=
d

donde K. =9 x 10° J mC~2, y que la energia total es la suma de todos los pares de cargas.
Se propone, declarar:

double epotencial (int ncargas, double q[], double x[], double y[], double z[])

Solucioén:

#define Ke 9e+9
double epotencial (int ncargas, double q[], double x[], double y][],
double z[]) {
int n, m;
double d, Ep=0;
for (n=0; n<ncargas; n++) {
for (m=0; mxn; mt++) {

d=sqrt ((x[m|—x[n]) *(x[m|-x[n])
+(y[m]=y[n]) *(y[m]-y[n])
+(Z[m]—Z[n]3i*(Z[m]—Z [n]));

)

Ep+—Kexq[n]+q[m]/

}
}

return Ep;

2. Construir un programa que escriba en un archivo los valores de la posicién de una particula que se
mueve con un movimiento uniformemente acelerado en el eje X. Estos valores deberan ser calculados
en n instantes del tiempo distribuidos uniformemente en un cierto intervalo [0, T']. Los valores de la
posicioén inicial, la velocidad inicial, la aceleracion, el nimero n de tiempos considerados y el intervalo
de tiempo T, deberan ser introducidos por linea de comandos al ejecutar la funcién.

Solucién: Ver codigo mua.c

3. Construir un programa que calcule el campo eléctrico creado en un punto del plano XY por un conjunto
de cargas. El programa debe pedir al usuario que introduzca por linea de comandos el niimero de cargas
que se van a considerar (hasta un ntmero maximo). Después debera pedir que introduzca para cada
carga los datos de la misma, esto es, su posicién definida por las coordenadas (z,y) y el valor de su
carga q. Los datos de cada carga serdn almacenados en una estructura, y las cargas en un vector
de estructuras. Finalmente, deberd pedir el punto del espacio donde se quiere obtener el campo y
calculara dicho campo.

Recordamos que el campo generado por una carga ¢ en un punto del espacio tiene la forma
_ .4
E= kﬁr

siendo r el vector que va de la carga al punto y r su moédulo, y k=9 x 109 N m2/C2.





Solucién: Ver cédigo campo_electrico.c

4. El juego de la vida de Conway consiste en un tablero en cuyas casillas se hallan colocadas “células” que
se comportan segun las siguientes reglas:

(a) una célula que tiene menos de dos vecinas en sus 8 celdas cercanas, desaparece (muerte por
subpoblacion)

(b) una célula con mas de tres vecinas en sus 8 celdas cercanas, desaparece (muerte por sobre-
poblacion)

(c) una célula que tiene dos o més vecinas en sus 8 celdas cercanas, permanece como esta

(d) en una casilla vacia cuyas 8 celdas cercanas contienen en total tres células (exactamente), aparece
una nueva célula (reproduccion)

Se pide escribir en C una funcién

#define nF 1024

#define nC 1024

int conway(char A[nF][], char B[nF][]);

que aplique estas reglas a una matriz A[][] (que contiene en sus celdas 0, si no hay “célula”, o 1 si
hay “célula”) y guarde el resultado de su evoluciéon (un tnico paso) en la matriz B[] [] [ambas matrices
tienen los mismos numeros de filas (nF) y de columnas (nC)|. Debe tenerse en cuenta que las celdas en
los bordes de la matriz (primera y altima filas o columnas) no tienen vecinos. La funcién devolvera el
ndmero de celdas modificadas (ntimero de células que han “muerto” o que han “nacido” en el paso).

Recomendacién: Escriba una funcion
int vecinos(char A[nF][], int i,int j);

que devuelva el namero de “células vivas” en las celdas vecinas a la (i,j) de la matriz A.

Solucion:

#define nF 1024
#define nC 1024

int vecinos(char A[nF]|[], int i, int j) {
int n=0, ii, jj;
for (ii=i—1; ii<=i+1; ii++)
for (jj=j—1; jj<=j+1; jj++)
if( 0<ii && ii<oF && 0<jj && jj<nC ) n+=A[ii][jj];
return n-A[i][j];

int conway(char A[nF]|[], char B[nF]) {
int nc=0, v;
int i, j;
for (i=0; i<nF; i++) {
for (j=0; j<nC; j++) {
v=vecinos (A, i,j);
switch(v) {
case 0:
case 1:
Bli][j]-0;
break;





case 2:
Bli[[j]=A[i][]];
break ;

case 3:

Bli][j]=1;
break ;

default:

) B[1][j]=0;
if( Bli][j] '= A[i][i] ) netts

}
}
return nc;

}

5. En su articulo de 1910, Millikan estimé la carga del electrén a partir de medidas indirectas de la carga
contenida en una gota de aceite. En la siguiente tabla se encuentran numerados los valores medios
de esta carga; cada numero k representa lo que Millikan interpret6 como “ntimero de electrones” y las
cargas q; estan divididas por 10~ Coulombios.

k 4 5 6 7 8 9 10 11
qr (10719 C) | 6.558 8.206 9.880 11.50 13.14 14.81 16.40 18.04
k 12 13 14 15 16 17 18
qe (10719°C) [ 19.68 21.32 2296 24.60 26.24 27.88 29.52

Escriba un programa en C que estime la carga del electron (e) y el error de esta estimacion (Ae),
relacionados por ¢ = ke + Ae, a partir de estas N = 15 medidas, usando las siguientes ecuaciones de
regresion lineal:

oo TR DL TRAE — DL Y dk
(Can)® — N Y a3
Ap— 22Tk 2 a0 = N 21
(Can)’ = N af

Soluciéon: Ver cédigo Millikan.c

6. Una particula subatomica se mueve en linea recta y se encuentra una barrera A. En esa barrera, la
particula tiene cierta probabilidad P, de ser absorbida, otra probabilidad de continuar su movimiento
Py y una probabilidad P, de rebotar hacia atrés. Considere ahora N barreras de este tipo, A, Ao
... Ap. Escriba una funcién que simule por Monte Carlo el comportamiento de una particula lanzada
inicialmente hacia A; y que puede ser absorbida, rebotar o traspasar esta barrera y llegar a As, donde
puede ser absorbida, rebotar de nuevo hacia A; o continuar hacia Az, etc. hasta que o bien la particula
sea absorbida en alguna barrera, o bien rebote hacia su origen inicial, o bien atraviese todas las barreras:
la funcién devolvera, respectivamente, 0, —1 y +1 para indicar el resultado final de la simulacion.

Nota: Para tomar la decisién en cada barrera, considere una variable aleatoria uniformemente dis-
tribuida entre 0 y 1 (calculada con cierta funcién randomf ()) y compdrela con las probabilidades
acumuladas como

double eta=randomf ()
if( eta < Pa ) {
else

if ( eta < PatPb ) { /x rebota = invierte su direccion */ }
else { /% atraviesa la barrera x/ }

/% se absorbe %/ }
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Solucion:

int mcparticula(int N, float Pa, float Pb, float Pf) {
int n, d=1;
while ( d!=0 && 0<=n && n<N ) {
double eta=randomf () ;
if( eta < Pa ) {
d=0; /x es absorbida x/

} else
if( eta < PatPb ) {
d=d; /x rebota = invierte su direccion */

}

nt+=d; /x siguiente barrera en la direccion del movimiento x/

}

return d;

7. El modelo de Ising consiste en un conjunto de N particulas cuanticas (“espines”) cuyo namero cuantico
s puede tomar sélo los valores —|—% o —%. Los espines interactiian entre si, de forma que la energia
del sistema aumenta cuando un par de espines en interaccion son paralelos y disminuye cuando son
antiparalelos; usualmente se dice que cada par de espines s; y s; suma a la energia del sistema un valor
sis;. Los pares de espines en interacciéon pueden ser todos los pares que se pueden formar (en total,

N(N —1)/2 pares), o solo los pares consecutivos en la linea de espines (N pares).
Escribase una funcién
float ising U(int N, float s[], int local );

que, al pasarle el nimero de espines, el array con los valores de los espines y un valor que indique si
la interaccion es global (0: todos los pares posibles) o local (1: sélo los vecinos proximos) calcule la
energia del modelo de Ising.

Solucion:

float ising_ U(int N, float s[], int local) {
int i, j;
float egy=0.0;
if( local ) {
for(i=1; i < N; i++)
egy+=s|[i]xs[i—1];
egy+=s [0]*s[N—1];
} else {
for (i=0; i < N; i++)
for (j=0; j < i; j++)
} egyi—s[i]+s[il;

return egy;

8. El objetivo de este ejercicio es disenar un programa que calcule el centro de masas de un sistema discreto
de particulas. Supondremos que los datos de las particulas se encuentran en un archivo con cuatro
columnas: las tres primeras columnas corresponden a las coordenadas (z;,y;,2;) de cada particula
1, mientras que la cuarta columna corresponde a la masa m;. Aunque no conocemos exactamente
el nimero de particulas que componen el sistema, sabemos que es menor que 1000. El nombre del
archivo que contiene los datos debera ser introducido por linea de comandos (como argumento de la
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funcién main()) cuando se ejecute el programa. Para leer y almacenar los datos de las particulas,
se deberé definir una estructura denominada “Punto” que representa una particula con su posicién y
masa. Después, en la funcién main() de deberd declarar un array de “Puntos”, es decir, un array de
estas estructuras, para almacenar en él la informacion de todo el sistema de particulas. El programa
debe escribir en pantalla la posiciéon del centro de masas del sistema.

La posicién del centro de masas de un conjunto de particulas con posicién r; y masa m; es:

rony — Szt
i M

Soluciéon: Ver codigo centro_de_masas.c
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Problemas de Calculo Numeérico

1. Para calcular manualmente la raiz de un nimero hacemos una primera aproximaciéon a ella, luego
dividimos el ntimero por esta estimacién y calculamos la media entre la estimacién y ese cociente; el
resultado nos da una nueva estimacién y volvemos a repetir el proceso. Escribase un programa en C
que realice estas iteraciones y calcule el error respecto al valor exacto obtenido con sqrt () en funcién
del nimero de veces que se haya iterado. Considere ntimeros entre 1 y 10, y que la primera estimacion
es siempre 1; deténgase cuando el error sea inferior a 1076.

Solucién: Ver cédigo raiz_cuadrada.c

2. Una manera de eliminar el ruido de una sefial adquirida en funcién del tiempo es sustituir cada valor
por la media de los valores en una ventana que comprende los n anteriores y los n posteriores a él.
Escriba una funcién que, recibido un primer array con los datos adquiridos, un segundo array en el que
se espera la respuesta (del mismo tamafio que el primero) y el nimero n de vecinos antes y después,
calcule en el segundo array los datos promediados. [Nota: téngase en cuenta que los primeros datos,
no tienen n anteriores, por lo que el promedio contendra menos valores; lo mismo para los tltimos de
la serie]

Solucién:

#define LBUFFER 1024

void suaviza(float x[], float y[], int n) {
int k, m;
float s, w;

for (k=0; k < LBUFFER; k++) {
s=0;
w=0;
for (m=mn; m<=n; mt++) {
if ( 0<=k+m && k+m<LBUFFER ) {
s=s+x [ k+m];
W+

}

ylk]=s;
}

return;

3. El objetivo de este ejercicio es realizar un programa que ajuste por minimos cuadrados un conjunto de
puntos experimentales a una funcién conocida que depende un pardmetro de ajuste.

Supongamos que tenemos un archivo de datos con n pares de puntos (x;, y;) obtenidos de un experi-
mento (x; son enteros). Sabemos que esos puntos siguen una distribucion de Poisson

L
flx; A) = e A
que depende del parametro A y queremos obtener el valor del pardmetro que mejor ajusta los puntos
experimentales. Para ello se presenta a continuacién un programa que lee los puntos del archivo y los
almacena. Después pide al usuario que introduzca un intervalo de valores de A: [A1, Az], asi como la
precision con la que debe moverse en ese intervalo AX. Comenzando desde A\; hasta Ao, con incrementos
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de A, para cada valor del parametro el programa debe calcular el sumatorio de los cuadrados de los
residuos

n
RO\ = [yi — flas )]

i=1
esto es, la suma de los cuadrados de las diferencias entre los valores obtenidos experimentalmente y los
valores de la funcién en los puntos experimentales utilizando ese valor de A. El valor de A que mejor
ajuste los puntos experimentales serd aquel que proporcione el menor valor de R, en esto consiste
el método de minimos cuadrados. Complete el programa para que devuelva el valor de A que mejor
ajusta.

#include <stdio.h>

#include <stdlib .h>

#include <math.h>

#define n 10 //numero de puntos experimentales
#define E 2.718281828

long int factorial (int x) {
int 1i;

long int f;

f=1;

for (i=2; i<=x; i++)
fx=i;

return f;

}

double poisson(int x, double lambda) {
return pow (E,—lambda)*pow (lambda ,x)/factorial (x);
}

int main(int argc, charsx argv) {
int i;
int x[n];
double 1, lambda 1, lambda 2, inc_ lambda;
double y[n];
FILE «fin;

)

fin=fopen ("datos.dat", "r");
for (i=0; i<n; i++) {
fscanf (fin , "% _%If", &x[i], &y[i]);

}

printf("Introduzca_lambda_ 1_lambda_ 2_inc_ lambda:\n");

scanf ("%lf %l1f _%1f" &lambda 1, &lambda 2, &inc lambda);
/x
Complete el programa

*/

return O0;

Solucién: Ver cédigo ajuste_no_lineal.c
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4. El objetivo de este ejercicio es escribir un programa que proporcione una estimaciéon del nimero 7
por el método numérico de Monte Carlo. Para ello supondremos que disponemos de la funcién rnd (),
declarada del siguiente modo

double rnd ();

que devuelve cada vez que es llamada un ntimero real (double) aleatorio uniformemente distribuido
entre —1 y 1. El método consiste en generar parejas de niimeros aleatorios que corresponderén a las
coordenadas de puntos (z, y). De este modo, los puntos generados caeran en el cuadrado de lado 2
centrado en el origen de coordenadas (0, 0). La probabilidad P de que un punto caiga en el circulo de
radio 1 centrado en el origen vendra dada por el area total del circulo dividida por el area del cuadrado:

P Areacirculo 7R? T
areacyadrado (2R) 2 4

El programa debe aproximar esta probabilidad para N puntos (valor que debe ser introducido por
linea de comandos al ejecutar el programa). Si definimos como n el namero de esos N puntos que han

caido dentro del circulo, tendremos que

n
P~ —
N

Igualando este valor con el resultado anterior tenemos que nuestra estimacién de 7 es

4n
T~ —

N

Este es el valor que debe retornar el programa para un N dado.

Solucién: Ver cédigo pi_Monte_Carlo.c

5. Como se deberian declarar e inicializar las variables msk, n, b, y x para que el siguiente codigo compile
sin errores y funcione correctamente.

for(n=0; n<32; m++) {
b= msk & (1<<n);
if (b) {
x=x+(double) random () /RANDOM_MAX;
}
}
printf ("Resultado: 4f\n", x);

Solucién: La variable msk debera ser un entero int o long (para que, al menos, tenga 32 bits). Las
variables n y b pueden ser cualesquiera enteros (en particular, para b se podria usar un char). x
deberia ser un double, pero también podria ser un float.

6. Indique cuél deberia ser el resultado de compilar y ejecutar este programa en C. ;Qué deberia contener
el archivo “datos.dat’?

#include <stdio.h>
int main(int argc, char argv) {

int n=0;
double x,y, sx=0,sy=0;
FILE *fIn=fopen("datos.dat", "r");

while( !feof (fIn) ) {
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fscanf (fIn, "AfAf", &x,&y);
sxX+=x;
SY+=Y;
n++;
}
fclose (fIn);
printf ("xm=%g,, ym=%g\n", sx/n, sy/n);
return O;

Solucién: El archivo datos.dat deberia contener una lista de pares de nimeros (X,Y), separados por
espacios (posiblemente un par por linea). El programa lee par a par, acumula la suma de valores
de las X y las Y, cuenta el numero de pares leidos y, finalmente, imprime el valor medio de las X
y el valor medio de la Y.

. La integral definida de una funcién en un intervalo f; f(z)dx , puede aproximarse numéricamente
mediante la integral —o suma— de Riemann S(n) = Y"1, f(z;) - (#; — 2;—1), donde los puntos z;
corresponden a una particion del intervalo de integracion [a, b]: ©g = a < 1 < 22 < -+ < Tp1 <
T, = b. Se trata por tanto de una aproximacion al area encerrada debajo de la curva de la funcion
f(z).

Si la funcion esta acotada en el intervalo y es continua, o bien tiene un conjunto numerable de discon-
tinuidades, se cumple que

n—00

b
/ f(z)dx = lim S(n)

Escribir un programa que aproxime la integral de una funcién mediante la integral del Riemann. Elegir
la expresion matematica f(z) que se desee integrar y definirla en una funcién externa que sera llamada
desde la funcién main (). Deberemos introducir por linea de comandos el intervalo de integracién [a, b].
El programa debera calcular la integral de Riemann para diferentes valores de n y exportar los valores
de S(n) obtenidos a un archivo de modo que luego puedan ser representados con Gnuplot y asi poder
comprobar que estos tienden al limite dado por la integral.

Por simplicidad, supondremos que la particién del intervalo es una potencia de 2, de modo que n
variard entre 2™ y 22 aumentando en un factor de 2 en cada iteraciéon. Los valores ny y no también
deberan ser introducidos por linea de comandos.

Solucién: Ver cédigo integral Riemann.c

. Obtenga una aproximacion a la integral de Riemann con una cierta precision, indicada por linea de
comandos. Para ello deberd comparar el resultado obtenido para cada n con el obtenido para el n
anterior: cuando el valor absoluto de la diferencia sea menor que la precisién requerida, se entendera
que esa es la suma de Riemann que aproxima la integral definida.

Soluciéon: Ver cédigo integral_Riemann_precision.c

. Explicar detalladamente qué realiza el siguiente programa:

#tinclude <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define NMAXPTS 10000

int main(int argc, charx** argv) {
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10.

int i, j, n, npts, CONTROL;
float num[NMAXPTS], x;
FILE *xfin, *fout;
fin=fopen("datos.dat", "r");
n=fscanf (fin, "4f", &x);
if (n==1) {
num [0] =x;
npts=1;
}
do {
n=fscanf (fin, "%f", &x);
if (n==1) {
CONTROL=0;
for(i=0; i<mnpts; i++) {
if(x < num[i]) {
for(j=npts; j>i; j--) {
num[jl=num[j-1];

}

num[i]=x;

CONTROL=1;

break;

}
}
if (!CONTROL) num[npts]l=x;
npts++;

}
} while( n==1 && npts<=NMAXPTS );

fclose (fin) ;
fout=fopen("salida.dat", "w");
for (i=0; i<npts; i++) {

fprintf (fout, "%g\n", num[i]);
}
fclose (fout) ;

return O;

Solucién: El programa lee de un archivo de datos datos.dat una lista de nameros reales y los imprime
de forma ordenada en otro archivo salida.dat.

En el archivo de texto plano datos.dat tenemos N pares de puntos reales (z;, v;), ¢ = 1,... N, que
representan los valores de la funcion y(z) en el conjunto discreto de valores de z en los que se ha
dividido el intervalo [z, xx]. Escribir un programa que obtenga la derivada de la funcion en cada
punto y exporte las parejas de datos a un archivo derivada.dat.

Para obtener la derivada de un conjunto discreto de puntos consideraremos la aproximaciéon basada en
diferencias finitas centradas en el punto:

1 . 4 —
y/(xz) — 5 (y’t Yi—1 + Yi+1 yl)
Ti = Ti—1  Li4l — T4

que, como puede observarse, calcula el promedio de las pendientes entre el punto y sus dos vecinos més
proximos. En los puntos extremos sélo consideraremos la pendiente con su vecino mas préximo:

— N — YN—
yi(o) =2 y(ay) = I

T2 — I TN —ITN-1
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11.

12.

Soluciéon: Ver cédigo derivada_numerica.c

Escribir un programa que lea desde un archivo de texto datos.dat una serie de valores numéricos x;
(un valor, no necesariamente entero, por cada linea del archivo) y escriba luego por la salida estandar
los siguientes resultados:

e nimero de valores leidos (N)

. . -1 N .
e media de los valores leidos, T = > ;. %

e desviacion tipica de los valores leidos, o =

Téngase en cuenta que el numero de valores puede ser arbitrariamente grande (no se conoce a priori),
por lo que no se deben guardar los x; en un array.

Nota: Para leer los valores desde el archivo use la funcién fscanf como

int fscanf(FILEx, charx, doublex)

que recibe como argumentos el archivo desde el que leer, una cadena de formato, en este caso
“%lf”, y la posicién de memoria de una variable de tipo double donde guardara el valor leido, y
retorna 0 si no ha podido leer el valor (por haber llegado al final del archivo) o 1 si ha podido leer
el valor double.

Solucién: Ver codigo estadistica_datos.c

El método de Newton-Raphson es un método numeérico para resolver ecuaciones algebraicas no-lineales.
Este método esta basado en el hecho de que las soluciones de la ecuacion h(xz) = g(x) son las raices
de la funcion h(x) — g(x). Para obtener numéricamente estas raices se utiliza el algoritmo iterativo de
Newton-Raphson:

Tntl = Tp — f/(l' )
n

donde f'(z,) es la derivada de la funciéon f(z,) evaluada en el punto z,. Partiendo de una semilla
inicial z( la sucesion convergera (no siempre, dependera de las caracteristicas de la ecuacion y de la
semilla de partida) a una de las raices de la funcién f(z). En general el algoritmo concluye cuando
el error relativo entre dos aproximaciones sucesivas es menor que una cierta tolerancia fijada, que
llamaremos F, que se considera como el error relativo de la aproximacion:

|Znt1 — Tn <E

| T g1

El objetivo de este ejercicio es escribir un programa que calcule las soluciones reales de la ecuacion
e = 3. La funcién f(z) cuyas raices queremos obtener, y su derivada f’(x) deberén ser definidas
en dos funciones. Los valores de la semilla zy y del error E serén introducidos por linea de comandos
(como argumentos de la funciéon main()) cuando se ejecute el programa. El programa deberd imprimir

en pantalla el valor aproximado de la raiz obtenida con esa tolerancia.

Solucion: Ver cédigo Newton_Raphson.c
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Problemas de Geometria

1. Defina una estructura Circulo que guarde las coordenadas del centro de un disco y su radio. Después,
escriba una funcién que reciba dos circulos y devuelva 1 si ambos se superponen o 0 si no lo hacen.

Solucion:

struct Circulo {
float x,y;
float r;

}s

int circulo_super(struct Circulo cl, struct Circulo c2) {
return (cl.x—c2.x)#*(cl.x—c2.x)+(cl.y—c2.y)*(cl.y—c2.y) < (cl.r+c2.
r)*x(cl.r+c2.r);

2. Defina una estructura Treslados que guarde las longitudes de tres segmentos. Para que con estos tres
segmentos se pueda construir un triangulo, sus longitudes deben verificar la desigualdad triangular:
cada lado no puede ser mayor que la suma de los otros dos. Escriba una funcién que devuelva 1 si la
estructura es valida para construir un tridngulo o 0 si no lo es.

Solucién:

struct Treslados {
float 11,12 ,13;
}3

int es triangulo (struct Treslados a) {
return (a.ll1 < a.l24a.13) && (a.12 < a.l1+a.13) && (a.13 < a.ll+4a.l12);
}

3. Defina una estructura Rectangulo que almacene las coordenadas de un rectangulo genérico, es decir,
las coordenadas X,Y de dos de sus vértices opuestos: el inferior izquierdo y el superior derecho (asuma
que siempre se guardan en el mismo orden). Después, escriba una funcion que reciba dos estructuras
Rectangulo y un puntero a una tercera y que retorne 0 en caso de que no se intersequen los dos primeros,
o 1 en caso de que si lo hagan. En este altimo caso, la funcion rellenard ademas la tercera estructura
con las coordenadas correspondientes a la interseccion (que serd también un rectiangulo).

Solucién:

struct Rectangulo {
float x1,yl1;
float x2,y2;

}s

#define min(a,b) (((a)<(b))?(a):(b))
#define max(a,b) (((a)>(b))?(a):(b))

int rectangulo interseca(struct Rectangulo rl, struct Rectangulo r2,
struct Rectangulo xr3) {
rl.x1 > r2.x2

if( r1.x2 < r2.x1 ||
| r1.yl > r2.y2 ) {

[| rl.y2 < r2.yl
return 0;
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} else {
r3—x1 = max(r2.x1,rl.x1
r3—>yl = max(r2.yl,rl.yl
r3—>x2 = min(rl.x2,r2.x2
r3—>y2 = min(rl.y2,r2.y2

}

return 1;

4. Defina una estructura Punto que almacene las coordenadas de un punto del plano y otra estructura
Triangulo que almacene los puntos que definen los vértices de un triangulo del plano. Después, escriba
una funcién que reciba un Triangulo y un Punto y determine si el punto se halla dentro del area del
Triangulo (y retorne, entonces, 1) o fuera de él (y retorne 0).

[Nota: un punto P se halla en el interior de un tridngulo si los productos vectoriales de los vectores
que unen P con cada par de vértices consecutivos tienen el mismo signo]

Solucion:

struct Punto {
float x,y;
};

struct Triangulo {
struct Punto a, b, c;
}

float area(struct Punto o, struct Punto a, struct Punto b) {
return (a.x—o0.x)*(b.y—o.y)—(a.y—0.y)*(b.x—0.x);
}

int dentro triangulo(struct Triangulo t, struct Punto p) {
float al, a2, a3;

al=area(p, t.a, t

a2=area(p, t.b, t.

a3=area(p, t.c, t

if( (al>0 && a2>0 && a3>0)

|| (al<0 && a2<0 && a3<0) )
return 1;

return 0;

5. Se quiere buscar el mejor recubrimiento de un rectangulo de lados W y H por circulos de radio R. Para
ello, se van colocando los centros de éstos en puntos del interior del rectdngulo, tomados aleatoriamente
(calcilense usando la funcion uniforme() que devuelve un ntimero pseudoaleatorio entre 0 y 1). Cada
vez que se escoge un punto, se comprueba que el circulo no colisionard con los anteriores; si lo hace,
se escoge otro centro y se vuelve a probar. Si después de un niumero K de intentos fallidos no se ha
podido anadir un nuevo circulo, se considera que se ha completado el recubrimiento. Escribase una
funcién que haga esto:
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int recubre(float W, float H, float R, float Xc[], float Yc[])

W, H: dimensiones del rectangulo y dos arrays de nameros flotantes
R: radio de los circulos del recubrimiento
Xc, Yc: arrays en los que se guardaran las coordenadas de los centros de los circulos del recubrimiento

La funcion devolveré el numero de circulos que ha logrado colocar.

Solucién:

#define K 100
int recubre(float W, float H, float R, float Xc[], float Yc[]) {

int n, nc, ni;

float x, y;
nc=0;
ni=0;

while( ni < K ) {
x=Wxuniforme ();
y=Hxuniforme ();
for (n=0; n < nc; nc++) {
if ( hypot(x—Xc[n], y—Yc[n]) < 2«R ) {
ni++;
break ;
}

if( ni =—0) {

Xc[ne]=x;
Yc[ncl=y;
nc+-+;
ni=0;

}

return nc;

}

6. Declare una estructura que represente un poliedro: que guarde el nimero de vértices de éste (menor o
igual que 20) y sus coordenadas XYZ. Defina una funcion que calcule la distancia entre dos cualesquiera
de esos vértices, con la salvaguarda de que ambos vértices pertenezcan al poliedro (en caso contrario
debera devolver el valor NAN, not a number o indeterminado).

Solucién:

#define NVERTICES MAX 20
struct Poliedro {
int nVertices;
float x[NVERTICES MAX],
y [INVERTICES_MAX] ,
z [NVERTICES_MAX] ;
};
float dVertices(struct Poliedrox p, int na, int nb) {
float dx, dy, dz, d=NAN;
if ( 0O<=na && na<p—>nVertices && 0<=nb && nb<p—>nVertices ) {
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dx=p—>x[na]—-p—>x[nb];
dy=p—>y [na|—p—>y[nb];
dz=p—>z[na]—p—>z[nb];
d=sqrt (dx*dx+dy*dy+dz=+dz) ;

}

return d;
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Descripcion estadistica y procesos de transporte
en un medio aleatorio

Los medios aleatorios (random media) tienen en fisica muchas aplicaciones.
Desde la descripcion del flujo a través de medios porosos hasta la conduccion
electronica en medios amorfos (no cristalinos). Para describir la estructura de un
medio aleatorio es necesario conocer su estructura de “huecos”, esto es, de zonas
del poroso que ofrecen facilidad a los procesos de transporte. Un modelo muy
simplificado, pero ilustrativo, de medio aleatorio es el “poroso unidimensional”,
cuyas propiedades estudiaremos a continuacién.

1. Consideremos el medio como una cadena de sitios que pueden estar ocupa-
dos o no ocupados (un array de valores 0 = “no ocupado” y 1 = “ocupado”).
Estos sitios estan dispuestos aleatoriamente, esto es, si el sitio i-ésimo tie-
ne un valor 0, la probabilidad de que el (i 4+ 1)-ésimo siguiente tenga un
valor 0 o 1 es independiente del anterior. El cociente entre el nimero de
Os y 1s, se denomina porosidad del medio.

Ejercicio 1: Simular, usando un generador de nimeros aleatorios, un po-
roso unidimensional de longitud L y porosidad r introducidas por el
usuario. Guardense los valores sucesivos de 0 o 1 en un archivo de tex-
to y represéntense con Gnuplot para ver el aspecto del poroso. Usense
tamanos L = 250, 1250 y porosidades » = 0,25, 1, 4, mostrando los
resultados en una tabla de 2 x 3 graficas.

Nota: Notese que la probabilidad de que un sitio de la cadena esté ocu-
pado viene dada por p =1/(1+ 7).
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Figura 1: Poroso 1-D y huecos en él.

2. Consideremos la distribuciéon estadistica del tamano de los huecos en una
cadena de longitud L. La longitud de un hueco es el nimero de Os conse-
cutivos que lo forman. Interesa saber cuantos huecos de tamafo [ hay por
unidad de longitud de la cadena. O, dicho de otro modo, saber cuél es la
probabilidad de que, si se escoge un 0 al azar en la cadena, éste pertenezca
a un hueco de longitud I.

Ejercicio 2: Calcular el histograma del namero h de huecos de distin-
tos tamanos [. Genérense N cadenas de longitud L y porosidad 7.
Calculense los histogramas de los huecos de tamaros 1, 2, ..., L/2
normalizando las frecuencias con el producto N x L. Compruébese





Figura 2: Matriz de porosos y definicién de longitud de correlacion.

graficamente que ese histograma viene aproximadamente dado por
h(l,r) =r'/(1 +r)**!

Pruébese con tamanos L = 64, 1024 y porosidades » = 0,25, 1, 4.
(Es igualmente bueno el ajuste del histograma para ambos tamafios?

3. El histograma de longitudes de huecos es una descripciéon muy detallada
del medio aleatorio con el que estamos trabajando. No obstante, lo que
suele interesar en el estudio de los fenémenos de transporte son valores
medios de magnitudes que caracterizan al medio (como su porosidad r)
0 a los fenémenos de transporte que suceden en él. En la cadena, por
ejemplo, interesa saber hasta qué distancia, en promedio, podré alcanzar
un fenémeno de transporte si lo iniciamos en un 0 escogido al azar, esto
es, partiendo de ese 0, cuantos sitios de la cadena podra recorrer (hacia
un lado o hacia otro) hasta chocar con un 1. A esta distancia promedio se
la denomina longitud de correlacion.
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Figura 3: Matriz de porosos y definicién de longitud de correlacion.

Ejercicio 3: Contar qué distancia podria recorrer un proceso de trans-
porte que se iniciase en cada uno de los 0Os de una cadena y se moviese
hacia la derecha o hacia la izquierda. Genérense N cadenas de lon-
gitud L y porosidad r. Recorriendo cada cadena, cada vez que se
encuentre un 0, calctlense los nimeros de Os a su derecha e izquier-
da, calculando finalmente la media de todas esas distancias. Témense
L =1024, N =1024 y r = 0,1, 0,25, 0,5, 1, 2, 4, 9. Represéntese la





longitud de correlaciéon en funcion de r. jDependera el resultado de
L? (pruébese con un L = 32). ;Qué nos indica esto acerca de la
eleccion de nuestro tamano de simulacion?

Ejercicio 4: Calcular las distancias medias de transporte por un método
de Monte Carlo. Genérense, como antes, N cadenas de longitud L
y porosidad r. Escojanse al azar M = N/16 de los Os de cada una
de esas cadenas y, recorriendo a derecha o izquierda (escogiendo el
sentido también al azar) calculese la distancia hasta el primer 1. Hacer
la media de todas estas N x M distancias calculadas y comparar el
resultado con el obtenido por la bisqueda exhaustiva del ejercicio
anterior.

Nota: En casos tan sencillos como el de la cadena unidimensional, es
posible hacer un calculo exacto de las distancias de correlacién en
un tiempo razonable. Pero cuando el tamano de la cadena aumenta
(p.ej. L = 10° sitios) o cuando tratamos con medios desordenados bi-
o tridimensionales, el célculo por Monte Carlo es la tnica alternativa
factible.

Apéndice: “trucos” de C

1. En C existen diferentes tipos de datos numéricos. A diferencia de otros
lenguajes de programacion, el tipo de dato char o unsigned char es tam-
bién numérico. Representa un ntimero entero entre —127 y 128 (char) o
entre 0 y 255 (unsigned char): lo suficiente para codificar cualquier ca-
racter ANSI y codificacion ampliada, como la Latin-1 o ISO-8859-1 que
usamos habitualmente. Esta versatilidad puede servir a una funcién: el
ahorro de memoria. Una matriz de 1024 x 1024 caracteres ocupa 1 Mb
de memoria, que es el valor tipico que se reserva para todas las variables
locales en algunos entornos. Una matriz de ese tamanio de enteros (int)
ocupa 16 Mb. Para guardar valores de 0 o 1 puede ser eficiente usar chars,
para no estar limitados a matrices de tamafios muy pequefios (o tener que
usar asignacion dindmica de memoria).

2. El generador de ntmeros aleatorios parte siempre de un valor inicial o
semilla. Si esta semilla es siempre la misma, un programa generaré siempre
la misma secuencia de nameros aleatorios. Para evitar esto, se suele partir
de una semilla que cambie en cada realizaciéon del programa y la mas
simple de estas semillas es el reloj del sistema. Asi, una semilla apropiada
(que cambia cada segundo) puede calcularse #incluyendo la <time.h> y
haciendo

int semilla=(int)time (NULL) ;

Este valor se debe asignar a la semilla del generador de ntimeros aleatorios
que se esté usando antes de empezar a generar valores con él. Es también





adecuado ejecutar un bucle de “termalizacién” del generador de ntameros
aleatorios después de asignar la semilla para evitar que los primeros nu-
meros aleatorios generados en cada ejecuciéon sean los obtenidos de una
secuencia de nimeros correlativos (los sucesivos segundos).

. El generador de nimeros aleatorios habitual de C es la funcién rand()
de la biblioteca estandar de C o <stdlib.h>. Esta funcion retorna cada
vez un numero aleatorio entre 0 y RAND_MAX. Para calcular un ndmero
aleatorio en coma flotante en el intervalo [0, 1) se hara

double rnd=(double)rand () /((double)RAND MAX+1);

Para asignar la semilla del generador de niimeros aleatorios rand () se usa
la funcién srand () llamandola como

srand ( semilla );






Tema 12

Métodos Monte Carlo

En este capitulo se presenta el primer proyecto de Fisica Computacional en C,
dedicado al Método Monte Carlo. Si se ha escogido este proyecto, se deberan hacer
los ejercicios propuestos en él.

12.1. Un poco de historia

El nombre del método hace alusién directa al famoso Casino de Monte-Carlo, en
Ménaco, y fue acuiado en los afos 40 por cientificos trabajando en el proyecto de la
bomba nuclear en Los Alamos:

“During World War |l physicists at the Los Alamos Scientific Laboratory ca-
me to a knotty problem on the behavior of neutrons. How far would neutrons
travel through various materials? The question had a vital bearing on shiel-
ding and other practical considerations. But it was an extremely complicated
one to answer. To explore it by experimental trial and error would have been
expensive, time-consuming and hazardous. On the other hand, the problem
seemed beyond the reach of theoretical calculations. The physicists had
most of the necessary basic data: they knew the average distance a neu-
tron of a given speed would travel in a given substance before it collided
with an atomic nucleus, what the probabilities were that a neutron would
bounce off instead of being absorbed by the nucleus, how much energy the
neutron was likely to lose after a given collision, and so on. However, to sum
all of this up in a practicable formula for predicting the outcome of a whole
sequence of such events was impossible.

At the crises the mathematicians John von Neumann and Stanislaus Ulam
cut the Gordian knot with a remarkably simple stroke. They suggested a
solution which in effect amounts to submitting the problem to a roulette
wheel. Step by step the probabilities of the separate events are merged
into a composite picture which gives an approximate but workable answer
to the problem.

The mathematical technique von Neumann and Ulam applied had been
known for many years. When it was revived for the secret work at Los Ala-
mos, von Neumann gave it the code name “Monte Carlo”. The Monte Carlo
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method was so successful on neutron diffusion problems that its popularity
later spread. It is now being used in various fields, notably in operations
research.”

Extracto sacado de: D.D. McCraken (1955), “The Monte Carlo Method”,
Scientific American, vol. 192, pp 90-95.

Como se menciona en este extracto, en aquella época de desarrollo nuclear era nece-
sario investigar la interaccion que experimentaba la radiacion ionizante cuando atra-
vesaba un medio material. Fundamentalmente, la cuestién era, ¢qué fraccion de la
energia de la radiacion es absorbida por el medio? Aparte de las aplicaciones indus-
triales, la importancia de esta cuestion era, y sigue siendo, principalmente bioldgica.
Para comprender la importancia de este problema primero debemos saber qué se
entiende por radiacién ionizante.

Se define radiacion ionizante como aquella radiacion, bien electromagnética (com-
puesta de fotones, como los rayos v o los rayos X o bien de particulas, como la
radiaciéon « (nucleos de Helio), la radiacion 5~ (electrones) o la radiacion 51 (posi-
trones), cuyos componentes tienen suficiente energia como para ionizar un atomo o
molécula, es decir, que son capaces de arrancar un electron de su orbital atomico o
molecular. Esta capacidad depende uUnicamente de la energia de la radiacion, y no
de su flujo o intensidad (niumero de particulas incidentes por unidad de tiempo y de
superficie). La radiacién ionizante es emitida durante procesos nucleares (desintegra-
cién nuclear de elementos radiactivos, procesos nucleares de fision y fusién), durante
la desaceleracion brusca de electrones (proceso conocido como bremsstrahlung) y en
la reaccion de aniquilacion positrén-electron. En general, solo los fotones y las parti-
culas cargadas pueden interaccionar con los electrones de una forma suficientemente
intensa como para ionizar la materia. Los neutrones, al no ser particulas con carga, no
son capaces de ionizar directamente un atomo aunque si pueden producir radiaciones
ionizantes secundarias cuando interaccionan con los nucleos atémicos.

Desde el punto de vista biolégico, la capacidad de ionizacién es, sin lugar a dudas,
el aspecto mas importante de la interaccidén radiacion-materia. Por esta razén, el tér-
mino radiacion ionizante suele aparecer con mucha frecuencia en diversos contextos
y ambitos de la fisica médica: medicina nuclear, radiodiagnéstico, radioterapia, etc.
Cuando un haz de radiacién ionizante atraviesa un tejido u otro medio absorbente,
parte de la energia del haz incidente es transferida al medio —también se utiliza el tér-
mino energia depositada. En el caso de tejidos biolégicos, después de la transferencia
inicial de energia se sucede una cadena de eventos, fisicos, quimicos y bioloégicos, por
este orden, que finalmente conducen al dafo, reversible o irreversible, del tejido. Los
efectos de la radiacién ionizante sobre los seres vivos pueden ser muy graves. Des-
de el descubrimiento de los rayos X por Réntgen en 1895, pocos conjuntos de datos
fisicos han estado tan omnipresentes o han sido tan necesarios y utilizados como los
datos sobre la transmisidén y absorcion de rayos X en materiales biolégicos, en mate-
riales de proteccion contra la radiacién y en materiales dosimétricos. Esta importancia
puede hacerse extensiva a los diversos tipos de radiacién ionizante.

Actualmente, el estudio de la interaccidn entre la radiacion ionizante y la materia es
un problema de gran relevancia en muchos campos de la cienciay muy en particular

'De la misma naturaleza que la luz blanca que todos vemos pero con mucha més energia.
2Entre las muchas aplicaciones derivadas de esta interaccion y su estudio destacamos la dosimetria,
la proteccién radiolégica, la microscopia electronica, diferentes técnicas de espectroscopia de superfi-
p
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en la fisica médica. La lista es larga e incluye importantes especialidades de la medi-
cina moderna como la medicina nuclear o la radiologia, dedicadas fundamentalmente
al diagnéstico y tratamiento de enfermedades. Importantes técnicas no invasivas de
imagen utilizadas en radiologia —radiodiagnéstico o radiologia diagndstica— y en me-
dicina nuclear para el diagndstico estan basadas en los mismos principios fisicos de
la interaccion radiacion materia. Tal es el caso de la imagen por rayos X, la imagen por
resonancia magnética o IRM (del inglés Magnetic Resonance Imaging, MRI, o Nuclear
Magnetic Resonance Imaging, NMRI), la tomografia axial computerizada o TAC (del
inglés Computed tomography, CT) o la tomografia por emisién de positrones o TEP
(del inglés de Positron Emission Tomography, PET). Una de las principales aplica-
ciones médicas de las radiaciones ionizantes es la radioterapia, practica médica muy
utilizada para el tratamiento contra el cancer en la que se hace uso de los efectos
producidos por la radiacion sobre las células para destruir tejidos tumorales.

Volviendo al problema que se planteaban los cientificos de los afios 40, el estudio
de la interaccidn entre la radiacidn ionizante y la materia, y en particular, el calculo de
la energia depositada en el medio era un problema extremadamente complejo para ser
abordado a partir de la teoria del transporte construida sobre la ecuacion de transporte
de Boltzmann, bien conocida por entonces. Sin embargo, los matematicos John von
Neumann and Stanislaus Ulam propusieron una solucidon numérica que basicamente
se reduce a realizar tiradas con una ruleta de casino, de ahi el nombre de método de
Monte Carlo. Veamos en qué consistia esa original solucion.

Por entones ya se sabia que cuando un haz de radiacidn ionizante penetra en un
medio material, las particulas que componen la radiaciébn —particulas primaria
experimentan una sucesion de interacciones —o “choques”™— con los &tomos o molé-
culas del medio a través de las cuales transfieren su energia, y en las que se pueden
producir otras particulas que se denominan secundarias. De este modo, el paso de la
particula primaria origina una cascada de particulas secundarias que arrastran parte
de su energia dispersandola por el medio hasta que finalmente toda la energia ini-
cial es depositada y no quedan particulas en movimiento. También se conocian muy
bien los diversos tipos de interaccién que podian tener lugar entre los diferentes tipos
de radiacion y el medio. Sin embargo, el transporte de la radiacién en la materia es
un proceso eminentemente aleatorio. Esta aleatoriedad procede fundamentalmente
de la naturaleza cuantica de las interacciones y de la propia naturaleza desordena-
da de muchos medios microscopicos. Esto quiere decir que es imposible predecir el
comportamiento de una particula individual.

A pesar de esto, Von Neumann y Ulam mostraron que el comportamiento promedio
de un gran numero de particulas podia ser reproducido de forma muy precisa si se
conocen los mecanismos de interaccion y las leyes de probabilidad que los gobiernan.
En aquella época la electrodinamica cuéntica de Dirac ya proporcionaba estas leyes,
es decir, ya se sabia cudl era la probabilidad, por unidad de camino libre recorrido, de
que se produjera una interaccion entre la particula ionizante y el medio, la probabilidad
de que ocurriera uno u otro tipo de interaccién en concreto, la probabilidad de que la
particula cediera una cierta cantidad de energia en la interaccion y de que la direccion
de su movimiento cambiara un cierto angulo, y también la probabilidad de que crease
una particula secundaria con una cierta energia y emitida en una cierta direccion. Es
decir, se sabia todo, pero todo obedecia leyes de probabilidad.

cies, el disefio de detectores de radiacion, etc.
3Particulas sin masa, como los fotones, o particulas con masa como electrones o positrones.
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La solucion de Von Neumann y Ulam fue simular con el ordenador historias de
particulas ionizantes utilizando numeros aleatorios (generados mediante una ruleta
de casino, por ejemplo). La historia de cada particula es vista como una sucesion
cronoldgica de interacciones aleatorias con el medio, en las que la particula puede
sufrir cambios en su direccion, perder energia e incluso producir particulas secunda-
rias. Entre dos interacciones consecutivas, la particula describe un movimiento libre
recorriendo una trayectoria lineal. La longitud del camino libre recorrido entre dos in-
teracciones consecutivas, el tipo de interaccion que tiene lugar, y la pérdida de energia
y el cambio en la direccién de su movimiento son obtenidos a partir del muestreo me-
diante niUmeros aleatorios de las correspondientes leyes de probabilidad dadas por la
teoria. Por ejemplo, supongamos que estamos en un punto del espacio en el que se
produce una interaccidén y tenemos que decidir que tipo de interaccion ocurre; tenemos
tres tipos de interaccion posible: A, B, C, con la siguiente distribucién de probabilidad:
prob(A) = 0,5, prob(B) = 0,25 y prob(C') = 0,25. Podemos lanzar nuestra ruleta de 37
nuameros (desde el 0 hasta el 36) y decidir el tipo de interacciéon que ocurre en funcion
del numero X obtenido del lanzamiento de la ruleta. El algoritmo de eleccion es el
siguiente:

m Si X < 18, entonces ocurre el proceso A.
m Si 18 < X < 27, entonces ocurre el proceso B.
= Si 27 < X < 36, entonces ocurre el proceso C.

Como todos los numeros de la ruleta son equiprobables, este algoritmo respeta las
probabilidades iniciales, y aunque no podamos predecir cual sera el proceso que ocu-
rrird en esa interaccion, si que reproduciremos el comportamiento promedio de mu-
chas interacciones. Los valores de las otras variables aleatorias que caracterizan la
historia de la particula ionizante, como el camino libre recorrido entre dos interaccio-
nes consecutivas, la energia perdida o el cambio de direccion, también son elegidos
de un modo similar realizando nuevos lanzamientos de la ruleta.

De este modo, la simulacién de Monte Carlo de la historia de una particula ioni-
zante se reduce simplemente a la generacion secuencial de numeros aleatorios para
muestrear las leyes de probabilidad de las magnitudes relevantes. Este muestreo va
trazando paso a paso (“tirada a tirada”) el “camino aleatorio” que describe la particula
al atravesar el medio. La historia de la particula es seguida hasta que ésta no pue-
de contribuir con ninguna informacién de interés al problema. En general, esto ocurre
cuando la particula abandona el volumen de estudio o cuando su energia disminuye
por debajo de un umbral a partir del cual se puede considerar que, a todos los efectos,
la particula ha sido absorbida por el medio.

A diferencia de los métodos deterministas (no aleatorios), los cuales resuelven la
ecuacion de transporte para el comportamiento promedio de las particulas, el método
de Monte Carlo no resuelve explicitamente esta ecuacién. En lugar de ello, simula la
historia de particulas individuales y después promedia para obtener los resultados.

En la actualidad, el término Monte Carlo se utiliza para hacer referencia a un tipo
general de métodos numéricos que utilizan nimeros aleatorios para resolver proble-
mas a partir de la informacion estadistica que se tiene sobre los mismos. La simulacion
de Monte Carlo consiste en generar una secuencia de eventos de azar cuya proba-
bilidad de ocurrencia esta determinada por la informacion estadistica del problema y
cuyo resultado representa un estimador estadistico, sujeto por tanto a incertidumbres
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Modelos Problemas de la vida real
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Complejidad del problema (geometria)

Figura 12.1: Métodos deterministas vs. Monte Carlo. El comportamiento mostrado es
cualitativo.

estadisticas, de la solucion del problema. Por consiguiente, la caracteristica esencial
de la simulacion de Monte Carlo es el uso de numeros aleatorios. En las ultimas déca-
das, y gracias a la creciente capacidad de céalculo y memoria de los computadores, los
métodos de simulacién de Monte Carlo han emergido como una exitosa y poderosa
herramienta de investigacidén para resolver problemas de gran complejidad en diferen-
tes ambitos de la ciencia, problemas que son practicamente inabordables desde un
punto de vista analitico o aplicando métodos numéricos convencionales.

La principal pega de los Métodos de Monte Carlo radica en su naturaleza aleatoria,
por lo que todos los resultados conllevan asociadas unas ciertas incertidumbres esta-
disticas. El resultado de una simulacion es una estimacidén que debe ser dada dentro
de un intervalo de confianza concreto alrededor del valor verdadero. La magnitud del
error o incertidumbre estadistica asociada al resultado puede ser reducida incremen-
tando el nimero de historias (simulaciones), lo que conlleva un mayor coste compu-
tacional: cuanto mayor es el niumero de historias, menor es el intervalo de confianza
alrededor del comportamiento promedio verdadero de las particulas. Por consiguiente,
detras de cada simulacion de Monte Carlo existe un conflicto, sin solucién aparente,
entre la fiabilidad del resultado y el tiempo de célculo.

En general, cuando la complejidad del problema crece, los métodos de Monte Car-
lo resultan ser mucho mas eficientes que los métodos deterministas. En términos de
complejidad computacional se dice que el orden de los métodos deterministas es su-
perior al del método de Monte Carlo. En la figura[12.1]se ha ilustrado este comporta-
miento.

12.1.1. Un ejemplo muy simple

Un ejemplo archiconocido del uso del método de Monte Carlo es el calculo del
nuamero 7. Incluso podemos realizar este experimento en casa.

Tomemos un circulo de radio R (una diana) inscrito dentro de un cuadrado de lado
2R (un tablero). EI método de Monte Carlo consiste en ir seleccionando aleatoriamen-
te puntos del cuadrado e ir contando cuantos de ellos han caido dentro del circulo.
Continuando con el ejemplo de la diana, el procedimiento es estadisticamente similar
a tirar dardos con los ojos cerrados, esto es, “al azar”.
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Supongamos que de los N dardos tirados (o de las N veces que hemos tirado el
mismo dardo), n han dado en la diana. La estadistica de nuestro problema nos dice
gue la probabilidad P de que un punto elegido al azar dentro del cuadrado esté dentro

del circulo sera: ]
aréagiana o m

a,'reacuadrado 4

mientras que nuestro estimador de esta probabilidad vendra dado por n/N. Despejan-
do obtenemos que nuestra estimacion de « sera

4n
T~ —

N

A medida que vayamos repitiendo el experimento, nuestro estimador de 7 se ira apro-
ximando al valor exacto. En efecto, la ley de los grandes numeros establece que

Aunque el método de Monte Carlo se utiliza con éxito para resolver problemas que no
pueden ser resueltos analiticamente, debemos reconocer que no es el mejor método
para estimar =: para calcular cada cifra significativa se necesitan aproximadamente
del orden de 100 veces mas lanzamientos que los necesarios para calcular la cifra
significativa anterior.

12.2. Numeros aleatorios

Los métodos de Monte Carlo se basan en la generacién de numeros aleatorios,
esto es, de niumeros que siguen una secuencia desordenada e imposible de predecir
exactamente aunque si obedezcan una ley de probabilidad.

Para ilustrar lo que esto significa, el ejemplo mas sencillo de proceso aleatorio
es la tirada de un dado: esto genera numeros aleatorios entre 1 y 6. Son aleatorios,
puesto que no se puede predecir cual sera el resultado de una tirada antes de realizar
esta. Sin embargo, si el dado no esta “cargado”, uno esperaria que todos los nimeros
saliesen la misma cantidad de veces, cuando se han hecho muchas pruebas, esto es,
siguiendo una ley de probabilidad.

La fraccidon de veces que se obtiene un resultado se denomina probabilidad de
obtenerlo y las probabilidades de todos los posibles resultados (la distribucién de pro-
babilidad) es lo maximo que se puede conocer de un proceso aleatorio. En el ejemplo
del dado, la probabilidad de que salga el niUmero 5 sera 1/6; igual para todos los demas
resultados.

Matematicamente, el resultado de la tirada es una variable aleatoria X, que puede
tomar los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6 (que es su espacio muestral). Diremos que existe una
funcién de probabilidad P(z), que asigna a cada elemento x del espacio muestral un
valor de probabilidad: para nuestro dado, P(x) = 1/6. Esta distribucién se denomina
uniforme, porque todas las probabilidades son iguales.

Otras distribuciones asignan probabilidades segun una funcién que depende de
x. Por ejemplo, la distribucién de Poisson que describe la probabilidad de que x de
nucleos de una muestra de N atomos se desintegren durante un tiempo fijo 7', viene
dada por

Plr) = —e”

= —e
x!
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donde 7 = ANT es el producto del tiempo considerado, 7', por la constante de desin-
tegracion del isétopo radiactivo, A, y por el numero total de atomos en la muestra.

Dado que los ordenadores son maquinas “deterministas”, puesto que siguen un
programa que determina el resultado de sus operaciones, se han desarrollado méto-
dos que simulan este comportamiento aleatorio, que se busca, mediante secuencias
de operaciones matematicas. Los mas sencillos, son los mas utilizados porque, como
se vio anteriormente, se necesita un gran numero de lanzamientos para llegar a un
resultado mas o menos preciso de un problema. Entre los métodos mas simples se
encuentra el método congruente lineal, que se trata a continuacién.

12.2.1. Un programa que genera numeros aleatorios uniformemen-
te distribuidos en el intervalo [0, 1)

El método congruente lineal esta basado en el siguiente algoritmo recursivo
X1 = (AX,, + B) mod C

donde X, es el valor del numero (entero) aleatorio generado en el paso n-ésimo. Los
parametros enteros A y B definen la expresion lineal y el entero C' es el modulo de
congruencia. Para un valor inicial entero (o semilla), Xy, el algoritmo genera en cada
paso un valor entero entre 0 y C' — 1, que es el resultado de la funcién mod (resto de la
divisién). Siempre que A, By C se elijan adecuadamente, se generara, partiendo de la
semilla inicial, una sucesion de niumeros enteros aleatorios distribuidos uniformemente
entre0y C' — 1.

La implementacién del método congruente lineal se muestra en el listado[12.1]

En el preambulo del programa se incluyen los dos archivos H estandar, <stdio.h>
y <stdlib.h> (en el que se declara la funcion “exit ()” que emplearemos para fina-
lizar el programa cuando no se llame correctamente). También se #definen algunos
literales que se emplean en el calculo de los niumeros aleatorios: los coeficientes de la
transformacién lineal (LINEAL_A y LINEAL_B), el modulo de congruencia (CONGRUENCIA)
y la semilla, el nUumero anterior en la serie al primer pseudoaleatorio.

El programa emplea aritmética entera, pero dado el orden de magnitud de los nu-
meros, usaremos los enteros mas grandes que pueda manejar nuestro procesador:
los de tipo “long long int”. Por lo general, un sistema con un procesador de 16 bits
tendra “long int” de 16 bits y “long long int” de 32 bits; los sistemas actualmente
mas comunes, de 32 bits, tienen “long int” de 32 bits, y “long long int” de 64 bits.
Elegimos un tipo con el maximo numero de bits para que pueda albergar el entero
resultante de multiplicar LINEAL_A por el numero pseudoaleatorio anterior. (Haga la

prueba de degradar la variable “c” a simple “int”).

Como se ha visto, el primer numero “r” se ha elegido “a 0jo”: asignado como
“SEMILLA”. Para evitar que nuestras preferencias por los digitos sesguen nuestro gene-
rador pseudoaleatorio, se suele incluir una etapa de “calentamiento” (o termalizacion)
del generador de numeros aleatorios, durante la que se ejecutan ciclos de calculo de
nuameros pseudoaleatorios que se descartan. Después de este transitorio, el nume-
ro que siga, aunque calculado deterministamente a partir de nuestra eleccién inicial,
tendrd poco en comun con éste.

A partir del numero entero calculado por el método de congruencias lineales, ob-
tendremos un numero aleatorio en el intervalo [0, 1) dividiendo por el valor de la varia-





1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

12-8 TEMA 12. METODOS MONTE CARLO

ble de CONGRUENCIA. Llamaremos, a la distribucién de probabilidad de estos numeros,
U[0,1): la distribucién uniforme en el intervalo [0, 1).

Como resultado, el programa del Iistadoproporciona N numeros pseudoalea-
torios reales en el intervalo [0, 1), tantos como se indiquen en el primer argumento de
la linea de comandod?

Listado 12.1: El programa que genera numeros aleatorios por el método de congruen-
cias lineales.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

/% periodo 4294967296 «/

#define SEMILLA 1234567891LL
#define LINEAL A 1664525LL
#define LINEAL B 1013904223LL
#define CONGRUENCIA 4294967296LL

int main(int argc, charxx argv)
{
int nnums, n;
/% el entero mas largo que se pueda:
64 bits en sistemas de 32 x/
long long int r;
double f;

if ( argcl=2)
{
printf ("Uso del programa:\n %s <num aleatorios>\n",
argv[0]) ;
exit (0) ;
}

nnums=atoi(argv[1]);
if (nnums<1)

{
}

nnums=1;

/x "calentamiento" x/
r=SEMILLA;
for(n=0; n<2xnnums; n++)

4Todos los programas que requieran que se les pase algtn valor como argumento de linea de co-
mandos deben comprobar que dicho argumento se pasa efectivamente y, en caso contrario, informar al
usuario del uso que debe hacer del programa, mediante un mensaje como:
Uso del programa:
./aleatorios <num. aleatorios>
Que indica que el programa (que se ha llamado aleatorios) requiere un Unico argumento de linea
de comandos que es el numero de valores aleatorios que se quieren generar.
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/x periodo 509 x/

#define SEMILLA 123L
#define LINEAL_A 65L
#define LINEAL_ B OL
#define CONGRUENCIA 509L

/x periodo 32749 x/
#define SEMILLA
#define LINEAL_A 1944L
#define LINEAL_B oL
#define CONGRUENCIA 32749L

12345L

/4 periodo 2147483647 +/

#define SEMILLA 12345678L
#define LINEAL_A 16807L
#define LINEAL_B oL

#define CONGRUENCIA 2147483647L

/ periodo 4294967296 «/

#define SEMILLA 1234567891LL
#define LINEAL_A 1664525LL
#define LINEAL_B 1013904223LL
#define CONGRUENCIA 4294967296 L

Tabla 12.1: Posibles (buenas) definiciones de generadores de numeros pseudoaleato-

rios por congruencias lineales.

/% recurrencia de congruencia—lineal x/
r=(LINEAL_Axr+LINEAL_B) % CONGRUENCIA;

}

/x generacion x/
for(n=0; n<nnums; n++)

{

/% recurrencia de congruencia—lineal x/
r=(LINEAL_Axr+LINEAL_B) % CONGRUENCIA;
f=(double)r/CONGRUENCIA;

printf (" %g\n", f);
}

return O;

}

Para modificar el generador de numeros pseudoaleatorios se pueden probar los

cambios sugeridos en la tabla

Ejercicio 12.1. Modifiquese el programa|12.1|creando una funcion “double uniforme()”
que retorne numeros reales (pseudo)aleatorios distribuidos seguin una distribu-
cion U|0, 1). Usese una variable global, definida fuera de “main()” (y de “uniforme ()”)

/% el entero mas largo que se pueda x/
long long semilla_uniforme=SEMILLA;

para guardar el ultimo nimero generado.
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12.3. Numeros aleatorios continuos

Los ejemplos que acabamos de ver corresponden a variables aleatorias discretas,
es decir, aquellas cuyo espacio muestral esta formado por un conjunto numerable de
elementos. Cuando el espacio muestral de la variable un intervalo de niUmeros reales
(por tanto, un conjunto no numerable), se dice que es una variable aleatoria continua.

El paso de una variable aleatoria discreta a una continua es analogo al paso de
un sumatorio a una integral. El intervalo continuo se particiona en un subintervalos
(que ya forman un conjunto numerable) y se define sobre ello una distribucion de
probabilidad discreta. Luego, los subintervalos se hacen tan pequenos como se quiera.

A continuacién vamos a ver el ejemplo de la distribucién aleatoria continua mas
frecuente en la naturaleza: la distribucién gaussiana.

12.3.1. Generacidn de variables (pseudo)aleatorias distribuidas gau-
sianamente

La distribucién gaussiana o normal es ubicua: aparece en, practicamente, todos
los problemas de las ciencias naturales. Esto se debe a una importante propiedad que
cumple esta distribucidn, llamada el “Teorema Central del Limite”. Este teorema dice
(simplificando):

Teorema. La variable aleatoria Y construida como la suma de N variables aleatorias
X; distribuidas, a su vez, segun distribuciones de probabilidad con medias (u;)
y varianzas (o?) acotadas, sigue una distribucion que se acerca a la de Gauss
con media 1 el la suma de las medias, y varianza ¢* la suma de las varianzas,
segun N crece. Esa distribucion de Gauss viene descrita por la densidad de

probabilidad
_ 1 (z—p)?
p(l’) - \/W exXp ( 20_2

Usando este teorema, la Naturaleza “construye” variables aleatorias distribuidas gaus-
sianamente, y usando este teorema, podemos construir un generador de variables
(pseudo)aleatorias distribuidas gaussianamente (bastara que N > 30).

El objetivo de este ejercicio es usar un generador de numeros (pseudo)aleatorios
uniformemente distribuidos para construir un generador de numeros (pseudo)aleatorios
gaussianamente distribuidos. Buscaremos que esta distribucién sea la N (0, 1), que tie-
ne valor medio ¢ = 0 y varianza ¢? = 1. Para ello, definiremos una funcién “double
normal ()”. En ella, un bucle calculara la suma de Niformes Valores x; de las variables
X; aleatorias uniformemente distribuidas en [0, 1)

Para terminar teniendo una distribucion N (0, 1), centraremos esta variable en el cero,
restandole Nuiformes VECES €l valor medio de las X; (u; = 1/2), y dividiendo el resultado
por la raiz cuadrada de Nitormes VECES la varianza de las X; (o7 = 1/12):

1
. z Ty — §Nunif0rmes

4 /1
12 N, uniformes






12.3. NUMEROS ALEATORIOS CONTINUOS 12-11

Listado 12.2: El programa con la funcidn que genera numeros aleatorios normalmente
distribuidos segun N(0, 1).

1 #include <stdio.h>

> #include <stdlib.h>

3

4+ /x periodo 2147483647 «/

s #define SEMILLA 12345678L

s #define LINEAL_A 16807L

7 #define LINEAL_B oL

s #define CONGRUENCIA 2147483647L

9

1w /* Definimos el numero de variables U(0,1)
1 % para construir la variable gaussiana x/
12 #define NUNIFORMES 100

13

1 /x el entero mas largo que se pueda:

15 64 bits en sistemas de 32 x/

1 long long semilla_normal=SEMILLA;

17

1s double normal()

19{

20 int n;
21 double f, s, g;
22
23 S=0.0;
24 for(n=0; n<NUNIFORMES; n++)
25
{
2 semilla_normal=( LINEAL_Axsemilla_normal
27 +LINEAL_B) % CONGRUENCIA;
28 f=(double)semilla_normal/CONGRUENCIA;
29 S=S+f;
30 }
31 g=(s—0.5«NUNIFORMES)/sqrt((1.0/12)xNUNIFORMES);
32
33 return g;

34}

35
s int main(int argc, charxx argv)

2 |

(&)

38 int nnums, n;

39 double f;

40

41 if ( argcl=2)

42 {

43 printf ("Uso del programa:\n %s <num aleatorios>\n",
" argv[0]);

45 exit (O) ;
. }
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nnums=atoi(argv[1]);
if (nnums<1)

{
}

nnums=1;

/+ "calentamiento" x/
for(n=0; n<2xnnums; n++)

{
}

(void)normal();

/% generacion x/
for(n=0; n<nnums; n++)

{

f=normal();

printf (" %g\n", f);
}

return O;

}

12.3.2. Obtencion de la distribucién de probabilidad

Para comprobar que las funciones anteriores “double uniform()”y “double normal()”

distribuyen sus valores uniformemente y segun una distribucién N(0, 1), respectiva-
mente, hay que construir un histograma con los valores.

Un histograma es una representacion grafica de la frecuencia de ocurrencias de
los resultados por intervalos en que se divide el espacio muestral. Por ejemplo, para
una variable aleatoria continua que varia entre 0 y 1, si se divide este intervalo en 10
subintervalos disjuntos (pero no necesariamente de igual longitud), el histograma sera
una representacion como la de la figura. En esa representacion, el area de cada
rectangulo es proporcional al nimero de resultados (o a la frecuencia) en ese intervalo.
Si la distribucion hubiese sido uniforme, el histograma de la figura seria plano: cada
rectangulo tendria la misma altura.

Este ejercicio consiste en, partiendo de los datos en un archivo de datos numéricos,
calcular el histograma de su distribucion. Para ello, se leeran los valores de la variable
a estudiar desde un archivo.

Por comodidad, se creara una funcion “int leeNumeros(char* arch, double x[])”
gue recibe el nombre del archivo de datos y un “array” de numeros reales, que se va
a rellenar; el numero de valores que guarde en él la funcion sera el que retorne ésta
(asi que, si no se pudiera leer ningun dato, el valor seria 0). Para leer los valores de
la variable aleatoria = se usara la funcién “fscanf”, y para saber cuando se acaba de
leer el fichero, se usa el hecho de que esta funcidn retorna el nUmero de valores que
ha sido capaz de leer desde el fichero: la condicion de final de archivo se traduce en
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h(x;)
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Figura 12.2: Ejemplo de histograma h(z;) comparado con la funcién de densidad de
probabilidad p(z).

que “fscanf” no lea ningun dato. Por otro lado, el tamafno del vector a rellenar sera
finito; para ello #definimos NMAXPTS (con un valor de 10000): el tamafo reservado para
el array, que no se debera rebasar.

La funcién que calcule el histograma sera “int histograma(int npts, double x[],
int nhist, int histograma[], double x_min, double x_max)”. Para el calculo ne-
cesita los valores de la variable aleatoria = (su numero, “npts”, y sus valores, “x[1”),
también el intervalo que contiene los valores de x (el intervalo [z,m, Tmax)), €l NUMero
grama. El procedimiento para calcularlo es sencillo: cada valor de = hace incrementar
la cuenta de la “caja” i-ésima del histograma

. X — Tmin
1= ﬂoor <nhist—
Tmix — Tmin

donde floor(&) representa la parte entera de &, y el valor de i es un entero entre 0 y
nuist — 1, €sto s, que puede corresponder a cualquiera de las ny;, “cajas” del array del
histograma.

Listado 12.3: El programa que lee valores de un archivo y genera el histograma de su
distribucion.

1 #include <stdio.h>

2 #include <math.h>

3

+ #define X_MIN 0.0

s #define X MAX 1.0

s #define NHISTOGRAMA 100

7

s #define NMAXPTS 10000

9

w0 int leeNumeros(charx arch, double x[])

11{

12 int n, npts;
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13 double xa;
14
15 FILE xfin ;
16
17 fin=fopen(arch, "r");
18
19 npts=0;
20 do
21 {
2 n=fscanf(fin, " %lIf", &xa);
2 if ( n==1 && npts<NMAXPTS )
24 {
25 X[npts]=xa;
2 }
27 npts++;
28
29 } while( n==1 && npts<=NMAXPTS );
30
31 fclose(fin);
32
3 /% error x/
3 if ( npts==NMAXPTS+1 && n==1)
35 {
36 npts=—1;
a7 }
38
39 return npts;
40 }
41
s2 void histograma(int npts, double x[],
43 int nhist, int histo [],
44 double x_min, double x_max)
45 {
46 int i, n,
47
48 for(i=0; i<nhist; i++)
49 {
50 histo[i]=0;
51 }
52
53 for(n=0; n<npts; n++)
54 {
55 i=(int) floor (
56 (nhistx(x[n]—x_min))
57 /(x_max—x_min) );
58 if ( O<=i && i<NHISTOGRAMA )
59
{

60 histo[i]++;
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61
62

63

65 }

66
7 |

68 {

69

(22}

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

}

return;

nt main(int argc, charxx argv)

int naleatorios, i;
double aleatorios[NMAXPTS], dx, x, f;
int histo[NHISTOGRAMA];

naleatorios=leeNumeros("aleatorios.dat",
aleatorios) ;

histograma(naleatorios, aleatorios,
NHISTOGRAMA, histo,
X_MIN, X_MAX);

dx=(double)(X_MAX—-X_MIN)/NHISTOGRAMA,;

for(i=0; i<NHISTOGRAMA; i++)

{
x=X_MIN+(double)ixdx;
f=(double)histoli ]/( naleatoriosxdx);

printf (" %g\t %d\t %g\n",
x, histo[i], f);
}

return O;

Ejercicio 12.2. Comprobar que el histograma de una variable aleatoria X distribui-
da segUin una distribucién uniforme en el intervalo [0, 1) (listado [12.1) es, apro-
ximadamente, constante. Obsérvese como este resultado es mas aproximado
cuantos mas valores de la variable aleatoria se consideran en el célculo.

Ejercicio 12.3. Comprobar que el histograma de una variable aleatoria X distribuida
segun una distribucion normal N (0; 1) (listado[12.2) viene dado, aproximadamen-
te, por la expresion

(@) = o (~3+°)

xTr) = X —=XT

p o p B

que es la distribucion gaussiana de varianza o> = 1 y valor medio i = 0. Obsér-

vese, de nuevo, como este resultado es mas aproximado cuantos mas valores
de la variable aleatoria se consideran en el calculo.
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12.4. Caminantes aleatorios y difusion browniana

Un proceso de difusion consiste en el desplazamiento de masa o energia desde
una region del espacio en la que abunda a otra regién del espacio en la que existe
déficit. Asi, la difusién térmica consiste en el paso paulatino de calor de una parte
de un cuerpo que esta caliente a otra parte que esta fria. La difusion de una gota de
colorante en un vaso de agua es el reparto paulatino del colorante, desde el punto en
gue cae la gota, donde la concentracidn del colorante es méaxima, hacia las zonas de
agua transparente, con el resultado final de que se colorea la totalidad del agua del
vaso.

En 1828, Robert Brown (botanico escocés, 1773-1858) observo bajo el microsco-
pio que, cuando un grano de polen cae en el agua, realiza un movimiento sin direccion
definida. A lo largo de este “paseo aleatorio”, el grano de polen visita la totalidad del
portamuestras, si se tiene la paciencia de seguirlo (como hizo Brown). Este movimien-
to de una particula se llama desde entonces movimiento Browniano. En 1905, Albert
Einstein explicd este movimiento a través de un modelo en el que la particula brow-
niana (el grano de polen) choca con las moléculas del fluido en el que se halla, las
cuales se mueven en distintas direcciones debido a la agitacién térmica. Cuando se
tienen muchas particulas brownianas, estas colisiones hacen que las mismas acaben
repartidas por todo el espacio, del mismo modo que sucede en el caso de la difusién.
Por eso se habla de difusién browniana.

Como vimos més arriba (al hablar del teorema central del limite, seccion [12.3.1),
el resultado de la suma de todos estos desplazamientos aleatorios causados por las
colisiones térmicas acabara dando una distribucién gaussiana de las particulas brow-
nianas alrededor del punto de partida; esta distribucién vendra dada, en funcién del
tiempo t, para la coordenada x de las particulas, por

1 z?
p<x>t) = \/mexp _ﬁ

donde D se llama coeficiente de difusion (y se asume que todas las particulas tienen
coordenada = = 0 en el instante inicial t = 0).

Este resultado es muy interesante, puesto que nos ensefia que en un proceso
difusivo, la varianza de la distribucién de las observaciones crece linealmente con el
tiempo. En el caso de una particula que se mueve en un espacio d-dimensional y su
posicion viene dada por el vector r, se cumple:

((Ar)?)(t) = 24Dt

Esta ecuacidén deducida por Einstein es la generalizacidén, para un movimiento en d
dimensiones del proceso de difusidon Browniana.

12.4.1. Difusion browniana en 1-D

Para simular un proceso de difusién browniana en una dimensién (sobre la linea),
se recurre al modelo del caminante aleatorid®l Este caminante avanza o retrocede

SAdemas del nombre “politicamente correcto” de caminante aleatorio (random walker), también se
habla del modelo de peatén o de la hormiga borracha (drunken ant).
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un paso, segun le salga cara o cruz del lanzamiento de una moneda, respectivamen-
te. ¢ Cudl es la probabilidad de encontrar al caminante a una distancia = del punto de
partida? La respuesta es que esta probabilidad vendra dada por una distribucién gaus-
siana. Sin embargo, podemos calcular la trayectoria del caminante con un programa y,
asi, comprobar nuestra hipoétesis.

La biblioteca “libprobabilidad”.

Antes de seguir, construiremos nuestra primera biblioteca de funciones. En los
ejemplos y ejercicios anteriores, habremos programado una serie de funciones que
hacen uso de numeros (pseudo)aleatorios 0 que ayudan a analizarlos. Estas funcio-
nes son:

m double normal()
m double uniforme()

m int histograma(int npts, double x[], int nhist, int histogramal], double
x_min, double x_max)

Guardaremos el cédigo de estas funciones en un archivo, que llamaremos “libproba-
bilidad.c”,y sus declaraciones en un archivo H, que llamaremos “libprobabilidad.h”.
Los cddigos de ambos se pueden ver en los listados[12.4]y[12.5]

Es de destacar la presencia de “¢ifndef”. Esta directiva del preprocesador com-
prueba si esta #definido el simbolo que sigue y, si no lo estd, deja que el preproce-
sador procese y pase al compilador todo el contenido del archivo hasta la directiva
“#¢endif”. Del mismo modo existe la directiva “#ifdef”, que hace justo lo contrario:
procesa solo si esté #definido el simbolo del preprocesador.

En los archivos H, se utiliza este “truco” de comprobar que un simbolo no ha sido
#definido para evitar #incluir el archivo H varias veces y evitar asi, tanto el tiempo de
procesamiento, como los errores que ello causaria.

Listado 12.4: Las declaraciones de funciones en la biblioteca de probabilidad
(Libprobabilidad.h).

1 #ifndef _LIBPROBABILIDAD_H_
> # define _LIBPROBABILIDAD_H_
3

4+ /% periodo 509

s #define SEMILLA 123L

s #define LINEAL A 65L

7 #define LINEAL_B  OL

s #define CONGRUENCIA 509L

o x/

10

1 /x periodo 32749

12 #define SEMILLA  12345L

13 #define LINEAL_A  1944L

1 #define LINEAL B oL

15 #define CONGRUENCIA 32749L
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16 */

17

18 /x periodo 2147483647

19 #define SEMILLA 12345678L

20 #define LINEAL A 16807L

21 #define LINEAL B OL

22 #define CONGRUENCIA 2147483647L
23 */

24

25 /% periodo 4294967296 x/

2 #define SEMILLA 1234567891LL

27 #define LINEAL_A 1664525LL

2s #define LINEAL_B 1013904223LL

2 #define CONGRUENCIA 4294967296LL
30

s #define NUNIFORMES 100

2 #define NHISTOGRAMA 1000

33

34

s double normal();

s double uniforme();

7 void histograma(int npts, double x[],

38 int nhist, int histo [],
39 double x_min, double x_max);
«» #Hendif

Listado 12.5: Las definiciones de las funciones de la biblioteca de probabilidad
(Libprobabilidad.c).

1 #include <math.h>
» #include "libprobabilidad . h"

3

s static
s long long semilla_normal=SEMILLA;
7

s double normal()

o {

10 int n;

11 double f, s, g;

12

13 s=0.0;

14 for(n=0; n<NUNIFORMES; n++)

15 {

16 semilla_normal=(LINEAL_Axsemilla_normal+LINEAL_ B)
17 % CONGRUENCIA;

18 f=(double)semilla_normal/CONGRUENCIA;

19 S=S+f;
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20 }

21 0=(s—0.5«NUNIFORMES)/sqrt((1.0/12)xNUNIFORMES);
23 return g;

24 }

27 Static

2s long long semilla_uniforme=SEMILLA;
29

s double uniforme()

31 {

3 double f;

3 semilla_uniforme=(LINEAL_Axsemilla_uniforme+LINEAL_B) %
CONGRUENCIA;

34

3 f=(double)semilla_uniforme/CONGRUENCIA;

36

37 return f;

38 }

39
40
41

2 void histograma(int npts, double x]],

43 int nhist, int histo [],

4 double x_min, double x_max)
45 {

46 int i , N,

47

48 for(i=0; i<nhist; i++)

49 {

50 histo[i]=0;

51 }

52

53 for(n=0; n<npts; n++)

54 {

55 i=(int) floor (

56 (nhistx(x[n]—x_min))
57 /(x_max—x_min) );

58 if ( 0<=i && i<NHISTOGRAMA )
59 {

60 histo [ i]++;

61 }

62 }

63

64 return;
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Nota: Para ahorrar tiempo, lo mejor es, compilar la biblioteca libprobabilidad como
gcc -c -o libprobabilidad.o libprobabilidad.c

Cada vez que sea necesaria una funcién de la biblioteca (y se use #include
“libprobabilidad.h’ por ello), habrd que afadir, antes del nombre del progra-
ma que se quiere compilar, el nombre del objeto de la biblioteca. Asi, por ejemplo,
compilaremos el préximo programa, “brownianoid.c” como

gcc -o_brownianold -1m libprobabilidad.o brownianold.c
SY— ~~ N o\ -~

~
ejecutable biblio. matemat. biblio. pr?)?)abilidad programa fuente C

En el programa que simula un movimiento browniano unidimensional, utilizaremos
esta biblioteca de funciones para decidir si la (pseudo)moneda devuelve cara o cruz:
si la variable aleatoria uniformemente distribuida en [0,1) es mayor o menor que 0,5,
respectivamente. El codigo de este programa se muestra en el Iistado

El programa recibe como argumento de linea de comandos el numero de pasos
que dard el caminante (guardado en la variable “npts”). Posteriormente, en un bucle,
modifica la posicién del caminante (variable “xp”, inicialmente tomada como 0); esta
posicion se mide en “numero de pasos desde el origen”, por lo que es suficiente con
que sea de tipo entero.

El programa muestra por terminal las posiciones del caminante en los sucesivos
tiempos (indicados por la variable del bucle, “n”). En la figura[12.3|se muestra el reco-
rrido del caminante, jrealmente aleatorio!.

Listado 12.6: Programa que calcula el recorrido de un caminante aleatorio: su posicidén
en funcién del nimero de pasos dados.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include "libprobabilidad .h"

int main(int argc, charxx argv)
{

int npts, n;

int xp;

if ( argc<2)
{
printf ("Uso del programa:\n %s <no. puntos>\n",
argv[0]) ;
exit (0) ;
}

npts=atoi(argv|[1]) ;
if (npts<1)
{

npts=1;
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Figura 12.3: Grafica de la posicién de un caminante aleatorio unidimensional en fun-
cion del tiempo (generado por el programa del listado|12.6).

24

25 for(n=0; n<npts; n++)
26 {
27 (void)uniforme();
28 }
29
30 for(n=0; n<npts; n++)
31
{
32 if ( uniforme()>=0.5)
33 {
34 Xp++;
%5 } else {
36 Xp——;
a7 }
38
39 printf (" %d\t %d\n", n, xp);
40 }
41
42 return O;

o)

Ejercicio 12.4. Comprobar que nuestro caminante aleatorio cumple la relacion de
Einstein, y que la varianza de la distribucion de probabilidad de encontrarlo en
una posicion z crece linealmente con el tiempo. Para ello, hdgase uso de una
“colectividad” de caminantes. Cada uno de ellos ejecutara su danza segun el
resultado de una “moneda”: nuestro Unico generador de numeros aleatorios.

Consejos:

= La posicion de los “NBROWNIANOS” caminantes debe ser un “array” de posi-
ciones, “int xp[NBROWNIANOS]”. Esto hace que en nuestro cédigo anterior,
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cualquier operacion con “xp” se convierta en un bucle de actualizacion de
los “xp[]”.

= Ya no estaremos interesados en las posiciones concretas de todos los ca-
minantes, sino en los valores medios de todas estas posiciones y en su va-
rianza. Esperamos que el valor medio, si realmente cada uno ha “tirado por
su lado”, sea cero; pero esto no siempre sera exactamente asi. Respecto a
ese valor medio, calcularemos la media cuadratica de los desplazamientos,
para calcular asi la varianza.

Representar con “Gnuplot” la evolucion temporal de la media z(n) y la varianza
Az?*(n), en funcién del tiempo n, para comprobar la relacion de Einstein.
Ajustar por minimos cuadrados los datos generados a la expresidn

Ax?(n) = 2dDn

y obtener asi el coeficiente de difusidn browniana, D (recuérdese que, en este
apartado, d = 1).

12.4.2. Difusion browniana en 2-D

Como en el caso de difusién unidimensional, en dos o tres dimensiones (d = 2, 3,
respectivamente), se sigue cumpliendo la relacion de Einstein. En este caso, el vector
posicidén de la particula r, relativo al origen del movimiento, y con longitud dada por

r=/22+y2 en 2-D
r=y/224+y*+22 en3-D

figurara en la expresion de la densidad de probabilidad por unidad de volumen (el
elemento de volumen en d-dimensiones es dV; = dxdxs - - - dxy)

T2

|
(4drD)yaz P (_4th

Se puede ver que la probabilidad por unidad de distancia al origen del movimiento
vendra dada, en el caso general de un movimiento en un espacio de d dimensiones,
por

p(r, t)d‘/d = ) dl’ldl’g s dl‘d

1 22 7m 2 d impar
(7 dr = (d—2)! . d*ld
pr(r )dr = o Ty = dpar [P\ Taapt)"

En particular, para d = 2

y, parad =3

(1) T r? r?

r(t) = -5 exXp | ————

b 2 37Dt P\ " 12pt

Lo interesante de esta distribucién es que, para d > 1, y para un tiempo ¢, existe una

distancia al origerﬁa la que es mas probable hallar la particula browniana, mientras
qgue en el caso 1-D la probabilidad era maxima sélo en las cercanias de dicho origen.

6Esta distancia es rus = 1/2d(d — 1)Dt. jCalcllese!
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Ejercicio 12.5. El objetivo de este ejercicio es generalizar los dos programas del
apartado anterior para visualizar una instancia de paseo aleatorio en 2-D (o0 3-D)
y comprobar la expresion anterior de la distribucion de probabilidad.

Para ello, se introducird una estructura de datos que represente la particula brow-
niana, definida como:

struct Particula {
int x, y;

b

Las coordenadas (obsérvese que son enteras) de esta particula browniana seran
modificadas por una funcion de agitacidn térmica, que simulara las colisiones con
las moléculas del fluido: desplazard, cada vez que sea llamada, a la particula a
derecha o a izquierda, y arriba o abajo, en funciéon de sendos “lanzamientos de
moneda”. Para los lanzamientos de moneda usaremos, como antes, la funcién
“double uniforme()” de nuestra “libprobabilidad.h”. Esta funcién de agitacion
térmica se declarara como “void agita(struct Particula *p)”y modificara la
posicion de la particula pasada por referencia.

Representar con “Gnuplot” la trayectoria de un caminante aleatorio bidimensional
tras 10° pasos (0 mas).

Ejercicio 12.6. Para comprobar la correcta distribucion de las particulas brownianas
en 2-D alrededor del origen de su movimiento, se calculard el histograma de
su distribucion tras N pasos de tiempo (un paso de tiempo corresponde a una
llamada a la funcion “void agita()”).

El histograma se calculard para un conjunto de caminantes aleatorios, que se
guardaran en un “array” de estructuras “Particula”. Cada unade ellas se “agitara”
N veces. Posteriormente, se calcularan sus distancias al origen y se guarda-
ran en un “array” de valores reales (conviene usar para ello la funcién “double
hypot (double, double)” declarada en <math.h>).

El programa calculara después el histograma de estas distancias. La comproba-
cion se llevara a cabo representando el histograma junto con la correspondiente
funcidn de distribucién de probabilidad, que seré en este caso (en funcién de N)

1 r?
pr(r) = NP\ ToN

(justifiquese esta expresion).

Nota. Obsérvese que, si el histograma abarca el intervalo [0, r,.s], Y tiene un
namero de cajas nyiso, €ntonces la funcion de densidad de probabilidad
vendra dada por

hi

Ncaminantes X 5T

pr(ri) =

donde h; es el nUmero de caminantes en la i-ésima caja, situada alrededor
de 7, Neaminantes € NUMero total de caminantes en la estadistica, y ér =
rmax/Mhisto €1 tamano de las cajas del histograma.
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12.5. Integracion Monte Carlo

Hasta ahora se han utilizado los generadores de numeros aleatorios para simular
procesos de naturaleza estocastica o probabilista. Sin embargo, en muchas areas
de la fisica se emplean estos métodos como métodos para aproximar numéricamente
soluciones de problemas no aleatorios, pero de muy dificil solucién. Este es el ejemplo
del calculo de volumenes o hipervolimenes o, en general, integrales multiples con un
elevado grado de dimensionalidad. Por ejemplo, una integral multiple de la forma

Th Yo 2b up Vb wy
/ d:L‘/ dy/ dz/ du/ dv/ dw f(z,y, z,u,v,w)
Za Ya Za Uq Va Wq

es muy costosa de evaluar. Aunque parezca excesivamente complicada, este tipo de
integrales multiples (y en mas variables) son frecuentes en teoria de campos, tanto
clasicos como cuanticos, y en fisica estadistica (funciones de correlacion).

Recordando el significado geométrico de la integracién, que no es mas que el de
la suma de valores dados por una funcién en los puntos del dominio de integracién,
se puede llevar a cabo un “muestreo” de puntos distribuidos en este dominio y, simple-
mente, sumar los valores de la funcién f(x,y, z,u,v,w) en ellos, ponderando la suma
con la “concentracién” de los puntos elegidos en el dominio. Como corolario al teorema
de los grandes nL’/meros el resultado de esta suma converge, segun crece el tamano
de la muestra, al valor de la integral.

12.5.1. Calculo de volumenes

El ejemplo méas sencillo de calculo de integrales por Monte Carlo es el de la de-
terminacion de un area, volumen o, en general, un hipervolumen, de una regién de
un espacio R? determinada por ciertas condiciones. Como ejemplo, veremos el de
la determinacion del volumen de una esfera de radio unidad. Esta esfera de radio
unidad, centrada en el origen de coordenadas (0,0,0), se halla inscrita en el cubo
[—1,1] x [-1,1] x [-1,1].

La idea tras el método Monte Carlo es sencill La probabilidad de que un punto,
elegido al azar, caiga dentro de la esfera, viene dada por Visea/Veuno, POr lo tanto,
si elegimos N puntos al azar dentro del cubo, es esperable que NVigera/Veuno Caigan
dentro de la esfera. El volumen de la esfera, si se observan N, puntos en su interior,
serd entoces Vegtera = Veubo Nestera/N-

El programa listado en [12.7| calcula el volumen de la esfera de radio R = 1.
La pertenencia de un punto a esta esfera se determina mediante la funcién “int
dentro(double x, double y, double z)”, que retorna un resultado igual a 0 (FALSO
en C) en caso de que el punto no esté dentro y un valor distinto de cero (VERDADERO
en C) en caso de que el punto esté dentro de ella.

Al programa se le indica por linea de comando el niumero de muestras aleatorias
que debera tomar para el céalculo. El volumen se calcula como el producto del “volu-
men” del cubo dentro del cual se toman los puntos por el cociente entre las “cuentas”
de puntos dentro de la esfera respecto del total de muestras tomadas (“nmuestras”).

El teorema de los grandes nimeros para variables aleatorias continuas dice, basicamente, que la
esperanza de una funcién de estas variables en el dominio de variacién de las mismas, es aproximada
por el valor medio de los valores de dicha funcion muestreados aleatoriamente, y la aproximacion es
mejor segun el nimero de valores tomados crece.

8Y¥a la vimos en el ejemplo para estimar el valor de 7 en la pégina
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Listado 12.7: Programa que calcula por un método de Monte Carlo el volumen de una

esfera.

1 #include <stdio.h>
> #include <stdlib.h>
s #include "libprobabilidad .h"

4

5
6
7
8
9

int dentro(double x, double y, double z)

{
double r2;

r2=X+X+Y*Yy+Z*Z;

return (r2<1.0);

}

14 #define X_MIN —1.0
15 #define X_MAX +1.0

16

17 #define Y_MIN —1.0
1 #define Y_MAX +1.0

19

20 #define Z MIN —1.0
21 #define Z MAX +1.0

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

int main(int argc, charxx argv)
{
long int nmuestras, n;
long int cuentas;
double rx, ry, rz;
double volumen, fraccion, integral ;

if ( argc<2)
{

printf ("Uso %s <no. muestras>\n",

argv[0]) ;
exit (0) ;
}

nmuestras=atol(argv[1]);
if ( nmuestras<=0)

{
}

volumen= (X_MAX—X_MIN)
«(Y_MAX—Y_MIN)
+(Z_MAX—Z_MIN);

nmuestras=10000:;





46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68
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cuentas=0;

for(n=0; n<nmuestras; n++)

{
rx=X_MIN+(X_MAX—X_MIN)xuniforme();
ry=Y_ MIN+(Y_MAX-Y_MIN)xuniforme();
rz=Z_MIN+(Z_MAX—Z_MIN)xuniforme();

if ( dentro(rx,ry,rz) )

{
}

cuentas++;
fraccion=(double)cuentas/nmuestras;
integral =fraccionxvolumen;

printf ("Volumen estimado de la esfera = %g\n",
integral ) ;

return O;

}

Este método Monte Carlo se llama de muestreo por rechazo, porque sélo considera
los puntos que cumplen la restriccién

4y 422 < R
y rechaza los demas (un numero realmente grande, la mitad de ellos practicamente).
No es un método muy efectivo desde el punto de vista numérico, pero ilustra de forma
sencilla la idea detras de este tipo de métodos aleatorios.

La figura muestra el comportamiento del método en funcién del nimero de
muestras empleadas, y lo comparac con el volumen exacto de la esfera.

Nota: Es posible demostrar que el error (la desviacion tipica) que afecta al método
cuando se usan Nuestras Muestras viene dado por
Vv
V Nmuestras

Ello quiere decir que para reducir el error a la décima parte, habra que emplear
cien veces mas puntos.

AV =

Ejercicio 12.7. Calcular el volumen de un cilindro de radio unidad y altura unidad, y
representar la figura equivalente a la figura

12.5.2. Calculo de momentos de inercia de una esfera

El célculo de una integral de volumen por Monte Carlo no se diferencia mucho del
calculo del propio volumen: basta remplazar el conteo de los puntos en el dominio
considerado por la suma de los valores de la funcién en dichos puntos.
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4 Monte Carlo  »
55 Exacto

45

volumen
00000 OSN O
-1-. LX)
e
»
»

a5t ]

! ! ! ! ! ! !

10 100 1000 10000 100000 1e+06 1e+07 1e+08 1e+09
N

muestras

Figura 12.4: Resultados del calculo del volumen de una esfera, Vi, ......., €n funcién
del nimero N,.stras d€ muestras Monte Carlo. Los puntos corresponden a diferentes
semillas del generador de numeros aleatorios. Se muestran también (con lineas de
trazos) el corredor de errores tedricos correspondientes a una desviacion tipica de la
estimacion del volumen (el valor exacto del volumen es V' = 4,1888).

Ejercicio 12.8. Modificar el programa anterior para el calculo del volumen de una
esfera de modo que se calcule su momento de inercia respecto al eje Z. Recuér-
dese que este momento de inercia se calcula como

If=/dVM%%2Mf+y3

donde p(zx,y,z) es la densidad local en torno al punto (z,y,z) [Nota: aqui se
asumira densidad uniforme p = 1.]

Calcular el momento de inercia para diferentes valores de N, uestras, desde 10
hasta 10° (incrementando, cada vez, en un factor 10). Para cada valor de N, estras
utilizar 10 semillas distintas del generador de numeros aleatorios.

Comparar el resultado obtenido con el valor exacto para el momento de inercia
de una esfera de masa M respecto a un eje que pasa por su centro de masas:

2
I, =-MR?
)
0, en términos de su densidad p:
8
I, = —mpR®
= Pk

Representar el error relativo cometido respecto a este valor exacto en funcién
del numero de muestras y comentar el tipo de funcién obtenida.

Nota: Usese una escala doble logaritmica. Para ello, en Gnuplot, introdtzcase la
instruccion “set logscale xy” antes del comando “plot”.






Tema 13

Fractales

En este capitulo se presenta el segundo proyecto de Fisica Computacional en C,
dedicado a los Fractales. Si se ha escogido este proyecto, se deberan hacer los ejer-
cicios propuestos en él.

13.1. Fractales: Teoria y Fenomenologia

“Clouds are not spheres, mountains are not cones, coastlines are not cir-
cles, and bark is not smooth, nor does lightning travel in a straight line”

Con esta frase comenzaba Benoit Mandelbro en 1977 su ensayo sobre la geometria
irregular de la naturaleza. En este ensayo, Mandelbrot ponia de manifiesto que mu-
chas de las formas y patrones observados en la naturaleza son demasiado irregulares
y complejos para poder ser medidos o descritos adecuadamente mediante la geome-
tria euclidea clasica, que utiliza para el proceso de medida de un objeto patrones de
comparacion tan clasicos como la recta, el circulo, el cuadrado o poligonos/poliedros
regulares. Mandelbrot propuso una geometria que permitié describir y caracterizar
los objetos irregulares, no sélo naturales, sino también matematicos, y que denominé
geometria fractal. El término fractal viene de la raiz latina “fractus”, que significa “roto”,
“fracturado” o “fragmentado”, propiedades que describen muy cualitativamente la irre-
gularidad de esas formas pero que esconden importantes implicaciones matematicas
como la no derivabilidad en ningun punto.

Antes del desarrollo de la geometria fractal, la naturaleza era considerada como
una geometria euclidea “ruidosa” o “distorsionada”. Por ejemplo, una montara era ba-
sicamente descrita mediante un cono rugoso. Un ejemplo muy claro de este punto de
vista puede ser atribuido a Paul Cezanne, que instruia a los jovenes pintores diciendo:
“todo en la naturaleza puede ser visto en términos de conos, cilindros y esferas”. De
ahi viene la famosa réplica de Mandelbrot con la que hemos comenzado este capitulo.

El conjunto de Cantor, la curva de Koch, el triangulo de Sierpinski, la esponja de
Menger, los conjuntos de Julia y Mandelbrot, los caminos producidos por movimientos
brownianos, todos ellos construcciones geométricas que hoy en dia son conocidos
ejemplos de fractales (y que seran vistos en este curso), ya eran conocidos desde
hacia tiempo. Sin embargo, el gran éxito de Benoit Mandelbrot fue el de organizar to-
das las ideas que habian hasta la fecha y proponer un marco geométrico general para

A medudo referido como “padre” de los fractales.
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estos objetos, descubriendo que detras de esta geometria se escondian importantes
principios de organizacion en los fendmenos naturales. Por esta razon, Mandelbrot
titulé su ensayo “La geometria fractal de la naturaleza”

13.1.1. El proceso de medida

La geometria fractal surge de la necesidad de describir y caracterizar cuantitativa-
mente los objetos irregulares, lo que en definitiva significa responder a una pregunta
clasica: cédmo podemos medirlos?

Cualquier proceso de medida implica la comparacion del objeto que queremos me-
dir con un patrén geométrico cuya dimensién conocemos. Por ejemplo, para medir las
dimensiones de una mesa utilizamos una regla o metro. Supongamos que queremos
medir un segmento de linea recta y que para ello disponemos de reglas de distinta
longitud (. Para un tamano fijo de regla, [, el nUmero de reglas que necesitaremos para
“cubrir” nuestro segmento sera inversamente proporcional a [

N(l) ~1
Por consiguiente, la longitud de nuestro segmento sera
L(l) = N(l)l = const.

Es importante darse cuenta de que el resultado de nuestra medida no depende de
la escala [ con la que estamos midiendo. Se dice entonces que hemos “medido bien”,
esto es, que hemos empleado la dimensién correcta en nuestro patrén de medida,
d = 1. Por ejemplo, ¢qué ocurriria ahora si utilizaramos otra dimensién de medida?
por ejemplo d = 2. Esto querria decir que estamos midiendo la superficie del objeto.
Para ello, en lugar de reglas utilizamos cuadrados de lado /. De nuevo tendremos que
el nimero de cuadrados de tamafno | que necesitamos para cubrir el segmento va
como N(I) ~ [~1. Sin embargo, nuestra medida de la superficie sera

S(l) =N ~1

de modo que el resultado de la medida ahora si que depende fuertemente de la es-
cala y ademas tiende a 0 cuando la precision de la medida aumenta (cuando [ dis-
minuye). En consecuencia, hemos utilizado una dimension erronea de medida. Este
razonamiento puede extenderse a otros objetos. Por ejemplo, si pretendemos medir
la longitud de un cuadrado obtendremos que ésta es infinita, mientras que su volu-
men se hace cero cuando [ disminuye. Sélo cuando empleamos la dimensidn correcta
d = 2 tenemos que la medida no depende de la resolucién con la que esta se realiza
y ademas proporciona un resultado finito.

No es necesario que el resultado de nuestra medida sea independiente de [ para
que podamos afirmar que estamos midiendo correctamente el objeto. Por ejemplo,
supongamos que queremos medir la longitud de una circunferencia utilizando el mismo
conjunto de reglas de distintos tamarios, como se muestra en la figura[13.1]

Es obvio que el resultado de nuestra medida varia fuertemente con el tamafo de
la regla utilizada. Sin embargo, a medida que reducimos el valor de | observamos que
este resultado tiende asintoticamente (en el limite [ — 0) hacia un valor finito dado por
la longitud real 27rr, como se ilustra en la gréfica[13.2]

2Del inglés The Fractal Geomtery of Nature.
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Figura 13.1: Procedimiento de medida de la longitud de una circunferencia utilizando
segmentos (indicados mediante el color rojo) de distinta longitud.

L) A

2l r

———————————————— e O OO 000 -

l-1

Figura 13.2: Variacidn del resultado de la medida de la longitud de una circunferencia
utilizando segmentos con distinta longitud /.
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— — =1

Figura 13.3: Procedimiento de medida de la longitud de la costa de Inglaterra utilizando
segmentos de distinta longitud /. Izquierda: [ = 200 km, L = 2400 km (aprox.). Centro:
[ =100 km, L = 2800 km (aprox.). Derecha: [ = 50 km, L = 3400 km (aprox.).

Este comportamiento quiere decir que nuestra dimensién de medida es correcta
pero lo que falla es la geometria del patron de medida. Lo mismo podria decirse si
tratamos de medir de la superficie de un cuadrado utilizando pequefos circulos como
patron de medida, parece mas logico utilizar cuadrados, ¢no?

Esta dimension d, a la que nos hemos referido como dimensién correcta de medida,
se denomina dimension de Hausdorff y a su medida (longitud, superficie, volumen,. . .)
se la conoce como medida de Hausdorff. Existen otras definiciones de dimensién que
estan relacionadas con diferentes aspectos de la teoria de la geometria de los objetos,
pero a nosotros solo nos interesa esta.

En general, el volumen V(1) de un objeto arbitrari puede ser medido cubriéndolo
con bolas de tamafio lineal I y volumen [¢. Si necesitamos N(I) bolas para cubrirlo
tendremos que

V()= N()1°

Aunque esta definicién no es muy precisa, se puede decir que la dimension de Haus-
dorff del objeto, d, es aquella que hace N(I) ~ [=%, ya que el volumen del objeto no
cambia si cambiamos la unidad de medida /.

13.1.2. Geometria fractal

Veamos ahora qué ocurre cuando tratamos de medir la longitud de un objeto natural
irregular natural, el ejemplo tipico es la costa de Inglaterra.

Como se observa en la figura al igual que ocurria con el segmento lineal o la
circunferencia, a medida que utilizamos reglas de tamafno mas pequefio, el nimero de
reglas utilizadas para cubrir la costa aumenta. Sin embargo, cuando representamos la
longitud de la costa en funcién del tamano de la regla observamos con sorpresa que
la longitud no alcanza un valor constante, como en el circulo, sino que parece crecer
sin limite a medida que aumenta la precision de la medida (figura[13.4).

Este comportamiento es debido a que la costa de la isla es irregular, pero fun-
damentalmente es debido a que esta irregularidad aparece en todas las escalas de
longitud, de forma que a medida que utilizamos reglas mas pequerias (aumentamos la

3Con este término nos estamos refiriendo a cualquier tipo de medida de Hausdorff, y no exclusiva-
mente al concepto clasico de volumen.
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log L) A

log 1!

Figura 13.4: En logaritmos, variacion del resultado de la medida de la longitud de la
costa de Inglaterra utilizando segmentos con distinta longitud /.

resolucion de nuestra observacion) vamos descubriendo cada vez mas detalles de la
costa, de modo que el resultado de nuestra medida tiende a infinito. La causa de este
comportamiento es la misma del porqué en algunos atlas portugueses aparece que la
longitud de la frontera politica entre Espana y Portugal es mayor que la que podemos
encontrarnos en los mapas espafnoles. Como la extensién de Portugal es menor que
la de Espana, en los mapas portugueses, donde sbélo se muestra Portugal, la fron-
tera aparece con una escala diferente y un mayor nivel de detalle que en los mapas
de Espana, donde se suele mostrar la Peninsula Ibérica, por o que no aparecen las
irregularidades de la frontera en las escalas pequenas.

Volviendo al problema de la costa de Inglaterra, el resultado mostrado en la figura
anterior nos dice que nuestra medida es incorrecta y que la dimensién de Hausdorff
que hemos utilizado en la medida, d = 1, no es la adecuada. Sin embargo, si utilizamos
la dimension d = 2 e intentamos medir la costa cubriéndola con circulos de distintos
diametros, de nuevo observaremos que nuestra medida tiende a 0 cuando [ — 0.
Entonces, ¢ cuél es la dimensidn correcta de la costa?

13.1.2.1. Dimension fractal

Como hemos visto antes, para que el resultado de nuestra medida no varie con la
unidad de medida [ se debe cumplir que N(I) ~ [~¢, por consiguiente debe existir una
dimensién de Hausdorff, denominada dimensién fractal d;, que verifique N (1) ~ [=%.
Para calcularla podemos tomar logaritmos en ambos lados de la ecuacion: log N (1) ~
dslogl—!, de modo que si representamos log N(1) frente a log(1/l) debemos obtener
una recta cuya pendiente sea la dimension fractal. Esto es lo que hemos hecho en
la Fig. 4 para la costa oeste de Inglaterra. El ajuste a una recta da d; = 1,25 La
definicion estricta de dimensién fractal es

log N
4y = 1im 2N
1-0 log(1/1)
Es muy comun pensar que un fractal es un objeto con una dimensién de Hausdorff

fraccionaria, es decir, no entera. Aunque en la mayoria de los casos es asi, la defini-
cidon estricta de fractal es aquel objeto cuya dimension de Hausdorff es mayor que su

“Por ejemplo, la frontera Espana-Portugal tiene una dimension fractal de 1,14.
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Figura 13.5: (Arriba) Curva de Koch y propiedad de autosimilaridad: la ampliacién de
cualquiera de sus partes coincide exactamente con la figura total. (Abajo) Tridngulo de
Sierpinski: si ampliamos la parte seleccionada de nuevo obtendremos exactamente el
objeto original.

dimension topologica: d; > dr. La dimension topoldgica es dr = 0 para un conjunto
disconexo de puntos, dr = 1 para una curva, dr = 2 para una superficie y dr = 3 para
un sélido.

En la mayoria de los fractales también se cumple que d; < dg, donde dg es la
dimension de embedding, definida como la menor dimension del espacio euclideo en
la que podemos insertar el objeto. Por ejemplo, en el caso de la circunferencia o de
la costa de Inglaterra tenemos que dg = 2. En el caso de una recta dg = 1. Sin
embargo, existen curvas fractales que rellenan densamente el espacio de modo que

13.1.2.2. Autosimilaridad

La propiedad o caracteristica fundamental que define a un fractal es la auto-similaridad.
Un objeto es auto-similar cuando esta compuesto de partes que son similares al todo.
Cuando las partes son exactamente iguales al objeto original (después del corres-
pondiente aumento), hablamos de fractales deterministas, o fractales perfectos. En
la figura [13.5] mostramos dos ejemplos muy conocidos de fractales deterministas, la
curva de Koch y el tridngulo de Sierpinsky (Sierpinsky gasket).

Cuando las partes no son exactamente iguales al todo, pero si lo son estadisti-
camente, es decir, exhiben las mimas propiedades estadisticas, entonces hablamos
de fractales estadisticos o fractales aleatorios. Este tipo de fractales son los que real-
mente se observan en la naturaleza, pues en su formacién participan mecanismos
aleatorios y esta aleatoriedad es la que hace que no sean fractales perfectos. El ejem-
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Figura 13.6: (Derecha) Fotografia desde satélite de una linea de costa. (lzquierda)
Ampliacién de la region resaltada en la figura de la izquierda.

plo clasico es una linea de costa, como la mostrada en la figura[13.6]

Si observamos las dos imagenes de la misma costa pero con diferentes escalas, no
habra forma de distinguirlas entre ellas, es decir, no habra forma de saber cual de ellas
ha sido tomada con una mayor resolucién. Otro ejemplo de fractal aleatorio es un arbol.
Si cogemos una rama y la ampliamos hasta que su tamafo coincida con el del arbol
veremos que en ambos casos se reproducen las mismas propiedades estadisticas.
Podemos repetir el proceso cogiendo una ramita mas pequena de la rama anterior y
ampliandola, y asi sucesivamente.

13.1.2.3. Invariancia bajo cambios de escala

Como la principal caracteristica de un fractal es que cada parte es exacta o esta-
disticamente similar al todo, los fractales no tienen un tamarfo o escala caracteristica.
Todo lo contrario de los objetos euclideos, que si la tienen: los circulos o las esferas
tienen diametros, los cuadrados tienen lados con una longitud caracteristica. . . incluso
los seres vivos también tienen escalas caracteristicas (la escala caracteristica de un
ser humano puede ser su altura, por ejemplo).

Debido a la autosimilaridad y a la consiguiente ausencia de una escala caracteris-
tica, los fractales exhiben una simetria distinta a las tres que nos son familiares, que
son: simetria bajo traslacién, simetria bajo reflexion y simetria bajo rotacién. En la Fig.
hemos ilustrado estos tres tipos de simetrias con imagenes cotidianas.

Por ejemplo, moviéndonos sobre un muro de ladrillos en las dos direcciones del
espacio “veremos” siempre lo mismo. Ciertos objetos, por ejemplo el cuerpo humano,
tienen una direccién espacial privilegiada de forma que la reflexion de una parte del
objeto sobre ese eje reproduce la otra parte, como si de un espejo se tratara. En
otros casos, si giramos el objeto alrededor de un eje (por ejemplo una rueda) tampoco
observaremos ningun cambio.

Sin embargo, los fractales exhiben una cuarta simetria, la simetria o invariancia
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Figura 13.8: Simetria bajo cambio de escala.

bajo cambios de escala. Por ejemplo, en la foto de una formacion rocosa en el Canén
del Colorado (figura hemos cogido una parte del paisaje y la hemos ampliado en
la ventana de la derecha. Estadisticamente ambas imagenes son similares, y sin co-
nocer el lugar no podriamos diferenciar entre la imagen mas alejada y la més préxima.
Por lo tanto, una forma “casera” de reconocer un fractal es coger una parte del mis-
mo y ampliarla comparandola con el objeto completo, si somos incapaces de discernir
entre las dos imagenes podemos sospechar que nos encontramos con un fractal.

13.1.3. Generacion de fractales: fractales matematicos

Existe un conjunto importante de fractales, denominados fractales matematicos,
gue pueden ser facilmente construidos mediante un proceso iterativo de sustitucion
de formas geométricas elementales. Este proceso repetitivo consta de una semilla o
estado inicial y una regla geométrica que se aplica en cada paso, de modo iterativo,
sobre el objeto obtenido en el paso anterior. Cuando la regla de sustitucién es siempre
la misma, el fractal matematico obtenido es determinista; cuando algun aspecto de la
regla es aleatorio, el fractal matemético es aleatorio. En la Fig.se muestran como
se construyen algunos de los fractales matematicos deterministas mas conocidos.

En el caso de la curva de Koch partimos (k = 0) de un segmento de recta. La
regla geométrica consiste en dividir el segmento en tres segmentos iguales y sustituir
el del medio por un tridngulo equilatero del que quitamos la base, obteniendo cuatro
segmentos iguales. Cuando iteramos la regla un numero infinito de veces aplicandola
sobre cada uno de los segmentos obtenidos en la generacién del paso anterior ob-
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k=2 k=1

k=2 -
k=3
ﬁﬁu RS -
"""" k=4

Figura 13.9: Primeros pasos de la generacién de algunos fractales matematicos deter-
ministas: (izquierda) Curva de Koch; (derecha arriba) Triangulo de Sierpinski; (derecha
abajo) Conjunto de Cantor. Cada paso de la iteracion en la generacién del fractal ha
sido denotado mediante k.

tenemos la curva de Koch. Para construir el triangulo de Sierpinski comenzamos con
un triangulo equilatero que dividimos en cuatro triangulos y sustraemos el del medio.
De nuevo, este proceso es repetido indefinidamente sobre los triangulos obtenidos en
cada paso. En el caso del conjunto de Cantor, cortamos el intervalo unidad en tres
segmentos iguales y quitamos el del medio.

En todos los casos, en el paso de generacion k£ podemos aumentar una parte del
objeto (indicado en la figura mediante el recuadro rojo) por un factor y obtendremos
el objeto del paso de generacién k — 1. Este factor es 3 para la curva de Koch vy el
conjunto de Cantor, y 2 para el triangulo de Sierpinski.

Para estos fractales matematicos podemos calcular analiticamente la dimensién
fractal. En el caso del conjunto de Cantor, la forma natural para medir la longitud del
conjunto es utilizando segmentos de longitud I, = (1/3)%, con k = 1, 2, ..., oo. Por
ejemplo, cuando [ = 1 necesitamos s6lo 1 segmento para cubrirlo: N(1) = 1. Cuando
| = 1/3, necesitamos dos segmentos, N(1/3) = 2; cuando [ = (1/3)?, tenemos que
N((1/3)?) = 4. Generalizando obtenemos que N (I;) = 2*. Esto se ve muy facil en la
figura anterior cuando consideramos que k indica el paso de generacién: cada paso
de generacion k representa el fractal cubierto con segmentos de longitud 7, = (1/3)*.
Si ahora sustituimos estas expresiones en la definicién de dimensién fractal

log N(I) . log N(lx)

d; =1 = lim —o K
1= 50 Tog(1/1) — koo log(1/1y)

obtenemos que la dimension fractal del conjunto de Cantor es dy = log2/log3 =~
0,639.... Como df > dr = 0, el conjunto de Cantor es un fractal. También se cumple
que df < dg = 1.

En el caso del tridngulo de Sierpinski, la medida éptima se realiza cubriendo el
fractal con triangulos de lado I, = (1/2)*. En este caso es facil darse cuenta de que





13-10 TEMA 13. FRACTALES

Alfombra de Sierpinski Cuadrado T Curva Dragén

Curva C de Lévy Esponja de Menger Helecho de Barnsley

Figura 13.10: Fractales matematicos deterministas generados mediante funciones
iteradas.

N(lx) = 3" y que por tanto su dimension fractal es de d; = log3/log2 = 1,585...,
que es menor que su dimension de embedding dp = 2 y mayor que su dimension
topoldgica dr = 1.

Por ultimo, para la curva de Koch tenemos que si medimos con segmentos de
longitud 7, = (1/3)* necesitaremos N (i) = 4* segmentos para cubrirlo, de modo que
dy =log4/log3 =1,262..., también satisfaciendo 1 = dy < d;y < dg = 2.

En la Fig.[13.10]se muestran otros fractales matematicos muy conocidos también
obtenidos a partir de funciones iteradas (sistemas de funcion iterada). Todos estos
fractales son exactamente auto-similares: observamos exactamente la misma forma
geomeétrica en todas las escalas.

Hay muchas formas de generar un fractal matematico, y dentro de cada forma infi-
nitas posibilidades. Como veremos en el capitulo dedicado a los sistemas dindmicos,
los fractales aparecen asociados a sistemas dinamicos no-lineales, y muy especial-
mente a los sistemas cadticos: los atractores caotticos tienen la forma de fractales mas
0 menos autosimilares.

Por ejemplo, consideremos la relacién matematica de recurrencia z,.; = 22 + ¢,
con z, = 0. Para un punto ¢ del plano complejo (¢ = x + iy), esa relacion recursiva
produce una sucesioén de valores de z, que puede crecer ilimitadamente a medida que
n aumenta, o puede mantenerse acotada por debajo de un cierto valor. Si ahora repre-
sentamos en el plano complejo (x, y) mediante color negro los valores de ¢ que dan
lugar a una sucesién acotada, y mediante una escala de azules aquellos puntos que
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Figura 13.11: (Arriba) Conjunto de Mandelbrot. (Abajo) Conjunto de Julia.

producen una sucesion divergente (cuanto mas intenso es el azul mas rapidamen-
te se produce la divergencia), obtendremos el conocidisimo conjunto de Mandelbrot
mostrado en la Fig. Resulta fascinante viajar dentro del conjunto de Mandelbrot
y observar como ese mundo se reproduce en todas las escalas: cada pequefo circulo
de la periferia reproduce un mundo similar al mostrado en la figura, y lo mismo para los
circulitos aun mas pequenos de la periferia de esos pequefios circulos, y asi hasta el
infinito. Otro conjunto muy conocido generado de forma similar es el conjunto de Julia
(Fig. . En estos casos tenemos fractales cuasi auto-similares, ya que el fractal
aparece aproximadamente (aunque no exactamente) idéntico en diferentes escalas.
Este tipo de fractales cuasi auto-similares contienen copias del fractal completo de
forma distorsionada o degenerada.

Por ultimo tenemos los fractales matematicos aleatorios (véase Fig.. Tipicos
ejemplos de estos fractales aleatorios son los generados por procesos estocasticos
como la difusion browniana (aleatoria) de particulas que se agregan al contacto con
otras particulas (DLA, diffusion-limited aggregation), produciendo formaciones dendri-
ticas en todas las escalas como la que se muestra en la figura. También podemos
generar fractales matematicos aleatorios utilizando funciones geométricas iteradas en
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Claster formador por DLA

Montanas fractales

Figura 13.12: Fractales mateméaticos aleatorios.

las que en cada paso de produce una pequena alteracién aleatoria de la regla de
sustitucion. De esta forma se generan los paisajes montafosos o relieves naturales
mostrados en la figura. Como hemos dicho, en este caso la auto-similaridad es es-
tadistica, es decir, el fractal es estadisticamente el mismo en todas las escalas ya
gue existen medidas estadisticas que se mantienen en todas las escalas. Esta auto-
similaridad estadistica produce fractales que nos recuerdan a muchos a los patrones
observados en la naturaleza.

13.1.4. Coémo medir la dimension fractal

Uno de los problemas practicos mas importantes es determinar la dimensién fractal
de un fractal que bien ha podido ser generado computacionalmente, o bien es una ima-
gen digitalizada. Aqui mostramos los dos métodos mas utilizados: el método sandbox
y el método de box counting.

13.1.4.1. Método sandbox

Este método hace uso de la siguiente relacion de escala:
M(R) ~ R

donde M (R) es la masa del fractal contenida en un circulo de radio R centrado en
cualquier punto del mismo. Para determinar d; debemos escoger un punto del fractal
(o un pixel de laimagen) y trazar en torno a él n circulos de radios R; < Ry < ... < R,
donde R, debe ser mas pequeno que el tamarno del fractal, es decir, todos los circulos
deben caer dentro del fractal. Para cada circulo R; contamos el numero de puntos (0
pixeles) del fractal que se encuentran dentro del mismo. El valor obtenido sera la masa
del fractal M;(R;). Dependiendo de la geometria, a veces es mas conveniente utilizar
cuadrados de lado L, < L, < ... < L, en lugar de circulos. Este proceso es repetido
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en otros puntos del fractal, de modo que para el punto j obtendremos M;(R;). Una vez
que hemos concluido el andlisis sobre m puntos, calculamos la masa media M (R;)
dentro del circulo de radio R; promediando sobre todos los puntos analizados:

m

M(R) = =3 My(R)

Jj=1

A continuacion representamos M (R;) frente a R; en una gréfica doble logaritmica. La
pendiente de la curva, para valores grandes de R;, determina la dimension fractal.
Como hemos dicho, para evitar efectos de contorno el radio de los circulos debe ser
menor que el radio o longitud del fractal, y los centros de los circulos deben ser escogi-
dos bien dentro del fractal, de modo que los circulos de mayor radio caigan dentro del
objeto. Cuanto mas grande sea el fractal y mayor sea m, mejor sera la estadistica. En
el caso de fractales aleatorios, también se puede considerar un unico punto (por ejem-
plo el centro del DLA) y promediar sobre diferentes realizaciones (construcciones) del
fractal.

13.1.4.2. Método de box-counting

Este método consiste en dividir la regiéon del espacio ocupada por el fractal en ca-
jas de lado I. La dimensién de estas cajas (segmentos, cuadrados o cubos) sera dg.
Por ejemplo, para hacer un box counting sobre el conjunto de Cantor so6lo necesita-
remos segmentos, pero para hacer un box-counting sobre el tridngulo de Sierpinski o
la curva de Koch necesitaremos cajas cuadradas. A continuacién contamos cuantas
de estas cajas cubren el fractal, este numero serd N(l). Para ello, sélo tenemos en
cuenta aquellas cajas en las que caiga alguna parte del fractal, aunque sea un unico
punto. Repetimos el proceso para diferentes tamafnos de caja, tomando como tamaro
maximo de caja /.4 €l tamafo del fractal, y como tamafio minimo [,.;, el tamafo de
un punto o pixel de la imagen.

Como sabemos, N([) escala con [ de la forma:

N(l) ~ 7%

de modo que obtendremos la dimension fractal representando N(I) frente a 1/ en
una gréfica doble logaritmica y realizando el ajuste de los puntos a una recta mediante
regresion lineal. La pendiente nos dara nuevamente d;.

13.1.5. Fractales en la naturaleza

Debido a que los fractales poseen un infinito grado de irregularidad y detalle que se
repite en todas las escalas, ningun objeto natural puede ser un fractal. Sin embargo,
los objetos naturales pueden mostrar “fractalidad” en un rango limitado de escalas,
hablamos entonces de fractales naturales. En la figura[13.13|mostramos ejemplos de
fractales naturales.

13.1.6. Propiedades practicas de los fractales

Los fractales tienen importantes propiedades geométricas. Por ejemplo, la curva
de Koch es una curva continua pero no diferenciable (o derivable) en ninguno de sus





13-14 TEMA 13. FRACTALES

Venacion en las hojas

Coliflor Brécol Romanescu

Figura 13.13: Fractales naturales.
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Figura 13.14: Cuatro primeros pasos de la generacion del copo de nieve de Koch,
compuesto de tres curvas de Koch.

puntos. Estas propiedades geométricas hacen que en muchos casos los fractales sean
la solucién escogida por la naturaleza ante importantes problemas de optimizacién.
Fijémonos, por ejemplo, en el copo de nieve de Koch (figura[13.14): tiene un perimetro
infinito encerrando un area finita.

Esto quiere decir que la fractalidad proporciona estructuras que tienen una medi-
da infinita en una dimension dada (longitud infinita en el caso del copo de nieve de
Koch), pero que estan encerradas en un espacio finito de dimension superior (area
finita para el copo de nieve de Koch). Esta propiedad tiene importantes consecuencias
en la naturaleza y en la industria, ya que proporciona la solucién a un problema de
espacio. La estructura ramificada de los arboles es la que proporciona, dentro de un
volumen limitado, una mayor area de intercambio de CO, — O, con el aire y una mayor
exposicién para la captura de la radiacion solar. Lo mismo se puede decir de nuestro
sistema circulatorio o del arbol bronquial que constituye nuestros pulmones. ;Cual es
la forma 6ptima de asegurar el riego sanguineo a todas las partes de nuestro? ;Y la
de maximizar la absorcién del oxigeno por parte de la sangre en nuestros alvéolos pul-
monares dentro de un volumen limitado? La respuesta esta en una estructura fractal
ramificada, como se muestra en la Fig.[13.15] El sistema nervioso, el forro intestinal,
los conductos biliares son otros ejemplos.

Se ha demostrado que la auto-similaridad de las estructuras fractales fisiologicas
las hace mas robustas. Por ejemplo, la fractalidad de los pulmones los hace ser mas
tolerantes a posibles fallos durante el crecimiento. La fractalidad del sistema circulato-
rio humano debilita los “martillazos” producidos por la violencia del bombeo de nuestro
corazdn. Si hubiera cualquier resonancia en la circulacion de la sangre podriamos mo-
rir. Fuera de nuestro cuerpo humano, también se ha observado que la estructura fractal
de la costa debilita al maximo el impulso de las olas, por lo que representa la mejor
forma de “defenderse” de su accidn erosiva

Esta propiedad geométrica de maxima superficie en un volumen finito tiene impor-
tantisimas aplicaciones tecnoldgicas y econémicas. Un ejemplo de esto son los catali-
zadores, sustancias que desemperian el papel de “intermediarios” en ciertas reaccio-
nes quimicas de gran importancia, activando, facilitando o acelerando su desarrollo.
La presencia de un catalizador en el proceso de reaccion se limita a modificar la ve-
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Figura 13.15: Fractales dentro del cuerpo humano.

Figura 13.16: Estructura de cristales de Rutilo TiO, utilizada como catalizador o so-
porte de un catalizador.

locidad de la transformacion, el catalizador no se considera ni reactivo ni producto en
la reaccién. En la catéalisis heterogénea, estos catalizadores suelen aparecer sobre
superficies 0 a veces es la propia superficie la que tiene un efecto catalizador sobre
los compuestos quimicos que se encuentran en el medio (generalmente gaseoso).
Las especies quimicas son adsorbidas sobre la superficie activa del catalizador, don-
de reaccionan entre si dando lugar a los productos deseados. Cuanto mayor sea la
superficie del catalizador dentro de un volumen fijo, mayor sera el rendimiento de la
reaccién. De nuevo, la solucion éptima consiste en utilizar estructuras muy rugosas con
propiedades fractales. En la Fig.se ha ilustrado este hecho mostrando un catali-
zador situado en el interior del tubo de escape de un coche. La funcidn del catalizador
es descomponer las sustancias presentes en el humo producido por la combustion
de la gasolina (como el monoxido de carbono CO, los éxidos de nitrégeno NO, y los
hidrocarburos HC), y transformarlas en productos menos nocivos reduciendo asi la
contaminacion atmosférica.

En telefonia mévil encontramos otra aplicacién de los fractales. Utilizando antenas
fractales (Fig.|13.17), la multitud de escalas permite la recepcién de una banda mas
ancha de frecuencias en un espacio compacto

También se han desarrollado fibras 6pticas empaquetadas de forma fractal para
lograr guias de onda con una distorsion muy baja (figura|13.18).
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Figura 13.17: Antenas fractales.

Figura 13.18: Empaquetamiento fractal de fibras 6pticas.

13.2. Ejemplos y ejercicios en C

13.2.1. Conjunto de Cantor

El conjunto ternario de Cantor es uno de los fractales mas sencillos de construir
de manera geométrica. Se trata de un conjunto de puntos de la recta que se obtiene
partiendo de un intervalo cerrado, digamos el [0; 1]. A este intervalo se le quita su
subintervalo central, de modo que queda el conjunto cerrado [0; 5] U [2; 1]. En cada
uno de estos subintervalos se repite la misma operacién, quedando [0; §] U [2; 3] U
[2; Z]U[3; 1]. Esta misma regla se repite una y otra vez, de modo que, de cada vez, se
duplica el numero de subintervalos, a la vez que se reduce la longitud de cada uno de
ellos a la tercera parte (ver figura[13.9).

Matematicamente se demuestra que esta sucesién de reglas genera una sucesion
de conjuntos que converge a un conjunto formado por infinitos puntos disjuntos (esto
es, entre cualesquiera dos de ellos se halla una infinidad de niumeros reales). Este
conjunto se llama conjunto de Cantor y se dice que es el atractor del proceso iterativo.

Para calcular este conjunto, construiremos los intervalos que se generan al aplicar
las sucesivas “extracciones del tercio central”. Para ello definimos una estructura de

datos,

struct Intervalo {
double a, b;

b
que representa uno de estos intervalos, [a; b], y creamos un array de IntervaloS que

iremos rellenando. El primero de estos intervalos sera el [0; 1], del que partimos. Lo
declaramos como
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intervalo [0]. a=0.0;
intervalo [0]. b=1.0;
nintervalos=1;

inicializando el contador de Intervalos, nintervalos, a 1. Después, llevamos a cabo
las iteraciones sobre todos los intervalos construidos con anterioridad (la primera vez,
solo sobre el [0; 1]). Estas iteraciones consisten en construir, a partir de un intervalo
dado, uno nuevo, el “tercer tercio” del de partida, que se anade al array:

intervalo [m].a=intervalo[n].a
+2x(intervalo[n].b—intervalo[n].a)/3;
intervalo [m].b=intervalo[n].b;

Posteriormente, sustituimos el intervalo que estamos transformando por su “primer
tercio”

intervalo [n].a=intervalo[n].a; intervalo [n].b=intervalo[n].a
+(intervalo [n].b—intervalo[n].a)/3;

Asi, para todos los intervalos que habiamos construido en la iteracién anterior (o para
el Intervalo [0; 1] creado inicialmente).

De este modo, se rellena el array intervalo [NINTERVALOS] que es una aproxima-
cidon a la solucién del problema tanto mejor cuanto mayor sea NINTERVALOS (esto es,
el numero de iteraciones permitidas). El cdédigo de este programa se encuentra en el
listado[13.1]

Listado 13.1: El programa que genera los intervalos del conjunto de Cantor.
#include <stdio.h>

#define NINTERVALOS 100000

struct Intervalo

{
double a, b;
I
int main(int argc, charxx argv)
{

struct Intervalo intervalo [NINTERVALOS];
int n, m, nintervalos;

intervalo [0]. a=0.0;
intervalo [0]. b=1.0;
nintervalos=1;

/x bucle de iteraciones (tantas como se pueda) */
do {
/% aplicar la transformacion a todos
los intervalos existentes */
for(n=nintervalos—1;
n>=0 && nintervalos<NINTERVALOS; n——)
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25 {

26 m=nintervalos;
27
28 /% segundo subintervalo x/
29 intervalo [m].a=intervalo[n]. a+2x(
30 intervalo [n].b
31 —intervalo[n].a)/3;
3 intervalo [m].b=intervalo[n].b;
33
34 /% primer subintervalo x/
3 intervalo [n].a=intervalo[n].a;
36 intervalo [n].b=intervalo[n].a+(
a7 intervalo[n].b
a8 —intervalo[n].a)/3;
39
40 nintervalos++;
41 }
42
43 } while(nintervalos<NINTERVALOS);
44
45 /x exportar las cotas de los intervalos x/
46 for(n=0; n<nintervalos; n++)
47
{
a8 printf (" %g\t %g\n", intervalo[n].a,
49 intervalo [n].b);
50 }
51
52 return O;

53 }

Ejercicio 13.1. Representar estos Intervalos con Gnuplot a distintas resoluciones.
Suponiendo que se hayan guardado en un fichero llamado “cantor3.dat”, se
puede utilizar el siguiente comando:

plot ’cantor3.dat’ u 1:(0) with points pt 6 ps 0.1

Luego, se puede utilizar el “zoom interactivo” de Gnuplot (usualmente arrastrando
el raton sobre la grafica mientras se manteniene pulsado el boton derecho del
ratén) para ampliar este conjunto. Se vera que el aspecto de las partes ampliadas
del conjunto es similar al del propio conjunto: el conjunto de Cantor es un fractal.
Para volver al “zoom” inicial, indicaremos a Gnuplot: reset.

Ejercicio 13.2. Representar, ahora, los Intervalos usando la instruccién de Gnuplot
plot ’cantor3.dat’ u 1:2 with points pt 6 ps 0.1
Para 6rdenes de generacion bajos (NINTERVALOS pequefio) los puntos no se en-

cuentran “alineados” con la diagonal. Explique qué esta sucediendo y qué indica
esta anomalia.
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La dimension fractal del conjunto de Cantor se puede calcular de una manera sencilla
a partir del proceso iterativo de construccidén del conjunto. Como se ha explicado, al
hablar del método de box-counting, la dimensién fractal viene dada por la pendiente
de la recta que se obtiene al representar el logaritmo del minimo nimero de cajas
disjuntas de un tamafo dado que contienen puntos del fractal frente al logarimo del
tamano de dichas cajas. En el proceso iterativo de construccidn del conjunto de Cantor,
el nimero minimo de cajas de un tamaro dado (1/3*) que recubren el fractal es igual
al nimero intervalos (2*), generados en la k-ésima iteracion.

De este modo, si en un paso de iteracién (al final, pero dentro, del bucle do. . .while)
escribimos a un archivo el logaritmo de la longitud de los intervalos “log(intervalo[0] .-
b-intervalo[0].a)” (da igual cudl, ya que todos tendran la misma longitud) frente al
logaritmo del numero de intervalos definidos (nuestro box counting), “log((double)nintervalos)’
entonces obtendremos la recta buscada: su pendiente sera la dimensién fractal del
conjunto de Cantor.

Ejercicio 13.3. Implementar este algoritmo para obtener un archivo con las parejas
de valores (-log(intervalo[0] .b-intervalo[0].a), log((double)nintervalos))
y calcular la dimensién fractal utilizando el programa ajuste a una recta del lista-
do[11.30] Comprobar que esta dimensién fractal del conjunto ternario de Cantor
esigual a Dr = log(2)/log(3) ~ 0,63.

Nota: Observar que es irrelevante la base de los logaritmos que se estén usando
en el box-counting (jmientras sea siempre la mismal).

13.2.2. Triangulo de Sierpinsky

El tridngulo de Sierpinsky es uno de los fractales bidimensionales mas famosos.
Igual que el fractal de Cantor, existe una manera geométrica de construirlo. Se parte
de un triangulo ABC y de éste se eliminan los puntos contenidos en el tridngulo de-
terminado por los tres puntos centrales de sus lados, que seran (A + B), 1(B + C),
5(C'+ A). Con los tres nuevos triangulos (unidos por sus vértices) en que quedan re-
partidos los puntos “supervivientes”, se vuelve a hacer la misma operacion: eliminar
los triangulos centrales. De este modo, como en el ejemplo del conjunto de Cantor, los
triangulos considerados en cada iteracién convergen hacia un conjunto fractal, forma-
do por puntos del plano.

Ejercicio 13.4. Escribir un programa similar al del conjunto de Cantor para gene-
rar el triangulo de Sierpinsky. Para ello, definase una estructura Triangulo que
contenga las coordenadas de los tres puntos de un triangulo

struct Triangulo {

float xA, yA;

float xB, yB;

float xC, yC;
|8
y apliquese luego la regla de dividir cada Triangulo en tres, creando dos nuevos
y modificando el original, de modo que en cada triangulo nuevo permanezca uno
de los tres vértices del de partida.
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Guérdense las coordenadas de cada tridngulo en cada linea del archivo de texto
(igual que en el ejemplo anterior se guardaban los intervalos): (x4; ya; zB; ys; xTc; yo)-
Represéntense los puntos con Gnuplot. Bastara hacerlo con los primeros vérti-

ces, que vendran dados por las coordenadas (z4; y4) de las dos primeras co-
lumnas del archivo (aunque se logrard mas resolucion empleandolas todas).

Una manera alternativa de generar el triangulo de Sierpinsky es mediante el méto-
do XOR (en un tema posterior, veremos el significado de este método). Este método
genera un conjunto de puntos que se pueden relacionar con los (centros de los) trian-
gulos que existen en cada iteracion del proceso geométrico anterior. Sin embargo, a
diferencia de los métodos anteriores que construian todo el conjunto fractal al mismo
tiempo, aumentando la resolucién, el método XOR construye el triangulo de Sierpinsky
“linea a linea”. La idea es la siguiente:

= Se parte de una matriz bidimensional con todos sus elementos puestos a cero.

Nota: En C la forma mas simple de hacer esto (sin afadir ningun detalle méas
como la posicion de los puntos, que no es necesaria aqui) es considerar
un array de elementos booleanos: 0 y 1. Como en C no existe este tipo,
tenemos dos opciones: elegir un tipo ya existente (por ejemplo el “unsigned
char”, que es de los que menos ocupa en memoria) o bien hacer un typedef
(a “unsigned char”, por insistir en este tipo de dato pequefio) que se llame
BOOL.

= En la primera linea de la matriz se coloca una semilla (valor 1) que dara lugar al
fractal. Por simetria esta semilla conviene colocarla en la mitad de la fila.

= Para construir la siguiente linea del conjunto se recorre la siguiente fila de la
matriz y se asigna a cada elemento booleano el XOR de los elementos corres-
pondientes al anterior y posterior en la linea anteriormente construida (que en el
primer paso sélo tendra un punto distinto de 0, el elegido en la primera linea).

Nota: XOR significa “eXclusive OR”, esto es, la disyuncion l6gica “O pero no Y”.
La tabla de verdad de esta operacioén logica es la siguiente:

XOR| 0 1
0 [0%=0 0"=1
1 | 17%0=1 17=0

En C, los operadores del &lgebra booleana se construyen con un unico ca-
racter, asi “O” es “|”, “Y” es “&¢”, “O pero no Y” es “~”. Estos operadores
actuan al nivel de los bits de los numeros; por eso aqui emplearemos 0
(todos sus bits son cero) y 1 (todos sus bits son cero menos uno, que es 1).

En la figura[13.19]se ilustra como se genera con este método el tridngulo de a orden
k = 3. Obsérvese que si queremos construir la k-ésima generacién del fractal, la matriz
debera tener las dimensiones 2% x (2 x 2% — 1),

El listado muestra el cédigo de este programa que implementa el algoritmo
para generar el triangulo de Sierpinsky.






13-22 TEMA 13. FRACTALES

Figura 13.19: Triangulo de Sierpinsky crecido a partir de una semilla en una matriz
usando el método XOR.

Listado 13.2: El programa que genera el conjunto de Sierpinsky mediante el método
XOR.

1 #include <stdio.h>

2

s #define ANCHURA 1024+2—1
+ #define ALTURA 1024

5

s typedef unsigned char BOOL,;
7

s #define ON (BOOL)1

o #define OFF (BOOL)0

10

1 int main(int argc, charxx argv)

12{

s BOOL spky[ALTURAJJANCHURA];
14 int i, j;

15

o for(i=0; i<ALTURA; i++)

17 {

" for(j=0; j<ANCHURA; j++)
19 {

20 spky[i ][ j]=OFF;

2 }

22 }

2 spky [0][( ANCHURA—1)/2]=ON;

25

2 for(i=1; i<ALTURA; i++)

27 {

2 for(j=1; j<ANCHURA—1; j++)

29 {
® spky[illjl=
d ( spky[i—1][j—1] * spky[i—=1][j+1] );
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}

for(i=0; i<ALTURA; i++)
{
for(j=0; j[<ANCHURA; j++)
{
if ( spky[i][j] )
printf (" Y%d\t %d\n", j,i);

}

return O;

= Nétese que los puntos que estan en los extremos de las filas de la matriz (colum-
na j=0y columna j=ANCHURA-1) no son recorridos por el bucle ya que no tienen
vecinos a izquierda o derecha, respectivamente.

13.2.2.1. Calculo de la dimensidn fractal por el método “sandbox”

La forma autosimilar del triangulo de Sierpinsky, cuyos puntos acabamos de gene-
rar linea a linea, se puede aprovechar para hacer uso de una definicion alternativa de
la dimensién fractal: la dimensién masica o de “sandbox”. A pesar de su hombre, casi
siempre coincide con la dimensién fractal de “box-counting” (igual que ésta coincide
con la dimension fractal de Haussdorf, que es la que matematicamente esta mejor
establecida).

La dimensién fractal masica busca ajustar la siguiente relacién entre el tamano
lineal r de un fractal y su masa m(r):

m(r) ~ rPru

Obsérvese que para una figura plana “sélida” (sin agujeros), como un tridngulo, esta
relacion nos proporciona Dy, = 2 (la masa, proporcional al area, proporcional, a su
vez, al cuadrado del tamafo del triangulo, descrito, por ejemplo, por su altura), que
corresponde al concepto de bidimensionalidad que asociamos al triangulo.

Ahora veremos cual es la dimension fractal masica del triangulo de Sierpinsky. Para
ello asignaremos masa unidad a cada elemento activo de la matriz, y consideraremos
que el tamano lineal del fractal (r) viene dado por el nimero de lineas del mismo
gue se hayan construido, comenzando desde la linea donde se planté la semilla. Asi,
simplemente, contaremos, para cada linea, el niumero total de elementos con valor 1
activados en la matriz, desde la semilla del fractal, hasta finalizar el calculo de la fila r
en cuestion, tal como se ilustra en la figura[13.20]

Ejercicio 13.5. Representar la masa frente a la altura del tridngulo de Sierpinsky.
Representar los datos con Gnuplot en coordenadas log-log (doble logaritmicas).
La pendiente de la recta resultante es la dimension fractal buscada.

En Gnuplot se puede obtener esta pendiente a partir de los datos (guardados en
un archivo “sierpinskyxordf .dat” mediante el siguiente comando:
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Figura 13.20: Método de “sandbox” en el triangulo de Sierpinsky. Destacada, la regién
de tamario r = 5, que da una masa m(5) = 11.

fit MO+Dfxx 'sierpinskyxordf.dat’ u (log($1)):(log($2)) via MO, Df

El comando “fit” de Gnuplot proporciona un ajuste por minimos cuadrados de
la expresion MO+Df+x a los datos (que se leen del archivo y se convierten en
sus logaritmos); el valor de Df proporcionado deberia ser préximo a 1,6. Para
comprobar la bondad del ajuste, se puede hacer

plot M0+Dfxx, 'sierpinskyxordf.dat’ u (log($1)):(log($2))

Aunque el ajuste por minimos cuadrados de Gnuplot es muy completo y flexible, noso-
tros ya tenemos un programa que calcula regresiones lineales (ejercicio en la seccién
, y las regresiones a leyes de potencias se pueden convertir en regresiones a
rectas, como acabamos de ver, sin mas que aplicar a las magnitudes relacionadas por
la ley de potencias la funcién logaritmo, asi:

m(r) = my x rPrm

se convierte en
logm(r) =logmy + Dpys X logr

Ejercicio 13.6. Modificar la funcion de regresién lineal del ejercicio de la seccidon
11.10|para que ajuste una ley de potencias. Integrar esta funcién en el programa
del ejercicio anterior para que, desde el mismo programa, se calcule la dimension
fractal del triangulo de Sierpinsky.

Comparese el resultado obtenido por este procedimiento con el obtenido con el
método de ajuste iterativo de Gnuplot. ;Cudl es mejor? o ;tiene sentido esta
pregunta?








Codigos/Newton_Raphson.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>



double funcion (double x) {

    return pow(M_E,x)-pow(x,3);

}



double derivada (double x) {

    return  pow(M_E,x)-3*pow(x,2);

}





int main(int argc, char** argv) {

    double x, xnew, error, E;

    x=atof(argv[1]);

    E=atof(argv[2]);



    do {

        xnew=x-funcion(x)/derivada(x);

        error=fabs(xnew-x)/fabs(xnew);

        x=xnew;

    } while (error >= E);



    printf("La aproximacion numerica a la raiz con un error menor a %g es %g\n", E, x);



    return 0;

}








Codigos/ajuste_no_lineal.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define n 10  //numero de puntos experimentales

#define E 2.718281828



long int factorial(int x) {

	int i;

	long int f;

	f=1;

	for(i=2; i<=x; i++)

		f*=i;

	return f;

}



double poisson(int x, double lambda) {

	return pow(E,-lambda)*pow(lambda,x)/factorial(x);

}



int main(int argc, char** argv) {

	int i;

	int x[n];

	double l, lambda_1, lambda_2, inc_lambda;

	double y[n];

	FILE *fin;

	fin=fopen("datos.dat", "r");



	for (i=0; i<n; i++) {

		fscanf(fin,"%d %lf", &x[i], &y[i]);

	}



	printf("Introduzca lambda_1 lambda_2 inc_lambda:\n");

	scanf("%lf %lf %lf",&lambda_1, &lambda_2, &inc_lambda);

	

    double lambda_min;

	long double residuo, residuo_min;

	lambda_min=lambda_1;



	for(l=lambda_1; l<=lambda_2; l+=inc_lambda) {



		residuo=0;

		for(i=0; i<n; i++) {

			residuo+=(y[i]-poisson(x[i],l))*(y[i]-poisson(x[i],l));

		}



		if(l==lambda_1) residuo_min=residuo;



		if(residuo < residuo_min) {

			residuo_min=residuo;

			lambda_min=l;

		}

	}

	printf("El valor de lambda que mejor ajusta es %f\n", lambda_min);



	return 0;

}








Codigos/mua.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>



int main(int argc, char** argv) {

	int n, i;

	double x0, v0, a, T, t, x;

	FILE *fout;

	x0=atof(argv[1]);

	v0=atof(argv[2]);

	a=atof(argv[3]);

	T=atof(argv[4]);

	n=atoi(argv[5]);

	fout=fopen("datos.dat","w");

	for(i=0; i<n; i++) {

		t=i*T/(n-1);

        x=x0+v0*t+0.5*a*t*t;

		fprintf(fout, "%g\t%g\n", t, x);

	}

	fclose (fout);

	return 0;

}








Codigos/centro_de_masas.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define N 1000



struct punto {

	double x,y,z,masa;

};



typedef struct punto Punto;



int main(int argc, char** argv) {

    int i, n, npts;

    double x, y, z, masa, masaCM;

    Punto P[N];

    Punto PCM;

    FILE *fin;



    fin=fopen(argv[1], "r");

    npts=0;



    do {

        n=fscanf(fin,"%lf %lf %lf %lf", &x, &y, &z, &masa);

        if (n==4) {

            P[npts].x=x;

            P[npts].y=y;

            P[npts].z=z;

            P[npts].masa=masa;

            npts++;

        }

    } while(n==4);



    fclose(fin);



    PCM.x=0;

    PCM.y=0;

    PCM.z=0;

    masaCM=0;



    for (i=0; i<npts; i++) {

        PCM.x+=(P[i].masa)*(P[i].x);

        PCM.y+=(P[i].masa)*(P[i].y);

        PCM.z+=(P[i].masa)*(P[i].z);

        masaCM+=P[i].masa;

    }



    printf("La posicion del Centro de Masas es (%g, %g, %g)\n", PCM.x/masaCM, PCM.y/masaCM, PCM.z/masaCM);



    return 0;

}








Codigos/pi_Monte_Carlo.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>



int main(int argc, char** argv) {

	int N,n,i;

	double x,y;

	N=atoi(argv[1]);

	n=0;

	for (i=0; i<N; i++) {

		x=rnd();

		y=rnd();

		if (x*x+y*y<=1) n++;

	}

	printf("La estimacion del valor de Pi por el"

	       "metodo de Monte Carlo con %d puntos es %g\n",

	       N, 4.0*n/N);

	return 0;

}








Codigos/integral_Riemann_precision.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>



double funcion(double x) {

	/* elegimos una parabola */

	return x*x+x+1;

}



int main(int argc, char** argv) {

	int n, n0;

	double a, b, eps, suma, sumb, x;

	a=atof(argv[1]);

	b=atof(argv[2]);

	n0=atoi(argv[3]); /* numero de subinervalos inicial */

	eps=atof(argv[4]);

	n=n0; /* primera division en subintervalos */

	sumb=0; /* para no trabajar con una variable sin inicializar */

	do {

		suma=sumb;

		sumb=0;

		for(x=a+(b-a)/(2*n); x<=b; x+=(b-a)/n) {

			sumb+=funcion(x)*(b-a)/n;

		}

		n*=2;

	} while( n>n0 && fabs(suma-sumb) > eps );

	printf("La integral en [%g, %g] vale: %g"

	       "(con una precision %g tras dividir en %d subintervalos)\n",

	        a,b, sumb, eps, n/2);

	return 0;

}








Codigos/funcion_maximos_minimos.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>



int main(int argc, char** argv) {

    int N, i, nmin, nmax;

    N=atoi(argv[1]);

    FILE *fin;

    double x[N],y[N], xmin[N], xmax[N];



    fin=fopen("datos.dat", "r");



    for (i=0; i<N; i++) {

        fscanf(fin, "%lf %lf", &x[i], &y[i]);

    }



    fclose(fin);

    nmin=nmax=0;



    for (i=1; i<N-1; i++) {

        if(y[i-1]>y[i] && y[i+1]>y[i]) {

            xmin[nmin]=x[i];

            nmin++;

        }

        if(y[i-1]<y[i] && y[i+1]<y[i]) {

            xmax[nmax]=x[i];

            nmax++;

        }

    }



    if (nmin==0)

        printf("La funcion no tiene ningun minimo relativo\n");

    else {

        printf("La funcion tiene %d minimos relativos en los puntos x = ", nmin);

        for (i=0; i<nmin; i++)

            printf("%g, ", xmin[i]);

        printf("%\n");

    }



    if (nmax==0)

        printf("La funcion no tiene ningun maximo relativo\n");

    else {

        printf("la funcion tiene %d maximos relativos en los puntos x = ", nmax);

        for (i=0; i<nmax; i++)

            printf("%g, ", xmax[i]);

    }



    return 0;

}








Codigos/estadistica_datos.c

#include <stdio.h>

#include <math.h>



int main(int argc, char** argv) {

	char *fn="datos.dat";

	FILE *f;

	int n;

	double xi, sxi, sxi2, xm, xs;

	n=0;

	sxi=0.0;

	sxi2=0.0;

	

	f=fopen(fn, "r");

	while( fscanf(f, "%lf", &xi) ) {

		n++;

		sxi+=xi;

		sxi2+=xi*xi;

	}

	fclose(f);

	

	xm=sxi/(double)n;

	xs=sqrt( sxi2/(double)n - xm*xm );

	

	printf("N=%d\n", n);

	printf("xm=%g\n", xm);

	printf("xs=%g\n", xs);

	

	return 0;

}








Codigos/raiz_cuadrada.c

#include <stdio.h>

#include <math.h>



int main(int argc, char** argv) {

	double x, sx, esx, msx, err;

	int n;

	

	printf("x= ");

	scanf("%lf", &x);



	sx=sqrt(x);

	

	n=1;

	esx=1;

	do {

		msx=(esx+x/esx)/2;

		err=fabs(msx-sx);



		printf("n=%d: sqrt(x) ~ %f\terr= %f\n", n, msx, err);



		esx=msx;

	} while(err > 1e-6);

	

	return 0;

}








Codigos/derivada_numerica.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#define N 1000



int main(int argc, char** argv) {

	int i, n, npts;

	float x[N], y[N], xx, yy;

	FILE *fin, *fout;



	fin=fopen("datos.dat", "r");

	npts=0;

	do {

		n=fscanf(fin, "%f %f", &xx, &yy);

		if (n==2) {

			x[npts]=xx;

			y[npts]=yy;

			npts++;

		}

	} while(n==2 && npts<=N);



	fclose(fin);



	fout=fopen("derivadas.dat", "w");



	fprintf(fout,"%g\t%g\n", x[0], (y[1]-y[0])/(x[1]-x[0]));

	for(i=1; i<npts-1; i++) {

		fprintf(fout,"%g\t%g\n",

		             x[i],

		             0.5*((y[i]-y[i-1])/(x[i]-x[i-1])

		            +(y[i+1]-y[i])/(x[i+1]-x[i])) );

	}

	fprintf(fout,"%g\t%g",

	             x[npts-1],

	             (y[npts-1]-y[npts-2])/(x[npts-1]-x[npts-2]) );



	fclose(fout);

	

	return 0;

}








Codigos/fibonacci.c

#include <stdio.h>

#include <math.h>



double diferencia(double a, double b) {

	if (a>b)

		return a-b;

	else

		return b-a;

}



int main(int argc, char** argv) {

	int precision, fib[3];

	double phi[2];

	fib[0]=1;

	fib[1]=1;

	printf("Introduzca la precision del numero aureo en numero de decimales\n");

	scanf ("%d",&precision);

	do {

		fib[2]=fib[1]+fib[0];

		phi[0]=1.0*fib[1]/fib[0];

		phi[1]=1.0*fib[2]/fib[1];

		fib[0]=fib[1];

		fib[1]=fib[2];

	} while (diferencia(phi[0],phi[1]) >= pow(10,-precision) );



    printf("el numero aureo con una precision de %d decimales es %.15g\n", precision, phi[1]);



	return 0;

}








Codigos/campo_electrico.c

#include <stdio.h>

#include <math.h>

#define NMAX 1000

#define k 9e9



struct CARGA {

	float x, y, q;

};



typedef struct CARGA Carga;



int main(int argc, char** argv) {

	int n, i;

	float posx, posy, r, Ex, Ey;

	Carga N[NMAX];

	printf("Introduzca el numero de cargas\n");

	scanf("%d", &n);

	if(n>NMAX) {

		printf("El numero de cargas debe ser menor que %d, "

		       "introduzca de nuevo el numero de cargas\n", NMAX);

		scanf("%d",&n);

	}

	for(i=0; i<n; i++) {

		printf("Introduzca los datos de la carga %d "

	           "en este orden: x, y, q\n", i+1);

		scanf("%f %f %f", &N[i].x, &N[i].y, &N[i].q);

	}

	printf("Introduzca el punto donde se quiere conocer el campo: x y\n");

	scanf("%f %f", &posx, &posy);

	Ex=Ey=0.0;

	for(i=0; i<n; i++) {

		r=sqrt((posx-N[i].x)*(posx-N[i].x)+(posy-N[i].y)*(posy-N[i].y));

		Ex+=(posx-N[i].x)*(N[i].q)/pow(r,3);

		Ey+=(posy-N[i].y)*(N[i].q)/pow(r,3);

	}

	printf("El campo electrico en el punto (%g, %g) es (%g, %g)\n",

	       posx, posy, k*Ex, k*Ey);

	return 0;

}








Codigos/funcion_exportar_puntos.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>



double parabola(double x) {

	return (2*x*x-1);

}



void tabla_valores (double a, double b, double deltaX, double (*f) (double x), char *c) {

	double x0;

	FILE *fout;

	

	fout=fopen(c,"w");

	

	x0=a;

	do {

		fprintf(fout, "%g\t%g\n", x0, f(x0));

		x0+=deltaX;

	} while(x0<=b);

	

	fclose(fout);

}



int main(int argc, char** argv) {

	tabla_valores(1.0, 2.0, 0.1, &parabola, "datos.dat");

	return 0;

}








Codigos/integral_Riemann.c

#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>



double funcion(double x) {

	/* elegimos una parabola */

	return x*x+x+1;

}



int main(int argc, char** argv) {

	int n, n1, n2;

	double a, b, suma, x;

	FILE *f;

	a=atof(argv[1]);

	b=atof(argv[2]);

	n1=atoi(argv[3]);

	n2=atoi(argv[4]);

    f=fopen("aprox_int.dat", "w");

	for(n=pow(2,n1); n<=pow(2,n2); n*=2) {

		suma=0;

		for(x=a+(b-a)/n; x<=b; x+=(b-a)/n) {

			suma+=funcion(x)*(b-a)/n;

		}

		fprintf(f, "%d\t%g\n", n, suma);

	}

	fclose(f);

	return 0;

}








Codigos/Millikan.c

#include <stdio.h>

#include <math.h>



int main(int argc, char** argv) {

	int i, n;

	double c1, c2, c3, c4, a, b, c;

	double x[]={4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,

	            12, 13, 14, 15, 16, 17, 18};

	double f[]={6.558, 8.206, 9.880, 11.50, 13.14, 14.81, 16.40, 18.04,

	            19.68, 21.32, 22.96, 24.60, 26.24, 27.88, 29.52};

	n = 15;

	c1 = 0; c2 = 0; c3 = 0; c4 = 0;

	for(i = 0; i < n; ++i) {

		c1 = c1+x[i];

		c2 = c2+x[i]*x[i];

		c3 = c3+f[i];

		c4 = c4+f[i]*x[i];

	}

	c = c1*c1-c2*n;

	a = (c1*c3-c4*n)/c;

	b = (c1*c4-c2*c3)/c;

	printf("The fundamental charge is %6.4lf +- %6.4lf\n", a,fabs(b));

	return 0;

}







Evaluacién y Calificacion del Curso

Esta asignatura esta sujeta a evaluacion continua y examen presencial
final.

La asignatura esta dividida en dos partes: programacion con Maxima y
programacion en C, cada una de las cuales se evaluara mediante una prueba
de evaluacion continua (PEC). En estas pruebas el estudiante debera trabajar
sobre una coleccion de ejercicios propuestos por el equipo docente utilizando,
en cada parte, el lenguaje de programacion correspondiente (Maxima o C).

Al final del semestre, y dentro del calendario de pruebas presenciales de
la UNED, el estudiante debera hacer un examen presencial en el que se
evaluaran las dos partes.

De este modo la evaluacién y calificacion del trabajo desarrollado por el
estudiante en el curso estara basada en tres pruebas:

1. PEC de la parte de programacién en Maxima

2. PEC de la parte de programacion en C

3. Examen Presencial

Cada prueba sera calificada de 0 a 10. La calificacion final de la asignatura se
calculara como
C=0,35C1+0,55C2+0,10C3

donde C1 y C2 son las calificaciones obtenidas en la primera (calculo con
Maxima) y segunda (programacion en C) prueba, respectivamente, y C3 es la
calificacion del examen presencial.

Es condicién imprescindible para superar la asignatura haber obtenido
una calificacion mayor o igual a 5,00 en cada prueba (Maxima, C y examen).

Convocatoria de junio y septiembre

Hay dos convocatorias, junio y septiembre, para superar cada una de
las tres pruebas, que desde este punto de vista son consideradas como
independientes: se pueden aprobar por separado. Esto quiere decir que se
guardard para septiembre la calificacion de las partes que hayan sido
superadas en la convocatoria de junio (no hay que volver a presentarse a esas
partes). Por otro lado, cualquiera de las tres partes que no haya sido superada
en junio (bien porque se haya suspendido o bien porque no se haya
presentado), podra ser recuperada en septiembre.

Para la convocatoria extraordinaria de septiembre:

1. Los ejercicios de la PEC de Maxima podran ser diferentes de los de junio
(generalmente seré asi).

2. Los ejercicios de la parte de programacion en C seran los mismos que en
junio.

3. El examen presencial sera diferente al de junio.

En caso de tener alguna parte no aprobada al finalizar la convocatoria de
septiembre sera necesario repetir la asignatura, lo cual implica tener que





volver a superar las tres partes el curso siguiente, es decir, los resultados de
las tres pruebas evaluables se guardan de junio para septiembre, pero no se
guardan de un curso para el siguiente.

A continuacion se presentan, por separado, las directrices sobre cada una de
las tres pruebas. Es fundamental que las lea con atencion.





Prueba de la primera parte: programacién con Maxima

La PEC de Maxima se publicara en el curso virtual y serda debidamente
anunciada en el curso virtual. En particular:

La PEC de Maxima consiste en la programacion de varias funciones
cuya finalidad se explica con todo detalle en el enunciado (ver capitulo
de “Examenes resueltos de cursos anteriores”).

El enunciado de la PEC de Maxima de cada curso, en la convocatoria
de junio, se publica en el curso virtual aproximadamente un mes antes
de la fecha final de entrega pedida. Para la convocatoria de septiembre
el enunciado se publica a primeros de julio.

Las funciones pedidas en la PEC de Maxima son algo avanzadas, para
poder programarlas es necesario haber adquirido cierta experiencia
previamente, trabajando con los ejemplos aportados en los apuntes.
Para entregar la PEC de Maxima hay que subir al curso virtual (Menu:
Entrega de trabajos) un archivo de texto plano con el codigo en
Maxima que define las funciones pedidas. Esto quiere decir que en la
PEC de Maxima no hay que entregar una sesion de trabajo en
wxMaxima, sino el archivo de texto plano con el codigo mencionado.

El nombre de dicho archivo debe contener los dos apellidos del alumno.
La extension de dicho archivo puede ser .mac, o0 .mc, 0 .m o, incluso,
.txt. De todas formas, a los archivos de codigo en Maxima es costumbre
ponerles la extension .mac, o .mc.

Las aclaraciones, explicaciones o comentarios sobre las funciones
programadas que cada estudiante quiera incorporar a su PEC deben ir
codificadas en el interior del mencionado archivo de cdédigo, escritas
como comentarios, delimitadas por los caracteres que se emplean en
lenguaje Maxima para escribir comentarios: /* .. */

Para calificar esta PEC el equipo docente procedera a cargar en una

sesion de Maxima el codigo aportado por cada estudiante, usando la funcién
batchload (), verificando el correcto funcionamiento de las funciones que se
pedian. Si se genera un error al cargar el archivo de cdédigo con
batchload (), no se corregira la prueba. Posteriormente el equipo docente
abrira, por medio de un editor de textos, el archivo de texto plano subido al
curso virtual, y se examinara el codigo aportado. En este sentido se tendra en
cuenta la claridad del cédigo y los comentarios introducidos por el estudiante
en el mismo para facilitar su lectura.

Cada uno de los ejercicios que componen la PEC de Maxima se evaluara, de 0
a 10 puntos, de acuerdo a los siguientes criterios de evaluacion:

El cédigo aportado realiza correctamente las tareas que se pedian en el
enunciado, calculos simbodlicos y/o numéricos, representaciones
gréficas, etc., (sin errores sintacticos): 5 puntos

El cddigo esta bien estructurado, se entiende claramente lo que se hace
en cada parte del mismo, la estructura es logica y estd ordenada: 2
puntos





« EIl cbdigo realiza las tareas que se piden de manera eficiente: 1.5
puntos

« El codigo estd documentado con comentarios que facilitan entender qué
es lo que se esta haciendo en cada parte del mismo, incluyendo
descripcion del input y output y la finalidad del codigo: 1.5 puntos

La calificacion final de esta parte sera la media aritmética de las calificaciones
obtenidas en todos los ejercicios que forman esta prueba, siempre y cuando se
haya obtenido una calificacibn minima de 5 puntos en todos ellos. Si uno (o
mas) de los ejercicios propuestos no alcanzan la calificacibn minima de 5
puntos la calificacion global de la prueba serd suspenso, y no se calculara la
media.





Prueba de la segunda parte: programacién en C

Para realizar la prueba de la parte de programacion en C, el estudiante
debera elegir uno de los cuatros temas propuestos en las unidades didacticas

de la asignatura (y que aparecen en el Plan de Trabajo del curso virtual):

Tema 12. Métodos de Monte Carlo
Tema 13. Fractales

Tema 14. Sistemas dinamicos
Tema 15. Automatas celulares elementales

y realizar los ejercicios propuesto en él. A continuacion se indica la puntuacion
maxima con la que se valorara cada uno de los ejercicios propuestos en cada

tema.

Capitulo 12

Capitulo 13

Capitulo 14

Capitulo 15

Ejercicio 12.1: 1 pts
Ejercicio 12.2: 0.5 pts
Ejercicio 12.3: 0.5 pts

Ejercicio 13.1: 0.5 pts
Ejercicio 13.2: 0.5 pts
Ejercicio 13.3: 1 pts

Ejercicio 14.1: 0.5 pts
Ejercicio 14.2: 1 pts
Ejercicio 14.3: 0.5 pts

Ejercicio 15.1:
Ejercicio 15.2:
Ejercicio 15.3:

0.5 pts
2 pts
0.5 pts

Ejercicio 12.4: 3 pts
Ejercicio 12.5: 3 pts
Ejercicio 12.6: 2 pts
Ejercicio 12.7: 1 pts
Ejercicio 12.8: 2 pts

Ejercicio 13.4: 3 pts
Ejercicio 13.5: 2 pts
Ejercicio 13.6: 3 pts

Ejercicio 14.4: 2 pts
Ejercicio 14.5: 4 pts
Ejercicio 14.6: 3 pts
Ejercicio 14.7: 1 pts

Ejercicio 15.4: 3 pts
Ejercicio 15.5: 2 pts
Ejercicio 15.6: 0.5 pts
Ejercicio 15.7: 1.5 pts
Ejercicio 15.8: 1.5 pts
Ejercicio 15.9: 2 pts
Ejercicio 15.10: 2 pts
Ejercicio 15.11: 1 pts
Ejercicio 15.12: 1.5 pts
Ejercicio 15.13: 2 pts

Los ejercicios deben corresponder a un mismo tema y solo se podran
presentar un namero de ejercicios tal que la puntuacion maxima sea 10. Es
decir, sblo se corregiran los ejercicios que proporcionen un maximo de 10
puntos, por orden de presentacion.

Para aprobar la segunda parte de la asignatura, es necesario sumar una
puntuacion minima de 5.

Presentacion de los ejercicios

La fecha limite de presentacion de este trabajo, tanto para la
convocatoria de junio como para la de septiembre, sera debidamente
anunciada. Recordamos que los ejercicios de la parte de programacion en C
para la convocatoria de septiembre seran los mismos que en junio.

Los ejercicios se deberan presentar con todos los resultados pedidos y
de forma ordenada en un Unico documento en formato PDF que se llamara
memoria_resultados.pdf. La estructura de la respuesta a cada ejercicio debe
ser la siguiente (esto puede variar dependiendo del tipo de ejercicio)





1. Breve introduccién al tema y objetivo buscado con el ejercicio. Consistira
en una breve descripcion de lo que se pretende calcular o simular,
contextualizando el problema dentro del tema correspondiente.

2. Metodologia: breve explicacion de las bases y funcionamiento del codigo
desarrollado para la resolucion del ejercicio.

3. Resultados obtenidos al ejecutar el codigo, en forma de valores
numeéricos, tablas, graficas o imagenes.

4. Discusion: comentario breve de los resultados obtenidos y de su
significado respecto a los objetivos planteados.

La extensién del documento memoria_resultados.pdf con todas las
respuestas a los ejercicios (sin los codigos) no deberia exceder los cinco folios
por las dos caras (méargenes de unos 3 cm, letra de 11 pt, interlineado de 1.5),
excepto en aquellos temas que requieran incluir muchas figuras, para los
cuales se podré exceder este limite.

Los listados con los cédigos de los programas deben presentarse en
archivos de texto plano con la extension “.c” o “.h”, para que puedan ser
compilados con un compilador de “C”. Cada cédigo empleado en cada ejercicio
debe presentarse con un nombre que lo identifique, por ejemplo
Ejercicio_13_1.c. Si se requiriese alguna opcién de compilacion no evidente, se
debera indicar bien en el documento PDF, bien en los comentarios al inicio del
codigo principal. No se deben presentar archivos compilados (ni en otro
formato binario) ni se debera requerir la instalacion de software adicional para
la compilacion o ejecucién de los programas, por ejemplo, bibliotecas de
funciones no estandar (las bibliotecas estandar, o de uso habitual en
programacion cientifica, se admitiran).

Todo ello (memoria de resultados en PDF vy listados con los cAdigos)
sera enviado a través del curso virtual (herramienta “Entrega de trabajos”) en
un unico archivo comprimido cuyo nombre debe incluir los dos apellidos y
nombre del alumno, en mayusculas y separados por “_” (esto es, sin espacios),
seguido por el tema desarrollado. Por ejemplo:

RODRIGUEZ_PEREZ_DANIEL_TEMAG. tar.gz

Se enviara en formato TAR (posiblemente comprimido con gzip o con bzip2) o
en formato ZIP. No se admitiran formatos ARJ (antiguo y poco usado), RAR
(formato propietario), etc.

No se admitiran trabajos que no cumplan con las indicaciones dadas.
Cualquier envio en el que no haya una memoria de resultados en formato PDF
junto a los archivos, por separado, con los coédigos empleados en formato
ASCII o texto plano, sera automaticamente descartado.

Respecto a la calificacion de los trabajos de la parte de C, lea estas
normas muy importantes:

- En aquellos ejercicios que consistan en el desarrollo y uso de un cédigo para
obtener unos resultados, si el cédigo presentado no compila correctamente





se le asignara de forma automatica una nota de 0 al ejercicio
independientemente de lo presentado en la memoria de resultados.

- Si alguno de los resultados presentados en la memoria no se corresponde
con los resultados que puedan obtenerse del cédigo correspondiente adjuntado
por el estudiante, el hecho sera considerado como un intento de fraude por
plagio y automaticamente se le asignaréa a la prueba de la parte de C una
nota final de 0.

- En ningdn caso, una parte de un trabajo deberd ser copia literal de un
documento ajeno (ni siquiera si se cita como referencia bibliogréfica: en ese
caso se parafraseara lo que diga), ni ningan cédigo deberéa ser copia literal de
otro (procedente de Internet, de un libro o apuntes, o del trabajo de otro
comparfero). La mera coincidencia (esto es, el plagio) serd motivo para
suspender todo el curso.

La correccion de la PEC de C se llevara a cabo teniendo en cuenta, para cada
ejercicio presentado, los aspectos incluidos en la siguiente tabla:

Ejercicio: Pu’nt.uacién Caliﬁc.acién Comentarios

maxima: obtenida:

Larecogida en | Aproximadamente: | Presentacion: Se valorara la presentacion

la tabla general de la solucién del ejercicio, en la

anterior para 30% presentacion + | que se espera una breve descripcién

cada ejercicio | 40% resultados + introductoria sobre los objetivos del

en particular 30% codigo mismo, y de una exposicion sobre la

metodologia de trabajo que se ha llevado

(pero no se a cabo.
corregira si el Resultados: Se valorara que el resultado
codigo no compila obtenido por el estudiante sea correcto y
sin errores o si la que el formato de presentacion (tablas
memoria es numéricas, figuras, imagenes,...) sea
incompleta) adecuado.

Cadigo: Si el objetivo del ejercicio es
desarrollar un codigo, en primer lugar se
debera verificar que compila y se ejecuta
sin errores, y que cumple con las
condiciones exigidas en el enunciado del
ejercicio (si las hubiere, como por
ejemplo, el uso de estructuras, la
definicion de determinadas funciones,...).
También se valorara si esta debidamente
estructurado y comentado.






Examen Final

El examen presencial se realizara en el Centro Asociado
correspondiente, sin ningun tipo de material auxiliar, y consistira en responder a
una serie de cuestiones y/o ejercicios con los que el Equipo Docente evaluara
los conocimientos adquiridos tanto en la programacion con Maxima como en la
programacion en C.

En la seccion “Examenes anteriores” del curso virtual encontrard los
examenes resueltos de anteriores convocatorias.

La fecha y hora del examen (primera o segunda semana en la
convocatoria de junio, 0 semana Unica en la extraordinaria de septiembre)
debera consultarse en el calendario de pruebas presenciales de la UNED.
Recordamos que el examen de la convocatoria de septiembre es distinto al de
la de junio.





