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o Evaluar Integrales Dobles empleando Transformaciones.
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5.1 INTEGRALES DOBLES

5.1.1 DEFINICION

La integral definida para funciones de una variable se la definié de la

siguiente manera:
b

Jracem 371 (i) |

a
La cual se llama Integral (Suma) de Riemann, que significa el area bajo la

curva Y = f(X) en unintervalo [a,b].

Si quisiéramos obtener una Integral definida para una funcion de dos
variables; primero deberiamos suponer que ahora la regién de integracion

seria de la forma [a,b]x [C,d], es decir un rectangulo de RZ, la cual la

denotamos como R.
y
A

Haciendo particiones de la regién R, de dimensiones no necesariamente
iguales:

Ay
)(/in T T R

T T

Ay | | |
Yot ’“____,.__l__l_____:__Jl___

[

1

Yi
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La 1j —ésima particién tendra forma rectangular. Ahora cabe referirse al
area de esta particion, que estaria dada por:

AAJ. = AX. Ay J.

Podemos definir una funcién de dos variables Z = f (X, y) en la region

R, que parala ij —ésima particion seria:

Bien, veamos ahora su significado geométrico. Observe la gréfica
siguiente:

El punto (Xi Y ) representa cualquier punto del 1j —€SIMO rectangulo.

El volumen del 1j —éSIMO paralelepipedo, denotémoslo como AV, estaria
dado por:

AN/ 'F/: : \A\/ Ars

Cartagena

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en ViI]tégi al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.




MOISES VILLENA

Integraciow Multiple

De aqui surge la definicién de Integral doble

Sea f una funcion de dos variables

definida en la regién plana
R=[a,b]x [c d]={(x y)la<x<bac<y<d}

Al ,!LTZZ (x., )Axiij se le

mowo j=L =l

denomina la Integral Doble de f en R y
se la denota de la siguiente manera:

f j f (x, y)dxdy

c
Ademds, si existe este limite decimos que
f esintegrable en R.

Por el momento no vamos a seguir con la interpretacibn geométrica de la
Integral doble, empecemos estudiando sus propiedades y la manera de como

evaluarla.

En la definicion se dice que si el limite existe la funcién es integrable, pero
surge la interrogante ¢cuando sera que el limite exista?. Esto lo veremos en
el siguiente teorema.

5.1.2 TEOREMA DE INTEGRABILIDAD

Cartagena

Sea f una funcion de dos variable

definida en la region plana
R=[a,b]x[c,d]={(x,y)/asx<bac<y<d}

Si f estd acotadaen R y si f es continua

~oon~ro B Lo~ AL~ oo~ SRR~ L
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Bien, ahora nos compete indicar la forma de como evaluar una integral

doble.

5.1.3 TEOREMA FUBINI

Sea f una funcion de dos variable
definida en la region plana
R=[a,b]x[c,d]={(x,y)/a<x<bac<y<d}. Si f es
continua en R, entonces:

”f(x,y)dA:j jf(x,y)dx dy

R c
b

d
:j f(x,y)dy |dx

a

Este teorema nos presenta la integral doble para que sean evaluadas
como integrales simples, dichas integrales se denominan Integrales

Ilteradas.

Cartagena

Ejemplo-

12
Calcular j J-xyzdydx
0 1

SOLUCION:

Por el teorema de Fubini, integrando desde adentro hacia afuera, es decir:

I

1 1

2
= ﬂ§x+%dox: f3xdx:3XT

1
3

a
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Hasta el momento hemos trabajado con regiones de integracion
rectangulares, pero en las mayorias de las ocasiones se presentaran otros
tipos de regiones.

5.1.4 INTEGRALES DOBLES SOBRE REGIONES
GENERALES

El teorema de Fubini puede ser extendido para regiones generales.
En adelante vamos a hacer planteamientos directos. Una region plana,

como la que se muestra en la figura, puede ser particionada de la siguiente
manera:

»=JFlx)w

/ y="g(x)
-+

Lo cual da a lugar un elemento diferencial de la forma:
N
\\ dy
N
adx

Cuya area, denotada como dA, esta dada por:

dA = dxdy = dydx

Entonces, igual como lo habiamos mencionado anteriormente, una integral
doble sobre la region plana R tiene la forma:

rr [ WAVERVAY- V.\
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y=Flxm

!
a ¥

T [yr;‘ (X, y)dy]dx

x=a [ y=g(x)

SEGUNDO: Haciendo primero un barrido horizontal

J(=§Of)

“x=f(x)

yf [Xj.”; (x, y)dx]dy

y=c | x=g(y)

Si f(x,y) =1, laintegral doble representa el area de laregién R, es decir:

A:ﬂdA

La region anterior es llamada una region simple- XY, sin embargo pueden
existir regiones simple-X, solo se puede empezar haciendo primero un

barrido vertical.

Cartagena
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Como también pueden existir regiones simple-Y, sélo se puede empezar
haciendo primero un barrido horizontal.

A

tjemplo-1
1 x
Calcular '[ j160xy3dydx
0 x?
SOLUCION:
Integrando desde adentro hacia afuera, tenemos:
1{/x L o 1
y 2
160x°dy (o= | |160x Y| lox= ﬂ4w(ﬁ)" ~a0x(x )A}dx
[~ ><2
0| x? 0 0
1
"3 1
4 10
— | faox® —a0xix = 0% ~40* | —10-2=6
4 10
o 0
0
Ejemplo-2
1y
Calcular I Iyzexydxdy
0 0
SOLUCION:

—Intearandn decde adentra hacia afilera tenemag:
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1]y 1
J J.yzexydx dy='ﬂyZexy

y
olLo

1
y
dy = I[yew ~yeOrhy
0
0 0
1 1 1
2 2
= Hyey - y}dy = Iyey dy—jydy
0 0
1

0
REara M ES AN A i
2 2 2 2 2 2 2

0

Ejemplo-3

1 1
Calcular '[ Ieydxdy

0 1-y
SOLUCION:
Integrando desde adentro hacia afuera, tenemos:

11 1 1 1
1
J-J'eydx dy—J.ey J.dx dy—J‘[eyx] dy
-y
0 y 0
1

1-y 0 |1-
1

- jey(l— (L-y)dy = jyeydy

La dltima integral, se la realiza POR PARTES:

us A du 1
Yav = vel — | eYay = (veY —e¥] —(e—e)—(0-1)=
J.Xw—ye J‘e dy—(ye e )0—(e e)-(0-1)=1

u dv

En los dos ejemplos anteriores ya estaban dados los limites de integracion,
por tanto no habia mas que aplicar el teorema de Fubini para evaluar las
integrales dobles, pero en otras ocasiones es necesario identificar la regiéon
de integracion porque los limites no estan definidos.

_Ejemplo-1
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-»

Note que es una region simple-, la calcularemos de las dos formas.

PRIMER METODO: Haciendo primero un barrido vertical.
2 2x

La integral doble con limites sera: J. J- xdydx
0 x?

Calculando la integral, resulta:

2 [2x 2, 2
dey dx = [xy]i?dx = J x(2x)- x(xz)hx
x2 % 0
2.
= (2x27x3)dx: 2)(—37)(—4 E, :i
J 4 3 3

-
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4|y %
o ) :
xdx dy = X dy = (W)Z _\2) dy = y_y dy
2]y 2 2 2 8
0|y 0 2 0 0
2
4
[yyj 4 8 4
4 24 3 3
0
Ej lo-2
y =X
21
Calcular II dA donde R:{” T X SOLUCION:
X=2
R y=0

Laregion R es:

1 X 2 %
Aqui es mejor hacer un barrido vertical primero: J- J.dde + .[ Idydx
0 0 10

Calculando las integrales dobles, tenemos:

X 2 % 1 2
x bé
Idy dx+J de dx=jyodx+J.yOde
1|0 0 1
1 2

1

J

0
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tj lo-3

_ 3
Calcular IIlezeysz donde R: {y = enel primer cuadrante.
y=X

R
SOLUCION:

Laregion R es:

"FH

Aqui es mejor primero un barrido horizontal ¢Por qué? ¢Observe qué ocurre si hacemos
primero un barrido vertical?

Planteando la integral doble con limites y calculandola, tenemos:

1 3y 1
A ¥

3
I “.12x2ey2dxdy:J.12|3yz X? dy
0 0

y
y

1
~

S ER RS

- 4yey2dy—I4y3ey2dy
.0 0

Haciendo cambio de variable t = y2 . De aquf tenemos: |dt = 2ydy
Reemplazando y resolviendo:

1 1 1 1
ayeY dy— | 4y3Y dy = | 4ye! a)_ 4y3e! a
2y 2y

0 0 0 0
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tj lo-4

Calcular _”-(ZX +13A

R

donde R es el trigngulo que tiene por vértices los puntos (-1,0), (01) y (1,0)
SOLUCION:
Laregion R es:

No olvide que dos puntos definen una recta, por tanto la determinacion de las ecuaciones de las

Y2 = V1
rectas se las puede obtener empleando la formula|y =y, = (x - X3 ) .

X2 = X3

Aqui también es mejor primero un barrido horizontal:

11y 1
J. I(Zx+l)dxdy:j(x2 +x)1y_ldy
0 y-1 0

1

= .[(1— ) +(1- Y)]_ [(y_l)z +(y_1)}jy
_ .[(y—1)2+1—y—(y—1)2—y+1]dy

= | [2-2yly

o
0

b1
1 1-y

r f(2x +1)dxdy =1
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5.1. 5 PROPIEDADES

Sean f y g funciones de dos variables
con‘rmuas en una regién R, entonces:

1. [[kda= k”dA VK e R

2. [[(f+g)a= _deA+HgdA

3. [[da= HdA+I dA donde R=R UR,

5.1.6 CALCULO DE INTEGRALES DOBLES
INVIRTIENDO LOS LIMITES DE
INTEGRACION

Algunas Integral Iterada pueden ser calculada de las dos formas, pero
tenga mucho cuidado cuando invierte el orden de las integrales.

Ejemplo-1

e Inx
Calcular I xydydx

1 0

SOLUCION:
Primero se debe identificar la region de integracion. En este caso, la integral doble esta dada
primero con barrido vertical porque el diferencial es de la forma dydx , entonces tenemos que

interpretar la integral doble de la siguiente manera:
x=e y=Inx

xydydx
x=1 y=0
y=Inx

Por tanto, la regiénes R : [y =0 ,esdeci
Xx=e

4y
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Invirtiendo los limites de integracion hay que hacer ahora un barrido horizontal primero, es decir:

1 e 1 1 1 1
2 2 !y)z 2
X e e e 1 P
xydxdy = | y— dy= - - == | yay—= | ye?d
J-J-y yijEijy{Z 2]4)/ 2Iyy ZJ‘V Yy
0 0 0 0

e2 e?2 e?2 1
= - 4 _ =

4 4 8 8
_e? 1

8 8

Ejemplo-2

2 4%
Invierta el orden de integracion para J I f (X, y)dydx
o 0

SOLUCION:

x=2 y:4—><2

Interpretando los limites de integracion dados, tenemos: I I f (x,y)dydx . Se ha hecho

x=0 y=0
primero un barrido vertical
y=4-x?
Entonces la region de integraciones R:<x =0
y=0
Ahora hay que hacer un barrido horizontal primero, es decir:
4 4-y
f (X, y)dxdy
0 0
¥
wx=10
4
k= 4- ¥
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Ejemplo- 3

1 yd
Invierta el orden de integracion para '[ J f (x, y)dxdy
-1 —Jy+1
SOLUCION:
y=1 X=M
Interpretando los limites de integracion dados, tenemos: J‘ f(x,y)dxdy . Se ha
y=-1 x:—m
hecho primero un barrido vertical
i . ” y= x2 -1
Entonces la regién de integracion es R : L
y =
Ahora hay que hacer un barrido horizontal primero, es decir:
V2 1
J. J f (x, y)dydx
-2 x*a
47
x=—aly+1, Lr=l ‘x:ﬁ
L[
7
o
-z % N3
| sy=xi-1
Ej lo- 4
Invierta el orden de integracion para '[ J f (X, y)dydx
2 X
SOLUCION:
X=4 y:l%
Interpretando los limites de integracion dados, tenemos: J‘ f (x,y)dydx Se ha hecho
x=2 y=X

un barrido vertical primero
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sy %%

J‘ f(x, y)dxdy+J. J-f(x, y)dxdy
2 % 4 2
g
16
2 /‘y:?
X =
.
| IO
k\fyﬂ
2 I
X
0 2 4 "

tjercicioy propuestos 5.1

1y
1. Calcular J. J‘exﬂldxdy
00

2. Emplee una integral doble para hallar el area de la region limitada por {

x—y2+9:0

x+y2—9:0

2 _oy_
3. Emplee una integral doble para hallar el &rea de la regién limitada por: {y =2x-2

y=x-5
2 y=x
4. Calcular: y—ZdA donde R es laregion limitada por {y =2
x xy=1
R
ol

_ 2
5. Calcular J‘12x dA donde R es laregion limitada por {y—;
y =2x

R
2

6. Calcular ﬁ cos ydydx

Sy

o
0

Yo

NS 0

7. Calcular

e’ dxdy

o
0
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10. Calcular: jlexzeyz dA, donde R es laregion del primer cuadrante limitada por y=x3 'y

R
y=x

2 % 8 8
11. Representar la regién de integracion para: jjf XY dde+IIf X, y dydx e invertir el

orden de integracion.

5.1.7 VALOR MEDIO PARA UNA FUNCION DE
DOS VARIABLES

Sea f una funcién continua en las
variables x y Y. El valor Medio de f
en una regién plana R estd dado por:

| j j f(x, y)dA
Valor Medio= ”dA

Ejemplo-

Encuentre el valor medio de la funciéon f(x,y) = x\/1+7
y=2

sobre la region limitada por |y = x
x=0

SOLUCION:

La region de integracion es:
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2y
jj f(x, y)dA j j X1+ ydxdy
Valor Medio =—% =t

J:[dA .[j dxdy

R
0

0
2
XZ
J1+yP =
_2
2

J(x)é dy

0

y
dy
1]

2
;J‘yZ\/H y*dy

0

2

I ydy

0
2

%

E(l+y3)
BROIN
2| - =(27-1
)| ey
y[ 2
20
B
6

tjercicios Propuestoy 5.2

1. Calcule el valor medio de la funcion f(x,y) = exyf% en la region del primer cuadrante
2

P O x

y
limitada por < x
y

06,04

2. Para una compafiia concreta, la funcién de produccion de Cobb-Douglas es f (x, y) =100x"""y

Estimar el nivel medio de produccion, si el nimero de unidades de trabajo varia entre 200 y 250 y el de
unidades de capital entre 300 y 325.

3. Hallar el valor medio de f(x,y)=x+2y+4 sobre la region limitada por las rectas
y=2X, y=3-x, y=0

x=0
2 X=2
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5.1.8 VOLUMENES CON INTEGRALES DOBLES

Ya definimos el volumen bajo una superficie.

E!’%Elo
e X y z
Hallar el volumen del sélido limitado por el plano _+E+_:1 y el plano xy en
a (o

el primer octante.
SOLUCION:

Haciendo un dibujo

El volumen del elemento diferencial seria

dV =hdA = zdA

Por tanto el volumen total esta dado por :

o Jebite

Donde la region R seria:
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Ahora consideremos un sélido limitado por superficies. Por ejemplo:

Cartagena

AZ

z="f(xy)

|

I\ ' I
I N ' !
! <

|
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En el gréfico, el volumen del sdlido limitado por las superficies esta dado

por V= [[THxy)-g(xy)oa

R, es la region plana que tiene por proyeccion la superficie en el plano XY.

Ejemplo-
Hallar el volumen del s¢lido limitado por z =4 —x* —2y?® yel plano z =2
SOLUCION:
Haciendo un dibujo
A7
7=4-x*-2y?
h
2.1 MA
! |
! !
|
: Z \:'\ 72=2
| ’ |

En este caso

V= jjhdA = jﬁ@- X*—-2y°)-(2) [dA

Para ponerle los limites de integracién identificamos la region R , en este caso seria la curva de

_ 3 z=4-x2-2y*
interseccion de 5 proyectada en el plano Xy .
=
Igualando y simplificando:
4-x2-2y* =2
X2+2y? =2
2 2
X_ + y_ =1
2 1

Entonces la region seria:

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

\__k/

www.cartagena99.com r]xg%e hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



MOISES VILLENA Integraciév Multiple

Entonces
2-x2
rar * =
T
V=4 2-xt—2y?)ydx=4 | [(2-x*)y-2L| " d
_H( rpvoces | [ieeny-22] " o
L
0 0 0

)

A et

3 ¢

3l @

La Ultima integral se la realiza por sustitucién trigonométrica.

x=0—>t=0
Haciendo | X = ~/2sent | entonces |dx = /2 cost dt y los limites serfan {

V1
x—\/i—ﬂ—?
r %
8 % 8 %
V=—_f(2-x*Y?dx=—— [ (2—2sen’t)* /2 cost dt
Sﬁj( v | )
[
0 0
”/z.
8 % (ne2V2
=—— | 272(cos V2 cost dt
2 | 77 e)
[
0
_8( 3V 4
—5(\/5) cos't dt

0

%

:§(2\/§) [1+0052tj2 it

2

16v2 | (1+2cos2t+cos® 2t) "
B 4

0

L7

j(1+0034tjdt
2

0

42

2 et

2

7
+

0

{
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La evaluacion de la integral doble puede resultar un asunto tedioso, sin

embargo si la regién de integracion es simple-@, podemos hacer uso de
coordenadas cilindricas.

5.1.9 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS
CILINDRICAS.

Suponga que la regién de integracion es simple- &, la integral doble

J.j f (X, y)dA puede ser expresada de la forma:
R

j j f (rcos®,rsend)dA
£

Definamos el dA en coordenadas cilindricas. Observe la figura:

A

En este caso 0A = dsdr pero ds=rdé@ entonces dA= rdrdé&

Finalmente la integral doble en coordenadas polares quedara de la
forma:

“.4: (v N\eded N
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Haciendo un dibujo de las superficies, e identificando el sdlido

La regién de integracion seria:

ah%
N

Por tanto el volumen estara dado por V = J-I[Q -(x*+ yz)} dA

R
Cambiando a cilindricas
2z 3
Y, —J j (9-r*)rdrdo
0 0

27 3 27 3
v_J‘ j (9-r2)rdrda_j I (9r—r°)drde
0 0 0 0
2z

N EAa

Evaluando
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E(ﬂbz

Encuentre el volumen de la region limitada por las superficies x> +y?*+z° =4y
X2 +(y-1)°=1.

SOLUCION:

Haciendo un dibujo de las superficies, e identificando el sdlido

AZ

X +y +2°=4

X +(y-1) =1

v
<

X I

T
Calcularemos el volumen de la porcion superior, ya que el sélido es simétrico y lo multiplicaremos

por dos.
V= ZJ‘J‘\M— X2 —y*dA
R

La region de integracion es:

r = 2sené
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Cambiando a coordenadas cilindricas.

7 2send
V:ZJ‘J:M—x?—y?dA:ZJ‘ j V4—r?rdrd@
R 0 0

T 3 2send

%
ZZJ‘EM i

2
3 (8—80053 H)d@

.0
=3 IBd@—jcosz 6cos6da
Lo 0

==|80] —j-(l— sen’d)cos 0d o

L 0

=% 8n—IC039d0+Isenzecosed9
L 0 0
i 3

)

| Do

w (N

E!’ercw:oy Pro_pmtoy 5.3

1. Usando integrales dobles determine el volumen del sélido limitado por :

a) Z:SXZ; Z:S—XZ; y=4; yelplanoxz. Resp. 82

b) z:«/x2+y2; Z:X2+y2 Resp.%

0 x’+y?=2z; x*+y®-22=1; y z=0 Resp.
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4. Hallar el volumen del sélido que estd en el interior a y2 +2° =2,y exterior a
x% — y2 —z%2=2

5. Calcule el volumen del sdlido interseccién de los cilindros X2 + y2 =1y y2 +z2=1

Parece ser que la evaluacion de las integrales dobles pueden resultar
dificiles de realizar, el hecho utilizar coordenadas cilindricas nos permite
pensar que en ocasiones sera posible emplear diversas transformaciones
que hara nuestro trabajo mas plausible.

5.1.10 CAMBIO DE VARIABLES PARA
INTEGRALES DOBLES
(TRANSFORMACIONEYS)

Supongamos que se tiene la siguiente transformacion
x=x(u,v)

y=y(uv)

Aplicandola a la integral doble '”‘ f (x,y)dA, quedaria de la forma
R

.U F(x(uv),y(u,v))dA

Donde R sera una nueva regién de integracién en el plano UV por tanto
el dAsera el correspondiente.

Determinemos en nuevo JA. Observe la figura:

y
(X(u,v+Av);y(u,v+A\/)) (U,V+AV)
y - 2z,
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Haciendo un andlisis vectorial:

BZ(X(u+Au,v)—X(u,v);y(u +Au,v) =y (u,v))
6=(X(u,v+Av)—X(u,v); y(uv+av)—y(uv))

Dividiendo y multiplicando al vector P para AU y tomando limite:

— (Iim X(u+Au,v)—X(u,v); lim y(u+Au,v)—y(u,v)jAu:(%_gjdu

P = | 1
Au—0 AU Au—0 AU ou ou

Dividiendo y multiplicando al vector Q para AV y tomando limite:

6=(|im X(u,v+Av)—X(u,v); lim y(u,v+Av)—y(u,v))AV:[Q_Q)dV

AV—0 AV AV—0 AV ov , ov

El area de la regién R esta dada por:

#-lpeq

El producto cruz sera:

L K x
PxQ= %du Qdu 0= ou o dudv k
ou ou % Q
%dv de 0 ooV
ov ov

Al determinante menor resultante se lo denomina JACOBIANO vy se lo

denota por:
ox oy
a(x.y) |au ou
o(uv) |x &
oV oV
Por tanto:
= = o(xy) ~
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5.1.10.1 TEOREMA.

Sean R y R’ regiones de los planos xy y
uv. Suponga que se ftiene una
transformaciéon  biyectiva  tal  que
Xx=X(uv)y y=Yy(uv) mediante la cual la
region R es imagen de R'. Si f es continua
en Ry x e y tienen derivadas parciales
o(x.y)
o(u,v)

continuas en Ry en no nula en R,

entonces:

J]f (x,y)dA= jjf (x(u,v),y(u,v))

o(%y
o(u, )

El cambio a coordenadas cilindricas es un ejemplo de una transformacion,

agui tenemos que:
X=rcosé
y =rsend

Entonces:
.U (x,y)dA= jj (rcosé,rsend) E ;) drdé
Calculemos eI Jacobiano
oX oy
o(x, o orl | cos@  send
(x y): or or_ =rcos’@+rsen’d=r
o(r,0) 0Ox  0y| |-rsend rcos@
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Ej lo-1
1 2X
o _ _ x=u(1-v)
Calcular dydx empleando el siguiente cambio de variable
y=uv
0 X
SOLUCION:
Primero identificamos la region R .
x=1 y=2x
En la integral dada, se tiene: dy |dx , por tanto
x=0 y=X
Aky
3
z y =2X x=1
,;JJ
1 R4
0 y=x X
-3 -2 -1 0 1 2 3 f
-1
-2

Cambiando de variable, la integral tomaria la forma:

o(x.y)
J:[ dydx:jj a(u) dudv

Donde para el Jacobiano tenemos:
axy)| X
X, Y

1-v v
= =Uu—-uv+uv=u
-u u

o(u,v)
Y para la region R”, tenemos:
1. En|y = X, reemplazando se tiene:
y=X
uv=u(1-v)
uv=u-uv
u-2uv=0

— 1
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3. En X =1, reemplazando se tiene:
x=1
u(l-v)=1
u-uv=1

w=u-1l=lv=1-=

Porlotanto R”, serfa:

Obteniendo la nueva integral y evaluandola:

-1l

1

% o

d
dudv —J. ududv
L
% 0
%

zi
1-v
= U v
2 o
%
7

o(x.y)
o(u,v)

&'—.
—
=
|
< =
—
S
(=8
<

ey
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tje lo-2
Empleando transformaciones adecuadas, hallar el area de la region limitada por:
Xx—2y=4
x=2y=0
X+y=4
X+y=1
SOLUCION:

La region de integracion serfa:

u=x-2y

Podemos utilizar la siguiente transformacion:
V=X+Yy

Las trayectorias se transforman a:

< < c© c
LI | T
P N~ o s

La nueva regién de integracion seria:
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Note que como U =u(X,y) y v=V(xY)

Podemos decir que: o(x.y) -
a(u,v)  o(u,v)
o(x.y)
Entonces: 0 X'y): r 1 1t 1
o(uv) o(uyv) |uo v| |1 3
o(xy) u, v,| |-2

Finalmente:

]

R

y
4 4
1 1 4 4 1
dudv:J jgdudv:§v|l ul, :5(4—1)4:4
1

0

o(x.y)
o(u,v)

E!’@Lnelo 3

y-x
Calcular IJ e’ dA donde R es el paralelogramo con vértices (0,1), (0,2),(1,0)y
R

(2,0).

Primero identificamos la region R , ubicando los puntos en el plano y encontrando las ecuaciones
de las rectas que definen al paralelogramo
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{u:y—x
V=y+X —

Multiplicando por (-1) a la primera ecuacion y luego sumando:
—-U=-y+X

u=y-x(-1 { V= y+X
PR = SR
V=Yy+X V—u= 2X
e Laecuacion|X + Y =1/ es obvio que se transforma en .¢porqué?
e Laecuacion|X+ Yy = 2| se transforma en

{(u+v)=0

e Paralaecuacion , tenemos: -
-v =-Uu

i(v-u)=0
Para la ecuacion -x =0/ tenemos: 2
|
v=1
v=2

Por tanto la region R, estaria limitada por

5 v=2

V=-U G

Escogemos primero un barrido horizontal, por tanto:

rf yx rf laty il
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1. Calcular —dedy, donde R es la regién comprendida entre las curvas y =2x,
X

o
R

y=x, x> +y*=1, x>+ y? = 4 en el primer cuadrante.
N od

2. Calcular x2dA siendo R la region del primer cuadrante limitada por la hipérbola:

L 4
R

Xy =16;ylasrectas: y=x; y=0; x=8.

xy=1
® M
2 2 ST Xy = 2
3. Calcular (y +2X )(y -X )dA , donde R es la region limitada por , éen
=X
L 4 y
R y=x"-1
el primer cuadrante.
" NG yz 2 2
4.  Calcular 1-——=-dA ;siendoR laelipse —+-~-=1 usando la siguiente
a b a2 b2
L
R
X_ rcos@
transformacion: {2 .
% =rsené
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6. Calcular J:[ (x2 + yZ) dA ; siendo R el tridngulo con vértices; (0,0); (4,0); (4.4),
R

I L. X=Uu
usando la siguiente transformacion: {

g
7. Calcular (x—y)(x+4y)dA ; siendo R el paralelogramo con vértices; (0,0);
L
R
(L1); (5,0); (4-1).
N od
8. Evaluar (x- y)2 cos?(x+Y)dA; R es la region acotada por el cuadrado con
L 4
R

u=x-y

vértices (0,1); (1,2); (2,1); (1,0). Utilizando la transformacion {V ity

9. Empleando un cambio de variable adecuado evaliie jj(x— y)2 sen’ (x+y)dxdy |

D
donde D es el paralelogramo con vértices en (7,0), (27,7), (7, 27), (O, 7).

10. Una lamina cuadrada definida por los vértices (1,0), (0,1),(12), (2,1) tiene una
densidad variable dada por f(x,y)=(x*-y*)(x-y) % . Determine la masa de la

[&mina. Resp. 1gr.

5.1.11 AREA DE UNA SUPERFICIE.

Si tuviésemos una superficie con ecuaciéon Z = f (X, y), y quisiéramos

hallar el valor del area de una porcién R de la superficie, podemos actuar
con la misma metodologia con la que hemos resuelto nuestros problemas

hasta el momento; es decir, particionar la regiéon R y luego sumar dando
lugar a una integral.

Observe la gréfica:
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Llamemos S, al valor del &rea de la porcion R de la superficie, entonces:

s =_Uds

El asunto seria ahora proyectar la superficie al plano XY obteniendo la

D L 3 2
region R". Podemos pensar en una transformacién de R” a R”.
Denotando como R la funcién vectorial para la superficie, tenemos:

R=(xy,f(xy))

Los vectores de derivadas parciales con respecto a X (RX) y con

respecto a Y (RX), serian:

R, =(10,f) v R,=(0Lf))
Entonces:

ds =R, xR,|dA

Calculando el vector producto cruz y luego su magnitud:

j
0 f|=(-f.—f,1)
1

HRX X RyH = \/1+ f2+f,°

Finalmente:

S:jde:jj\/1+fX2+fy2dA
R R

Si la ecuacion de la superficie estd dada en FORMA IMPLICITA, es decir
F (X, Y, Z) = 0. La formula anterior se transforma a:
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tje lo-1
Demuestre que el area de la esfera x® + y? + 2> =a® es 4za’.
SOLUCION:
Trabajaremos con la porcion superior de la esfera y el resultado del area multiplicado por 2 por ser
simétrica.

A7

7= /az_xz_y2

W77 y

722222 '
/

Laregion R en este caso seria:

;

F2+F2+F}

El &rea estaria dada por S =2 TdA

L z
Reemplazando:
s_o JFZ+F2+F? A2 \/(2x)2+(2y)2+(22)2dA
IF| 22|
R’ R

ff‘mxz +4v? 4+ 47°
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Reemplazando por la ecuacion de la superficie z =+/a® —x? —y?

_J’%AZ

Hm

dA

-
Cambiando a polares:

—2aj-jﬁdA ZaJ- J‘\/_rdrda

a fr
=2a do
—2
.0 0
27
o
=2a| (a-0)dé
L
0
2
=2a’d|,
=47’

E!’%Eloz

Encuentre el area de la region de la esfera x* + y* + z* =9 limitada por el cilindro
X*+y?-3x=0.

Soluci.on:

Haciendo un dibujo

»
>
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r =3cosé

JES+F + F?
El area estaria dada por S =2 TdA
*

Reemplazando:

o
oo | | 5B R o | [ @y )
IF| 27]
R o

R
N nd

2 2 2
_9 J4x +4y° +4z A

[22]

Y | ST

2l2|

Reemplazando por la ecuacién de la superficie z = /9 — x* — y?

X +yi+z? NG
S=2 4 = dA=2 —dA
K

R
=6 ;dA
]9 X2 - yz
R
7 3cosd

1 1
S=6 — dA=6 —rdrd@
J‘J‘ 97X27y2 J‘ J‘ 9*"2
R 0 0

3cosd
—ej 27(942)%
-2
A 0

Cambiando a polares:

do
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Puede ocurrir que no sea posible proyectar la superficie en el plano XY y
que si se la pueda proyectar en el plano XZ o en el plano YZ, en tales casos

tenemos:
.

atagens

Proyectando en el plano XZ.
Si la ecuacion de la superficie esta dada por 'Y = f (X, Z)

dS =1+ f 2+ f? dxdz
O en forma implicita, si F (X Y, Z) = 0 entonces;

JR2+F2+F}
)

Proyectando en el plano YZ.

dsS = dxdz

Si la ecuacion de la superficie esta dada por X = f (y, Z)
2 2
dS =1+ 7+ f,2 dydz
O en forma implicita si F (X Y, Z) =0, entonces:
JF2+F2+F?

|Fx|

dsS = dydz

tjemplo-

Demuestre que el area lateral del cilindro, que se muestraes 2zah .
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Il

h a
JEZ+F2+F? 2x)* +(2y)" +0°
s” —vdydz:4” ) 2y 0
2X
R

0 0

2 dyaz
—y

h a
NS
24ja
0 0
YY) o
-4 A
t':l((';lrcsenajo(z)0

=4a(arcsenl—arcsen0)h

{55

=2rah

5.1.11.1 SUPERFICIES PARAMETRIZADAS.

Si para una superficie estan dadas sus ecuaciones parameétricas:

X =X(u,v)
Siyy=y(uv)
z=12(u,v)

Que definen su vector posicion:
R(u,v)=(x(u,v),y(uv),z(uv))

Entonces el diferencial de superficie esta dado por:

dS =|R, xR, | dudv

Hallar el area de la superficie de la esfera x* + y* + z* = a®.

SOLUCION:
Empleando las ecuaciones paramétricas para la esfera:

X =a seng cosé
S:qy=asengsend ;0<¢<m0<6<2r
Z=acos¢g
El vector posicién para los puntos de la esfera seria:
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i i k
R,xR,=|acosgcosd acosgsend -asend
—a seng send a seng cos g 0

= (azsenzqﬁ cos 0, a’sen’gsend, a’seng cos ¢ cos” 6 + a’seng cos ¢sen29)

2
||R¢ x R(," = \/a“sen“gﬁ cos? @+ a*sen’gsen’d + (azsen¢ cos ¢ cos’ O+ a’seng cos ¢sen29)

2
= \/a“sen“qﬁ(cosz 0+sen’0)+a‘sen’gcos’ ¢(cos’ 6+ sen’0)

= \/a“sen“qﬁ +a‘sen’gcos’ ¢
= \/a“sen2¢(sen2¢ +cos’ )
||R¢ x R9|| = a’seng

El &rea de la esfera estarfa dado por:

2r =«

S= j Iazsen¢d¢d9 =a’(—cosg)[; (9)|§” =a’(1+1)(27) = 4ra’

E(ercéoéoy EVnge/stoy 5.5

1

Calcular el &rea de la superficie de la parte del paraboloide x2 + y2 = Z que queda dentro

de la esfera X2 + y2 +22 =4z Resp. %(13\/1—3—1)

Encontrar el area de la superficie del plano y+z =4 limitado por el cilindro z = X%, yel
322

plano y=0. Resp. —

Encontrar el &rea de la parte de la superficie esférica x2 + y2 +22 =1 situada entre los

planos z=i y z=—i

12 12
Calcular el &rea de la porcion de la superficie z = Xy limitada por el cilindro X2 + y2 =4
Calcular el &rea de la porcion de la esfera x2 + y2 +22 =a? interior al ciindro

2 2

Y< LS — av-cianda asa
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5.2 INTEGRALES TRIPLES

5.2.1 DEFINICION

Para definir una integral para una funcion de tres variables, analogamente
a integrales dobles, deberiamos pensar que nuestra region de integracion se
extenderia a la forma [ab]x[c,d]x[e,g]; es decir, ahora se tendria un

. . 3
paralelepipedo, una regién de R°, la cual se la denota como Q:

Si hacemos particiones de Q, la ijk -ésima particion tendria la forma:

(
Az, | s<f

o

AX;
Ay,

J

Y su volumen seria: AV, = AXAy,Az, .

Una funcién de tres variables W = f (X, VY, Z) definida en Q, para esta

Cartagena
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Para todo Q, habria que considerar una cantidad infinita de particiones,

es decir:
!Lrgy y y f(x.y,2) A%AY;AzZ,

m—oo k=1 j=1 i=1
| >0

De aqui surge la definicion de integrales triples

Sea f una funcion de ftres variables

definida en una regién de R°,
Q=[a, b] [c.d]x[e,g]={(x.y.z)/a<x<brc<y<dae<z<g}

!Lrgy y y x.,y . AxAy Az, se

m—oo k=1 j=1 i=1
| >0

le denomina la Integral Triple de f en Q
y se la denota de la siguiente manera:

i j j f (x,y,z)dxdydz

Ademds, si existe este limite decimos que
f esintegrable en Q.

si f (X, Y, Z) =1, seria el volumen de la regién Q. En esta seccién nos

ocuparemos de calcular volimenes con integrales triples para familiarizarnos
con su planteo y con su evaluacion; en otra seccion calcularemos otras
integrales triples y ademas con alternativas de evaluacion.

El teorema de Fubini es aplicable para estas integrales también, porque al
igual que integrales dobles, estas pueden ser observadas como integrales
iteradas. Y es mas, si tuviésemos regiones generales también el teorema de
Fubini es aplicable.
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=12-=x°

7=x*+3y3

La integral triple para el volumen serfa:

1,2
123X

Af g

o [[laz-2)- 2 on

R

:'U(lz_gx?—syz)dA

R
Para definir la regién R , determinemos la curva de interseccion entre las superficies:

z=x"+3y?
2:12—1x2
3

x2 +3y° =12—%x2

x*+3y?

12-1x?
}dA

Igualando, tenemos:

4 2 2
—X"+3y" =12
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N

Poniendo limites, tenemos:
+ 36 4x%

JJ(lZ 4x* -3y’ JdA= 4I I x* —3y* ) dydx

¢ (36 4x) S

. _ 2% _ 2%
(36 4x) (36 4x) ]dx

9 27

=4 i(36—4x2)% dx
27

Empleando sustitucion trigonométrica:
X—>0=t->0

X =3sent entonces dx =3cost dt y P
X—>3=>t—> 2

reeemplazando
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3 7%
_ 2 \% 4, 8 2\’
v_4I 5(36—4x ) dx—EJ(36—4(33ent)) (3costdt)
0 0
8
-7 (6cos’t)(3costdt)
0
:% (cos’t)dt

] 2
:% (1+c032tj it

2

.0

% )

16 [ (1+2cos2t+cos Zt)dt
E) 4

.0

1 4t

=% dt+J 20052tdt+J(L;s)dt

Y 0 0

r A
_4 tJrzsenZtJrlusenm}

3| 2 2 8 |
_i'éz}

3022
V=ru

E!’%loz

Empleando integrales triples para calcular el volumen de la esfera que tiene por
ecuacion x* +y* +z* =a’.

Solucion:

Haciendo un gréafico

7= /az_xz_yz

i
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El volumen del paralelepipedo diferencial seria: dV = dzdA (altura por area de la base), sera
mejor plantearlo de esta forma para que el dA sea planteado igual que en integrales dobles.

El volumen total serfa:
V- j I j d2dh
Q

Trabajando con la porcién superior de la esfera, haciendo un barrido vertical, el limite inferior
para Zz seria la ecuacion del plano z =0 vy el limite superior seria la ecuacion de la esfera

z=+/a’—x*—y?  entonces:

—

V:ZJ‘J‘ J. dz dA:ZJ‘J‘\/aZ—XZ—yZdA
R 0 R

los demas limites se los obtiene observando la proyeccion de la superficie en el plano Xy

2 Y

Pasando a polares y evaluando la integral:

2r  a
V:ZJ‘J‘ az—xz—ysz:ZI I\/az—rzrdrde
R 0 0
27 3/ 2

zjzd

3 2
0 0
2[, % .
- §[(az) 2 —O} 6’|§
=£7Z‘83
3
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5.2.2 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS
ESFERICAS

Recordemos que las transformaciones en coordenadas esféricas son:

X = p Seng cosé
y = p seng send
Z=pCO0S¢

Andlogamente a integrales dobles, ahora una integral triple en
condiciones especiales puede ser expresada de la siguiente forma:

(e [ 1 000] S22

Hallemos el Jacobiano:

dpddg

Xy, z
o(x,y,2) _ xp yp Zp
a(p,0’¢) 0 0 0

X% Y %

sengcosé sengsend cos¢
—psengsend  psengcosé 0
pPCOS@Pcosd pcosgsend —pseng

=co0s ¢[—p25en¢ Cos ¢sen’d — p°seng cos ¢ cos’ 0} - psenqﬁ[psen% cos? 6 + psenzqﬁsenze]
=—p’sengcos’ qﬁ[senze +cos’ 9} - pzsensyﬁ[senze +cos? 9}

=—p*sengcos’ ¢ — p’sen’yp

= —,ozsengb[cos2 P+ sen2¢]

=—p’seng

Por tanto:
o(X, Y,z
o(xy.2) )=pzsen¢
o(p.0,9)
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MOISES VILLENA Integraciév Multiple

El volumen estaria dado por:

27 & a
sz ijzsen¢dpd¢d9
0 0 o0
2r & a 2r &
3
V:J‘ I J. pzsen¢dpd¢d0:J‘ J‘ '%
0 0 0 0 0
2z

a’ x
= ?J‘ (—cos;15)|0 do

Evaluando

seng dgd @
0

2
a3
=— 1+1)dé
[ w
0
2a

s 2
= Tg|o

E{%IO‘Z
Hallar el volumen de la porcion del cono 2% = x* + y?, limitada superiormente

porla esfera x2 + v2 4+ 72 — 32
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v

La integral para el volumen seria:

Z/r% a

v:j jjpzsen¢dpd¢d6’
0 0 0
Evaluando
2 % a 27 %
3
V:j '[Ipzsenqﬁdpdqﬁd&:jj %
0 0 0 0 0
2z
3

:%JA (—cos¢)|;% de

0
2z
3
_at [ (24,
3 2
0
3

:a_ 1_@ H|27r
3 2 )"

_ 2’ ﬂ_ﬁ\

seng dgd @
0
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MOISES VILLENA

Integraciév Multiple

E!’eroéa’,oy Prng%toy 5.6

1.

Determine el volumen del solido limitado en su parte superior por la esfera
x?+y®+2>=9 yen su parte inferior por el cono x*+y* =2z*; considere z>0 .
Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el cilindro x% + y2 =a’

hiperboloide X2 +y? — 22 =—a?

Calcular el volumen del sélido limitado por los tres planos coordenados, la superficie
7=x° +y2 iy elplano x+y=1

y el

Calcular el volumen del s6lido limitado por la esfera x2 + y2 +22=a’ y el cono

z° :x2+y2 ;220
Calcular el volumen del sélido limitado superiormente por la esfera X% + y2 +22 =4z

e inferiormente por el cono x2 + y2 =72 Resp. 87

Calcular el volumen del sélido limitado por las superficies:
x2+y2:22 ; x2+y2—22:1 y z=0
Utilizando una transformacion adecuada, hallar el volumen del cuerpo limitado por el

2 2 2 2 2 2
eI|p30|de—+y—+Z— 2 y el cono X—+y——z——
9 4 25 9 4 25

Sea un campo escalar f (x, Y, z) definido sobre una regién Q < R , se define el valor

medio de f por: feq = ﬁj‘” f(x,y,2)dV , donde V(Q) es el volumen de Q.
Q

Encontrar el valor medio de f(x, y,z): Xyz sobre el cubo de lado "L" que se

encuentra en el primer octante con vértice en el origen y aristas paralelas a los ejes
coordenados

Miusceldneos

1.

Califique como verdaderas o falsas lasa siguientes proposicioneS'

a)

e In

od
(x, ydydx—j- I (x, y)dxdy+.|. j (x, y)dxdy
L 4 .
d
(x +3y Jdydx = j j X* +3y )dydx

71 \x\ -1

El valor promedio de la funcion f (x,y)=xy enlaregion [0,1]x[1,3] es iguala 1.

1
J J xydydx_j‘ j (x, y)dxdy
1- xl)

(i 4gend
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MOISES VILLENA Integraciév Multiple

=0
3. Calcule laintegrales doble sobre laregion R J..[ y 5 R= |y =x
1+x

R

4. Calcular «/;sen x dx dy

X1+ y3 dydx

5. Calcular

|
|

¥
6.  Evaluar jeXdA donde R eslaregion limitada por y = X2 ,y=x, x=1, x=2.

—

R

7. Suponga que el triangulo R con vértices (0,0), (010) y (100) representa la region situada dentro
del limite de cierta region de la provincia de Manabi. Después de una tormenta de invierno, la

_ 2y
profundidad del agua en el punto (X, Y) de R era T(Xy) =57(1)0e >{Ooe AO cm. Suponiendo
gque x e y se miden en centimetros HALLE una expresion para establecer la profundidad media del

agua en la region.

8. Para las integrales dadas, calcular el valor de la integral, dibujar la regién de integracion,
cambiar el orden de integracion y calcular el valor de la nueva integral.

1
a) J. J(xz y+ y)dxdy
0 /1-y?
T adxdz
" e
1/x
) f I(y+ y3)dydx
0 x
n  1+cosx
d) J. J. y2 sen xdydx
0 0
In8 Iny
e)

j j e**Ydxdy
1 0

9. Evaluar J"[ XdA ;siR esun tridngulo con vértices los puntos (2,3) ; (7,2) ; (4,5).

R

10. Calcular J:[ xydA donde D es la region comprendida entre la elipse x2 + 2y2 =lyla

D

circunferencia X + y2 =1 en el primer cuadrante.
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MOISES VILLENA

13.

14.

15.

16.

Integraciév Multiple

Calcular _[I(XZ + 2y2)dA; R es la regién acotada por las graficas xy =1; xy=2;

R

X
y =X, Yy =2X. Utilizando la transformacién:
y =

< <|c

Encuentre el area de la superficie del paraboloide hiperbélico z = y2 —x? comprendida
entre los cilindros X2 + y2 =1y x2 + y2 =4,

Determine el volumen del sélido comprendido entre las esferas S, : x* + (y —1)2 +72%=4y
S, : % +(y+1)2 +2°=4. Resp. 10%

Determine el area de la superficie de la esfera x* + y? + z* = R? que se encuentra en el
interior del cilindro x® + y® =a’. Considere z>0

Cartagena
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