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Definiciones

» Otro caso de solucion especialmente simple y Util de solucion de la ecuacion de
Schrédinger es el caso de barrera de potencial.

» Consideramos en este caso una particula de masa m sometida a un potencial

_ Vo para 0<z<L
V(z)_{ 0 para z<00xz>L M

» Hablaremos de barrera cuando Vy > 0y de pozo finito cuando V < 0.

E>Vy

Vo

E<Vy
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Barrera de potencial general: Caso Clasico

Zona azul: Particula libre

Zona roja: Particula libre en una frontera
Zona verde: Particula ligada

Zona amarilla: Imposible
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Barrera de potencial general: Caso Cuantico

Zona azul: Particula libre (]| no integrable) ¢ — ¢** cuando = — oo
Zona roja: Particula libre en una frontera

Zona verde: Particula ligada (|¥|? integrable) ) — 0 cuando z — oo
Zona amarilla: Imposible

[[?

V(—o0)

[

Vinin
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Caso clasico

» La solucién clasica a este problema seria una particula en movimiento uniforme a
trozos, y un cambio brusco de velocidad en las fronteras x =0y « = L. Si
E > Vp, entonces dentro en la zona de accién del potencial (0 <z < L) la
velocidad cae de \/2E/m a 1/2(E — Vp)/m. Si E < V, la particula no puede
penetrar en la barrera y retrocede con velocidad —\/2F/m

e

E>V

t
» Siinciden particulas de masa m sobre la barrera con distintos valores de energia
(cinética) de 0 a oo, entonces el coeficiente de transmisién de la barrera, cociente
de particulas que pasan la barrera respecto a las que inciden, seria

T 0 si E<VW
- 1 si E >V

-~
» Hablaremos de barrera cuando Vy > 0y de pozo finito cuando V < 0. l‘\
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Comparacién caso clasico y cuantico

E>Vy

Vo

BE<Vy

0 L

[(@)

i + e[
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Pozo de potencial en semiconductores

Figura: Fotografia por barrido electrénico de una heterounién, formada por una capa central de
GaAs de 6 nm flanqueada por dos capas de AlGaAs. La forma de la figura corresponde a la
variacién del potencia que es visto por los electrones de conduccién (Basdevant 2007)

-

A\
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Pozo de potencial en semiconductores

Figura: Transporte de electrones por una barrera de Cds Ass al aplicar un campo magnético (P.
Moll et al Nature 2016)

&

A\
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Planteamiento del problema: Condiciones de contorno

» Al ser un problema estacionario la ecuacién de Schrédinger se reduce a la
ecuacion de valores propios de H

h2 11 11

» Dado que el potencial es discontinuo, hay que especificar por trozos las
soluciones. La funcién de onda siempre sera continua con derivada continua.

» Si llamamos s (z) la solucion en la regién s (ver figura), entonces tenemos

Caso E > V)
Regi6on  Extension Ecuacién K Solucién
1 <0 o) =—k k=+/2mE/h? Areth® 4 Bre~the
2 0<z<L of=-a%Ps a=+2m|Vy—E|/h2 Ae!®® + Byeto=
3 z>L Y=~k k= +/2mE/h2 Age®*® 4 Bge~ ke

Caso E < Vp, sélo cambia en la segunda region, con av — ic

Regién  Extension Ecuacion K Solucién
2 0<z<L o =0a%ps a=+2m|Vy—E|/h2 Ase™ % 4 Bye®®

PS
-
» Las condiciones de contorno en cada interfase de regiones son siempre de l‘\

continuidad de ¢ y su derivada
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Determinacién de coeficientes

» Aplicando la continuidad de la funcién 1 y de su derivada en cada una de las
fronteras entre regiones

Caso E > Vj (caso E < V{ cambiar « por i)

Frontera Continuidad ¢ y ¢’
1Nn2 wl(o):wg 0) A1+ B1 = As + Bo
) k(A1 — B1) = a(Az — B2)
2n3 Pa(L) = 3(L) Agelol + Bye~ieL = Aget*L 4 Bge~ kL
Yh(L) = ¢P4(L) « (AzemL — Bge*iO‘L) =k (AgeikL — Bge’““L)

que forma un sistema de 4 ecuaciones con 6 incognitas As; y Bs (s = 1,2, 3).

» La normalizacién de v no puede aplicarse al ser particula libre para z — +occ.

» La forma de reducir el nimero de incognitas es por simetria:
Uy (z) = e “Et/Mypy () es una composicion de 2 ondas, una que viaja a la
derecha (coeficiente A;) y otra a la izquierda (coeficiente By).

» Lo mismo sucede con ¥3. Si suponemos que las particulas las inyectamos desde
la izquierda con velocidad positiva, entonces no cabe esperar ondas que vengan
del extremo derecho (desde x = +o0). Luego en este caso podemos suponer
B3 =0.

» El caso completamente simétrico es con particulas que inciden desde el lado -
derecho, viajando hacia la izquierda, en cuyo caso tendriamos A; = 0. l‘\
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Determinacién de coeficientes

» Hay que recordar (ver capitulo de ondas) que una onda de la forma ei(kz—wt) gg
una onda que viaja con velocidad positiva w/k

Vo

A3

» Con esta descomposicién de particulas incidentes desde la izquierda, eliminamos
una de las incégnitas (Bs).

» Ahora tenemos 4 ecuaciones con 5 incognitas. Podemos poner el resto en funcion
de una de ellas. Para encontrar cual seria la eleccién con mas utilidad practica,
tenemos que ver qué es lo que interesa habitualmente. El problema real
consistiria en un flujo de particulas (neutrones) incidentes sobre la barrera
(nucleos), asi que como dato tenemos el flujo de particulas incidentes, y
queremos saber el transmitido.

» Pero el flujo de particulas es pv = J, donde J; es la corriente de probabilidad
de las ondas U1, = A e~ iEt/heikz que viajan a la derecha

h o OVIL\
Jp= i (wr v ="a A
| z2m(1+a ) S M By 4

» Por lo tanto parece conveniente poner todas las constantes en funcion de A;, l‘\
relacionada directamente-cem:€l flujo de particulas incidentes. ) (a0l §




Determinacion de coeficientes (caso E > 1))
» Resolviendo el sistema anterior de 4 ecuaciones en Bi, Aa, Ba y A3, tenemos

By (k?—a?) (1—e2ial)
A1 (k+a)®— (k—a)?e2iol
A3 4ko (1 — ei(o‘_k)L)
A1 (kta)®— (k—a)?etial

» Los coeficientes de transmision y reflexion son

As |? 1
L v
1 1+W(L‘/[))sen2(aL)
B |2
R = |2 =1-7T
Ay

» Para E — Vj tenemos (o — 0 también)
_ m o2 -1
T = (1+ ol Vo)

resultado completamente distinto al 0 o 1 de la mecanica clasica. Sélo la barrera
llega a ser transparente (caso clasico) cuando

senal =0 li\
2 2 2

h® n m

es decir, para valores diggretos de la epergia (resonancias) £ = Vo + 5 75— WIIOIN

PY




Determinacion de coeficientes (caso E < 1))

» Veamos ahora el caso E < Vp, mas sorprendente por el resultado. Podemos
utilizar el trabajo hecho para E > V,, cambiando por doquier « por i«, teniendo
en cuenta que sen iz = isenh x, quedando

1

V2
1+ 4E(V3—E)

T =

senh?(aL)

es decir, hay transmisién a través de la barrera incluso cuando la energia es
menor que la barrera V; de potencial

» Un caso de especial interés es cuando la barrera es importante respecto a la
energia de la particula. Em este caso oL > 1, en cuyo caso
16E(Vo — E) _q
T ~ e” al ~ 872(1[/
2
Vo

por lo tanto la transmisién a través de la barrera decae exponencialmente con

vV VoL.
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Resultados: Coeficiente de Transmsion

Coeficiente de Transmisién en funcién de E/Vj, para dos casos de anchura del pozo

diferente.
Coeficiente de Transmisién T
1 T —
T
NL=1nm
0.8
L=05 nm

0.6
04 |
0.2

0 \

0 1 2 3 4 E/V 5
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Resultados: Parte real de la funcién de onda

Parte real de la funcion de onda para el caso de electrones con energiasde £ =1 eV,
altura de la barrera V) = 0,9 eV y anchura L = 0,5 nm. Los nimeros adimensionales
correspondientes son: Vy/E = 0,9, %VOL2 = 1,48 y como resultado un coeficiente
de transmision de T' = 0,48. Casi el 50 % del haz pasaria la barrera.

15

E/Vo =09
VL = 148
T =048 1

-1.5F
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Resultados: Densidad de probabilidad

Densidad de probabilidad |¢|?, para las mismas condiciones anteriores. El valor a la
derecha de la barrera es precisamente el coeficiente de transmisién (T' = 0,48).

[9]?
T

15

il
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Sucesion de barreras: WKB

» Habiamos obtenido antes que T' ~ e~2>L. Podemos imaginar una sucesion de
barreras de altura V' (z;) situadas entre z; = iAzy z;41 = z; + Ax.
» Podemos aplicar la férmula anterior a cada escalén, con L = Ax

P = 672047;Az _ 6_2 %(V(li)_E)Az
), = = %
» La probabilidad conjunta sera

oAz Y. /2m i) —
P:HP7,=€ 28237, hz(v(z) E)

» Tomando el limite de Az — 0, pero manteniendo >, Az = a constante, tenemos
P= e—\/Sm/fi2 J§& V'V (z)-Edx

expresion bastante Util para calcular coeficientes de transmisién en barreras de
formas no cuadradas.
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Pozo Finito

» Un caso fuertemente relacionado con el de barrera es el de Vp < 0. En este caso
la solucion E < Vj no existe, ya que la funcién de onda seria nula por doquier.

» Debido a las condiciones de contorno, tenemos que distinguir entre los casos
E >0y FE < 0,dado que para E > 0 tenemos particula libre, y en el caso
Vo < E < 0 tenemos particula ligada.

» Para caso E > 0, la solucién es exactamente igual que para la barrera, sélo que
ahora Vj es negativo, y a > k. Clasicamente esto quiere decir que la particula se
acelera cuando entra en el pozo, para frenarse de nuevo a la velocidad inicial al
salir de el.

» Elcaso E < 0 es completamente diferente en el resultado, pero analogo en la
forma de solucion.

E>0

WP

W<E<0

o
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Pozo Finito

Semejante al caso de barrera cambiando k — ik
Solucién

Region  Extension Ecuacién K
k= \/2m|E|/h? Aje™FT 4 Biek®

1 z <0 P = k%
0<z<L ¢f=-a%Ps a=+2m|Vy—E|/h2 Ae!®® + Bye~to=
Ageikz + B:’,ekz

2
3 z>L Py = k23 k= +/2m|E|/h?

Condiciones de contorno \

Frontera Continuidad ) y v’
—00 ’l,Z)l(—OO) =0 A1 =0
1Nn2 ’1/11(0)21/)20) A1+ B1 = Az + Bs
) k(—Al + Bl) = iCX(AQ — Bz)
Ageio‘L +B26—iaL — A3e_kL +336kL

(

¥1(0) = 95(0

2Nn3 P2 (L) = 93
(

L)
) i (AgemL - Bze_io‘L) =k (7A36_kL + BgekL)
o] w3(oo) =0 B3 =0

/°° lyp(z)]* = /;OOO |¢1($)|2da:+/0L |1112(:r)|2dx+/:o [3(z)|? de = 1 -
A\

—o0
) lanal §
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Estados ligados

» Por lo tanto ahora tenemos 7 ecuaciones con 6 incégnitas (realmente 13
ecuaciones con 12 incognitas). Tiene que existir alguna ecuacion que sobre,
combinacién de las otras, lo que nos lleva a general una condcién de
compatibilidad en los coeficientes, y esto nos llevard a una condicién sobre la
energia.

» Eliminando B; y A3 llegamos a una ecuacion homogénea en Az y Ba, cuyo
determinante ha de ser nulo a fin de tener una solucién no nula

(k + Z-a)QeiaL — (k _ 1;04)2671'&[‘
de donde deducimos
(k? — a®)sen L 4 2ka cosaL = 0 2)

» Esta es una condicion sobre E, ya que k y o dependen sélo de esa incognita.

PS

A\
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Estados ligados: Determinacion de E

» Si hacemos el cambio y = kL/2 x = aL/2 en (2 )obtenemos
(y* — 2?) sen 2z + 2xy cos 2z = 0

Probando x = r cos @ e y = rsen 0 llegamos a tan 26 = tan 2z, de donde
260 = 2z + nm paran = 0,1 (el resto es lo mismo). Los dos casos son
n=0=— ztanzx =y (3)
n=1=— —z/tanz =y
Cualquiera de las dos soluciones es aceptable.
» Por otra parte

m
2h2

2

2 =2yt = V| L2 (4)

» Las ecuaciones (3) y (4) son dos curvas cuyos puntos de interseccion definen los
valores de z e y, y por lo tanto de la energia.

» Siempre hay al menos un estado ligado, por muy débil que sea el potencial.
PS
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Energia de los estados ligados

Yy y = atan(x)
y = —z/tan(z)

22 +y? =16
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