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VII

Prodlogo

Modern numerical analysis can be credibly said to begin with the
1947 paper by John von Neumann and Herman Goldstine, ” Nu-
merical Inverting of Matrices of High Order” (Bulletin of the AMS,
Nov. 1947). It is one of the first papers to study rounding error
and include discussion of what today is called scientific compu-
ting. Although numerical analysis has a longer and richer history,
"modern”numerical analysis, as used here, is characterized by the
synergy of the programmable electronic computer, mathematical
analysis, and the opportunity and need to solve large and com-
plex problems in applications. The need for advances in applica-
tions, such as ballistics prediction, neutron transport, and nons-
teady, multidimensional fluid dynamics drove the development of
the computer and depended strongly on advances in numerical
analysis and mathematical modeling.

SIAM History of Numerical Analysis and Scientific Computing
Project 2007.

Las matematicas suministran un lenguaje que se utiliza en las ciencias
e ingenierias para describir con rigor modelos que pretenden representar
fenémenos reales. En ellos, se estudian aspectos cualitativos de esos fenome-
nos y se plantean problemas cuya resoluciéon conduce en ultimo término al
desarrollo de tecnologias aplicadas.

Las dificultades que surgen en el estudio de estos problemas, ha esti-
mulado el desarrollo de las matematicas generando la necesidad de teorias
abstractas y contribuyendo de este modo a construir el pensamiento ma-
tematico actual. Pero, junto a cada nuevo concepto que permite profundizar
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VIII

de longitud, area y volumen, los métodos exhaustivos permitian resolverlos
utilizando unidades de medida cada vez mas fraccionadas. Posteriormente,
el Calculo Diferencial de Leibniz permitio precisar muchos de estos concep-
tos y simultaneamente desarrolld los métodos analiticos que permitieron su
evaluacion exacta. No obstante, las ecuaciones que aparecen en los modelos
comienzan a ser mas complicadas ya que junto a las ecuaciones numéricas (es
decir, aquellas cuyas incégnitas son valores numéricos), empiezan a conside-
rarse ecuaciones cuyas incognitas son funciones y en ellas aparecen operadores
distintos de los algebraicos tales como los integrales y diferenciales.

En la primera parte del siglo XX es ya muy manifiesta la insuficiencia del
calculo simbdlico para resolver ecuaciones de la complejidad con la que se
presentaban en los modelos de las ciencias e ingenierias. Durante la primera
mitad de este siglo permanece un sentimiento de incapacidad por la imposi-
bilidad material de llevar a cabo los calculos por procedimientos numéricos
aproximados. Este sentimiento se mitiga en la segunda mitad del siglo con el
desarrollo exponencial de las capacidades de calcular automaticas. Este hecho
condiciona de un modo radical el modo de calcular y las técnicas comienzan
a adaptarse a este nuevo medio de calculo.

Los medios de calculo electrénico permiten realizar una elevada canti-
dad de operaciones algebraicas en periodos muy reducidos de tiempo. En
ese momento surge la necesidad de disenar algoritmos capaces de aproximar
las soluciones a los problemas, mediante operaciones elementales. Los sis-
temas de ecuaciones numéricas lineales, aun cuando el nimero de variables
fuese muy elevado, podian ya directamente ser resueltos por estas técnicas.
También, las ecuaciones diferenciales, que tenfan funciones como incégnitas
y que involucraban operadores diferenciales, podian ser resueltas eficiente-
mente, si bien necesitaban de un paso intermedio que permitiera convertirlas
en ecuaciones numéricas.

El modo més comin de pasar de lo continuo a lo discreto es a través de
los métodos de aproximacién e interpolacion que permiten aproximar funcio-
nes mediante polinomios u otras funciones discretas. Es bastante razonable
pensar que en casi todo el Analisis Numérico, mas tarde o més temprano,
cualquier andlisis de un método constructivo acaba siempre convirtiéndose
en una cuestién relacionada con la teoria de la aproximacion de funciones.
No es de extranar que los nombres de los que han fundamentado el Analisis
Matematico clasico, como Newton, Fourier, Gauss, Legendre, Euler, Chebys-
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IX

1. La resolucién de sistemas de ecuaciones lineales numéricas.

2. El estudio de las técnicas de aproximacion e interpolacién y su aplica-
cion a la integracion aproximada.

3. La resolucién de sistemas de ecuaciones no-lineales numéricas.

4. La resolucion de problemas de valor inicial y de contorno para ecuacio-
nes diferenciales.

Los dos primeros apartados corresponden al curso Andlisis numérico ma-
tricial e interpolacion y los dos siguientes, al curso Resolucion numérica de
ecuaciones, ambos del grado de Matematicas de la Universidad Nacional de
Educacién a Distancia (UNED). Deseo expresar mi agradecimiento a aque-
llas personas que han contribuido con sus observaciones a la mejora de este
texto, y particularmente a Alfredo Cano y Juan Bddalo, alumnos del Mas-
ter de Matematicas Avanzadas de la UNED, por su contribucién a eliminar
algunos errores que contenia en sus primeras versiones.

Carlos Moreno
Madrid, mayo de 2011
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CAPITULO 1

Estabilidad y errores en el calculo numérico

1.1 Introduccion

El saber contar y realizar operaciones aritméticas es el resultado de una
larga evolucién en el pensamiento humano. En todo este proceso, el hombre
ha tratado de ayudarse en la realizacion de los célculos mediante artilu-
gios que simplificaran su labor. Primero fueron simples guijarros (calculi en
latin), después fueron instrumentos mecénicos simples como el abaco, instru-
mentos mecanicos articulados como las maquinas de Pascal o de Schickard
y finalmente los computadores electronicos. También, desde la programacion
en cilindros rotatorios o tarjetas perforadas hasta los desarrollos actuales en
software basados en los lenguajes modernos de programacion, se ha recorrido
un largo camino. Todo este conocimiento y tecnologia permite actualmente
realizar cdlculos de gran complejidad.

Sin embargo, un computador produce resultados en respuesta a cédlculos
programados que posiblemente difieren ligeramente de los valores exactos
esperados. Ello es consecuencia de que trabajan con una aritmética discreta
que no coincide plenamente con la aritmética exacta de los nimeros enteros
o reales. Todavia el ser humano no alcanza a realizar por medios fisicos,
todos los célculos que su mente puede concebir, ni siguiera a representar en
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4 Introduccién al Céalculo Numérico

tar presentes, se introduce el concepto de estabilidad numérica que permite
seleccionar los algoritmos que son vélidos para esta clase de calculos.

1.2 Representacion de niimeros en un computador

La diferencia (en valor absoluto) entre el valor exacto z y el valor obtenido
en un céalculo Z, determina el error absoluto cometido E(x) = |z — Z|. Una
indicacién mas precisa del error cometido en el calculo la da el error relativo,
que se define por la siguiente expresiéon

|z — 7|

Eg(z) =
||

Si un determinado cdlculo produce como resultado z = 1, 2345 x 102 siendo
el valor exacto esperado x = 1.2331 x 10'2 el error absoluto serfa E(x) =
1.4 x 10°. Este error parece muy alto si no se considera el orden de magnitud
de los nuimeros con los que se realiza el calculo. Por el contrario, el error

relativo
1.4 x 10°

~1.2331 x 102
da una idea mas proporcionada de la imprecision cometida.

Los computadores representan los niimeros en sus memorias asignandoles
una cantidad fija de posiciones a las que puede acceder. Esta cantidad puede
variar de un computador a otro, de acuerdo con el estandar de representa-
ciéon que se haya atribuido a ese tipo de nimero. Es obvio que el modo de
representacion interna de un ntimero en una memoria no tiene que coincidir
necesariamente con el modo en que este niimero se muestra en una pantalla
u otro dispositivo terminal.

Con el fin de comprender como usan los ordenadores la aritmética dis-
creta, se recuerda el concepto de representacién posicional de los niimeros
enteros y reales. Se considera el conjunto de nimeros M que pueden ser
representados en la forma

Er(x) =1.1353 x 107

io.dldg s dn X b°

donde 0 < d; < b para ¢ = 1,2,---,n. El nimero entero positivo b es
fijo y corresponde a la base de la representacion. El entero e corresponde
al exponente y puede variar en un determinado rango. Finalmente, el entero
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Capitulo 1. Estabilidad y errores en el calculo numérico 5

Por ejemplo, a la representacién 0.1011 x 22 en base 2 le corresponde el valor

decimal |
r=4+1+ 3 =5.5

Idealmente, se puede ampliar el sistema admitiendo que n sea infinito y de
este modo, se podrian incluir todos los niimeros reales en esta representacion.
Obviamente, para un sistema de representacién posicional que se pretenda
poner en practica en un computador, se requiere que n sea un nimero entero
fijo y que se ajuste a la capacidad fisica de su memoria accesible. Por esta
razon, todo sistema de representacion que utilice un computador, tendra un
conjunto finito de nimeros-maquina.

Habitualmente, para ntmeros enteros se emplea una representacién en
la que el exponente e es fijo e igual a n. De este modo, a la representacion
+dyds - - - d,, le corresponde el valor entero

r=F(d b Fdb" - dy).

» EJEMPLO 1 En un sistema binario (b = 2), con un nimero fijo de digi-
tos n = 3, el conjunto de nimeros (que no son negativos) que pueden ser
representados de este modo, son

Representaciéon | 000 | 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111
Valor real 0 1 2 3 4 5) 6 7

Un aspecto relevante de este sistema de representacion es que puede pro-
ducirse un desbordamiento en las operaciones aritméticas debido a que el
conjunto es acotado. Por ejemplo, la suma de 3 y 5 produce un niimero que
no puede ser representado en este sistema. <o

Si el exponente e es un entero variable en un determinado rango, el con-
junto de nimeros que pueden ser representados de este modo (llamado de
punto flotante) es mas amplio, como muestra el siguiente ejemplo

« EJEMPLO 2 En un sistema binario b = 2, si el nimero de digitos es n = 2,
el conjunto de nimeros (que no son negativos) que pueden ser representados
en punto flotante con el rango —2 < e < 2, es el siguiente

[ I I I I \
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6 Introduccién al Céalculo Numérico

En definitiva, el conjunto de nimeros que no son negativos y pueden ser
representados de este modo son

113 1313, 3
0, —,=,—=,=y=, =y~ 1,-,2,3}.
{ 71678716747872747 727 7 }
Los aspectos mas relevantes de este sistema de representacion son los siguien-
tes:

= Los nimeros representados no son equidistantes y se observa una mayor
densidad en las proximidades de 0.

= Un nimero puede tener representaciones distintas. Por ejemplo, el
nimero 3 se puede representar por .01 x 27! o por .10 x 272,

= Se puede producir un desbordamiento en las operaciones aritméticas
debido a que el conjunto es acotado. Por ejemplo, la suma de 1y 3
produce un ntmero que no puede ser representado en este sistema.

= El resultado de algunas operaciones aritméticas reales con nimeros de
este conjunto esta fuera del conjunto aunque no se haya producido
un desbordamiento del rango. Por ejemplo, la suma real de 2 y % no
pertenece al conjunto. o

Una representaciéon en punto flotante estd normalizada si el primer digito
en la parte fraccionaria es necesariamente distinto de 0. De este modo, se
evita que un nimero pueda tener representaciones distintas en un mismo sis-
tema. Actualmente, la representacién que usan la mayoria de computadores
es la llamada IEEE Standard 754 en punto flotante. Esta basada en los tres
elementos mencionados anteriormente, el signo, la mantisa y el exponente.

Si la representacion es binaria, el primer digito es 1 (digito principal) y en
la mayoria de las puestas en practica de este estandar, no es almacenado en
memoria (digito principal implicito). El estandar de representaciéon en punto
flotante de IEEE que corresponde a lo que se conoce como precisiéon simple,
utiliza 4 bytes de memoria (32 bits) de los cuales 8 bits son para el exponente
E, 23 para la parte fraccionaria F'y uno para el signo S. Cada bit almacena
un 0 o un 1. El valor asignado a una representacion es

L 1 q ol —127 4 11
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Capitulo 1. Estabilidad y errores en el calculo numérico 7

simple, este valor es 127. De este modo, un valor almacenado F representa un
valor real E — 127. Para doble precisién el campo del exponente tiene 11 bits
y un sesgo de 1023. El bit del signo es 0 para positivos y 1 para negativos.

Por ejemplo, si en memoria estd la siguiente informacién almacenada de
acuerdo al estandar IEEE 754 con digito principal implicito

1 01010011 10011110001010000101000
~— == S ~ s

— exponente mantisa

el nimero representado es

1 1 1 1 1 1 1 1 1 83197
— 1+§+?+$+%+§+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ X 2

yva que 01010011, = 83.

1.3 Aritmética en un sistema de representacion finito

En general, cuando se utiliza un sistema discreto M, inevitablemente
aparecen errores al introducir los nimeros reales convirtiéndolos a nimeros-
maquina pero también como el resultado de una operacion entre nimeros-
maquinas que en general no coincide con el resultado que se obtendria en
la aritmética real. Conceptualmente, los nimeros reales pueden aproximarse
por nimeros del sistema discreto de dos modos ligeramente distintos que se
conocen como truncamiento y redondeo.

La puesta en practica de métodos de truncamiento estd basada en la
siguiente idea: Un numero real puede ser aproximado por un nimero de
punto flotante con parte fraccionaria infinita en la base b

:l:.dldg e X ObC.

Consecuentemente, si se trunca esta serie con n digitos se obtiene una apro-
ximacion en el sistema discreto disponible en el computador. Sin embargo,
es mas usado el llamado método de redondeo que consiste en aproximar un
nuimero real positivo por el nimero-maquina mas préximo. Este procedimien-

fﬁ QQY’{Q Q] N116 NNQ N1 T\f\Y‘f"if\Y‘\QT“I/Q 1 AN T\T‘Df"ia‘;f’\Y\ DQ‘V‘Q T\YQI’;CQY‘ ogtag ‘;AQQC
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8 Introduccién al Céalculo Numérico

Truncamiento Redondeo
T(x)=1[b" x0.m] x o™ R(z) = [b" x 0.m + 0.5] x b "
Ejemplo (3 digitos, base 10): Ejemplo(3 digitos, base 10):
T(1/3) = 1073[10° x 0.333...] = 0.333 R(1/3) = 1072[10% x 0.333... + 0.5] = 0.333
T(2/3) = 1073[10% x 0.666...] = 0.666 R(2/3) = 1073[10 x 0.666... + 0.5] = 0.667

En lo que sigue se centrara la atencion en el método de redondeo. Si x < 0
entonces se define
R(z) = —R(—=).

De la definicién de redondeo se deduce que
1.
|z — R(x)| < 566 "

El ntimero %be’” se conoce como unidad de redondeo o precision de la maqui-
na.

Una aritmética para un sistema de representacion finita estaria disponible
si se consigue asignar como resultado de una operacion el que corresponde al
redondeo de la operacion aritmética exacta.

- EJERCICIO 1 Sea x > 0 un numero que se representa exracto en una
aritmética finita de punto flotante. Analizar el comportamiento del cociente

sen(z + h) — senx
h

cuando se consideran valores de h proximos a 0 y los cdlculos se realizan en
una aritmética de punto flotante.

Solucion: Para h suficientemente pequeno el resultado de redondear x + h
coincide con x. Por ello, el numerador es nulo y el valor asignado al cociente
es 0. o

- EJERCICIO 2 Si se usa una aritmética con redondeo, en un sistema de
representacion decimal y de 3 digitos de precision, para realizar la siguiente
la, oneracion
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Capitulo 1. Estabilidad y errores en el calculo numérico 9

Solucion: En la representacion finita los nimeros dados son
a=0.134 x 10*, b=10,712 x 10°, ¢ = —0.355 x 10°.

Consecuentemente, el resultado de las operaciones es el siguiente:

= a x b=TR(0.95408) = 0.954 x 10°.

axb—c=R(0.954+0.355) = 0.131 x 10"
2 x ¢ = —0.710.

b+2xc=0.2x10"2,

n X0 — 0.655 x 10°.

El resultado exacto es 0.65454 x 10 y consecuentemente el error relativo es

655 — 654.54]

=0. 278 .
G5Lnd 0.00070278 o

1.4 Estabilidad en los algoritmos numéricos

Una vez que un entorno de calculo dispone de una aritmética finita que le
permite realizar las operaciones elementales dentro del rango numérico que
puede representar, se hace necesario complementarlo con otras funciones ele-
mentales que permitan realizar calculos més complejos. La dificultad esté en
que estas funciones implican un numero elevado de operaciones elementa-
les y puesto que los errores de redondeo respecto a la aritmética exacta son
inevitables, el resultado final puede estar muy deteriorado en relaciéon con el
exacto.

« EJEMPLO 3 Sien un entorno que usa el estandar IEEE Double Precision,
se realiza el célculo de e71 mediante el truncamiento de la serie de potencias

2 $3 $30

e +x+2+6+ 301

el resultado aproximado es 9.703415796025504 x 10~*. Desafortunadamente
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10 Introduccién al Céalculo Numérico

para algtin valor —10 < ¢ < 0. Consecuentemente, si el calculo se realizase
en una aritmética exacta, el truncamiento de la serie no podria producir un
error de ese tamano. El motivo de la inexactitud estda en que los pequenos
errores causados por la aritmética finita, han sido magnificados a lo largo del

calculo.

Por otra parte, si se calcula e ™10 = e+0 usando sélo el desarrollo en serie del
denominador, el resultado es 4.539993338712231 x 10~° que es muy préximo
al valor exacto. o

La razén por la que un procedimiento produce resultados mas imprecisos
que otro se atribuye a su inestabilidad; Es decir, un error en alguna etapa del
procedimiento se propaga de un modo creciente en las siguientes. La necesi-
dad de utilizar algoritmos estables para evaluar una funcién es obligada por
la inevitable presencia de errores de redondeo debidos al uso de aritméticas
finitas en los entornos de calculo automatico.

1.5 Ejercicios

« EJEMPLO 4 En este ejemplo se muestra como convertir el niimero decimal
x = 324.65 a base 2. Se separa la parte entera 324 de la parte decimal 0.65.
Para la parte entera se procede de modo sigue:

324 = 162x240
162 = 81 x2+40
81 = 40x2+1
40 = 20x2+40
20 = 10x240
10 = 5x2+0
5 = 2x2+41

= 1x240
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Capitulo 1. Estabilidad y errores en el calculo numérico 11

En la parte decimal, se procede como sigue

065 x 2=13
0.3 x 2=0.6
06 x 2=1.2
02 x 2=04
04 x 2=08
08 x 2=1.6
06 x 2=12

En consecuencia se tiene que 0.65 = 0.1010011 - - -5 . Los digitos son las partes
enteras de las sucesivas multiplicaciones por 2 comenzando por la primera.
o

- EJERCICIO 3 Hallar la representacion en punto flotante (sin digito prin-
cipal implicito) de

1. 2/7 en un sistema b =10, n = 6.
2. 327 en un sistema b =2, n = 6.
3. —% en un sistema b =2, n = 6.
por redondeo.
Solucién:
1. R(2) =0.285714 x 10°.

2. Puesto que 327 = 28+ 26+ 22 + 2+ 1 = 0.101000111, x 22 entonces se
tiene que

R(327) = [2° x 0.1010001115 + 0.5] x 2* = 0.101001, x 2° = 328.

3. Puesto que % = 0.10101010...5 x 2 entonces se tiene que

A
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12 Introduccién al Céalculo Numérico

— EJERCICIO 4 Hallar el resultado con la aritmética finita de un sistema de
representacion b =2, n =6y —3 < e < 3, sin digito principal implicito, de
las siguientes operaciones
1, 7
1. 3+ 13

2. 47+ 347

Solucién:
1. Puesto que R(1/3) = 0.1010115 x 27 y R(7/13) = 0.100010, entonces

R(R(1/3) + R(7/13)) = R(0.11011115) = 27 °[110111.15 + 0.1,]
276 % 1110005 = 0.111000, .

2. El valor real maximo que se puede representar en este sistema es
0.1111115 x 2> =4 +2 41+ 0.5+ 0.25 + 0.125 = 7.875.

Consecuentemente, las representaciones de 47 y 347 producen un des-
bordamiento (overflow) que habitualmente es notificado . o

- EJERCICIO 5 Se pretende aprozimar el valor de %! wusando la serie de

potencias
2 n

T T
=14 +—+---4+—4---
2! n!

en una aritmética basada en el redondeo en base 10 y 7 digitos de precision.
Si se usan cinco sumandos de la serie de potencias, calcular el error relativo
que se comete al realizar la aproximacion en la aritmética finita respecto de
la que corresponde a la aritmética exacta.

Solucioén: Los calculos exactos de los cinco primeros términos de la serie dan
las siguientes resultados

n 1 2 3 4 5 ps(0.1)

8

1 N1 TAWATAT= 0 00N1G 000000416 1 10517099
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Capitulo 1. Estabilidad y errores en el calculo numérico 13

donde p5 representan los valores de la serie truncada, calculados en aritmética
exacta y finita. El sombrero representa el decimal peridédico en la expresion

decimal.
R(x) = [107 x 0.1105171 + 0.5] x b* 76 = 1.105171

En este caso, el resultado no depende del orden en el que se realicen las
sumas. El error relativo es

1.105171 — 1.10517083

En(0.1) = ’
r(0-1) 1.10517083
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14 Introduccién al Céalculo Numérico
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CAPITULO 2

Sistemas de ecuaciones numéricas lineales

2.1 Introduccién

La resolucion eficiente de sistemas de ecuaciones numeéricas lineales es una
necesidad presente en muchos problemas del cédlculo cientifico. El estudio de
estructuras elasticas discretas, circuitos eléctricos complejos u otros modelos
discretos de la ciencia y de la ingenieria pueden conducir directamente a
sistemas lineales de ecuaciones numéricas de gran dimension. Pero, también
la necesidad de resolver grandes sistemas de ecuaciones lineales puede surgir
como una etapa intermedia en un procedimiento mas amplio como puede ser
la resolucién numeérica de ecuaciones diferenciales o de problemas formulados
en modelos estadisticos que usan cantidades importantes de datos. Se debe
tener presente que las ecuaciones diferenciales forman parte ineludible de
muchos de los modelos matematicos que se construyen no sélo en Fisica e
Ingenieria sino también en Biologia, en Economia y en otras Ciencias Sociales.
Desafortunadamente, algunos de los métodos elementales de resolucion que se
introducen en los cursos basicos de Algebra Lineal pueden resultar ineficaces
cuando el nimero de incognitas y ecuaciones crece considerablemente. El
objetivo de este capitulo es el estudio de métodos de resolucion de sistemas
lineales que sean eficientes en problemas reales con media o alta dimension.
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16 Introduccién al Céalculo Numérico

tes, para un sistema lineal sin caracteristicas especiales, uno de los métodos
mas eficientes es el clasico método de eliminacion de Gauss o alguna de sus
variantes. Estos métodos pertenecen a la clase de los métodos directos que
conducen a la soluciéon exacta en un numero finito de operaciones aunque
ello s6lo desde un punto de vista tedrico, debido a la presencia de errores
de redondeo cuando los célculos se realizan en un ordenador. En otra cate-
goria de métodos, los iterativos permiten generar una sucesion de soluciones
aproximadas que convergen a la solucién exacta. En este capitulo se estu-
dian métodos de ambas categorias analizando sus propiedades y el modo de
ponerlos en practica.

2.2 Norma matricial subordinada a una norma vecto-
rial

La norma euclidea de un vector (real o complejo) x de n componentes,
cuya componente i—ésima es x;, esta definida por la siguiente expresion

| x = VX X = (Z |xz-\2) .

Mas general es la norma p que esta definida por

1

n P

I x [l,= (E |in”)
=1

para cualquier nimero positivo p. En el limite, la norma oo esta definida por

| % [lo=" max |z].
=1, n
Una matriz puede representar a una aplicacion lineal entre dos espacios
euclideos. Por ello, existen normas matriciales que estan definidas en ba-
se a esta representacion y cuya definicion esté relacionada con las normas
euclideas en ambos espacios. Asi, una norma matricial subordinada a una
norma vectorial esta definida por

A J= max [| Ax ||

lIx[[=1
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 17

salvo mencion en sentido contrario, que la matriz A es cuadrada y la eleccion
de norma para el dominio e imagen es la misma.

En los casos mas simples se pueden obtener expresiones que permiten
determinar el valor de una norma subordinada de una matriz en términos
de sus coeficientes. Algunas de estas situaciones son las siguientes (véase |8,
Quarteroni, Sacco, Saleri], paginas 23-24)

s Norma subordinada 1

1<j<n 4

n
1A 1= max ) ayl,
=1

si se considera la norma vectorial

n
I =" ||
7=1

y a;; representa el coeficiente de la matriz A correspondiente a la fila i
y la columna j.

» Norma subordinada oo

n
| A [lo= max > "|as],
j=1

1<i<n

si se considera la norma vectorial

% floo= max |a;]-

s Norma subordinada 2
| A Jla= p(A*A)7,

si se considera la norma vectorial

n
| x [la= \ Z |‘Tj|27
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18 Introduccién al Céalculo Numérico

La norma subordinada euclidea no coincide con la norma matricial, aso-
ciada al producto escalar matricial

A:B=tr A'B,

donde tr representa el operador que asocia a una matriz su traza, y que se
conoce como norma de Frobenius

| Allr=(A:A): = (2%@) |

2,j=1

Mientras que la norma subordinada euclidea esté relacionada con el radio
espectral del producto A'A; la norma de Frobenius lo estd con su traza (es
decir, la suma de los elementos de la diagonal principal). Por otra parte, para
la matriz identidad I todas las normas matriciales toman el valor 1 pero la
norma de Frobenius toma el valor y/n.

Bola unidad || ||1

..... Imagen Bola || ||1

Vector que alcanza ||All,

Bola unidad || ||2

“““““ Imagen Bola || ||2

Vector que alcanza ||Al|,

Figura 2.1: Normas subordinadas
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 19

También se muestran algunos de los vectores en los que se alcanza el maximo
del siguiente conjunto

{IAx]: fIx|f = 1}

para cada una de ambas normas. o

- EJERCICIO 6 Determinar la norma subordinada a las normas vectoriales
|l s 1l 2 vl |leo de la matriz

=(50)
asi como su norma de Frobenius.
Solucién: Directamente de la definicién se obtiene que
| Ali=max{2+5,14+4} =7,

| Aljo=max{2+1,5+4} = 9.

by (29 22
AA_(22 17

tiene como autovalores A\; = 0.1965 y Ay = 45.8035 y como traza 29+17 = 46.
Consecuentemente se tiene que

| A |l= v/45.8035 = 6.7678,

| A ||p= V46 = 6.7823 .

El producto

En general, el radio espectral de A no coincide con la norma subordinada a
la norma euclidea. De hecho, en el ejemplo de este ejercicio, la matriz A tiene
como autovalores A\; = 0.5505 y Ay = 5.4495 y por ello, su radio espectral es
5.4495; valor que no coincide con el de la norma 2. o

Una consecuencia inmediata de la definicién de norma subordinada es la
siguiente desigualdad
LAB I<[[A B |
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20 Introduccién al Céalculo Numérico

lo que implica en particular, que la sucesién de potencias sucesivas de una
matriz converge a cero si para alguna de sus normas subordinadas se cumple
que [|A]] < 1.

Si x es un vector propio asociado a un autovalor A de la matriz A, x
verifica que Ax = Ax. De la definiciéon de norma subordinada se deduce que

[AX]| < [|Afl[]x]]
En consecuencia
(ALl < ATl
Al < AL
Puesto que esta desigualdad se verifica para todo autovalor, se concluye que
p(A) < [|A]l.

El siguiente teorema, cuya demostracién se omite (véase [11, Varga] 6 [8,
Quarteroni, Sacco, Saleri], paginas 25-27), establece de modo maés preciso la
relacion del radio espectral de una matriz con las normas subordinadas

— TEOREMA 1 Para cualquier matriz cuadrada A se cumple
p(A) = inf{[|A|| : || || es una norma subordinada}.

Es importante tener en cuenta que si A es simétrica, el infimo se alcanza
en la norma subordinada a la norma euclidea ya que

1
IAllz = p(A%)Z = p(A).
Otra consecuencia del teorema anterior es el siguiente

— COROLARIO 1 Para una matriz cuadrada arbitraria, las tres afirmaciones
siguientes, referidas a las potencias de A y el radio espectral, son equivalentes

1. lim,_,,o A" =0,

2. lim, o ||A™]| = 0, para alguna norma subordinada,

~ /AN
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 21

« EJEMPLO 6 La existencia de una norma subordinada para la que [|A| > 1
no impide que lim,_,,, A" = O. En efecto, para la matriz

la norma [[All; = 1 > 1 pero p(A) = 0.8 < 1, lo que garantiza que las

potencias de A convergen a O. o

2.3 Estabilidad de un sistema de ecuaciones lineales

Cuando se pretende resolver un sistema de ecuaciones numéricas lineales
es importante conocer previamente si el sistema es sensible a pequenias modi-
ficaciones en los datos o producidas en el curso del cdlculo. Por el momento,
se analizard la cuestién de si una pequena modificacion de los datos del sis-
tema Ax = b puede generar un importante cambio en la solucién. Para ello
se considera el sistema perturbado

(A + 6A)(x + 0x) = b+ 6b

donde 6A, db son elementos arbitrarios de la misma naturaleza que A y b.
El error que introduce esta perturbacién esta dado por

ox = (A + 6A) 1 (6b — §Ax).

Si se toman normas en ambos miembros y se usa para las matrices una norma
subordinada, se obtiene que

(] < [[(A + 8A)~H|([labl| + [[A]l]Ix]]).
Por otra parte, puesto que x es solucion de la ecuacion, se cumple que
1l < [|A[[lIx]l-

De las dos ultimas desigualdades se deduce que

I S<-11 L1811l ILSAILN
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22 Introduccién al Céalculo Numérico

Lema 1 SiD es una matriz cuadrada tal que |D|| < 1 para una determinada
norma subordinada a una norma vectorial entonces 1+ D es no-singular y se

cumple que
1

IT+D)~ < :
1 —[|Df]

Demostracion: Para todo vector x no nulo se tiene que
(L4 D)x|| = [lx[| = [[Dx]| = [Ix[|(1 = |[D]}) >0

Consecuentemente, I+D no es singular. Por otra parte, se cumple la siguiente
desigualdad

o= [0 =1+ D)I+ D)
> [[(1+ D)7 — DI+ D)~ = (1~ [P+ D),

lo que prueba el resultado. o

Volviendo a la estimacion del error, si se usa el lema de Banach se obtiene
la siguiente acotacién

1

A+SA) Y = [|(T4+AA) A Y < A Y —
(A +64) 71 = I A < 1A =R

si se cumple que |[A7!|[[6A|| < 1. Si se usa esta acotacién en la estimacién
del error relativo de la solucion del sistema perturbado, se obtiene que

lox|l _[IAIA~] <||5b|| +||5AI|>'
[l = 1= AZHHISAL N (bl [JA]]

Esta estimacion sugiere que una medida de esta sensibilidad es el niimero
de condicion de A, definido por

cond(A) = [A[[]A|

para toda matriz cuadrada no-singular A. De este modo, si cond(A)% <1

se cumple que

0x cond(A ob |l0A
x| _ ”M”(H H I H\

11 1l LA L
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 23

se deduce que el nimero de condiciéon de una matriz es siempre mayor o igual
que 1. Si el nimero de condicion es relativamente pequeno los errores que
se generarian en la solucién serian pequenos. Por el contrario, para sistemas
lineales cuya matriz de coeficientes tenga un nimero de condicién muy alto,
no hay garantia de que la solucion calculada con una aritmética finita se
mantenga proxima a la solucién exacta.

« BJEMPLO 7 Se considera la matriz

1+ —141
A=
—1+2% 141

donde € > 0 es un nuimero destinado a tender a 0. La matriz inversa de A es
B 1/ e4+1 e—-1
1 .
A —4(6—1e+1)'
Facilmente se comprueba que
t L 2 -1 —tA—1\ 1 1
[Allz = p(A"A)z = = IA™ 2 = p(ATAT)2 =5

y de ello se deduce que cond(A) = % La matriz A estda mal condicionada
cuando € — 0. o

Una matriz estd perfectamente condicionada si su nimero de condicién es
1. En particular, las matrices ortogonales, que verifican que A'A = I, estdn
perfectamente condicionadas ya que

IA]l2 = p(A*A)2 = p(I)2 =1

IA™ 2 = p(AA")E = p(I)2 = 1.

Por otra parte, si A es una matriz simétrica definida positiva entonces se
cumple que
1

[All2 = Amaa HAﬂhZAmn

donde A\, and A4 representan respectivamente el minimo y el maximo

1 1. A ™ - - 4
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24 Introduccién al Céalculo Numérico

2.4 Sistemas lineales de gran dimension

La resolucién eficiente de sistemas lineales es una necesidad presente en
muchos problemas del célculo cientifico. La dimensién de los problemas que
aparecen en el calculo cientifico es considerablemente elevada, ya que los
sistemas lineales que aparecen en la simulacién numérica de procesos fisicos
pueden tener miles o quizas millones de incognitas. Esto es algo que no puede
ser ignorado salvo que sélo se busque el analisis tedrico del problema. Si se
ignorase la talla de los problemas se podrian proponer soluciones que fuesen
totalmente ineficientes. El cédlculo cientifico tiene en cuenta en la eleccion
de algoritmo de resolucién de un sistema lineal, su coste computacional, su
estabilidad y como se maneja la informacion de los coeficientes del sistema.

Se puede expresar un sistema lineal compatible y determinado de ecua-
ciones numéricas en forma matricial como

Ax=Db

donde A es una matriz de dimensién n x n de coeficientes reales o complejos
y b un vector columna de n componentes reales o complejas.

Desde un punto de vista tedrico, un sistema lineal de ecuaciones, cuya
matriz de coeficientes tenga determinante diferente de cero, puede ser resuelto
por la féormula de Cramer. De este modo, se puede calcular la solucién del
sistema lineal

a1171 + a12%2 + 1373 = by
A21T1 + 22T + A23T3 = by
az1T1 + Az + azzrs = b3

mediante las féormulas explicitas

by a2 a3 a;; by ags a;; a2 b

by a9 as3 as  bo 23 as Gz by

bs asy ass az; bz ass as; asy bz
€T = , Lo = , X3 =

a1 Qaiz2 a3 a1 aiz2 a3 aix aiz2 a3

Q12 Aaiz2 13 Q12 ai2 13 Q12 a2 13

@13 Aaiz2 i3 @13 aiz2 Qi3 @13 a2 Q13

Noade 11 _nunta de srigta todrica lag fArmunilage do Cramor ticnen dag og
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 25

evaluacion directa de un determinante se realiza mediante la regla de Sarrus
se requieren n! sumas, cada una de ellas con n — 1 productos. La funcién
entera n! alcanza pronto valores muy elevados. Las resolucién de un sistema
lineal de 30 incégnitas es impensable con estas férmulas. Es preciso buscar
algoritmos de resolucion que reduzcan el coste computacional, es decir, tales
que el nimero de operaciones elementales que deban realizarse, sea reducido.

La eficiencia de la regla de Cramer mejoraria considerablemente si se uti-
lizan algoritmos mas eficientes de calculo de determinantes que la aplicacion
directa de la regla de Sarrus. En todo caso, existen métodos maés eficaces
para ello, como son los que se describen en las siguientes secciones.

2.5 DMatrices dispersas

De la experiencia con los sistemas lineales de gran tamano que surgen
en los problemas reales del calculo cientifico, se conoce que en su mayoria,
el nimero de coeficientes nulos es muy elevado en proporcién a los que no
son nulos. Esto nos obliga a considerar formas que no son estandares para
representar una matriz en un computador para evitar el tener que almacenar
y manejar tanta informacion inttil.

Generalmente, las matrices son usadas como la representacion en una
base, de transformaciones lineales que llevan vectores en vectores. Por con-
siguiente, el indice del vector origen y el indice del vector imagen enlazan a
través de una entidad de dos indices lo que sugiere la estructura rectangular
de la matriz de coeficientes. Inevitablemente la imagen rectangular de un
sistema lineal esta siempre en nuestra mente. No obstante, seria un error, si
en un problema real, se tratase de almacenar una matriz dispersa en modo
rectangular completo. Es decir, si la matriz posee una proporcion pequena de
coeficientes que no son nulos, lo realmente eficiente es buscar una estructura
que almacene unicamente la informacién 1til. Se puede precisar esta idea con
el concepto de densidad de una matriz. Concretamente, se define la densidad
de una matriz como el cociente entre el nimero de coeficientes no nulos y el
numero total de coeficientes.

El siguiente ejemplo sencillo ilustra esta situacién: La matriz de coeficien-
tes y el término independiente de un sistema lineal son

[ 2 -1 0 --- 0 0\ [ 1\
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26 Introduccion al Calculo Numérico
La densidad de esta matriz es 3’:;2. Si la dimension de los vectores es alta,
la cantidad de memoria necesaria para almacenar la matriz de coeficientes
podria resultar excesiva para la capacidad de almacenamiento del compu-
tador. Por ejemplo, si n = 10000 la densidad de la matriz es menor que
3 x 107%, lo que indica que solamente una proporcién infima de la matriz
contiene informacién tutil.

La primera idea para simplificar el almacenamiento de la matriz es te-
ner en cuenta la estructura simétrica tridiagonal. En otras palabras, la in-
formacion 1til de la matriz estd situada en la diagonal principal y las dos
diagonales adyacentes. Bastaria con almacenar la diagonal principal y una
adyacente para poder reconstruir la matriz entera. De este modo, el sistema
lineal estd descrito por 3 vectores (Aj, Ag,b) que representan las dos dia-
gonales y el término independiente. Existen recursos eficaces para manejar
matrices dispersas que almacenan internamente

= Los coeficientes que no son nulos.
= Los indices de filas de los coeficientes que no son nulos.

» Los indices de columnas de los coeficientes que no son nulos.

Por ejemplo, la matriz que se ha creado como llena

1 001
012 4
0100
1 200

se puede almacenar de modo equivalente en forma dispersa

(1,1) (4,1) (2,2) (3,2) (42) (2,3) (1,4) (2/4)
1 1 1 1 2 2 1 4

La eficacia de un método de resolucién estd relacionada en general con el
hecho de que el método respete o no, estas formas de almacenamiento redu-
cido. La regla de Cramer, aplicada con la regla de Sarrus para la evaluacién
de determinantes, es en este sentido un procedimiento inadecuado ya que
destruye esta estructura reducida de las matrices al considerar las matrices
modificadas por el término independiente que dejan de ser tridiagonales. Los

ontarnne de ~dlenla ciontifica tioneon incarnaradags oficiontas madag do anerar
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 27

2.6 Meétodo de eliminacion de Gauss

Desde el punto de vista tradicional del Algebra, el método de eliminacion
no es tan grato como la regla de Cramer, ya que no esta definido por férmulas
explicitas y ademds no tiene validez general puesto que falla cuando encuentra
un coeficiente nulo en la posicién seleccionada de la diagonal principal. Sin
embargo, desde el punto de vista del calculo cientifico, es mas 1til ya que
es el que tiene coste computacional mas bajo y se adapta perfectamente a
muchas formas de almacenamiento reducido. El método de eliminacién, no
es un nuevo método que haya surgido con el desarrollo del calculo cientifico
basado en el calculo automatico. Realmente, la idea en la que se apoya parece
muy natural en el proceso de resolucién de ecuaciones. De hecho, aunque es
un método atribuido a Gauss, segin algunas referencias ya fue utilizado en
las culturas milenarias de la antigua China.

« EJEMPLO 8 El proceso de eliminacién de eliminacién de variables y reso-
lucion del sistema

r+y+z = 3,
20—y + =z
rT+2y—22 = 1,

Il
™

se puede llevar a cabo del siguiente modo:

» Transformacion a un sistema triangular: A la segunda ecuacién se le
resta la primera multiplicada por 2 y a la tercera ecuacion se le resta
la primera multiplicada por 1. Como resultado de estas operaciones
resulta

r+y+z = 3,
—3y—2z = —4,
y—3z = —2.

A la tercera ecuacién se le resta la segunda multiplicada por —%. De

ello resulta
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28 Introduccién al Céalculo Numérico

» Sustitucion retrégrada: De la ultima ecuacién se obtiene z = 1. Se
sustituye el valor obtenido de z en la peniltima ecuacién y se obtiene
el valor y = 1. Finalmente, se sustituyen los valores de z e y en la
anterior ecuacion y se obtiene z = 1.

Este es el modo tradicional de utilizar el método de eliminacion de Gauss.
En el proceso anterior se distinguen una primera etapa de triangulacién del
sistema y una segunda etapa de sustitucion retrograda de las incégnitas. Se
pueden organizar los calculos de un modo matricial. La matriz de coeficientes
se descompone como

11 1 1 0 0 11 1
2 -1 1 |=(2 1 0 0 -3 -1
1 2 =2 1 -3 1 0 0 -2

La primera matriz es triangular inferior y los términos de la diagonal principal
son todos iguales a 1. En cada columna, por debajo de la diagonal princi-
pal, aparecen los multiplicadores utilizados en la eliminacién. La segunda
matriz que aparece en la descomposicion es la que resulta en el proceso de
triangulacion.

Se puede ver la eliminacién como una secuencia de transformaciones

11 1 11 1 11 1
2 -1 1 — | 2 -3 -1 |+—1 2 -3 -1
12 =2 11 -3 1 -3 -2

Para reducir el uso de memoria, las posiciones de la matriz por debajo de
la diagonal se van modificando con los multiplicadores (color azul) ya que
se supone que en esas posiciones se han producido ceros. En las restantes
posiciones de la matriz van apareciendo los nuevos coeficientes de la matriz.
Es importante notar que en el paso k—ésimo sélo se modifica la submatriz
que corresponde a las tdltimas 4 — k filas y columnas.

Se puede comprobar directamente que este procedimiento nos permite
construir la factorizacion

A=LU,

donde L es una matriz triangular inferior, cuyos coeficientes coinciden con los
que estan debajo de la diagonal de la matriz final del proceso y son iguales
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y U es una matriz triangular superior cuyos coeficientes coinciden con los que
estan en o por encima de la diagonal principal

11 1
U=(0 -3 -1
0 0 -L

3

De este modo, la resolucion del sistema lineal
LUx=b

se puede transformar en la resoluciéon consecutiva de los dos siguientes:

Ly = b, eliminacién progresiva
Ux =Yy, sustitucion retréograda
que es notablemente mas simple. o

La idea utilizada en el ejemplo precedente puede ser extendida a un sis-
tema de n ecuaciones

Ax =b.

Para realizar la eliminacién de los coeficientes de la primera columna se
considera la siguiente matriz

1 0 0 0
1 000
E(l): : oo
-1l L. 100
ail
__On,1

01
a1l
Se introduce la siguiente notaciéon A(1) = A, A(2) = E(1)A(1). La matriz
A(2) tiene ceros en las posiciones que estan debajo de la diagonal en la
primera columna. Ademas det (A) = det (A(2)).

. . ., . . o . ,
DQTQ ]Q Q]11’Y]1nﬂf’1f\ f]ﬂ (‘f\ﬂﬂf‘1ﬂﬂfﬂ0 f‘f\‘Y“Y‘QQ‘I’\f\Y\A1DY]+QQ a nagicionog a1l ogtdn
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30 Introduccién al Céalculo Numérico

J—ésima como

10 0 0 0 0
01 0 0 0 0
f 1
_ %y
EG)=|00 ] 0
0 0 ot 10
o0 --- _“JA N (e |

Con esta matriz se eliminan los correspondientes coeficientes en la columna
j—ésima de la matriz A(j), obteniéndose la matriz

AJ+1) =EQ(AG)

que tiene ceros en la posiciones que estan debajo de la diagonal principal en
las 7 primeras columnas. Finalmente, se obtiene que

A(n)=En—1)An—1)=---=E(n—-1)---E(1)A.

Facilmente se prueba que

10 0 0O 0 0
01 0 0o 0 0
1
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yque L=E(1)"'---E(n —1)7! estd dado por

al
| P 0 0
ay
: 1
1 2 J
L= &n &2 Y+nio 0
al a2 aj
11 22 i
an_11  Gp_is ail—l,j
Intt Zncr2 ., Gaoljo,,, L, 1 0
ay 5P ajj
j -1
a}L 1 aig “%j ali,nfl 1
T 2 - o n—1
a11 a2 ajj Oy 11

Por otra parte, la matriz U = A(n) es una matriz triangular superior y se
cumple que A = LU.

Si se cuentan las operaciones necesarias para realizar el calculo de la
factorizacion LU, se obtiene que son del orden de ”—;, contando sumas, pro-
ductos y divisiones. Asi si n = 200, el método requiere mas de dos millones
de operaciones elementales. En estas circunstancias el efecto de los errores
de redondeo puede ser considerable. Un modo de reducir el deterioro de la
solucién es evitar la divisiéon por ntmeros pequenos. La técnica, llamada de
pivote parcial, en la eliminaciéon Gaussiana utiliza esta idea realizando per-
mutaciones de las filas de modo que el pivote sea el de mayor valor absoluto
en la columna considerada. A veces, el uso de estrategias como la de pivote
parcial es inevitable. Este es el caso que ocurre si en el calculo de los mul-
tiplicadores para la eliminacién de los coeficientes que estan debajo de la
diagonal, aparece con un cero como pivote. Se ilustra esta situacién con el
siguiente ejemplo

« EJEMPLO 9 En el cdlculo de la factorizacion LU de la matriz

(1)

cuyo determinante no es nulo, el primer pivote es nulo y por consiguiente no
puede eliminarse el coeficiente 1 de la segunda fila primera columna. Pues-
to que parece natural cambiar el orden de las filas y esta operacion puede
realizarse multiplicando la matriz A por una matriz de permutacién P (que
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32 Introduccién al Céalculo Numérico

Para una matriz arbitraria, es evidente que la existencia de la factorizacion
depende de la ausencia de pivotes nulos en la diagonal principal. Si se utiliza
una estrategia que altera dos de las n — k + 1 tltimas filas de la matriz A(k)
mediante la multiplicacién por una matriz de permutacién P(k), el proceso
de eliminacion Gaussiana seria el siguiente

A(n) = E(n — 1)P(n — 1)E(n — 2)P(n — 2) - -- E(1)P(1)A.

Sin dificultad se prueba que P(i)E(j) = E(j)P(i) si ¢ > j siendo E es la
matriz que resulta de intercambiar en E(j) las posiciones (i, 7) y (k, j), donde
k > 1 > j es el indice de la fila que ocupa el nuevo pivote. La razoén es que
P(i) sé6lo afecta a filas y columnas posteriores a la j. De ello se deduce que
la factorizacién anterior puede expresarse como

U=A(n)=E(n—1)En—2)---E(1)PA = L™'PA
donde la matriz P representa la permutacion

P =P(n—1)P(n—2)---P(1)

. . -1
L:(Mn—DEm—2y~Eﬂ0 .
De este modo, se obtiene que
PA = LU.

Es decir, el método de eliminacion de Gauss permite obtener una factoriza-
cién LU de la matriz permutada de A. Si se pretendiese resolver un sistema
Ax = b usando la factorizacion con pivote, una vez calculada ésta, se apli-
caria la técnica de la sustitucion retrograda al sistema LUx = Pb.

- EJERcIiciO 7 Calcular la factorizacion LU de la matriz permutada de

2 31
114
4 41

que resulta al usar la estrategia de pivote parcial.

Solucién: Primera etapa en la eliminacion: El pivote escogido es 4 de la
pOSlClOIl 3, 1 La matriz de permutamon la matriz de multiplicadores y la

e e 1. b

mn At e A
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 33

Sequnda etapa en la eliminacion: El pivote escogido es 1 de la posicién 3, 2. La
matriz de permutacién, la matriz de multiplicadores y la matriz parcialmente
transformada correspondientes son

1
1
2
5

1 0 4 4
E2=|l010]|, AB=]01
0 1 0 0

o = O

10
P@)=| 0 0
01

—

4
De acuerdo con el procedimiento anteriormente indicado, se obtiene la
siguiente factorizacion

A(3) = E(2)P(2)E(1)P(1)A = E(2)E(1)P(2)P(1)A

donde

1 00 4 4 1 00 1
L=(s3 10|, u=[01 5|, P=[100 S
o1 00 0 120

El producto de dos matrices triangulares inferiores es triangular inferior.
En efecto, si A y B son matrices triangulares inferiores y C = AB entonces

= Z airbrj = Z Qikbrj

k=j

Consecuentemente, si j > i se tiene que ¢;; = 0 como se queria probar.
Ademas, si A y B son matrices triangulares inferiores con unos en la diagonal
principal entonces ¢; = a;b; = 1. Finalmente, sin dificultad se puede tam-
bién probar que la inversa de una matriz triangular inferior (cuyos elementos
de la diagonal principal no se anulen) es trlangular mferlor Obv1amente se

ISR [N, A [ 1. 1
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34 Introduccién al Céalculo Numérico

sin cambio de pivote, entonces la matriz triangular L™'L con unos en la
diagonal coincide con la matriz triangular superior UU™!. Esto solamente
ocurre si ambas matrices son la identidad. Es decir, la factorizacion LU de
una matriz, si existe es tnica.

- EJERCICIO 8 Determinar la factorizacion LU de la matriz A de dimension
n X n definida por

2 -1 0 -+ 0 0

-1 2 -1 -+ 0 0

0 -1 2 - 0 0

A= . .
0 0 0 2 —1

0 0 0 -1 2

Solucion: Si se usa un método de induccion se puede comprobar sin dificul-
tad que la factorizacion LU de A es

1 00 0 0 2 -1 0 0 0
-3 10 0 0 | 0 0
A 0 -2 1 0 0 0 0 3 0 0
= . . . . -0
0 00 -+ 1 0 0 0 0 - 2 -1
0 00 - 211 o 0 0 .- 0o =z

Si una matriz arbitraria A tiene una factorizacién A = LU y D representa
la matriz diagonal cuyos miembros de la diagonal principal coinciden con los
de U entonces la matriz A puede expresarse como A = LDU donde U =
D~'U es una matriz triangular superior con unos en la diagonal principal. Es
frecuente usar la siguiente terminologia

» A = LU, factorizacién de Doolittle,
» A =LU con L = LD, factorizacién de Crout,

de modo que la diagonal de unos esta en el primer caso, en el primer factor
y en el segundo caso, en el segundo.

Pruicetn e tada matriz do nermntacidn P werifica e PP — T roalmente
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 35

en la no anulacién de los menores principales de la matriz (es decir, de los
determinantes de las matrices formadas por las j primeras filas y columnas
de A para j <n)

— TEOREMA 2 Silos menores principales de A no se anulan entonces admite
una factorizacion A = LU.

Demostracion: Se utiliza una prueba de induccion. Para n = 1, su verifica-
cién es trivial. En el caso n = 2, para que existiese una factorizacién A = LU
de la siguiente forma

a1 Q12 . 10 Uil U2
- I
g1 G22 loy 1 0 ug
seria necesario que las siguientes operaciones fuesen posibles
a11022 — Q12021 21

Uy = a1, Uz = @12, U2 = , o = —.
ai aii

Puesto que los dos menores de la matriz A no se anulan

aj1 # 0, ajnaz — ajeas # 0,

en las relaciones anteriores el denominador no se anula y ademés uss tampoco
se anula. Asi pues, es posible construir la factorizacion LU.

Admitiendo que el resultado es cierto para las matrices de dimension n—1
que cumplen las hipétesis del teorema, se probara a continuacion que también
es cierto para las matrices de dimensién n. Para ello se considera la siguiente
descomposiciéon por bloques

A= Ay Ap _ Li; O Ui Uy

Ay Ay Loi Lo 0 Uy
donde Aqy,L1; y Uy; representan matrices de dimension n — 1 mientras que
Ao, Las v Uss son escalares. Esta ecuacion matricial equivale a las siguientes

All = LllUll
A12 = L11U12
A21 = L21U11

Agy = LaiUjg 4 LooUsg

Puesto que Ay; es de dimensién n — 1 y sus menores principales (que lo son
también de A) no son nulos existe la factorizacién A = T, Uy Directamen-
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36 Introduccién al Céalculo Numérico

2.7 Métodos especiales para matrices simétricas

Otra posibilidad es factorizar la matriz en la forma A = LU donde L =
LD:z y U= D:U (la matriz diagonal D= tiene en la diagonal principal las
raices cuadradas de los elementos de D en las mismas posiciones). La matriz
L es triangular inferior y U es triangular superior y ambas tienen la misma
diagonal principal. Ademas, de la unicidad de la factorizacién LU se deduce
la unicidad de la factorizacién LU.

Si la matriz A es simétrica entonces A = LU = U'L!. De la unicidad de
la factorizacién LU se deduce L = U, es decir, que existe una factorizacion
A = LL! donde L es una matriz triangular inferior. Esta factorizacién se
conoce como factorizacién de Cholesky de una matriz simétrica.

— TEOREMA 3 Una matriz simétrica A es definida positiva si y solo si admite
una factorizacion de Cholesky A = LL' donde L es una matriz triangular
inferior invertible.

Demostracién: Si A = LL! entonces
x'Ax = x'LL'x = ||[L'x|> > 0 para todo x # 0.

Reciprocamente, si A es definida positiva entonces todos los menores prin-
cipales son positivos. Del teorema 2 de la secciéon anterior se deduce que A
admite una factorizacién LU sin permutacion. Razonando como anteriormen-
te se prueba la existencia de una factorizacion de Cholesky para A. o

Si una matriz A admite una factorizacién de Cholesky A = LL! entonces

Q5 = Zlikljk = Z likljk'
k=1

k<min{i,j}

Para j = 1 se tiene que a;; = l;1l;; parat =1,--- ,n, de donde se deduce que

ai1
]11:‘(711 ]1:L
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 37

j—1
@ij — D _1—1 lirljk

lij = ]

JJ

Este modo de realizar el calculo de L se adapta bien a las formas de alma-
cenamiento reducido. Por ejemplo, si la matriz A es tridiagonal, la matriz L
es tridiagonal.

En la siguiente matriz, se representa una etapa intermedia en el calculo.
Los coeficientes en colores azul 6 rojo, representan valores calculados. El
coeficiente en verde va a ser sustituido por ly3, implicando en el cédlculo a
si mismo y a los coeficientes en rojo.

lin a2 a3 aig -+ au,
lor oo ag3 A24 -+  Q2p
31 lsg I3z asa -+ asy
lag oo Aqq *+°  Q4n
an ln2 Ap3 Apg4 - Ann

- EJERCICIO 9 Determinar la factorizacion de Cholesky de la matriz

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A= 0o -1 2 -1
0o 0 -1 2

Usar este resultado para calcular el determinante de A. Indicacion: Los coefi-
cientes de la factorizacion deben ser expresados de modo exacto y no mediante
una aprorimacion decimal.

Solucion: Los coeficientes de la matriz L estan dados por
i = Van = \/5

a 1 / 3
o = ﬂ:_\/;’ los = 6122—151:\/;

lll
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38 Introduccién al Céalculo Numérico

La matriz L es

V2 0 0
3

N[

2
L= 0 —./2 4
0

@]
o O O

w
w

0 —./3 3

En consecuencia, el determinante de la matriz A se puede calcular como

Al = [L]* =2

[\CR V]
QO W~

5
Z =5
1 O

2.8 Factorizacion QR

Las matrices ortogonales conservan las longitudes de los vectores y estan
perfectamente condicionadas, de modo que en su uso, no se espera que se
produzcan crecientes notables de errores de redondeo. El siguiente resultado
se puede ver como una variante del que establece la factorizacion LU de una
matriz con la modificacion de que uno de los factores es una matriz ortogonal

— TEOREMA 4 Toda matriz invertible A admite una factorizacion A = QR
donde Q es una matriz ortogonal y R una matriz triangular superior.

Demostracion: Para probar este teorema basta tener en cuenta cualquiera
de las construcciones de la factorizacion QR que se describen a continuacion.
o

Se puede usar una factorizacién QR de la matriz A para resolver el sis-
tema lineal Ax = b. En efecto, una vez calculada la factorizaciéon bastaria
resolver el sistema triangular Rx = Q'b por sustitucién retrégrada. Si bien
es cierto que en la norma subordinada a la norma euclidea, el niimero de
condicién de A y R coinciden, lo cierto es que evita la sustitucién progresiva
y consecuentemente limita la generaciéon de errores de redondeo. Se puede
considerar como un método mas adecuado para resolver sistemas mal condi-
cionados que los métodos basados en la factorizacion LU. Otras aplicaciones
interesantes de esta factorizacion, se estudiaran en capitulos posteriores.
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 39

= Se consideran los n vectores columna {a’:i=1,2,--- ;n} de A.

= A cada uno de ellos se le restan las componentes respecto a los vectores
que le preceden.

» Finalmente se normalizan estos vectores.

No obstante, se pueden separar las etapas de ortogonalizacién y normali-
zacién del siguiente modo: Se introduce la nueva base

1 1
p = a,

2 2 a -p_q
p = a — P,
P2

Pt = Z Hp E o

Si P representa la matriz de columnas {p’ : i = 1,2, -- ,n}, las ecuaciones
anteriores pueden expresarse en forma matricial como

0 mygp --- Min
0 0 - Mo,
P=A-P
0 0 - Mp_in
o 0 --- 0
con my; = IIr; iz para j > 1, de donde se deduce que
1 myy --- min—1 min
0 1 - mop1 Moy,
A=P : : . : :
0o 0 - 1 Mp—1n
0o 0 - 0 1

Si D es la matriz diagonal definida por d;; = ||p’||, las matrices Q = PD~! y

I my - min-1 min
0 1 o Mo p—1 Man
1

™
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40 Introduccién al Céalculo Numérico

« EJEMPLO 10 Sea A la matriz definida por

2 -1 0
A=10 0 -2
0 2 -1

Los vectores columna de esta matriz son

2 -1 0
al=10 |, a’= 0|, a’=| -2
0 2 —1
Los vectores p’ son
2 0 1 0
pi=| 0] pP=a’+op' =| 0|, p’=a’—0p' +7p°=| -
0 2 0

10 0 2 -1 0
A=10 0 -1 0 2 -1 o
01 0 0 0 2

El proceso de Gram-Schmidt requiere que los vectores columnas sean li-
nealmente independientes ya que si uno de ellos es combinacion lineal de
los precedentes, el vector resultante es nulo. De hecho el método se vuel-
ve inestable cuando los vectores columnas estdn proximos a ser linealmente
dependientes.

2.8.2. Método de Householder

TT o 1. __ IL 1 1.1 1 h | 11
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 41

Figura 2.2: Transformacion de Householder

donde e es un vector de norma 1 que representa al eje. Se prueba sin dificultad
que H es una matriz simétrica ortogonal.

Siempre se puede encontrar una aplicacién lineal que transforme un vector
x fijado en otro vector y de la misma norma, también fijado. Para construirla,
basta tomar
e=+ > Y
Ix -yl

En efecto, de la identidad

1 1
Ix | —=xy=c (=P =y ") +5Ix=yI*
2 2
teniendo en cuenta que || x ||=|| y ||, se deduce que

X—Yy

Hx =x—-2——"—
Ix =yl

(" —x-y) =x—(x-y) =y

También es evidente que la transformaciéon de Householder H* = I — 2ee!

para
Xty
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42 Introduccién al Céalculo Numérico

- EsErcIcIO 10 Sea 6 un dngulo fijado. Construir una transformacion de
Householder H que lleve el vector (1,0)" en el vector (cos8,sen ). ;Coincide
H con la rotacion de dngulo 67.

Solucién: Si u = (1 — cosf, —sen )’ entonces se tiene que
lul* = 2(1 — cosf).
Se elige el vector e como

1
e=——(1—cosf,—senf).
2(1 — cos )

La matriz de Householder resultante sera

cosf) senf >

1ot
H=1-2ce _(sen9 —cosf

H es una simetria ya que det H = —1 y la rotacién tiene determinante
positivo. La rotacién de dngulo 6 también transforma (1,0)" en (cos 6, sen 6)!
pero no es una simetria respecto a un eje. o

Se examina ahora cémo pueden usarse las transformaciones de Househol-
der para construir una factorizacion QR de una matriz A. Si se representan
por a’ los vectores columna de la matriz A y P es una matriz arbitraria de
la mismas dimensiones que A, entonces

PA = (Pa',Pa? --.  Pa")

donde las comas indican la concatenacién de los vectores columna Pa’. El
método de Householder utiliza la siguiente construccion: En la primera etapa,
se construye la transformacién de Householder P(1) que transforma a' en el
vector ||a']|(1,0,---,0)". La construccién de esta transformacién es posible
ya que en este caso ambos vectores tienen la misma norma. Si se representa
A(1) = A y se define la matriz A(2) = P(1)A(1), esta dltima matriz tiene
ceros debajo del primer elemento de la diagonal principal. Se descompone la
matriz A(2) como sigue

_(an(2) | Aa(2)

donde Ayy(2) es una matriz cuadrada de dimensién n — 1. Se construye una
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Con esta matriz ortogonal se construye A(3) = P(2)A(2) = P(2)P(1)A que
tiene ceros debajo de la diagonal en las dos primeras columnas. Si se reitera
el procedimiento hasta construir la matriz triangular superior

R="P(n—1)---P(2)P(1)A.

Si se toma,
Q=P1)P(2)---P(n—1)

se obtiene una matriz ortogonal tal que A = QR.

« EJEMPLO 11 Sea A la matriz definida por

2 -1 0
A= 0 0 -2
0 2 -1

Segun la construcciéon de Householder que se acaba de describir, la matriz
P(1) es la identidad P(1) = I ya que ||x|| = ||(2,0,0)!|| = 2 y por lo tanto
x=yyA2) =A.

Para la segunda etapa, se prescinde de la primera fila y de la primera
columna. De ello resulta una matriz 2 x 2 que tiene en la primera columna el
vector (0,2)" de norma 2. De acuerdo con el método QR se va a transformar
este vector en otro que sea de la forma 2(1,0)". Para realizar esta transfor-
macién, segin la construccién de Householder, se usa el vector unitario

(07 2)t B (27 O)t 1

S0y - oy va Y

y las matrices de Householder correspondientes son

e

01 1 00
010
Finalmente se obtiene

2 -1 0
R:HmmnAz(o 2-4).

raY L raY
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44 Introduccién al Céalculo Numérico

Es posible utilizar una tercera transformacién ortogonal con el fin de
conseguir coeficientes positivos en la diagonal principal de R. Bastaria usar
la simetria

10 0
PB)=1 01 0
0 0 —1
para producir la factorizacion final
10 0 2 -1 0
A=10 0 -1 0o 2 —-11. o
01 0 0o 0 2

Ahora se analiza la unicidad de la factorizaciéon QR. Supongamos que A
tiene dos descomposiciones QR,

A =QR=QR.

Se considera la matriz T = QtQ = RR~!. En consecuencia T = QtQ es
ortogonal y también T = RR! es triangular superior. Puesto que la inversa
de una matriz ortogonal es su traspuesta, la matriz T tiene que ser diagonal
con coeficientes en valor absoluto igual a 1. De la igualdad R = TR se deduce
que si impone la condicion de que los coeficientes de la diagonal principal en
R son positivos entonces la factorizacion QR es unica. Por otra parte, de las
construcciones de los apartados anteriores se deduce toda matriz no singular
A admite una tunica factorizaciéon A = QR donde Q es una matriz ortogonal
y R una matriz triangular superior con coeficientes positivos en la diagonal
principal.

2.9 Meétodos iterativos

Como ya se ha indicado anteriormente, una dificultad que puede pre-
sentarse al resolver un sistema lineal de gran dimensién es el volumen de
memoria que un computador puede requerir para almacenar la propia ma-
triz y las que surgen en su factorizacién. En estas circunstancias, algunos
métodos iterativos que generan una sucesién que se aproxima a la solucion,

nrradAn anv e 1. 1+ 43
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 45

La aplicacion reiterada de esta transformacion
x*+D) — Hx® 4 ¢

puede conducir en el limite a la solucion si se cumplen determinadas condi-
ciones de convergencia.

Un resultado fundamental para establecer la convergencia de esta sucesion
es el que proporciona el siguiente

— TEOREMA 5 Sean H una matriz cuadrada y ¢ un vector tales que la ecua-
cion x = Hx + ¢ tiene una solucion vinica x. La sucesion {x*™} generada por
la transformacion

xFD = Hx® 4 ¢

0)

con un vector de partida arbitrario x9), converge a x si y sélo si p(H) < 1.

Demostracion: Si x es la solucién del sistema lineal x = Hx + ¢, cumple
que
xFD) _x = Hx® —x) = ... = (% — x).

De ello, se deduce que
[ — x| < [HH % = x| < (=] O x| (2.1)

para cualquier norma vectorial, en el supuesto de que la norma matricial
esté subordinada a ella. De este modo, si p(H) < 1, para cualquier nimero
real € tal que 0 < € < 1—p(H), del teorema 1 de la pdgina 20 se desprende que
existe una norma vectorial tal que la norma subordinada || || correspondiente
verifica que

p(H) < [H]} < p(H) +e < 1.

En consecuencia, se tiene que

lim ||x*+) — x| = o0.
k—00
Reciprocamente, supongamos que limy_,. x*) = x para todo vector ini-
cial x(?). Si se toma en particular x©) = x+e’ parae’ = (0,---,0,1,0,---,0)}
(el 1 en la posicién i), entonces x*) — x = H*e’. Pero, H*e' es la i-ésima co-
lumna de H*. Puesto que x*) —x tiende a 0, se cumple que ||H*€’||; — 0 para
cualauier 7. o eauivalentemente. [[H*l. — 0 lo gue imblica aue gue o(H) < 1
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46 Introduccién al Céalculo Numérico

2.10 Meétodos iterativos clasicos

Obviamente, hay muchos modos de interpretar la soluciéon de un sistema
lineal Ax = b como un punto fijo de una transformaciéon x = Hx + c¢. No
obstante, el llamado método de relajacién agrupa a algunos de ellos y puede
utilizarse incluso en el caso no-lineal. La idea de este método es la siguiente:
Se considera una matriz M facilmente invertible que se conoce como pre-
acondicionador (preconditioner). Con ayuda de esta matriz se construye la
ecuaciéon de punto fijo

Xx=x—-M*'(Ax —b)

que se acomoda a la situacién de la seccién anterior si se toma H =1 —M~tA
y ¢ = M~!b. De acuerdo con el teorema 5 de la pagina 45, la dificultad est4 en
encontrar pre-acondicionadores que verifiquen

p(I—M1A) <1
y que la resolucién del sistema lineal
M(x*D — x®) = p — Ax®

pueda realizarse de un modo muy simple.
Un grupo de métodos iterativos clasicos puede ser incluido en esta clase,
si se descompone la matriz A como

A=D-L-U (2.2)
donde
= D es una matriz diagonal verificando que
di; = ay parat=1,...,n
= [, es una matriz triangular inferior verificando que
lij = —aij parai,7=1,...,n,2>J
= U es una matriz triangular superior verificando que

Uiy = —yj parai, g =1,...,n,i < j

Por ejemplo, la siguiente matriz estd descompuesta de este modo

[ 2 =10\ /200\ /000 /0 10)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 47

1. Método de Jacobi M = D. La iteracion resultante es

Dx*) = (L + U)x® + b.

2. Método de Gauss-Seidel M = D — L. La iteracién resultante es

(D — L)x®* ) = Ux® + b.

3. Método de sobre-relajacién (Successive-Over-Relaxation) M = ~D — L.
La iteracién resultante es

1 1
(—D — L) x (k1) — ((- — 1) D + U) x®) 4+ b.
w W

El parametro de relajacion w permite escalar adecuadamente la diago-
nal del sistema frente a la parte inferior a la diagonal.

« BJEMPLO 12 Se considera el sistema lineal

2e+y+z = 1
r—2y+z =1
r+y+2z = 1

En este sistema la iteraciéon de Jacobi resulta

2D (k) o) —
2B gy L) g

Si se parte de un vector de componentes (0 = (© = 20 =1, de la primera
ecuacion se deduce que

1 1
oW = 2 (1-y® = 20) =

De la segunda ecuacion se obtiene

1 1
O = 5 (1- 2 — ;0 = .
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48 Introduccién al Céalculo Numérico

Se puede observar en el ejemplo precedente que en la puesta en practica
del método de Jacobi hay que tener cuidado en no mezclar las componentes

k+1 k : k+1
2"V con las componentes xl( ). Es necesario no almacenar el valor de :1:2 )

7

en la posicién que ocupa xgk) ya que este valor se utilizara en el calculo en
los nodos adyacentes. Por lo tanto es preciso mantener simultaneamente dos
vectores para poder realizar la iteracion completa.

La diferencia esencial entre los métodos directos e iterativos estriba en que
los métodos directos alcanzan la solucion exacta, salvo errores de redondeo, y
tienen un nuimero predecible de operaciones mientras que los métodos itera-
tivos realizan un nimero de operaciones que depende del criterio de parada

que se utilice para finalizar las iteraciones.
- EJERCICIO 11 Se considera el siquiente sistema de ecuaciones lineales
Tiv1—2¢;,+x;1 =1, parai=1,2,3,4,
xo = x5 = 0.
» Fxpresar el sistema en forma matricial.

» Determinar si el método iterativo de Jacobi es convergente para este
sistema lineal.

Solucién: La forma matricial de expresar el sistema lineal es la siguiente

2 -1 0 0 7 —1
-1 2 -1 0 || -1
0 -1 2 -1 z | T =1
0 0 -1 2 74 1

El método de Jacobi corresponde a la eleccion

200 0 0100
0200 1010
D=149 102 ¢ L+U=1091 01
000 2 0010

en la descomposicién (2.2). Consecuentemente, se tiene que
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 49

Desafortunadamente

[ H [loo=]l H [1=1
y por ello se debe afinar el analisis calculando el radio espectral de H. El
polinomio caracteristico de la matriz simétrica H es

3 1
4_9y2 L
A 4>\ +16

y sus raices son

3++6

A=+ .
8
Puesto que valor maximo de estas raices es menor que 1 en valor absoluto,
entonces se concluye que el método de Jacobi es convergente . o

El célculo del radio espectral de H para verificar la condicién necesaria
y suficiente para la convergencia, no es en general sencillo. Sin embargo, el
teorema 5 de la pagina 45 permite establecer algunas condiciones suficientes
para la convergencia, que pueden ser facilmente verificables. En concreto, las

condiciones
» || H o< 1,
= |Hh<1

garantizan la convergencia del método.
A fin de expresar de un modo més simple estas condiciones en el caso de
los métodos clasicos se introducen las siguientes definiciones

= A es estrictamente diagonal dominante por filas si . [a;| < |ail
para cada valor de 7.

= A es estrictamente diagonal dominante por columnas si >, |a;;| <
laj;| para cada valor de j

que permiten formular el siguiente

— TEOREMA 6 Si A es una matriz estrictamente diagonal dominante por
filas entonces los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel son convergentes.

Demostracion: En el caso del método de Jacobi, la matriz que define la

iteraciéon es
/ fa) aio ajg \
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50 Introduccién al Céalculo Numérico

Consecuentemente se tiene que || Hy ||oo< 1 si y s6lo si A es estrictamente
diagonal dominante.

En el caso del método de Gauss-Seidel, la matriz que define la iteracién
es Hos = (D—L)"'U. Sea A un autovalor de esta matriz y x un vector propio
asociado tal que || x ||oo= 1. De la definicién de la norma se deduce que existe
un indice k tal que |zx| = 1y |2;] <1 para todo i # k. Consecuentemente se
tiene

A(D - L)x = Ux.

Si se selecciona la k—ésima componente de los vectores de esta igualdad, se

obtiene
Magewy =Y agiri) = Y apii.

i<k >k
De esta igualdad se deduce
A < D isk lanil|zi] < D isk | il
T aww ok = 20 lawillwi] ™ law| = 22, lawil

Finalmente de la definicion de matriz estrictamente diagonal dominante se
deduce que |A| < 1, lo que prueba que p(Hgg) < 1 0.

— TEOREMA 7 Si A es una matriz simétrica definida positiva, el método de
Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion: Sea A un autovalor de Hgg, que puede ser complejoy x € C™
un vector propio asociado. Puesto A es simétrica, U = L! y consecuentemente

L'x = \(D — L)x.
Si se multiplica esta igualdad por x* (traspuesto y conjugado de x) se obtiene
xL'x = &x*(D — L)x
de donde se deduce que

x*L'x + MAx*Lx = Ax*Dx. (2.3)
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y consecuentemente A # 1 ya que x*Ax > 0. Ademas, se tiene

A
x*Lix = ——x*Ax.
1—A
Si se trasponen y conjugan ambos miembros de la anterior desigualdad, se
obtiene _
A

x'Lx = —=x"Ax.
1—X

Si se sustituyen estas expresiones en la igualdad 2.3, se llega a

1 — [\|?
i _|>\:2X*AX = x"Dx.

Por ser A definida positiva, los coeficientes de la diagonal principal son posi-
tivos. De este modo, los nimeros x*Ax y x*Dx son positivos, por lo que se
tiene que cumplir que

1—|A]?
> 0,
1= AP
lo que implica que |A| < 1 como se queria demostrar. o

- BEJERCICIO 12 Sea o una constante real conocida. Se considera el sistema
lineal

4]71 + o + axs
1 +4x9 + 23 =
ary + xo +4xs =
Analizar la convergencia del método Gauss-Seidel cuando se aplica a este
sistema lineal, en términos de los posibles valores de a, usando los criterios

disponibles para matrices diagonalmente dominantes y para matrices defini-
das positivas.

Solucion: La matriz de coeficientes

A:

QO
[
=~ = QO
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52 Introduccién al Céalculo Numérico

. Consecuentemente, si o € (—%, 4), el método de Gauss-Seidel es convergen-
te. <o

- TEOREMA 8 Siw ¢ (0,2) el método SOR no es convergente. Si A es una
matriz simétrica definida positiva, el método SOR es convergente si y solo si
0<w<2.

Demostracion: Sea

o (to 1) (2 1Yo o)

la matriz que define la iteracion en el método SOR. Si se calcula el determi-
nante de esta matriz se obtiene

det (Hsor) = det (<£D — L) _1> det ((5 — 1) D + U)
()

Puesto que el determinante de una matriz coincide con el producto de sus
autovalores, se deduce que

11— w|" =] INl < p(Hsor)"
i=1

de donde finalmente se obtiene

p(Hsor) > |1 — w|

lo que demuestra que una condicion necesaria para la convergencia del méto-
do es que w € (0,2).
Por otra parte, si S = (1 D — L)_l entonces

1
~D=L+S"
w
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Se introduce una nueva matriz N = A — HY,,AHgogr. Puesto que A es
simétrica, se cumple que

N = ASA + A'S'A — A'S'ASA
2
= A'S'(ST'4+ STt A)SA = A'S! <— — 1) DSA.
w
Esta matriz es definida positiva si y s6lo si w € (0,2). Ademads, si esta matriz

es definida positiva y x es un vector propio real asociado a un autovalor A
de Hsor se cumple que

0 < x'Nx = x'Ax — (Hsorx)'AHgorx = (1 — |A*)x'Ax
de donde se deduce que |\| < 1. o
En el espacio vectorial de las matrices reales se considera la siguiente
relacion de orden parcial: una matriz D verifica la relacion D > 0 si y sélo

si d;; > 0 para i,j = 1,--- ,n. Las siguientes definiciones se apoyan en esta
relacion de orden

» A =B — C es una descomposicién regular de A si B-' >0y C > 0.
» A es una M-matriz si a;; < 0 parai # jy A~ > 0.

« EJEMPLO 13 La matriz A definida por

2 -1 0
A= -1 2 -1
0o -1 2
cuya inversa es
3/4 1/2 1/4
At=11/2 1 1/2
1/4 1/2 3/4

es una M-matriz ya que los coeficientes fuera de la diagonal son negativos
mientras que los coeficientes de su inversa no lo son. La descomposicion

A=B—C con
(200\ (010\
n N9 N A I A W |
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54 Introduccién al Céalculo Numérico

El siguiente teorema muestra la utilidad de estos conceptos

— TEOREMA 9 » SiA 1 >0y A =B-C esuna descomposicion reqular
entonces p(B7!C) < 1.

» Si A es una M-matriz, entonces las descomposiciones de Jacobi y Gauss-
Seidel son requlares. En este caso, ambos métodos son convergentes.

- BJERCICIO 13 Se considera el sistema lineal
T — 4ZL'2 = =3
8.1’1 — Ty = 7.

Determinar si se puede utilizar el método iterativo de Gauss-Seidel para apro-
ximar su solucion. En caso desfavorable, proponer alguna idea simple para
que pueda utilizarse.

Solucion: En forma matricial el sistema lineal resulta

(o) (2)=07),

La matriz Hgg = (D — L)7!U asociada al método de Gauss-Seidel es

0 4
HGS:(O 32)

cuyo radio espectral es 32. Asi pues, no es convergente el método de Gauss-
Seidel aplicado directamente al sistema lineal. No obstante, es inmediato ver
que alterando el orden de las ecuaciones resulta

(T ()-(3)

En este caso, la matriz de coeficientes es estrictamente diagonal dominante
y consecuentemente el método es convergente. o

Como se pone de manifiesto en el ejercicio anterior, una etapa funda-
mental en la aplicacién de un método iterativo es la adecuacién previa de la

ﬂ]ﬂf‘l"iv TTT] Q'i toma ]‘;Y\OQ] Av‘ — ]"\ haval mf\{"]‘;ﬁ{‘ﬁ Q11 Qf\]‘l1f’;f\ﬂﬂc C'; SO W\11]f;ﬁ];f’ﬁ?\
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Capitulo 2. Sistemas de ecuaciones numeéricas lineales 55

2.11 Ejercicios

- EJercicio 14 Calcular [|A||1, [|[Allz v [|Allee siendo A la matriz definida

por
~11 20 8
1
A=—1| 20 16 -
= 20 16 -8
8 -8 —5

Solucion: De la simetria de la matriz se deduce que

3 3

44

Al = max {Zl |aij|} = [[Allee = max {Zl |aij|} =5
= j=

Por otra parte, se tiene que

1 65 4 —32
ATA =A% = 3L 4 80 8
=32 8 17

Los autovalores de esta matriz son las raices de su polinomio caracteristico

65 4 _32
81 81 81
4 80 8 | _ 12
81 81 A 81 | — >‘()‘ 1)-
_32 8 17 _
81 81 81 A

Consecuentemente se tiene que

|A]|=p(A*A)z =1 o

- EJERCICIO 15 La matriz de Hilbert H,,, de dimension n X n, tiene como

coeficientes
b 1
=
T —1
nara 1.1 = 1.2.--- .n_Determinar el siguiente l[imite
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56 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Puesto que la matriz de Hilbert es simétrica, el valor del limite es
independiente de la norma (1 6 oo) usada. Ademads, se tiene que

n n
1 1
|l = max } g =D 5
" _
== J i=1
. s . 00 1 .
Ya que la serie arménica ), - es divergente, se cumple que

lim ||H,|| = oco. o
n—oo

- BEJERCICIO 16 Se considera la matriz

a 1+a
()
donde a representa una constante real positiva. Se pide:

1. Calcular el numero de condicion de A en la norma subordinada a la
norma || ||oo-

2. Estimar el error relativo de la solucion del sistema lineal perturbado
(A+J0A)(x+dz) =b+db
en términos de los errores relativos de A y b.

Solucion: La matriz inversa de A estd dada por
1/1 —1-1
-1+t p
AT = a ( 0 1 ) '
Las normas de A y A~! estan dadas por

_ 1
HAHOO =1+ 2a, HA 1”00 = g(l + QCL).

Consecuentemente, el nimero de condicion de la matriz A estd dado por

1+2a)2

a

conda (A) = (
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permite estimar el error relativo de la solucién del sistema lineal perturbado
para toda perturbacién que verifique

|6A] 1 a \?
< = . O
IA]|  condw(A) 1+ 2a

- Esercicio 17 Calcular una factorizacion LU de una permutacion de la

matriz
01 0 0
A 10 O 0
0 0 cosaa —sena
0 0 sena cosa
para 0 < o < 7, usando la estrategia de pivote parcial.

Solucion: Las tnicas matrices diferentes de la identidad que intervienen en
la factorizacion son

01 00 1 0 0 0
1 000 0 1 0 0

(1) — B —
P 0010 |’ 2 0 0 1 0
00 01 0 0 —tana 1

Unicamente hay cambio de pivote entre la primera y segunda fila ya que

s

cosa > sena para 0 < a < §. Por lo tanto, la factorizacién de Doolittle
PA = LU obtenida corresponde a P = P y

1 0 0 0 10 0 0
01 0 0 01 0 0

L= 00 1 01|’ U= 0 0 cosaa —sena
0 0 tana 1 00 0 L

1 0 0 0 1 00 0
01 0 0 010 0
L= 0 0 cosa O » U= 0 0 1 —tana ©
0 0 sena Coia 0 0O 1
F1rrototn 1R SQon I la matriz conine coeficientee ecanl.. — ma~xSd 411 QL
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5H& Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Puesto que

(na = Zlnklzk =lnilor +ln2los =2n+n—1=3n—1.
k=1

y se conoce que a,2 = 14, se concluye que n = 5. o

- EJERCICIO 19 Determinar en qué rango de valores de «, la matriz

A:

S~ N

1
2
1

N — D

es invertible y admite una factorizacion de Cholesky.

Solucién: El determinante de la matriz A estd dado por la siguiente expre-
sién
det A=-2(a+1)(a—2).

Consecuentemente, A es invertible si y sélo si a es diferente de —1 y 2.
Ademads, A es definida positiva si y sélo si —2(a + 1)(a — 2) > 0 ya que
solamente en este supuesto, los menores principales son positivos. Luego, A
admite una factorizacién de Cholesky si y sé6lo si —1 < a0 < 2.

Un modo alternativo consiste en intentar construir la factorizacion y de-
terminar cuando falla.

5112\/5

V2o — /3
5 L2

121 = B

l31 — \/TECY l32 = % (]_ — %) l33 = 4/ —4+2a3—2a2

La factorizacion existe y la matriz es invertible si y sélo si 4 + 2a — 202 > 0.
Esta ultima condicién equivale a que —1 < a < 2 o,

- EJERCICIO 20 Determinar la factorizacion de Cholesky de la matriz A de
dimension n X n cuyos unicos coeficientes que no son nulos, son

11 = 1
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Solucioén: La matriz A tiene como coeficientes

1 -1 0 --- 0 0
-1 5 =2 ... 0 0
0o -2 10 --- 0 0
A= . . . . .
0 0 0 - 1+(n—-12% —n+1
o 0 0 --- —n+1 1+ n?

La primera columna de la matriz L de la factorizacién de Cholesky de A
tiene como coeficientes no nulos los siguientes

=1, Iy =-1

Para la segunda columna se obtienen los siguientes coeficientes no nulos
log =2, 30 =—1.

Por induccién del resultado

liciici=1—1, L1 =-1

li=\jai— G, =V1+i—1=i,

se deduce que

Qit1,4

liy1;= I =-1
Puesto que la matriz L esta dada por

1 0 0 .- 0 0
-1 2 0 - 0 0
0O -1 3 --- 0 O
L= S : :
0 0 0 n—1 0
0 0 0 -1 n

se obtiene que
det A = (det L)* = (n!)2. o
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60 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Puesto que ||x|| = |ly|| = v/3 la transformacién de Householder
asociada al vector
1 t
e=—————(cosa—1,—sena—1,1 —sena, 1 — cosa)

V6 —4cosa

transforma el vector x en el vector y. Para el caso a = 3 la matriz asociada
es

2 2 1
5 —5 03
2 1 g 2
H=1-2ee' = 5 5 X o
0 0 10
12 2
5 3 03
- EJERCICIO 22
Sean A la matriz y b el vector definidos por
1 20 1
A=[212], b=| -1
0 21 1

Aplicar el método de Gram-Schmidt para orto-normalizar el conjunto de vec-
tores {b, Ab, A’b}.

Solucién: Puesto que la matriz construida con los vectores b, Ab y A%b

tiene determinante nulo, basta orto-normalizar b y Ab ya que el tercer vector
sera nulo. La ortogonalizaciéon conduce a

1
Ab-b, 2
1 2
p=b; pP=Ab————b=_| 2
[bl? 3\ 4

Si se divide cada uno de los vectores p' y p? por su norma se obtienen los

vectores
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- EJERCICIO 23 Se considera el sistema lineal Ax = b donde

1 1 2 1
A=[0 2 -1 ],b6=]1
0 -1 2 1

Hallar el valor de B que haga minimo el radio espectral de I — SA. Analizar
la convergencia del método de relajacion que corresponde a la eleccion del
pre-acondicionador M = al (método de Richardson) donde o representa un
pardmetro real conocido. Encontrar la eleccion optima del pardmetro .

Solucién: Existe una matriz invertible P tal que A = PJP~! donde J repre-
senta la matriz de Jordan de la matriz A. Consecuentemente se tiene que

- BA=P(I-3)P

lo que prueba que A es un autovalor de A si y sélo si 1 — S es un autovalor
de I — pA.

p(I-BA)

051

0

L L L L L L L L L
0 01 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

B

Figura 2.3: Grafica de p(I — fA)

Los autovalores de A ordenados en orden creciente son Ay = Xy = 1y
A3 = 3. Ademas se tiene que

(|l_ﬁ|7 Slﬁé%a
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62 Introduccién al Céalculo Numérico

modo similar se justifica para el primer tramo que la funcién es monodtona
decreciente y tiene el minimo en 3 = % De ello se deduce que

. 1
min p(I - fA) = 5

y el minimo se alcanza en 8 = %
El método de Richardson es convergente si y soélo si

1

1
- —A)= 1— =
p(1— ~A) = max{|1 -

3
1——|}t <1

lo que equivale a que av > % De la desigualdad 2.1 se desprende que en general
el método serd 6ptimo cuando el radio espectral de A — éI sea minimo. Es
decir, el valor 6ptimo buscado es o = 2. o

- EJERCICIO 24 Se considera el sistema lineal
Tit1 = Ti + Tj-1, parat=1,2,3

ZL‘():]_, 1'4:5.

Analizar la convergencia del método de Jacobi cuando se aplica a la resolucion
de este sistema de ecuaciones.

Solucion: En forma matricial, el sistema resulta

1 -1 0 7 1
1 1 -1 zo | = 0
0 1 1 T3 )

La matriz H de Jacobi asociada a este sistema es

0 1 0
H=D'L+U)=( -1 0 1
0 -1 0

Los autovalores de esta matriz son ++/2i. Consecuentemente, se tiene que
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- EJERCICIO 25 Analizar la convergencia de los métodos de Jacobi, Gauss-
Seidel y SOR cuando se aplican al sistema lineal:

4x1 4 9
xry + 45(72 +x3 = 2
Tpo+4T, 1+2x, = n—1
Tpo1+4x, = n.

Solucidén: La matriz de coeficientes del sistema es la siguiente

410 -+ 00

1 1 -~ 00

014 .- 00
A=

000 --- 41

000 --- 14

La matriz es simétrica, estrictamente diagonalmente dominante por filas o
columnas. Del teorema 6 de la pagina 49 se deduce que los métodos de Jacobi
y Gauss-Seidel son convergentes. Para estudiar la convergencia del método
SOR, previamente se analiza si A es una matriz definida positiva. En primer
lugar se observa que el determinante en los casos n =1y n = 2 es positivo
y crece con n. Por induccion se probara que si el determinante es positivo
paran — 2 y n — 1y es creciente en n hasta n — 1, también lo sera para n.
Se representa por A,, el determinante de A. Si se desarrolla el determinante
por la tltima fila, se obtiene la recurrencia

An - 4An71 - An72-

Consecuentemente, puesto A, 1 > A, 5 > 0 se concluye que A, > 0. esto
prueba que A es definida positiva. Del teorema 8 de la pagina 52 se deduce
que el método SOR es convergente si y sélo si 0 < w < 2. o
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CAPITULO 3

Aproximacion de autovalores

3.1 Autovalores y vectores propios

Un aspecto de gran relevancia en la comprension de la estructura de una
aplicacién lineal A es la determinacion de vectores que la aplicacion trans-
forma en vectores paralelos a si mismos. Un vector propio es un vector que
se transforma en un multiplo de si mismo y la constante de proporcionalidad
del transformado de un vector propio respecto al original, se conoce como
autovalor. De este modo, si A es un autovalor real de una matriz real A, exis-
te un vector x (vector propio) que no se anula, tal que Ax = Ax. Ademads de
los autovalores reales, una matriz puede tener autovalores complejos cuando
se extiende A como transformacion lineal de C™ en C".

Salvo en los casos de baja dimensiéon o de algunas matrices especiales,
no existen formulas explicitas que permitan calcular de un modo directo los
autovalores de una matriz que deben ser aproximados por métodos iterativos.
Existen dos clases de métodos para aproximar los autovalores de una matriz:

= Un primer grupo que contempla al autovalor como una raiz de un po-
linomio y usa técnicas especializadas en resolucién de ecuaciones esca-
lares numéricas. La condicién de autovalor se puede expresar como
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66 Introduccién al Céalculo Numérico

su multiplicidad algebraica (exponente de (A — \;) en la factorizacién
compleja del citado polinomio).

= Un segundo grupo que enfoca el problema como matricial y no implica
directamente el concepto de polinomio caracteristico.

Se retrasa el estudio de los métodos del primer grupo a los capitulos dedicados
a la resolucién de ecuaciones numéricas no-lineales y se dedica este capitulo
a los métodos basados en el analisis matricial.

Si A esta representada por una matriz triangular como la siguiente

a1x Qi - a1n—1 A1n
0 axp --- a2 n—1 A2n
A= :
0 0 *tr Qp—1n—1 QAn—1n
o o -- 0 Cnn
los autovalores son {aj1, g, « * * , @yyp }- Una matriz cuadrada cualquiera puede

transformarse en una matriz de esta forma, mediante un cambio de base,
como establece el siguiente teorema clasico del Algebra Lineal

- TEOREMA 10 (DE SCHUR) Para toda matriz real cuadrada A existe una
matriz ortogonal P tal T = P'AP es una matriz triangular por bloques, siendo
los bloques, matrices 1 X 1 6 2 x 2. En cada caja 1 X 1, aparece un autovalor
real y en cada caja 2 X 2, aparecen dos autovalores complejos conjugados.

Puesto que la matriz inversa de una matriz ortogonal coincide con su
traspuesta, se tiene que T y A = PTP~! son semejantes y por consiguiente,
tienen los mismos autovalores.

« EJEMPLO 14 La matriz

1 0 -1
01 0
1 0 1
puede ser triangularizada por
010
P=]10 01
1 00
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Puesto que el determinante de una matriz diagonal por bloques es igual al
producto de los determinantes de cada bloque, se obtiene que los autovalores
de la primera caja son 1+ y el correspondiente a la segunda caja es 1. o

Desafortunadamente, este teorema clarifica la estructura de las matrices
pero no ayuda en el calculo de los autovalores ya que la dificultad de calcular
la descomposicién de Schur es equivalente a la de calcular los autovalores.

3.2 Swucesiones de Krylov

En el capitulo anterior se establecieron algunas relaciones entre las po-
tencias sucesivas de una matriz y sus autovalores. Para profundizar en estas
relaciones se introduce el concepto de sucesion de Krylov, definida como la
accion de las potencias sucesivas de una matriz sobre un vector fijado. De un
modo maés preciso, se llama sucesion de Krylov asociada al vector x y a la
matriz cuadrada A, a la siguiente sucesion

{x,Ax, A%, ,A"x,--- }.

Sea pn(A\) = Y i, a;\" el polinomio caracteristico de A. De acuerdo con el
teorema de Cayley-Hamilton la matriz A es solucion de la ecuacién carac-
teristica matricial. Es decir, A verifica que

(=1)"A" 4+ a1 A"+ o+ @A+ apl = O,

donde O representa la matriz cero. Si se multiplican ambos miembros por un
vector arbitrario x se obtiene la expresion

ap A" x4 aAX - apx = —(—1)"A™x

que establece que el (n+ 1)—ésimo vector de la sucesion de Krylov es lineal-
mente dependiente de los que le preceden. Esta relacién puede ser vista como
un sistema lineal de incégnitas a = (ag, aq, -+, ap_1)"

(x|Ax|--- A" 'x)a = (—1)"TTA"x
que podria ser utilizado para calcular el polinomio caracteristico.

- EJERCICIO 26 Aplicar el método de las sucesiones de Krylov para deter-
mainar el polinomio caracteristico de la matriz
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68 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucion: La sucesion de Krylov del vector x tiene los siguientes términos

1 1 4 13
x=|0], Ax=]0], Ax=| 6 |, A= 18
0 3 3 6

obtenida multiplicando sucesivamente por A el vector x.
Consecuentemente, si se resuelve el sistema de ecuaciones

11 4 ao 13
00 6 ap | =A% =1 18
0 3 3 s 6

se obtiene que el polinomio caracteristico es

p(A) = =N+ 3\ — A+ 2. o

Sin embargo, una dificultad podria estar en que el conjunto de los n pri-
meros vectores de la sucesién de Krylov no fuese un conjunto de vectores
independientes, en cuyo caso el sistema lineal podria ser singular. El poli-
nomio ¢ de grado minimo que verifique la ecuacién matricial g(A) = O se
conoce como polinomio minimo de la matriz A. Obviamente, el grado del
polinomio minimo es menor o igual que n.

Las propiedades mas relevantes del polinomio minimo de una matriz estan
recogidos en el siguiente

— TEOREMA 11 El polinomio minimo de una matriz A verifica las siguientes
propiedades:

= FEl polinomio minimo existe y es unico.

s Fl polinomio minimo es invariante frente a transformaciones de seme-
janza.

= El polinomio minimo tiene las mismas raices que el polinomio carac-
teristico aunque posiblemente con multiplicidad inferior.

La prueba de este teorema puede encontrarse en muchos textos basicos de

A,](rﬂ]'\ra T ineal
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« EJEMPLO 15 Se considera la matriz definida por

2 -1 0
A= -1 2 -1
0 -1 2

El grado de Krylov de vector x = (—1,0,1)" es 1 ya que Ax = 2x. El
grado de Krylov de vector x = (1,1,1)" es 2 ya que los vectores x, Ax =
(1,0,1)t y A%x = (2, —2, 2)" son linealmente dependientes. El grado de Krylov
de vector x = (1,1,—1)" es 3 ya que los tres vectores {x, Ax, A’x} son
linealmente independientes. Consecuentemente, los coeficientes del polinomio
caracteristico forman la solucién del sistema lineal

1 1 0 ao —6
1 2 6 a; | =A3x = 20
-1 -3 -8 ay —22

Si se resuelve el sistema, se obtiene que el polinomio caracteristico es el
siguiente

p(z) = =X +6A% — 10\ + 4. o

Una vez determinado el polinomio caracteristico de una matriz, sus au-
tovalores podrian ser calculados como las raices de este polinomio utilizando
las técnicas especificas de resolucion de ecuaciones escalares numéricas. Exis-
te la posibilidad de recorrer el camino inverso. Es decir, dado un polinomio
p(z) = > a;x" de una variable se busca una matriz que tenga este polino-
mio como el caracteristico. Obviamente, esta matriz no es unica ya que todas
las matrices equivalentes tienen el mismo polinomio caracteristico. Una de
estas matrices es la llamada matriz de compania del polinomio, que esta de-
finida como

0 1 0 0

0o 0 1 0
C(p) = :

0 0 0 1
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70 Introduccién al Céalculo Numérico

3.3 Meétodo de la potencia iterada

Sea A una matriz diagonalizable mediante una matriz P y cuyos autova-
lores puedan ser ordenados como

Al > [Aaf = -+ A

de modo que la primera desigualdad sea estricta. La sucesion de Krylov
asociada a un vector x(9) arbitrario que no se anula

F) = Ax=D = ARx(0) = pDFP~1x(©

esta formada por vectores de norma creciente hacia el infinito salvo que el
radio espectral de A sea menor que 1, en cuyo caso tienden al vector 0. De
modo mas preciso

1 0 0
k
A2
)\If B . . c. .
0 0 . (Ln)k
A1

que tiene en la diagonal principal potencias cuya base tiene médulo menor o
igual que 1 y consecuentemente el limite

1
lim —D* = Dy (3.1)

k—o0 l

es una matriz con ceros en la diagonal principal salvo en la posicién (1,1).

Es decir
x (k)
lim — = lim P— DkP x(? = PDP'x® = y©.
k—oo )\1 k—o0 1

Este resultado tiene en principio poco interés ya que el limite y@ es un
vector que depende linealmente de x(© través de una matriz que implica la
matriz P y que se supone que es uno de los objetivos de nuestro calculo. Sin

embargo, esta dependencia desaparece si se calcula el limite de los cocientes
An mrimarac acmoenontac dal sootor s2(8) T afeate 01200 40 cn dinne o
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Capitulo 3. Aproximacion de autovalores 71

Este lfmite no depende ni de y(© ni del vector de partida x(©). El resultado
seria aun valido si el cociente se efectiia entre las componentes i—ésima de
los vectores de la sucesion en vez del cociente de las primeras componentes.
Es importante tener en cuenta que y%o) = 0 si la primera componente de
P~1x(® es distinta de 0. Puesto que el primer vector columna de P es un
vector propio asociado a A1, una condicién necesaria y suficiente para que no
se produzca una forma indeterminada en el lfmite anterior, es que (¥ tenga

componente distinta de 0 en la direcciéon un vector propio asociado a A.

« EJEMPLO 16 Se pretende calcular el autovalor dominante de la matriz

0 —1 1
A= 0 1 -1
-1 -1 2
mediante el método de la potencia, partiendo del vector x(© = (1, —1,2)".
Los vectores iterantes son
3 7 15
—Az0 = | 3 2@ = Az =| —7 |20 = Az® = | _15
4 8 16
31 63
32 64

Por consiguiente, los cocientes de componentes obtenidos son

3 2,3333 2,1428 2,0666 2,0322
e 2 2 ) 2
o= | 3| T = 2,3333 | Ty = | 2,1428 | S5 = | 2,0666 | 2y = | 2, 0322
2 2 2 2 2

Las tres sucesiones de cocientes convergen al autovalor dominante \ = 2.

El método de la potencia iterada se basa en este cédlculo. La principal
critica que merece este método es que cuando el nimero de iteraciones es
elevado, nos encontramos con el cociente de dos niimeros o bien muy pequenos
o bien muy grandes lo que produce el con81gulente deterloro del calculo
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72 Introduccién al Céalculo Numérico

En este caso, la sucesion se mantendra siempre en el conjunto de los vectores
de norma 1. Ademas

AFw(0) y(O)
lim w® = lim =
s o [AWO [y @]
AR+14(0) (0)
lim Aw® = lim & _ Y
k=00 koo [[AWO — O]
Consecuentemente se tiene que
Aw®)
fim AV
k—o0 wg )

Esta es la idea basica del método de la potencia iterada con normalizacién
que permite calcular el autovalor dominante de una matriz.

La cuestion que ahora se plantea es como se pueden calcular los restantes
autovalores. La siguiente idea da una orientacién sobre el modo en que esto
podria llevarse a cabo: Los autovalores de la matriz A — ol para cualquier
escalar @ son {A — « : A es un autovalor de A}. En otras palabras, se pue-
den desplazar los autovalores de una matriz perturbando la matriz con un
multiplo de la identidad. Sin embargo, con un desplazamiento un autovalor
real intermedio no puede ser convertido en el de maximo valor absoluto. No
obstante, si se puede convertir en el de menor valor absoluto. Para calcular
el autovalor de menor valor absoluto, se puede utilizar un razonamiento, en
cierto modo inverso que el utilizado en el de la potencia. En efecto, si los
autovalores de una matriz estdn ordenados como

Al = o] = - Al > [An] >0

entonces los autovalores de A~! estdn ordenados como

(RS DR
Aul = nal = 7 ML

En estas condiciones se puede utilizar el método de la potencia a la matriz

A~ De ese modo se podria aproximar el autovalor de menor valor absoluto
w1

mediante el cociente (k) asociado a la iteracion
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Capitulo 3. Aproximacion de autovalores 73

El método de la potencia no tiene una validez general ya que requiere que
exista un unico autovalor dominante. Este no es el caso de matrices como
las ortogonales cuyos autovalores tienen médulo 1. En este caso el limite que
aparece en la ecuacion 3.1 puede no existir. De hecho, si A es una matriz
que tiene como autovalores Ay = 1 y Ay = —1, el limite de la sucesion de
potencias

no existe.

3.4 Método QR

.Se puede construir una matriz triangular que casi sea semejante a una
matriz dada?. Existen algunos métodos que permiten hacerlo. Uno de ellos,
llamado método QR para el calculo de los autovalores para una matriz A,
estd basado en la factorizacion QR como sugiere su nombre. Para ponerlo en
practica, se construye la siguiente sucesion: A = A. Con la factorizacién
AW = QWRM se construye A® = RWQM . Es fundamental constatar que
AWM v A® tienen los mismos autovalores ya que son semejantes

AD = QWA® (Q(l))t~
Reiterando el procedimiento se construye la sucesiéon de matrices
{A(l),A(Z),--- AR L }.
— TEOREMA 12 Si los autovalores de una matriz A verifican que
A > > | ] >0

entonces la sucesion de matrices equivalentes construidas por el algoritmo
QR converge a una matriz triangular superior.

« EJEMPLO 17 Las 3 primeras iteraciones que produce el algoritmo QR para
la matriz

1 11
A=10 0 1
011
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74 Introduccién al Céalculo Numérico

0 0 1 1 1 1 V2 0
Q=0 2 L2 | RrRO_[0v2 2| A®=(0 15 05
0 g _? 0 0 g 0 0,5 —-0,5
10 0 1 V2 0 1 35 B
5 5
Q¥ =] 0 O VIO | ge_ [0 ¥ VIO | A_| g 15 02
0 V10 _3V/10 0 0 V10 0 0.2 -—-0.6
10 10 5

Los autovalores de A son {—0.618,1,1.618}.

3.5 Ejercicios

- BEJERCICIO 27 Determinar las primeras iteraciones generadas por el méto-
do de la potencia con normalizacion con norma infinito cuando se aplica a

la matriz
0 -1 1
0 1 -1
-1 -1 2

y se utiliza como vector inicial z(% = (1, —1,2)%.

Solucién: Los datos de las dos primeras iteraciones son los siguientes

1 1.5 1.75

@ =] —1]2® =Aw® =| —1.5]|2® = Aw® =| —1.75

2 2 2

2@l = 2 leM o = 2 2@ |0 = 2

0.5 0.75 0.875 <
w® =] -05 w® =] —-0.75 w® =1|—-0.875
1 1 1
Awgo) Awgl)

- EJERCICIO 28 Realizar una iteracion (sin utilizar decimales) con el méto-
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usando el método de Householder para la factorizacion.

Solucion: Para la eliminaciéon en la primera columna, se transformara el
vector x = (1,2,2)" en el vector (3,0,0)". La transformacién de Householder
necesaria para ello es la siguiente

5 [ 2 [T 2 2
PO=I-5| 2 |(222)=5]|2 1 -2
2 2 -2 1

A continuacion se elminan los ceros de la primera columna mediante el pro-
ducto
3 1

2

3

R=P(1)A=| 0 1 -2
00 3

Como R es ya triangular no es necesario realizar mas eliminaciones y se toma
Q = P(1). De este modo se obtiene la siguiente factorizacién QR

2
(12 2 31 3
A=QR=g |2 1 -2 01 -2

Asi pues, la primera iteracion en el método QR conduce a la siguiente

matriz
1 19 17 14
AQ =RQ=-|2 7 -8 ]. o
I\ 2 -2 1

- EJERCICIO 29 Sea A la matriz definida por

1 0 0
A= 0 cos@ —senf
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76 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucion: En primer lugar, se calcula la acciéon de las potencias sucesivas de
A sobre el vector z

1
Ax = 1],
0
1
A’x = A(Ax)=| cosf |,
sen 6
1
A"x = AA"'x)= | cos(n—1)0
sen(n — 1)0

Los coeficientes del polinomio caracteristico son soluciones del siguiente
sistema lineal

1 1 1 ao 1
cos 1 cosb aq = | cos?260
—senf 0 sené ao sen 20

Si se resuelve el sistema se obtiene que el polinomio caracteristico buscado
es

p(A) = =N + (14 2cos)N\? — (1 +2cosO)A + 1. o

- EJERCICIO 30 Determinar las raices del polinomio
p(z) = 2° 4+ 32° + 27

usando el método de la potencia iterada con oo—mnormalizacion en la matriz
de compania de p partiendo del punto (1,1,1)".

gn]"f‘ir’\h- T, YY]QfY“]V AD f‘f\m‘l’\ﬁﬁ‘l’ﬁ AD] r\r\]innmin ralsy ]Q Qi()”]‘liﬂ‘r]fﬂ
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Los datos de las dos primeras iteraciones son los siguientes

1 I

5

2O =11]z0 = Aw©® = 123 =A™ = | —1

13

1 -5 13

— — _ 13

120 = 1]  [eWe=| 5] [e@o=]| £
1 L pat

3 13

w® =1 w® =] 1 w® = | =

1 —1 1

Aw(©) Aw@)
G = | 1 G =] 1

Los valores obtenidos {1, 1}, son solamente los dos primeros términos de una

sucesion que debe converger al autovalor A = —2. Para entender como esta
sucesion se va produciendo seria necesario calcular algunos términos maés.
o

- EJERCICIO 31 % a0 es una constante , aprozimar el autovalor de modulo
mdzimo de la matriz

1 0 0
A=] 0 —2cos’a 2cosasena
0 2 cosasenc« —2¢in’

usando el método de la potencia (sin normalizacion) tomando como vector
inicial v(© = (1,1,1)!, probando con las diferentes componentes.

Solucion: Sin dificultad se prueba que las potencias sucesivas de A son las
siguientes matrices:

1 0 0
A"=10 (—2)" cos® —(—2)"sen « cos
0 —(—2)"senacos« (—2)"sen® a

De acuerdo con el método de la potencia se obtiene la siguiente sucesion
P I R
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78 Introduccién al Céalculo Numérico

Obviamente, las sucesiones generadas por los cocientes de las componentes
son las siguientes:

{17]-’]-7"'}7
{—2(cos* @ — senacosa), —2,—2,-- - },

{—2(sen*a —senacosa), =2, —2,--- }.

La razén de que la primera sucesién no converja al autovalor de mddulo
méximo es que el vector (1,0,0) es un vector propio asociado al autovalor
A = 1. Fécilmente se comprueba que los autovalores de la matriz A son
{-2,0,1}. o

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



CAPITULO 4

Aproximacion de funciones

4.1 Introduccién

Cuando se quiere evaluar una funcién de cierta complejidad, es convenien-
te pensar que el calculo automatico que realiza un computador solamente em-
plea las operaciones aritméticas basicas junto con las més simple operaciones
de comparacion de niimeros en el rango de la maquina. Esta limitacién impli-
ca que en estas circunstancias, debe introducirse algin tipo de aproximacion
por funciones simples que puedan ser programadas directamente mediante
un nimero finito de instrucciones. En general, la respuesta mas adecuada
a estas dificultades es la aproximacién de la funcién cuya evaluaciéon en un
punto dado no sea sencilla, por funciones cuya evaluacion inicamente requie-
ra operaciones aritméticas basicas, tales como los polinomios o las funciones
racionales. De este modo se puede representar la funcién en un computador
con minima informacion y se puede reducir el coste computacional de su eva-
luacién en un punto. Evidentemente, el computo del valor de una funcién
analitica en un punto como la suma de una serie numérica infinita, no puede
ejecutarse de un modo real salvo que se incluya algin criterio de parada que
de por valida la precisién obtenida en una etapa del proceso de suma.

Con este objetivo, los primeros propositos en este capitulo son los siguien-

toa:
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80 Introduccién al Céalculo Numérico

decir cuando se usa este término.

4.2 Evaluacion de polinomios

La evaluacion por sustitucién directa de la variable x en el polinomio

n

p(z) = Z a;x’

i=0
requiere
w (1424 4n—1) = ”("T_l) multiplicaciones para calcular las potencias.
= n multiplicaciones de las potencias calculadas por los coeficientes.

B 7} sumas.

. 2 . s .
En total, requiere % multiplicaciones +n sumas.

Sin embargo, los polinomios admiten la siguiente representacién anidada
p(x) =ag+ x(ay + x(ag + -+ x(an_1 + apz)--+)),

que podria ser utilizada para una evaluacion mas eficiente.
Si se representa por ¢; el polinomio definido por

¢(x) = ai—1 + a;x
para i = 1,--- ,n, se puede evaluar el polinomio p como

p(x) = qi(g2(- - - (gu(2)))

para cualquier valor de .

Este modo de evaluar iterativamente las potencias, que se conoce como
algoritmo de Horner, permite reducir el niimero de operaciones a n — 1 multi-
plicaciones y n — 1 sumas. Se puede probar que para la evaluacién directa de
un polinomio, este procedimiento es 6ptimo en el sentido de que no es posible

encantrar otranracedimientao ane imnlicone menaos multinlicaciones Se anigies
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an An—1 an—2 ao
Tan z(an—1 + zan) <o x(ar +x(az + -+ x(an—1 + anw)))
an  An-1+xan an—2+x(an_1+zaR) - p(z)

que se utiliza para ilustrar el uso de la evaluacién de un polinomio mediante
representacion anidada.

3

« EJEMPLO 18 Para evaluar el polinomio p(z) = 23— 2%+ 2z —5 en el punto

x = 1 se puede utilizar la tabla

1 -1 2 =5
1 1 0 2 o
1 02 =3

4.3 Aproximacion de funciones

Sea V un espacio vectorial de funciones de una variable real, dotado de
una norma || ||. Es decir, el espacio V tiene asociada una aplicacién || || :
V — R* que verifica las siguientes propiedades

Lfll=0&f=0,
2. IASIE = AL

3.+ gl < WA+ llgll

para todas las elecciones de A € Ry f, g € V. Si se fija un subespacio vectorial
U C V de dimensién finita, se puede considerar el siguiente problema de
aproximacion

Dada una funcién f € V arbitraria, hallar g € U tal que

If =gl < [If = Al
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82 Introduccién al Céalculo Numérico

espacio, uno de los modos més simples de medir la distancia entre elementos
es mediante la siguiente norma

I170=( bf(x)Qdﬂf)%-

Mas general es la normal| ||, definida por

= ([ |f<w>|p)’17

Como caso limite, la normal| ||, estd definida por
I f lloo= max [f(z)].
z€la,b]

Tipicamente, la aproximacién con la norma || |2 se llama de minimos cuadra-
dos mientras que la aproximacién con la norma || ||« se llama aproximacién

uniforme o min-max.
En la figura se muestran las grafi-

| cas de dos funciones f y g que pa-
| recen proximas con la norma || [

/ pero no con la norma || |-

gl |

La mejor aproximacion a una funcion dada puede ser bastante diferente,
dependiendo de la norma usada ya que normas distintas pueden expresar
diferentes criterios para medir la proximidad entre dos funciones.

- EJERCICIO 32 Dadas las funciones gi(x) = senz y go(x) = 1 — cosz
definidas sobre el intervalo [0, 2x], determinar cudl de ellas es la mds prozima
a la funcion f(z) = x de acuerdo a cada una de las siguientes normas:

1. La norma uniforme || ||oo,
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—g 1(x):sen X P
of _ e

- gz(x)—l—cos X //
s | —f(X)=x s

e
e
4 //
e
e
3 A
e
e
2 S
e o

1 /// ~ \\\
R - j
-1 1 1

Figura 4.1: Proximidad y normas

21 1 1
2 8 b}
1f—aill2 = (/ (senx — x)Z d;p) = (57r + §7r3> ~9.91,
0
27 %
1f = gall2 = </ (1 —cosx — x)* dgj>
0

B L R

3
If—alle = Og;z%>2<7r|sen:c—a;\ = 2,
Hf_92||oo = OISIgICE;>§W|1—cosx—x| :271'7

de estos calculos se deduce que g» estd mas proxima a f que g; en la norma
integral pero ambas estéan a la misma distancia con la norma uniforme. o

En relacién con la aproximacién de funciones, es esencial el siguiente
resultado

— TEOREMA 13 Sea V' un espacio normado de funciones. Para toda funcion
f €V ytodo subespacio vectorial U C V' de dimension finita, existe al menos
una funcion g € U que realiza la mejor aproximacion a f en U. Ademds, si

In. norma. es estrictamente connera es decir <1 se nerifica la desiaualdad
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4 Introduccién al Céalculo Numérico

Demostracidén: Si {¢g, ¢1,- - , ¢, } es una base de U, el problema de encon-
trar la mejor aproximacion se puede expresar como un problema de optimi-
zacién en R™H

Hallar ~min J(«)

acRnt!

donde .
Ja) = [If = aigi]*.
0

El nimero real J,, definido por

I = odph (@)
siempre existe ya que J estd acotada inferiormente por 0. Para cada entero
positivo k se escoge un vector a* € R"*! tal que

1
J(o") < Jp + o (4.1)
Si no existiese a para algtn k, J,, no podria ser el infimo de J ya que en
este caso J(a) > J,, + 1 para todo a € R™"!. Es habitual en este tipo de
argumentaciones, referirse a {@*} como una sucesién minimizante de J.
El conjunto A definido por

A={BecR":JB) < J,+ 1}

es cerrado ya que la funciéon J es continua. Ademas, es facil verificar que la
funcion J verifica la siguiente propiedad de crecimiento en el infinito

lim J(a) = 0.
l[exl| o0

De esta propiedad se deduce que A es acotado. De ello se desprende que la
sucesion minimizante admite al menos un punto limite o y ademas existe

una subsucesién {af7 : p =1,2,---} tal que lim, ,,, a*» = a. Puesto que J
es una funcién continua si se toman limites en la desigualdad 4.1, se obtiene
que

J(a) < Jp,

y consecuentemente que J(a) = J,,. Esto prueba que la funcién g = > a;¢;

realiza la melar_anraximacidn a £
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entonces

1 1 1
Hf—§(91+92)H = H§(f—91)+§(f—92)|’
1 1
< §||f—91|| +§||f—92||

lo cual es contradictorio con el hecho de que g; y g2 realicen la mejor apro-
ximacion a la funcién f. o

En la mayoria de las situaciones particulares consideradas en este capitulo,
V sera el espacio de las funciones continuas en un intervalo cerrado y acotado
y el subespacio vectorial U seré el espacio de los polinomios de una variable de
grado menor 6 igual que n, para un entero n fijado previamente. Se usara la
notacion P, para representar este subespacio de dimension n + 1.

4.4 Aproximacion por minimos cuadrados

El concepto de producto escalar generaliza el concepto de producto escalar
euclideo y es particularmente 1til para estudiar la mejor aproximacion a una
funcién cuando se usan normas que provienen de él. Se define como una
aplicacién ( , ) : V x V — RT que verifica las siguientes propiedades

LA(f,f)=0&f=0,
2. {f,9) = (9, f),
3. {af +pg,h) = a(f,h) + uig,h)

para toda elecciéon de \,u € Ry f,g,h € V.
Todo producto escalar permite definir una norma mediante la expresién

Il = (f, f)2

para todo f € V. En particular, el producto escalar

o) = | Fo)g@)de
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86 Introduccién al Céalculo Numérico

curso basico de Anélisis Matematico. Unicamente, se destacard la relevante
desigualdad de Cauchy-Schwarz

[ [ < D gl

para todas las funciones f,g € V. La igualdad se alcanza si y s6lo si existen
escalares \ y u, tales que A\f + ug =0y |\ + |p| > 0.

La norma definida por un producto escalar es estrictamente convexa. En
efecto, si f y ¢ son distintos y tienen norma igual a 1 y ademdas no son
linealmente dependientes (si lo son f = —g) entonces se cumple que

IAf+ (1 =Ngl® = Af+(1=Ng,Af+ (1= N)g)
= N+ 1= +2X1 =N {f.9).

Si se usa la desigualdad de Cauchy-Schwarz estricta se obtiene que
A4 (L =Ngl> <N+ (1=X)>+2X1-)\) =1.

Si g = —f la desigualdad se prueba directamente. El razonamiento se ex-
tiende sin dificultad al caso en el que f y g no son unitarios aunque tengan
la misma norma. Consecuentemente, toda norma asociada a un producto es-
calar es estrictamente convexa y el problema de mejor aproximaciéon en un
espacio de dimension finita siempre tiene una tinica solucion.

El vector a que realiza el minimo de J, anula su gradiente. Es decir, se

cumple que
oJ -
9o, 2<f— ;ai¢ia¢j> =0

para 7 =0,1,---  n.
Estas relaciones pueden organizarse en forma de lo que se conoce como
las ecuaciones normales del problema de aproximacion

Ga=f

donde f es el vector de componentes f; = (f,¢;) y G la matriz de Gram
definida por
Gij = (¢, )

parai,5 =0,1,--- n.

F‘Q/{‘i‘lmﬂﬂfﬂ SO f‘f\mT\Y'11D]’\Q 110 ]Q YY]Q““Y‘;V f‘]D (‘Y‘am QQ(\P;QAQ 2 ]Q hQCD raysy
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si a # 0.

En definitiva, se puede encontrar la solucién al problema de mejor apro-
ximacién con una norma que proviene de un producto escalar, resolviendo
un sistema de ecuaciones lineales.

- EJERCICIO 33 Determinar la mejor aproximacion a la funcion f(x) = e®
en el subespacio U = Py, usando la norma asociada al siguiente producto
escalar

1
()= [ ()gle) + @)g (@) da
en el espacio V' de las funciones de clase C*([0,1]).

Solucién: La matriz de Gram de la base {1, z, 2%} de P, es

G:

Wi N— p—
B OT W N
)—lll\’)

W Ot W=

el vector de términos independientes por

- e—1
f = e
e

Se han calculado los coeficientes de esta matriz y de este vector, usando
directamente la definicién. Por ejemplo, el coeficiente (2,3) de la matriz de
Gram se ha obtenido como

! 5
G23 = /0 (1’3 + 21’) dr = Z

Si se resuelve el sistema lineal Gax = f se obtiene que la mejor aproximacién
es
_ 675e — 1041 + (756 — 24e)x + 390(e — 1)2?

p() 793

° s

A K A srmwvaxrinnmeaarda dicawnata s s fnianoas ayzadaadac
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88 Introduccién al Céalculo Numérico

seminormas. Este término se refiere a una aplicacion que cumple la segunda
y la tercera condicién de norma pero no necesariamente la primera.
Se considera un conjunto finito de puntos (nodos)

g < T <+ < Tp1 < Ty,

en el intervalo de interés. Con ayuda de estos puntos y las normas usadas
en las secciones anteriores, se pueden definir seminormas para medir la pro-
ximidad discreta entre dos funciones. Asi, relacionada con la norma || |2, se
puede definir la seminorma

2

| fl2 = <Z f(ifi)2>

Maés general es la seminorma p definida por

p

n
/1o = <Z|f<xi>|p>
i=0
Como caso limite, la semi-norma oo discreta estd definida por

| floe = max [ f(z;)].

0<i<n

Se comprende bien que estas seminormas no verifican la primera propiedad
que se exigia a las normas. Una funciéon que se anule en todos los puntos
del conjunto {z; : i = 0,1,--- ,n}, no tiene forzosamente que ser nula en
los demas puntos y sin embargo, el valor de su seminorma es 0. Es frecuente
referirse a la mejor aproximacién con las seminormas que se han introducido
previamente, como aproximacion discreta.

El hecho de que los conjuntos de nivel de una seminorma no son necesa-
riamente compactos, impide argumentar de mismo modo que en la seccion
anterior cuando se pretende establecer resultados de existencia de mejor apro-
ximacién discreta. Es decir, aunque se pruebe la existencia de una sucesion
minimizante, acotada con una seminorma, no se puede concluir la existencia
de una subsucesién convergente a una funciéon que realice el minimo.
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 89

construida sobre los puntos {1,2,3} C I = [0, 4] de observacién de la funcién
y el subespacio U = P5. La sucesién { f,,} definida por

fu(2) = n(z —1)(z - 2)(z - 3)

verifica que |f,|o = 0 para todo n. La sucesién {f,} estd acotada con la
seminorma pero no es posible encontrar una subsucesién convergente en esa
seminorma en U.

Sin embargo, si se restringe el subespacio U a P,, la seminorma con-
siderada es una verdadera norma en U ya que si un polinomio de grado
menor o igual que 2 se anulase en 3 puntos distintos entonces seria necesa-
riamente el polinomio 0. En ese caso, el argumento de compacidad podria
utilizarse. o

Si una seminorma definida en el espacio de las funciones continuas es
una verdadera norma en el subespacio U en el que se busca la aproximacion,
aunque no lo sea en todo el espacio, los razonamientos del teorema 13 de
la pagina 83 siguen siendo validos y la existencia de mejor aproximacion
estd garantizada. Si la seminorma proviene de un producto escalar degenerado
(que puede que no cumpla la primera condicién de producto escalar), la mejor
aproximacion es tunica, las ecuaciones normales son vélidas y la matriz de
Gram no es singular si y sélo si la seminorma considerada es una norma en

U.

- EJERCICIO 34 Obtener la mejor aproximacion mediante un polinomio de
grado menor o igual que 1, de la funcion

1 1 m
f(x) = 5 COSTT + 3 Sen 5T
por minimos cuadrados en I = [—1,1] y la mejor aproximacion discreta por

minimos cuadrados en {—1,0,1}.

Solucién: Se considera la base {1,z} del espacio P;. El sistema lineal que
determina la mejor aproximacion es

(G ) (o) =)
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Las ecuaciones normales que resultan son, en el primer caso

GO-(1)

win O

y en el segundo

(o)) ()

Figura 4.2: Aproximacién por minimos cuadrados continua y discreta

En consecuencia, las mejores aproximaciones son en cada uno de los casos,
las siguientes (véase figura 4.2):

4x 1 =z
pe(z) = 2 pa(x) = 6 + 3 ©
« EJEMPLO 20 (Regresion lineal). Con los datos {(z;,vy;) : 4 =0,1,--- ,n}

se busca la recta de regresion y = max+b definida como la meJor aproxnnamon

Lo 4 1 Lo 1 I I | 1. 1

P SIS
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se calcula la matriz de Gram y el vector independiente de las ecuaciones
normales asociados a la base {1, x}, obteniéndose

G- (03 00) - (8 508)

(e )= (2)

Si se resuelve este sistema se obtienen las conocidas férmulas de la regresién
lineal

DTy oy — (D) gy Do (@i =) (g —Y) Oy

i
|

Y YD S R D SRS D CoR ) L
b=1y—mzx.

donde ¥ y y representan las medias de x e y respectivamente, o, la desviacion
tipica de x y o0,y la covarianza de z e y. o

« EJEMPLO 21 (Aprozimacion de Taylor). Sea V' el espacio vectorial de las
funciones indefinidamente diferenciables y U = ‘P,. Se considera un punto
T, alrededor del cual se desea que la aproximacion sea precisa. A este punto
se le asocia el siguiente producto escalar degenerado

(f,9) = Z f(i) (xo)g(i) (7).

Para la base {1,z — xg, -, (x — x¢)"} de P, se construyen las ecuaciones
normales de la aproximacién. Puesto que

d | jl sij=i
. j . ) )
dx? (= @0 la=ro { 0, sij#i,

se tiene que

(o — ey (g — gty = { TH sij=k<n
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En consecuencia las ecuaciones normales asociadas al problema de aproxi-
macién de Taylor son

10 0 0 ag f(zo)
01 0 0 aq f’(l’o)
00 2 0 as = I (o)
00 0 n! an f ()

Finalmente, se deduce que la mejor aproximacion de Taylor de f es

f(n) (z0)

n!

pu(z) = f(zo) + f'(20) (@ — 20) + - -+ + (x — x0)". o

« EJEMPLO 22 Se considera la base {1,z,---,2"} de P, en el intervalo
[—1,1]. La matriz de Gram de esta base con respecto al producto escalar
definido por

)= [ faglaa

estd dada por

_<Iz xj>_ 1xi+jdx_ 1 0, sii+ jimpar
Jig = AT = 1 T i4+j4+1) 2, enotro caso.

Esta matriz, que se conoce como la matriz de Hilbert. Desafortunadamente
estd mal condicionada y para dimension elevada, la resolucién del sistema
lineal puede resultar afectada por la presencia de errores de redondeo. o

La resolucién de las ecuaciones normales se vuelve particularmente simple
si la base es ortonormal, es decir, si (¢;, ¢;) = 0 parai # jy (¢;, ¢;) = 1 para

1,7 =0,1,--- ,n. Esta condicién equivale a que la matriz de Gram asociada
a esta base sea la matriz identidad. En este caso, la mejor aproximacion a f
es

n

9:Z<fa¢i>¢i-

1=0
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 93

« EJEMPLO 23 Una sucesion de polinomios ortogonales construidos con el

proceso de Gram-Schmidt a partir de la base {1,z,--- , 2"} es la siguiente:
Do (J:) = 17
, T
D (JZ) - 7 <p0 >

DPo =@,
<p07p0>
2

T , 2 1
pa(x) = a* - (po >po _enT) p1 =2
(o, Po) {p1,p1)

O

Obviamente, existen otros modos de construir bases ortogonales de poli-
nomios que no estan basados directamente el procedimiento de Gram-Schmidt.
Ademas, en el caso de aproximacién con seminormas, la aplicacién de este
procedimiento puede implicar divisiones por cero ya que existen polinomios
con seminorma nula que no son el polinomio 0.

- EJercicio 35 Construir los tres primeros polinomios de una sucesion de
polinomios ortogonales con coeficiente principal igual a 1 respecto al producto

escalar degenerado
3

(p.q) = plxi)q(x:)
i=0
donde x; es el (i+1)—ésimo punto del conjunto {—1,0,1,2}. Hallar la mejor

aprorimacion de la funcion f(x) = sen 5x en el espacio de los polinomios de

grado 2 con respecto a la seminorma inducida por este producto escalar.

Solucion: Habitualmente se llama coeficiente principal al coeficiente de la
potencia de mayor grado del polinomio. Por esta razén, los polinomios seran
de la forma

p0<x) = 1
m(z) = x+a,
po(r) = 22+br+e
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94 Introduccién al Céalculo Numérico

De ello se desprenden las siguientes ecuaciones

da+2 = 0,
2b4+4c = -6,
2ab + 4ac + 6a + 6b + 2¢ = -—8.

La resolucion de estas ecuaciones permite responder a a la primera cuestién
del ejercicio

po(z) = 1,
nx) = z—3,
po(z) = 22—z —1.

El célculo de la mejor aproximacion a f se puede organizar con la siguiente

tabla
f(z)pi(x) —1(0| 1]2|</f,p;>
sen %x —-110 1/0 0
(9(: — %) sen gx % 0 % 0 2
(2> =z —1)senfz | 10| —1|0 —2.

Consecuentemente, la mejor aproximacién es la funcién

so) = S =2 (o= 3) - S -a )
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 95

Como ya se ha senalado anteriormente, el método de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt suministra un procedimiento para generar sucesiones de poli-
nomios ortogonales respecto a un producto escalar. Sin embargo, el siguiente
resultado permite calcularlas de un modo mas simple

- TEOREMA 14 Si{p,} es una sucesion de polinomios ortogonales respecto
al producto escalar

(f. ) = / f(@)g(x)w(z)da

donde w es una funcion positiva en (a,b). Ademds, se supone que p, es de
grado n y tiene coeficiente principal igual a 1 (coeficiente del monomio de
mayor grado). En estas condiciones se tiene que

pO(x) - 17
pl(x) = T —daq,

p2(«7€) = (I - @2)P1(33) - b2p0($)7

pn(x) - (I‘ - an)pnfl - bnpn72(x)

donde
<'Tpn717pn71> b o <xpn71>pn72>

<pn717pn*1> ’ " <pn727pn72> '
Ademds, la sucesion definida por esta recurrencia de tres términos es la
unica sucesion ortogonal de grados distintos y coeficiente principal igual a 1.

Ay =

Demostracién: Los polinomios {po, p1,- - ,pn} forman una base de P,. En
efecto, la matriz de cambio a la base formada por los monomios {1, z, 22, - - - , 2"}
es una matriz triangular inferior con unos en la diagonal principal.

El polinomio xp,_1(x) es de grado n y su coeficiente principal es 1. Con-
secuente, se puede expresar de modo tnico como combinacién lineal de los

polinomios {po, p1,- - ,Pn}

Tpp—1(x) = Z aipi(z),
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96 Introduccién al Céalculo Numérico

Por otra parte, el polinomio p,_; es ortogonal al espacio de polinomios
generado por {po,p1,- - ,Pn_2} ¥ en particular, a todos los polinomios de la
forma xp; parai=0,1,--- ,n — 3. De ello se deduce que

(xpp—1,pi) = Pn—1,2pi) =0

parat=0,1---,n — 3 y consecuentemente se tiene

Pn(2) = (2 — ane1)Pn—1(2) — p—opn—o(x).

Finalmente, se llega al resultado si se elige a,, = a,,_1 v b, = ay,_s. o

Si el intervalo es simétrico respecto al origen y la funcién peso es par (es
decir, verifica que w(—x) = w(z) para todo z € [a,b]), todos los coeficientes
a, en el teorema anterior, son nulos. En este caso, todos los polinomios p,
de orden par son funciones pares y los polinomios p, de orden impar son
funciones impares (es decir, verifican que p(—x) = —p(x) para todo = €
[a,b]). Sin dificultad, se pueden probar estos resultados usando un método
de induccién, teniendo en cuenta que la integral en un intervalo simétrico de
una funciéon impar, es nula.

« EJEMPLO 24 Los polinomios de Legendre forman una sucesiéon de polino-
mios ortogonales respecto al producto escalar

)= [ f@gs

que puede ser generada por la recurrencia de tres términos. Puesto que el
intervalo es simétrico, los coeficientes a; son nulos. Finalmente, los polinomios
ortogonales estan dados en la siguiente tabla

G bn

p
. ) 1
0 T
z
o

z

1
3
4
15

Q o a
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 97

Es conveniente notar que la demostracién del teorema anterior permanece
valida para cualquier producto escalar que cumpla

(xf,9) = (f,xg) =0

para todas la funciones f,g € V (por zf se entiende la funcién definida
en [a,b] por h(x) = zf(x)). En ocasiones resulta interesante ponderar en la
definicién del producto escalar, la relevancia de una parte del intervalo [a, b]
frente a otras. Por ejemplo, si se pretende ponderar mas la proximidad de dos
funciones en los extremos del intervalo [—1, 1] que en el centro del intervalo
se puede considerar el siguiente producto escalar ponderado

)= [ I@o@wla) dr. on wle) = = (42)

En la siguiente seccion se introduce una sucesién de polinomios ortogonales
respecto a este producto escalar con peso.

4.6 Polinomios de Chebyshev

Las funciones definidas por
T, (z) = cos(n arccos(x)),

paran =0,1,- -, se llaman polinomios de Chebyshev en el intervalo [—1, 1].

No es evidente al observar esta definicién, que se trate de una sucesion de
polinomios, ya que, en principio, intervienen funciones trigonométricas. Para
n = 0,1 directamente se comprueba que

To(.l') = 1, Tl(x) = T.

Para comprobar que la funcion 7T, es un polinomio para cualquier n, se con-
sidera la identidad

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb

que aplicada a a = narccosx y b = arccos z lleva a la siguiente relacion

PRSRSY/SSU T T NN LL 1) AV Q L AW
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98 Introduccién al Céalculo Numérico

2.5

Polinomio Chebyshev Ts

O Raices
*  Extremos

Mediante esta recurrencia de tres términos y los polinomios de bajo grado
Ty v T1, se pueden construir las expresiones polinomiales de los elementos de
la sucesion T,,. Asi pues, T, es un polinomio de grado n.

Directamente de la definiciéon primitiva de los polinomios de Chebyshev
se deduce que las raices de T,, son

(2i—1> ,
ZT; = COS T, t=1,--- n

2n

y las de su derivada

En las raices del polinomio 77 se cumple que
T, (%;) = cosim = (—1)"

y puesto que
|T,(x)| <1, paratodo z € [0,1],
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los polinomios de grado menor o igual que n con respecto al producto escalar
definido por 4.2. En efecto, para probar que se anula el producto

[ cos(narccos(z)) cos(m arccos(z))
T Tm) = /_1 N &

para n # m, se introduce el cambio de variable § = arccos x. Puesto que

1
df = ——=d
V1—a? !
se obtiene
(Th, Tr) = / cos(nf) cos(m@)do
0

™

(cos((n +m)0) + cos((n —m)0))do

Il
N | —
Oc\

,  sim #n,

Z, sim=n#0
27 - ’
m, sim=mn=0~0.

Asi pues, la sucesién { %, \/gT n :n > 0} es una sucesién de polinomios
ortonormales respecto al producto escalar de Chebyshev.

Sea a,, el coeficiente de la potencia " del polinomio 7, (en adelante,
coeficiente principal). De la férmula de recurrencia 4.3 se deduce directamente
que

Qp1 = 2a, = 2".

Es frecuente estandarizar la sucesién de polinomios de Chebyshev dividien-
do cada polinomio por su coeficiente principal. En este caso, se obtiene la
sucesion de polinomios determinada por la recurrencia

T, = 1,
Tl = x,
A A 1.
To(x) = 2Ti(x) — §T0(x)
A A 1.
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100 Introduccién al Céalculo Numérico

— TEOREMA 15 El polinomio estandarizado de Chebyshev Tn = W%IT” ve-
rifica la siguiente desiqualdad

To(w)| < :
Jax |Tu(@)] < max |p(z)]

para todo polinomio p € P, de coeficiente principal igual a 1.

Demostracién: Supongamos que p es un polinomio de grado n con coefi-
ciente principal igual a 1 que verifica que

1
< T,
e lp(z)] A oo T ()|

El polinomio ¢(z) = 5T, (x) — p(z) es de grado n — 1 a lo sumo y toma
valores que cambian de signo en los n 4+ 1 extremos Z; del polinomio de
Chebyshev. De acuerdo con el teorema de Rolle, el polinomio ¢ tiene n raices
y puesto tiene como grado maximo posible, n — 1 tiene que ser nulo. Esto es
contradictorio con el supuesto inicial. o

4.7 Aproximacion trigonométrica

La mayoria de los subespacios U usados en la aproximacion han sido es-
pacios de polinomios. Pero debe quedar claro que esto es solamente una con-
veniencia y no una exigencia. Es decir, los teoremas de existencia y unicidad
de mejor aproximacién son vélidos si se utilizan otras subespacios funcio-
nales. Obviamente, el requisito de que sean funciones de facil evaluacion es
indispensable para que tenga sentido préactico la aproximacion.

- EJERCICIO 36 Se considera el espacio de las funciones continuas en [—, 7
con el producto escalar definido por

1.9)= 5 | f@gte)is

y el subespacio generado por las funciones {1, cosz,senx}. Calcular la mejor
aprozimacion de la funcion f(x) = x en este subespacio.

Solucion: Es inmediato verificar que las funciones de la base son ortogonales
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 101

Asi pues, la base

{1, ﬂcosx, ZSenx}

es una base ortonormal. La mejor aproximacion de la funcién f estda dada
por

g=(f,1)+ <f,\/§cosx> V2cos + <f,\/§sena:>\/§sena: =2senuz.

Es importante tener en cuenta, durante la realizacion de estos célculos, que
una funcién impar solamente puede tener componentes no nulas en la fun-
cién sen x ya que la integral de una funcién impar en un intervalo simétrico
respecto al origen siempre es nula. o

De modo més general, se considera el subespacio U de los polinomios
trigonométricos generados por las funciones trigonométricas

{1,cosx, - cosnz,senz, -+ sennc}

para algin n > 0, en el intervalo [—m, 7] y el producto escalar usado en
el ejemplo anterior. Si se tienen en cuenta las siguientes igualdades trigo-
nométricas para k,j > 0

/ coskxsenjr dr = 0,

—T

™ s 07 Sl k %J?
/ coskxcosjr dr = / senkrsenjrde=< w, sik=7j7>1
- - 2m, sik=35=0

se puede comprobar que la mejor aproximacién a una funcién f en U es el
siguiente polinomio trigonométrico

Qo

gn(x) = 5 + Z(ak cos kx + by sen kx)

k=1

donde

1 s
a = :/ f(x)coskx dz,
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102 Introduccién al Céalculo Numérico

« EJEMPLO 25 Los coeficientes de la serie de Fourier de la funcién f(z) = e*
en el intervalo [—m, 7| son los siguientes

1 K
apg = — f(x) dz = 2a, .
T _ ™
1 . by = / f(z)senz dx = a,
TJ_
a = = f(x)cosx do = —a, i
T ) 1 [7 4
x by = / f(z)sen2zx do = ——a,
1 2 T 5
ag = — f(z) cos2x dr = —a, -
) . S 1 [7 3
r by = — f(z)sen3x dx = —a,
1 1 T 5
a3 = — f(x)cos3x de = ——a, -
g - )
donde o
er—e’ "
a =sinhm = ——
2m
Consecuentemente, la mejor aproximacion trigonométrica de orden 3 a f es
er—e " 2 4 1 3
g3(r) = ——— (1 —cosx +senz + — cos 2z — — sen 2z — — cos 3z + — sen 3z | .
27 ) 5) ) )

25

20

10

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Riciira A 20 Anroxrimmacionoc tricanombtricac do Ardonac 2 50 B o 1o Fianeidn 0T
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Capitulo 4. Aproximacion de funciones 103

intervalo. De hecho, este deterioro se incrementa cuando se aumenta el gra-
do de la aproximacién. La aproximacion de grado 6 parece que se aproxima
mejor a la funcion f lejos de los extremos pero empeora en sus proximidades.
o

La razén de este comportamiento hay que buscarla en el siguiente hecho:
El valor de una aproximacién trigonométrica en los extremos es siempre la
suma de la serie finita alternada

Gn(=7) = gn(m) = % +) (=1 ay.
k=1

Es decir, la aproximacion trigonométrica es siempre una funciéon de periodo
2m. Este hecho deteriora la calidad de la aproximacién en los extremos del in-
tervalo. Consecuentemente, la aproximacion trigonométrica resulta adecuada
para aproximar funciones periédicas. De un modo mas formal, el espacio V'
debiera ser

V={feC(-mn7]): f(—7) = f(n)}.

Algo sorprendentemente, si se relaja la condicién de continuidad de la funcion
y se considera un espacio mas amplio de funciones que admitan discontinui-
dades de salto, el mismo fenémeno (que se conoce como fenémeno de Gibbs)
aparece de nuevo, esta vez alrededor del punto donde la funcién tiene el salto.

De modo similar al caso de polinomios algebraicos, se puede desarrollar
también una versién discreta de la aproximacion de minimos cuadrados tri-
gonométrica. Para ello, se considera una particién del intervalo [—7, 7] en
sub-intervalos igualmente espaciados, definida por los nodos

k
l’k:<——1)ﬂ'
m

para k = 0,1,---,2m . Asociado a esta particién se considera el producto

discreto
2m—1

(f.9)= Z f(@r)g(x). (4.4)
k=0

Un hecho relevante, que simplificara los célculos, se establece en el si-
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104 Introduccién al Céalculo Numérico

son ortogonales respecto al producto escalar discreto (4.4). La aproximacion
trigonométrica discreta de la funcion [ estd dada por

n

g(z) = —+ Z(aj cos jx + bjsen jx) (4.5)

J=1

donde

2m—1
1

a; = — Z f(zy) cos jax,
m 0

2m—1

by = — Z f (k) sen jxy.
k=0

Demostracion: Muchas técnicas de la aproximacion trigonométrica se fun-
damentan en resultados del Analisis Complejo. La demostracion de este lema

puede considerarse como un ejemplo de ello. Se representa la unidad imagi-
naria por i = y/—1. De la férmula de Euler

e =cosxr+isenuz,

se deducen la formulas

eim_l_e—ix

COST = T,

eix_efix

senr = ——/—,
2i

que permiten relacionar los polinomios trigonométricos reales e imaginarios.
Para calcular la matriz de Gram de esta base respecto al anterior producto
escalar se usard el siguiente

Toma 9 Pava caalasiser wmolmmera cntera N 4ol goio D) AL Y2
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Demostracion: En efecto, de la férmula de la suma de los términos de una
progresion geométrica se deduce que

2m—1 2m—1 2m—1
Z piMzy  _  —iMn Z M (zptm) (_1)M Z eiM%w
k=0 k=0 k=0
= (-DM(1+a+a®+ - +a*")
y1—a?m

- (-1

I

1—a

considerando a = e*“» . Sin embargo, puesto que M es nimero entero, a es

una raiz 2m—ésima de la unidad, como muestra la siguiente igualdad

M M
a®™ = cos <2m—7r) + isen (2m—7r> =1.
m m

Si M = 2m el cociente que aparece en la expresién anterior es una forma
indeterminada. No obstante, si se usa la regla de L’Hopital, se obtiene

2m—1

i2may li -1 M — (=1 2m — )
k=0
El mismo argumento se puede aplicar al caso M = —2m.

Finalmente, si M = 0, directamente se verifica que

2m—1

E Mok — o o

k=0

Si se utilizan las anteriores relaciones trigonométricas en la siguiente for-
ma

k=
m, Slp=q;
0, en otro caso.

(senpz,senqr) = — Z (ei(erq)ﬂck 4+ e ilpta)er _ pilp—a)en _ e*i(p*Q)xk)

k=0
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106 Introduccién al Céalculo Numérico

para todo p,q = 0,1,--- ,n, de donde se obtiene el resultado buscado.
Es importante notar que la limitacién de n < m se debe a que sin =m
la matriz de Gram no tendria determinante distinto de cero ya que

(senmax, senma) = 0.

y el producto escalar seria degenerado en el espacio generado por los poli-
nomios trigonométricos de orden menor o igual a m. No obstante, es posible
tomar n = m si se excluye el polinomio trigonométrico sen nzx. o

— EJERCICIO 37 Determinar la mejor aprorimacion trigonométrica de la

funcion
fla) =8 (5)3 +4 (5>2 —8Y

s T 7
para el producto escalar discreto

(f.9) =Y flan)glan).

basado en los puntos xj = (% — 1) m para k=0,1,2,3.

Solucidén: Se construye la siguiente tabla para m = 2

T 1 |cosz |senx | cos2x |sen2x | f
- | 1| -1 0 1 0 4
—7m/2| 1 0 —1 —1 0 4
0 1 1 0 1 0 0
/2 |1 0 1 —1 0 -2
3| =2 | =3 1 0
Qo aq bl Qo bg

de la que se deduce que la aproximacion de orden n =1 es

g1(z) = 5 2cosx — 3senu.

Podria usarse la aproximaciéon de orden n = 2 (excluyendo el término
seno). En este caso se obtiene
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L L L L L L L
4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 4.4: Aproximaciones trigonométricas de érdenes 1 y 2 a la funcion
f@)=8(2)"+4(3)" - %

4.8 Aproximacion uniforme

La mejor aproximacion uniforme a una funcién es en cierto sentido mas
severa que la aproximacién por minimos cuadrados ya que esta proximidad
debe mantenerse en todos los puntos del intervalo y una alteracion de la
funcién en un entorno de un punto la alejaria notablemente de su mejor
aproximaciéon. Antes de entrar en el andlisis de la mejor aproximaciéon uni-
forme en un espacio de polinomios de grado limitado, es importante destacar
que para toda funcion continua existe un polinomio tan préximo a la funcién
como se desee, en el sentido uniforme. Se describe este resultado, de modo
mas preciso, en el siguiente

- TEOREMA 17 (de Weierstrass) Si f es una funcion continua en un inter-
valo cerrado y acotado I, para todo niumero real positivo € existe un polinomio

p tal que || f —plls <e.

Demostracion: La sucesion de polinomios que se construye a continuacion,
conocida como sucesion de polinomios de Bernstein, tiene por limite uniforme
la funcién f. Por razones de sencillez, se supone que I = [0, 1] pero un sencillo
cambio de variable podria extender el razonamiento a cualquier intervalo
cerrado y acotado.

Para n > 0, se define el polinomio de Bernstein de grado n como
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108 Introduccién al Céalculo Numérico

Puesto que

; <7'L)xi(1 —a) =z l-a) =1

7

B, s puede interpretarse como un valor promediado de los valores de f en los
puntos % Para demostrar el teorema se probara que la sucesion de polinomios
de Bernstein {B,, s} converge uniformemente a f.

En primer lugar, se establecen las dos siguientes propiedades de los poli-
nomios de Bernstein:

1. El operador B, es lineal y positivo en el espacio de las funciones con-
tinuas:

* Brafipg = aBns+ BB,
» Si f(x) > 0 para todo x € I se cumple que B,, ¢(z) > 0 para todo
vel

cuya prueba es trivial.

2. La sucesion {B,, ¢} converge uniformemente a f si f es un polinomio de
7f
grado menor o igual que 2. En efecto, si se deriva dos veces la relacion

(z+y)" = i (ZL) 'y

=0

respecto de la variable x, se obtienen las relaciones

- (N o
w(z+y)! = ZE<Z)xy : (4.7)
i=0

2 n—2 ~i i—1/n\ ;.
z*(z +y) = — 'y (4.8)

~n n—1\1
1=0

En particular, si se elige y = 1 —x en las ultimas igualdades, se obtiene

n - /N
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de donde se deduce que x = B, , y si ademés se utiliza la igualdad
4.10, junto con la siguiente igualdad

se obtiene

Finalmente, de la relacion

1, 1
A (4.11)

By .2 =
n n

se deduce que el limite uniforme de B, .2 es 2. De la linealidad del
operador B, se desprende que este resultado se conserva para todo
polinomio de grado menor o igual que 2.

En una segunda etapa de la demostraciéon, dada una funcién continua f
en I = [0, 1], se probard que para todo € > 0 existe un entero positivo ng tal
que para todo n > ng se cumple que

If = Buslloo <

Puesto que f es uniformemente continua en [ existe § > 0 tal que

21 — 22| < 8 = | f(21) — flaa] < Z

en I. Para un punto arbitrario xy € I se considera el polinomio

€
4

(x — ZL'O)Q'

+ 2 fllee

Si |z — xg| < € se tiene

() = flwo) + 5 > flao) + |f(x) = f(w0)] = f(a).

Si|x — x| > € se tiene
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110 Introduccién al Céalculo Numérico

Por otra parte, de acuerdo con los resultados de la primera etapa, se puede
escoger ng tal que para n > ng se cumpla que
3¢
1
También estd garantizado que B, ¢(z) < B, ,(z) para todo x € I debido a
que el operador B, es positivo. De ello se deduce que

||q - Bn,q”oo <

Bug(0) < Buglzo) < (o) + o = flao) +<.

Si se razona de modo similar con el polinomio

(x — x0)?

a(2) = flwo) = = = 20|l

se obtiene la desigualdad

By, (o) > f(x0) — &
Puesto que x( es arbitrario se obtiene finalmente que

HBn,f_fHOO < E. O

- EJERCICIO 38 Hallar los tres primeros polinomios B,y de Bernstein en
la aproximacion uniforme a la funcion f(z) = |z| en el intervalo [—1,1].

Solucion: El polinomio de Bernstein de orden n relativo a una funcién g en
el intervalo [0, 1], tiene la siguiente expresién analitica

Bty =3 (M)at i - o

1=0

Puesto que el intervalo considerado en el planteamiento del ejercicio es [—1, 1]
se realiza el siguiente cambio de variable x = 2t — 1. De este modo se obtiene
el polinomio de Bernstein de la aproximacién a g(t) = |2t — 1| en [0, 1] es

- 5()

1=0

N
|

(1 — )"
- ( )
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» Paran =2

Bay(t) = (3) (1—1)+ (g)ﬂ =2t — 2t + 1.

» Paran=3

Bsg(t) = <§> (1—1)°+ G) %t(l —1)?
i (2) %tm —1)+ @)t3 — 22 2t 4 1.

Retornando a la variable x, se obtienen los polinomios buscados

14+ 22 1+ 22
2 72

{1,

}. o

Si se examina en detalle la sucesién de polinomios de Bernstein dada en
4.11 se observa que para f = z?

2 —x| 1

B, ; — — .
| Bn,s — flloo B — ym™

Es decir, para obtener una aproximacién con error a 10™* se necesitaria el
polinomio de grado n = 2500. A pesar de que f ya es polinomio de grado 2, es
necesario ir a un polinomio de Bernstein de grado muy alto para aproximarse
de modo preciso. Esto implica que, pese a que los polinomios de Bernstein
dan aproximaciones explicitas para aproximar funciones continuas, no sumi-
nistran una técnica muy eficiente debido a su lenta convergencia y su interés
es mas conceptual que préactico. En el siguiente ejemplo se intenta mostrar
de un modo mas visual estas deficiencias de la aproximacion mediante poli-
nomios de Bernstein.

« EJEMPLO 26 Se considera la funcion f definida por

f(z) =¥ senrmw
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2f

4.f

8.f
— B

Figura 4.5: Aproximaciones uniformes con polinomios de Bernstein

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que la estrategia de aproxi-
mar una funciéon continua por el polinomio de Bernstein de un grado deter-
minado, podria ser mejorada buscando la mejor aproximacién a la funcion
dentro del espacio de los polinomios de grado menor o igual que el dado. Los
siguientes resultados permiten caracterizar la mejor aproximacion uniforme.

- TEOREMA 18 (Criterio de Kolmogorov). Sea U un subespacio vectorial de
dimension finita del espacio de las funciones continuas en un intervalo |a, b|
y g un elemento de U. Entonces g es una mejor aproximacion de f en U si
y solo si ningun elemento de U tiene el mismo signo que f — g en todos los
puntos del conjunto

Apg=A{r €la,b] :[f(x) = g(@)] = ] = glloo}-

Demostracion: En primer lugar se prueba que si la funcién g verifica la
condicion del enunciado del teorema entonces es una mejor aproximacion de
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En consecuencia, se deduce que

If =dllic = (f(z0) = a(w0))* = (f(20) = g(wo) + g(wo) — a(0))*
= (f(@0) = g(w0))* + (9(x0) — a(20))* + 2(f (x0) — g(20)(g(w0) — a(0))
> (f(wo) = g(@0))* = IIf - gll

lo que prueba que g es una mejor aproximacién de f en U.

Reciprocamente, se supone que existe una funciéon g € U que tiene el mis-
mo signo que f—gen As_, y se probard que g no es una mejor aproximacion
de f en U. Sean p y h la funciones definidas por

q

Puesto que h es continua y positiva en el conjunto compacto As_, C [a,b] se
tiene que § = mingea, , h(z) > 0 ya que el minimo se alcanza en algtin valor
de Ay_,. Ademsés el conjunto

S ={x€la,b]:h(zx)< g}

es compacto. Finalmente, se define

M = max(f(z) — g(x))

zeS

y se escoge ¢ tal que
0 <e<min{d,||f —gl|lec — M}.
Six € [a,b] pero x ¢ S entonces

[f(z) = g(z) —ep(@)]* = (f(2) = g(x))* +e’p(x)* — 2ch(x)
< (f@) —g(@)* +e* —ed
= (f(@) —g(x))* +e(e = 8) < (f(2) — g(x))".

Six € S entonces

[f(x) = g(z) —ep()] < M + & < || f = gllo-

En definitiva, se tiene
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114 Introduccién al Céalculo Numérico

- EJEMPLO 27 La funcién g(z) = 3z es la mejor aproximacion uniforme de
la funcién f(x) = 2% en [—1, 1] para U = P,. Facilmente, se comprueba que
11

o={-1,-=,>,1
Afg { 72727}

— 9|l = 7 (véase figura 4.6). La funcién f — g toma en Ay_, los valores
,1,—1.1}. Un polinomio ¢(z) = a + bz + ca® que tome valores con los

0.25

-0.25

-0.5
-1

Figura 4.6: Grafica de f(z) — g(z) = 2% — 3/4x
mismos signos en los puntos de A;_, debe verificar que

a—b+c < 0,

b ¢
_24% 5 0
a5ty ’
Ly g

a — —
2 "1 ’

Puesto que estas condiciones son incompatibles, queda probado que g es una
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si |f — g| alcanza su mdzimo en n + 2 puntos distintos con signo alternante
en f—g.

Demostracién: Si |f — g| alcanza su valor méximo en n + 2 puntos con
alternancia de signo y un polinomio p tiene el mismo signo que f — g en esos
puntos, entonces p tiene n + 1 raices lo que es imposible si p es un polinomio
de grado n que no es nulo.

Reciprocamente, si se supone que f — g toma los valores ||f — g||o con
signos alternantes en m < n + 1 puntos y se probard que g no es la mejor
aproximacion de f. Se definen los conjuntos

A, = e e fab]: f(2) - gla) = £ — glla}-

Se escoge € > 0 y un conjunto {y1, %2, -+ ,ym} tal que los intervalos (y; —
g,y; + €) sean disjuntos y en ellos f — g conserve el signo. A continuacién se
escogen m puntos {z1,z — 2,--- , z,} tales que

Y1 <21 <Y< <Yp-1 < Zm < Ym-

Con ayuda de estos puntos se construye el polinomio

q(r) = (v = 21)(x = 22) -+ (= 2m)

que mantiene el signo en cada intervalo (z;,2;11) parai = 1,--- ,m—1y
consecuentemente también lo hace en los intervalos (y; — e, y; + ¢) y alterna
los signos en intervalos adyacentes. Del teorema de Kolmogorov se deduce
que g no es la mejor aproximaciéon a f en U .

« EJEMPLO 28 El polinomio g = 0 es la mejor aproximacién de la funciéon
f(z) = sen3z en el intervalo [0,27] en Py. En efecto, la diferencia f — g
alterna entre el maximo valor absoluto y su opuesto en 6 puntos. Por el
contrario, el polinomio nulo no es una mejor aproximacién de f en el espacio
de los polinomios de grado menor o igual que 5 0.

TTrha nrivhara anna waia Jdal + o 2| ltorrnonaia do Ch ool o1
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116 Introduccién al Céalculo Numérico

Demostracién: Se supone que g; y g» son dos mejores aproximaciones de la
funcién f en P, y se representa por d la minima distancia d = || f — g1/lcc =
IIf — g2]|o- De la desigualdad triangular de la norma se deduce que @

también es una mejor aproximacion de f. Del teorema de alternancia de

Chebyshev se deduce la existencia de n + 2 puntos {xg, 1, -+, Zp, Tpi1} en
los que f — % toma alternativamente los valores extremos +d. Ademas,
parai=0,1,--- ,n+ 1 se tiene que
91(xi) + ga(z;) 1 1
d=|f(z;) — 9 S—|f($z‘)—gl(xi)|+§|f($i)—92($i)| <d

lo que implica que esta desigualdad es realmente una igualdad y por lo tanto
se cumple una de las tres siguientes posibilidades

= g1(7;) = ga(Ti),
= g1(7) = fz) +d, g2(2i) = f(s) — d,
» go(2i) = f(z5) +d, g1(w5) = f2:) — d.

Sin embargo, las dos ultimas posibilidades conducen a que d = 0 y consecuen-
temente se deduce que la primera siempre ocurre. Pero, dos polinomios de
grado menor o igual que n, que coinciden en n+ 2 puntos, son necesariamente
iguales. Esto concluye la prueba. o

« EJEMPLO 29 El polinomio 2" — %Tn de grado n — 1 es la mejor aproxi-

macion uniforme de z™ en P,_; como establece el teorema 15. Ademads, del
teorema anterior se deduce que Qn%lTn es el inico polinomio de grado n y
coeficiente principal igual a 1, que cumple el teorema 15. o

Una segunda consecuencia del teorema de alternancia de Chebyshev es el
procedimiento para construir la mejor aproximaciéon uniforme, que se conoce
como método de intercambio de Remez y que se describe a continuacion:

1. Seleccionar n + 2 puntos zo < 3 < -+ < Tp, < Tpyp en I = [a,b]
arbitrariamente.

2. Calcular el polinomio p, € P, y el parametro d tales que
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3. Determinar los puntos en los que la funcién | f — p,| alcanza su maximo
y reemplazar con ellos, todos o parte de los z; utilizados.
4. Volver a la etapa 2.
Se referencia [2] para justificar las siguientes afirmaciones

= La sucesion formada por los polinomios p,, obtenidos por el algoritmo
de Remez es convergente a la mejor aproximacion uniforme. La conver-
gencia es cuadratica si f es diferenciable.

= Una buena elecciéon de los puntos de partida es la de la raices del
polinomio de Chebyshev de grado n + 2.

- EJERCcICIO 39 Clalcular la mejor aprorimacion uniforme de la funcion
f(x) =2* en Py en el intervalo [—1,1], usando el algoritmo de Remez (Dos
iteraciones son suficientes).

Solucién: Puesto que n = 2 se escogen como 4 puntos de arranque, los
extremos del intervalo y las raices del polinomio de Chebyshev de grado 2

—1<—£<\/7_ 1.

El polinomio buscado en la primera iteracion se expresa como
_ 2
p(x) = ag + a1z + asx

en la base de los monomios {1, z,2?}. El sistema lineal 4.12 se convierte en

|
S8
I
—_

Qo —aq “+as
Ao —ﬁal +%a2 —|-d =
a +%a, +iay —d =

[ T S

ao “+aq +as +d =

Si se resuelve el sistema se obtiene que el polinomio correspondiente a la
primera iteracion de Remez es

1 3
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118 Introduccién al Céalculo Numérico

de error tome alternativamente sus valores extremos. Consecuentemente el
polinomio p no es la mejor aproximacién uniforme.

Existen varias variantes del algoritmo de Remez que van desde intercam-
biar un solo punto extremo hasta intercambiar todos ellos. En este caso, a
fin de preservar la simetria se procede a cambiar los nodos x = i%ﬁ por los

extremos simétricos x = :I:‘/Tg. En este caso, el sistema lineal que se obtiene

€S
agp —a +as —d = 1
Qo —%gal +%a2 +d = 1%
a +%Lay +3a —d = 2
ap  +ay +ay; +d = 1

Si se resuelve el sistema se obtiene que el polinomio correspondiente a la

0.5

T T
12 iteracion
22 iteracion

0.3

0.2

0.1

-0.1

-0.2 I I I I I I I I I
1

Figura 4.7: Primera y segunda iteracion en el algoritmo de Remez

segunda iteracion de Remez es

3 7
p(z) = —= + —a?
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4.9 Ejercicios

- EJERCICIO 40 Determinar la mejor aprozimacién de x® en Py usando el
producto escalar de Chebyshev.

Solucion: La sucesiéon {\/ng} es ortonormal respecto al producto escalar

de Chebyshev. Consecuentemente, los polinomios

{\/; \/giv \/%(2962 -1}

forman una base ortonormal de P,. La mejor aproximacién de cualquier
funcién continua f esta dada por

9= LA+ 2 fo+ 2 (2t - L) et - 1) = = (na¥)a

por ser el peso, una funcién par y el intervalo de integracion, simétrico res-
pecto al origen. Finalmente, se obtiene

(2/1 x? d) 3z .
=1 - —F—axr | T = —
g m _1\/]_—1‘2 4

- EJERCICIO 41 Aplicar el procedimiento de orto-normalizacion de Gram-
Schmidt a la base {1,x,2%} de Py respecto al siguiente producto escalar

(f.9)= %/0 (14 32%) f(2)g(z) da.

Solucion: Puesto que

1 1
1=y [ (s =1,
2 Jo
el primer término de la base ortonormal es

po(z) = 1.

Puesto que
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120 Introduccién al Céalculo Numérico

el segundo término de la base ortonormal es

pi(z) = \/%@—g)

Si se usa un argumento similar, se obtiene que

1 7
= —1/—— (109522 — 1200z + 239) .
P2(®) = 51/ Tog77 (10952 z +239) ©

- EJERCICIO 42 Hallar la recta que mejor aprorima la grdfica de la funcion

T

e

con la norma wnducida por el producto escalar

5
() = [ Fadgta) da,
0
usando una base de polinomios ortogonales.

Solucion: Para que los polinomios 1 y x — a sean ortogonales tiene que
verificarse que

oz<1,x—a>:/05(x—a) dz =

de donde se deduce que a = g La mejor aproximacién a la funcion

@) =17
N R Y)
’ L~ 35 _?
gc(x) <’ >+<I—g,$—g>( 2)
Puesto que
<171>:57 <1>f>:ln¥7
<x—g,x—g>:%, <x—g,f>:5—arctan5—gln26
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- EJERCICIO 43 Hallar la recta que mejor aproxima la grdfica de la funcion

con el producto discreto

(f,9) = F(0)g(0) + f(2)9(2) + f(3)9(3) + f(5)9(5)

usando una base de polinomios ortogonales. s Cudl de las dos aproximaciones
(obtenidas en este ejercicio y en el anterior) es mejor en el sentido de la
norma uniforme?.

Solucion: Para que los polinomios 1 y x — a sean ortogonales tiene que
verificarse que
0=(l,z—a)=10—4a

de donde se deduce que a = g Asi pues, el conjunto {1,z — g} es una base
ortogonal del subespacio de los polinomios de grado menor o igual que 1.
La mejor aproximacién a la funcién f(z) = 1557 es

<17f> <ZL‘—g,f> 5

= + ~ 2.
9a(*) =4 <x—g,x—g>(x >
Puesto que
A1) =4, (1, f) ==
) - 9 9 657
5 5 5 28
P W _ = ==
<m 2" 2> 5 <3” 2’f> 65
se deduce
( ) 237 . 28
Xr) = ——— —X.
9a 1690 845

Fécilmente se comprueba que (véase figura 4.8)

1f = Gelloo = 0.4329, ||f — galloo = 0.3277 o

— EJERCICIO 44 Construir los cuatro primeros polinomios de arado crecien-

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



122 Introduccién al Céalculo Numérico

—X/(1+x%)
—— Aprox. discreta
—— Aprox. continua

I I I I I I I I
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Figura 4.8: Comparacion de mejor aproximacion continua y discreta

Solucion: Antes de comenzar con los calculos es preciso notar que

/ 2l f(z) dz = 0

para toda funcién impar en [—1,1]. Asi pues, si se utiliza la férmula de
recurrencia de tres términos introducida en este capitulo, se tiene que

TPn—1s Pr—
o, — Pt Pno1)
(Pn—1,Pn-1)
De este modo se obtiene
(7% bn pn(x)
1
0 . T o
1 2 1
2 =3
0 é 3 — %x

— EierCcICT1O_45 Determinar Lo meior anrorimacion a la funcidn f(r) — &%
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Solucién: La matriz de Gram de la base {1, z,z°} de Py es

G:

Wl N~ =
O Wk N
»all\.’)

el vector de términos independientes por

- e—1
[ = e

(&

Si se resuelve el sistema lineal Ga = f se obtiene que la mejor aproximacion
es

p(z) = 1.0011 + 0.8711z + 0.84512°. o

- EJERCICIO 46 Determinar si el polinomio g(x) = 1 — 2% es la mejor apro-
zimacion uniforme a la funcion f(x) = x> en el espacio de los polinomios
generados por {1,2?} en [—1,1] usando directamente el criterio de Kolmo-
gorov.

Solucion: Se comprueba que

1

0.8

0.6

0.4

0.2

f-g

p---—-—-"-"-"-"=-"=—"—"—"~—"=—"=—"=—"—"9-"—"—~"—~"—~"—"—"—"—"—"——— /=== -+

-0.2

-0.4f

0.6}

0.8

-1 L L L I L I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

™" o B a) N 2 2
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124 Introduccién al Céalculo Numérico

buscando los puntos donde se alcanzan los valores extremos de
f—g=2"+2 -1

Si un polinomio ¢(x) = a + bx? tiene el mismo signo que f — g en A,
entonces

a+b < 0,
a < 0,
a+b > 0

Puesto que estas relaciones son incompatibles, se concluye que g es la mejor
aproximacién uniforme a f. Es importante destacar que el espacio de aproxi-
maciones U no es el espacio de polinomios de grado menor o igual que n para
algin n, y por ello no estd justificado el uso del teorema de Chebyshev. De
hecho, no hay alternancia de signo en los valores extremos de || f — ¢|| co- o
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CAPITULO 5

Interpolacién de funciones

5.1 Introduccion

., Qué ocurre cuando el ajuste de un polinomio a una funcién en el sentido
discreto de minimos cuadrados es perfecto?. Para precisar esta cuestion, se
considera una mejor aproximacion p, de una funciéon f en U = P,, en el
sentido de minimos cuadrados discretos en el siguiente conjunto de nodos

o< T <+ < Tipa1 < Tyyp-

Es conveniente separar tres situaciones distintas:

1. El niimero de nodos menos 1 es menor el méaximo grado de los polino-
mios de U, es decir, m < n. En este caso, la seminorma | |5 inducida
por el producto discreto, no es una norma ya que el polinomio ¢q € P,
definido por

gV =(r—aNz—a1) - (x — 2)
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Esto es consecuencia de que

|f = (pn+ag)ls = (Z(f(wi) — (Pn(zi) + GQ(%))V)

1=0

= (Z(fm) —pn<xi>>2> = |f ~pula.

1=0

2. El nimero de nodos menos 1 es igual el maximo grado de los polinomios
de U, es decir, m = n. La seminorma inducida por el producto es una
norma y la mejor aproximacion es unica. En este caso, se cumple que
la aproximacién es perfecta

’f _pn’2 = 0.

La justificacion de este resultado se hara en la siguiente seccion. De
este hecho se desprende que f(z;) = pp(z;) parai=0,1,--- ,n.

3. El niimero de nodos menos 1 es mayor el maximo grado de los polino-
mios de U, es decir, m > n. La seminorma inducida por el producto
es una norma y la mejor aproximacién es tnica pero |f — p,|2 no es
necesariamente 0.

Este capitulo esta dedicado al anélisis de la situacién m = n. En este caso,
el polinomio p,, de grado menor o igual que n, que es la mejor aproximacion
en el sentido de minimos cuadrados discreta, alcanza la distancia 0, ya que

pn(zi) = f(2:)

parai =0,1,--- ,ny se conoce como polinomio de interpolacién de la funcion
f enlos nodos {z; : i =0,1,--- ,n}. El hecho de que el nimero de nodos de
interpolacion y la dimensién del espacio de polinomios coincidan, es esencial
para que esto ocurra.

Se puede considerar el polinomio de interpolacién como una combinacion
lineal de los valores de f en los nodos

pa(z) = le(x)f(xz) (5.1)
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En la determinacién de las funciones de forma, se puede utilizar el hecho
de que la aproximacion es exacta cuando la propia funcién a interpolar es un
polinomio de grado menor o igual que n. Antes de entrar en la teoria general,
para ilustrar esta idea se analiza en detalle un ejemplo muy simple.

« EJEMPLO 30 Si se quiere usar un método de interpolacién para que una
funcién f conocida en los puntos xy < x7, pueda ser aproximada por el
siguiente polinomio

p(x) = lo(x) f(z0) + li(x) f(21),

de modo que esta aproximacion sea exacta para todos los polinomios de grado
menor o igual que 1, debe cumplirse que

lo(z) +li(z) =

lo(x)ze + li(z)xy = =

ya que si es exacta para la base {1,x} lo serd para cualquier polinomio de
grado menor o igual que 1. En forma matricial, estas ecuaciones resultan ser

las siguientes
() (ren) =)

Este sistema lineal de ecuaciones tiene como solucién unica la siguiente

r—T
bia) = =L ) =

r — X9

ZL‘l—ZEO'

Es decir, el problema de interpolacion tiene solucion tnica y el polinomio de
interpolacion asociado es el siguiente

B r — I
p(@) = flwo) + — -

5.2 Interpolacién de Lagrange
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128 Introduccién al Céalculo Numérico

- TEOREMA 21 Eziste un inico conjunto L = {ly,ly,...,1,} de funciones de
forma, correspondientes al conjunto de n + 1 nodos {x; : i = 0,1,...,n},
definidas por

n

r — T
li(x) = Hm —
PR k

ki
Ademds, L constituye una base de P, que se conoce como base de Lagrange.

Demostracion: Puesto que el polinomio de interpolacion correspondiente a
un polinomio p de P, es el propio polinomio, las componentes de p en esta
base, son los valores del polinomio en los nodos. Es decir, su expresién en
términos de las funciones de L, es

plx) = Z li(z)p(z;)

lo que prueba que L es un sistema de generadores de P,. Puesto que hay
n + 1 funciones de forma y la dimensién de P, es n + 1, se concluye que L
es una base de P,. De la unicidad de las componentes de un vector en una
base se desprende la unicidad de L.

Si se expresan los elementos de la base {1, z,...,2"} de P, en términos de
la base de Lagrange, se obtiene

2l = Z li(x)z].
i=0

En forma matricial, las relaciones anteriores se escriben como

11 - 1 lo 1
To Ty - Tp ) T

0 T1 L . (5.2)
xg xp e ap L, "

La matriz de coeficientes A de este sistema es la matriz de Vandermonde del
conjunto {xg, z1,...,x,} y por consiguiente es invertible. Los elementos de la
base de Lagrange estan dados por

| A
li(z) = T
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Capitulo 5. Interpolacion de funciones 129

donde ¢;; representa la delta de Kronecker (1 si ¢ = j y 0sii # j). Estas
relaciones pueden ser consideradas en si mismas como un problema de inter-
polacion y consecuentemente determinan univocamente las funciones basicas.
De hecho, la siguiente expresion de las funciones basicas

puede comprobarse directamente probando que verifica esta propiedad. o

(# —mo)(w —a1) - (& — imt) (& — i) -+ (T — @)
(zi —@o)(zi —21) -+ (T — 1) (T — Tiga) -+ - (T — @)

El conocimiento explicito de la base de Lagrange permite, dada una fun-
cién cualquiera f, construir un polinomio de grado menor o igual que n

p(x) = Z li(z) f ()

que interpole a f en n + 1 puntos xg, x1, ..., ,. Conviene recordar que la
solucion del problema de interpolacién es la solucién del problema de mejor
aproximacién de una funcién en el espacio de los polinomios de grado n
respecto a la seminorma definida por el producto discreto

(f,9) = Z fzi)g(z:).
i=0
La base de Lagrange es ortonormal respecto a { , ). En efecto, se cumple que

<li, lj> — Zézkék] - 51]
k=0

5.3 Método de Newton

La base {1,z,2% --- 2"} de P, no es adecuada para el andlisis y cdlculo
de los polinomios de interpolaciéon porque no implica cémo los nodos de la
interpolacion estan distribuidos en el intervalo. En la base de Lagrange, todos
los polinomios bésicos son del mismo grado n y el coste computacional para
evaluarla en un conjunto de puntos es mas elevado que en el caso de los
monomios. Otro modo alternativo de construir el polinomio de Lagrange es
el que se basa en el uso de la base
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130 Introduccién al Céalculo Numérico

para i = 1,--- ,n y el polinomio constante wy(z) = 1. Esta base incorpora
la informacién de cémo se distribuyen los nodos de la interpolacién (salvo el
ultimo) y su grado es ascendente. Se conoce en este contexto, como la base
de Newton.

Es importante destacar que un polinomio

n

plz) = Z aw; (),

i=0
expresado en la base de Newton, admite la siguiente representacion anidada
p(x) = ap+(x—z0)(a1+(x—z1)(ag+- - -+ (x—p_2)(an_1+an(r—2p_1) - - -)).

Asi pues, para calcular el valor de p en un punto x, se podria utilizar una
regla de Ruffini adaptada a esta base. Por ejemplo, en el caso n = 2, se podria
proceder mediante la tabla

Tr — T r — T

a2 ai Qg

(x — x1)az (x — x0)(ay + az(x — x1))

as aq -+ CZQ(lL' — 33'1) aowo(l') + alwl(a:) + Clgtdg(l’).

para evaluar el polinomio de Newton, con minimo coste computacional.
Para estudiar como se puede expresar el polinomio de interpolacion en
términos de esta base, se hace uso de la propiedad de exactitud

p(x) = Zli(x)p(%)

del polinomio de interpolacion sobre los polinomios p de grado menor o igual
que n. En particular, si se utiliza esta condicién sobre los elementos basicos
w; parat=0,1,--- ,ny se tiene en cuenta que w;(x;) = 0 si j < i, se obtiene
el sistema lineal

1 1 1 lQ wWo
(b B (5]
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que permite relacionar las componentes de cualquier polinomio p € P,, en
ambas bases. En particular, las componentes del polinomio de interpolacién
en ambas bases estan relacionadas por el sistema lineal

1 0 - 0 o [ (o)
1 wi(xy) - 0 a | f(a1)
1 wi(zn) - wplzy) ap f(z,)

donde a; representan las componentes del polinomio de interpolacién en la

base de Newton. Las componentes a; se llaman diferencias divididas (6 co-
ciente) de la funcién f en los nodos {x; : i = 0,1,--- ,n} y la expresién del
polinomio de interpolacién se conoce como polinomio de Newton. Es habitual
representar la componente a; del polinomio de interpolacién de Newton p,
por flxg,x1, -, 2], de modo que

pn(z) = flro] + flzo, a]wi(x) + -+ + flzo, 21, -+, Tp)wn ().

Puesto que las componentes del polinomio de interpolacién son tunicas en
cualquier base, las diferencias divididas son simétricas. En efecto, ya que el
polinomio de interpolacién es unico, independientemente de la ordenacién de
los datos, si se efectiia una permutacion j de los indices naturales, se cumple
que

f[x(bxlv T 7$n] = f[xj07$j1’ T 7'Ijn]'
La resolucion del sistema lineal anterior puede llevarse a cabo de un modo

muy proximo al método de eliminacion de Gauss y que a continuacién se
describe para n = 3

1 0 0 [ [zo] Jo
1z —x 0 flwo, 1] =| h

1 @ — g (ZUQ - l‘o)($2 - 5171) f[$073317$2] fo

1 0 0 flzo] Jo

0 21— 0 flzo, 71] =1 fi—Jo
0 zp—x1 (22— 20)(22 — 71) flwo, x1, 2] fo— N1

Eliminacién restando filas consecutivas
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Normalizacion de pivotes

10 0 flxo fo

0 1 0 f[$07x1] = gﬁ :J;g

0 0 z9— flxo, z1, 23] fo-fi _ hi—fo
Xro2—I1 xr1—I0

Eliminacién restando filas consecutivas

fo

1 00 flzo] fiefo

O 1 O f[flfo,l’l] = Tr1—x0
001 flwo, z1, T2] e

xro—x0

Normalizaciéon de pivotes. o

Este ejemplo parece justificar la notacion y el nombre de diferencias divididas.
En el caso general, se puede probar que las diferencias divididas de orden
J estan dadas por

f[xlax%'” ,ZL']] —f[.fo,l’l,"‘ 7'Ij_1]

Xj — Xo

f[l'(),l‘l,"' 7$j] =

paraj=1,2--- 'n
Tradicionalmente, se calculan las diferencias en tablas organizadas como

sigue:
Zo f(l'o)
f(@1)—f(zo)
Xr1—I0
f(lfz)*f(ﬁ)7f(fﬂ1l):f(”«‘0)
| f(xl) — xo—x0 o
f(z2)—f(z1)
To—I1
zy  f(x2)
T flr )
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se pide:
1. Calcular la tabla de diferencias divididas.

2. Utilizando la formula de Newton, calcular el valor interpolado de f(0.55).

Solucion: La tabla de las diferencias dividas es la siguiente:

0.1 0.7
1
0.2 08 d
2 —25
03 1 —2.5 62.5
1.5 0 —125
0.4 1.15 —2.5 0
1 0
0.5 1.25 —2.5
0.5
0.6 1.3

El polinomio de interpolacién de Newton viene dado por

ps(x) = 0.7+ (x—0.1)
+ 5(z—0.1)(x —0.2)
— 25(x — 0.1)(2 — 0.2)(x — 0.3)
+ 62.5(x —0.1)(z — 0.2)(x — 0.3)(z — 0.4)
— 125(z = 0.1)(z — 0.2)(z — 0.3)(x — 0.4)(x — 0.5).

La evaluacion de este polinomio para un valor de x determinado puede or-
ganizarse en un algoritmo similar al de Horner

T T — x4 T — x3 T — X2 T — X1 T — x0
0.55 0.05 0.15 0.25 0.35 0.45

flzo, - z5]  flxo, - ,za]  flzo, - ,x3] flzo,z1,%2] flzo,z1]  flzo]

—125 62.5 —25 5 1 0.7
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134 Introduccién al Céalculo Numérico

Se examina ahora el caso en el que los nodos estdn uniformemente distri-

buidos. Si h = x;41 —x; parai =0,1,--- ;n — 1 entonces
wilay) = { G SISy f ), s
0, sii > j. 0, sii > 7.
para¢,j = 0,1,--- ;n. En este caso el sistema que permite calcular las dife-

rencias divididas es el siguiente

1 0 0 0
1 1 0 o 0 Aof(x0> f(xO)
1 2 1 0 Al (o) _ f(z1)
w1 )\ ATf(0) f(a)
n(n—1
1 n % 1
donde A'f(xg) = flzo, 1, - ,x;)h'! se llama diferencia finita de orden . Si

se resuelve este sistema lineal se obtiene

A f () = Z <;) (=1 f ()

k=0

lo que permite interpretar la diferencia finita como la aplicacién i-veces reite-
rada del operador Af(x;) = f(z;+1) — f(x;).

Por otra parte, el polinomio de interpolacién se puede expresar en térmi-
nos de la diferencias finitas como

pul(z) = Z ﬁ;{m(x)

=0

5.4 Error en la interpolacion de Lagrange

El siguiente teorema permitira obtener estimaciones del error que se co-
mete cuando se aproxima el valor de una funcién en un punto por el valor de
su polinomio de interpolacién de Lagrange en ese punto, en el caso de una
funcion suficientemente regular.

[ P W W o 1
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estd dado para cualquier valor de x € [a,b], por la siguiente formula

B() = (o) = pula) = SIS g

para algin nimero & € (a,b) (que depende de x).

Demostracion: Fijado un punto x diferente de los nodos, se considera la
funcién auxiliar g definida por

Wn+1<t)
g(t) =E(lt) — ——=E(x
(1) = B(t) - 25 E()
para todo t € [a, b]. La funcién g se anula en los n+ 1 nodos de interpolacién
y en x. Del teorema de Rolle se deduce que ¢’ se anula en n + 1 puntos
distintos. reiterando el razonamiento se deduce que ¢! se anula en al
menos un punto £ en (a,b). Entonces se tiene

(n+1)!

E(RH)(O W +1()

E(x)=0
lo que conduce a

B(a) = 2 posne) — il o g

(n+1)! (n+1)!

ya que % =0.0
Obviamente el polinomio de interpolacion de grado n+1 a f en los puntos
Xo,T1,"* , Ty, ¥ & toma el mismo valor que f en x. Es decir

f(ZL') = pn(l’> + f[x()?xlv T 7xmx}wn+1<x>‘ (54)

De esta igualdad y de la férmula del error de interpolacién se desprende

()
f[%,xh"' J‘mx] = m
En particular se tiene que
(n)
f[x07x17"'7xn]:f ‘(f)
n!
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136 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: El error de interpolacién de la funcién f(z) = /x estd dado por
la féormula ,
/(6

2
siendo £ un punto desconocido del intervalo [z, x1]. Puesto que xy y x; son
arbitrarios en el intervalo [1, 2], se trata de buscar una cota del error que sea
independiente de estos dos puntos. Esto se puede obtener usando la siguiente
acotacion

E(z) =

(x — xo)(x — 1)

maxec(zn 2.1 | f(E
|E(ZL‘)| S Xte] 0,21] |f ( )l max |(t—$0)(t—$1)|
te[xo,xl]

Se puede acotar separadamente cada uno de los factores en el segundo miem-
bro de la desigualdad anterior. Asi se obtiene que para t € [xg, x1]

32 =82
<0 <
4 — 4 4

(6] =

Puesto que el maximo del polinomio (t — zp)(xz; — t) en el intervalo [z, x1]
se alcanza en mo*“ , se deduce que

(.’El — xg)z 1
t— o)t — TR0 2
téﬁiﬁﬂ( To)(t — x1)| = 1 <7

En consecuencia, una estimacién del error es la siguiente

[E(z)] <

&)=

para todo z € [xg, 1] o.

Ahora se plantea la siguiente cuestién: jcémo colocar estratégicamente
los nodos de interpolacion para mejorar la aproximacion en un sentido con-
tinuo?. El ejercicio anterior muestra que quizas podria refinarse la precision
con la que el polinomio de interpolacién se aproxima a la funcién tomando
adecuadamente los nodos. En este sentido parece razonable escoger los nodos
x; de modo que minimicen el maximo de |(z — xo)(x — z1) -+ (x — z,)| en
la,b]. Esto se puede conseguir del modo siguiente: Mediante un cambio de
variable lineal se transforma el problema de interpolacion en el intervalo [a, b]
en otro equlvalente en el 1ntervalo [ 1,1]. En este 1nterva10 de acuerdo con
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5.5 Algoritmos de Aitken y Neville

Las situaciones en las que se usan técnicas de interpolaciéon polinomial
son muy variadas. En algunas de estas situaciones, la interpolacion es parte
de un procedimiento mas amplio que la utiliza como aproximacion de una
funcién, beneficidandose del hecho de que un polinomio se puede facilmente
derivar o integrar. En esos casos, el calculo de las funciones bésicas o las
diferencias divididas parece el objetivo basico. Sin embargo, es facil imaginar
situaciones méas sencillas en las que se disponen de algunos datos sobre el
valor de la funcién en algunos puntos y lo tnico que se pretende es obtener
un valor aproximado de la funcién en un punto en el que no se dispone de in-
formacion. Uno podria razonablemente pensar en evitar calculos innecesarios
y realizar las operaciones imprescindibles para obtener esta aproximacién en
el referido punto. Del mismo modo que la evaluacion de un polinomio arbi-
trario no se hace por simple sustitucion de la variable por su valor, calcu-
lando separadamente cada una de las potencias, ya que ello implica un coste
computacional alto y que existen otros procedimientos elementales como el
algoritmo de Horner que permiten reducirlo considerablemente, también el
coste computacional de la evaluacion de polinomio de interpolacion en un va-
lor de la variable x, puede reducirse considerablemente usando los algoritmos
de Aitken y Neville.

Para comprender la base tedrica en la que estos procedimientos se sus-
tentan, se analiza la siguiente situacion: Se conoce el valor de una funciéon en

n+ 1 puntos X = {xg,z1, -+ ,z,} distintos. Se supone que se ha construi-
do el polinomio de interpolacion p,,_; de grado n — 1 correspondiente en los
puntos {zg, 1, -+ ,Z,_1}, directamente se comprueba que

Pu() = po1(x) + (fo = Poa(2n))ln(2)

es el polinomio de interpolacién correspondiente a todos los datos (I, es la
funcién béasica de Lagrange asociada al nodo z,,) ya que es inico y p,(x;) = f;
para todo¢=20,1,--- ., n.

Esta consideracion es atn valida si el punto separado del conjunto X es
arbitrario y no necesariamente el ultimo. Por esta razén, se puede disenar el
siguiente procedimiento: Del conjunto X se extrae un punto z; y se construye
el polinomio de interpolacién pfl_l con los puntos restantes. A continuacién,

se repone el punto x; a X y se repite el procedimiento para otro punto distinto

k

7. obteniéndose 111 seonndo nolinomio de internolacidn n de orado menar
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138 Introduccién al Céalculo Numérico

Si se multiplican, la primera igualdad por z — z;, y la segunda por z — x,
se deduce que
(2 — 2;)pa() = (& = 25)p),_ (%) — (2 — wp)py_y () + q(x)

donde ¢ es el polinomio definido por

q(x) = (x — 2)(f; = ph 1 (2))i(x) — (@ — @) (fo — Py (2n) )i (@)

El polinomio q es grado n ya que es la diferencia de dos polinomios de grado n.
Ademas se anula en todos los puntos de X. Consecuentemente, el polinomio
q es el nulo y por ello se obtiene la férmula

(z = 2P (2) = (2 — 2)pn (@)

pn(z) =

Esta formula permite justificar los algoritmos de Aitken y Neville que se
usan para evaluar el polinomio de interpolacién en un punto sin necesidad
de calcular sus coeficientes o evaluar las funciones de forma de la interpo-
lacién. La diferencia entre ellos estd en qué puntos z; y xj se seleccionan.
La idea de Aitken es utilizar siempre z,_; y x, mientras que la de Neville
es utilizar zy y x,. Por ejemplo, para calcular el polinomio de interpolacion
p(z; xg, 21, T2, x3), construido en los puntos {xg, x1, T2, r3}, mediante dos po-
linomios construidos usando tres puntos, el algoritmo de Aitken usa los poli-
nomios p(x; xg, x1,x2) v p(x; xo, 1, r3) mientras que el algoritmo de Neville
usa los polinomios p(x; xo, 1, x2) y p(; 1, T2, T3).

Se pueden organizar los célculos de modo recurrente en alguna de las
disposiciones siguientes:

Algoritmo de Aitken

To T —Xo fo

T, r—x1 fi P(x;xoam)

To T — Ty fo p(x§$07332) p($§$07$1,$2)

3 x—x3 f3 plw;xe,x3) p(w;20,21,73) P(T;T0, T1, T2, 73)

En esta tabla, los polinomios p(x; xg, x1, x2) y p(x; xo, 1, T2, x3) se calcu-
lan del modo siguiente

(2 T Ta. L) — (x — 21)p(w; mo, 22) — (T — @2)p(; T, 1)
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Algoritmo de Neville

To T —Xo fo

T r—x1 fi p($; $0,$1)

Ty x—xo fo plrizy,ze) pl;xo,x1,x2)

r3 x—x3 f3 p(w;ae,x3) plo;ay,Te,23) p(X;T0, 71, T2, 73)

En esta tabla, los polinomios p(z; xg, x1, 22) v p(x; o, 21, 9, x3) se calcu-
lan del modo siguiente

(x — @o)p(w; 21, 2) — (v — 22)p(2; 70, 71)
To — I ’

p(x;x()axhx?) —

p(x; xo, 21, T2, T3) = (= @o)plwizs, o, x;) — (xx — 3)p(w; 20, 71, x2).
3~ 40

- EJERrcICIO 49 Completar la siguiente tabla

v, v—x; f(z;) ple;z,xipr) p(T; s, Tig1, Tipo) pla; o, 21, T2, T3)

-2 25
—1 1.5 —0.5

0 05 0 0.25

1 ? ? ? ?

que pone en practica el algoritmo de Neville para interpolar una funcion en
un punto x desconocido. Determinar el punto x en el que se ha interpolado
la funcion.

Solucion: Los valores desconocidos de la tabla son

Ty T — I f(%) p(l’;l'z',%iﬂ) p(xQxi7$i+17xi+2) p(x;ﬂfiﬁj,%,l’p)

-2 25
—1 1.5 —0.5
0 05 0 0.25
1 r—1 f(l) p(a:;O,l) p(x;—l,(),l)
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140 Introduccién al Céalculo Numérico

1.5p(x;0,1) 4+ 0.125
5 )
2.5p(x; —1,0,1) 4+ 0.125
3 :
Consecuentemente, de la dltima ecuacién se deduce que p(z; —1,0,1) = 0.25.
De la anterior se deduce que p(x;0,1) = 0.25 y finalmente se obtiene que
f(1)=0.5.

Consecuentemente, la tabla completa es

0.25 =

v v —x; f(g) p(ﬂﬁ;xi,%‘) P(w;%,%‘,iﬂk) P(lﬂ;%»%,xk,%)

-2 25
1 15 05 ©

0 05 0 0.25
1 —05 05 0.25 0.25 0.25

5.6 Interpolacién compuesta

El control del error de interpolacion estd en la (n + 1) derivada de la
funcién a interpolar. No obstante, funciones con expresiones analiticas sen-
cillas pueden presentar fuertes oscilaciones en la derivadas sucesivas. Por
ejemplo, el polinomio de interpolacion de Lagrange para la funciéon de Runge
f(x) = 1352 definida sobre el intervalo [—5, 5] presenta una convergencia muy
pobre como muestra la figura 5.1.

Parece razonable plantearse la siguiente cuestion: jaumentar el grado del
polinomio de interpolacién es siempre la mejor estrategia para mejorar la
precisiéon?. No es una cuestiéon simple dar una respuesta rotunda a esta cues-
tion. Hay situaciones que evidencian que muchas veces es preferible, a fin
de agilizar el célculo o conseguir una mayor estabilidad en la aproximacién,
agrupar los datos en pequenos grupos e interpolar independientemente en
cada uno de ellos. En la situacién extrema, con cada dato se construye un
polinomio constante, que se considera como aproximacién de la funcién hasta
estar proximos al siguiente dato, en donde se toma como constante el nuevo
dato. Se construye de este modo un polinomio constante a trozos de modo

amilar a coma_se congtrive la fiineidn redonden o la fiineidn narte entera
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o Puntos interpolados ‘
Polinomio de interpolacién ;"\

R —fX)=1/(1+x%) ‘

Figura 5.1: Funcion de Runge

5.7 Interpolacién de Hermite.

La interpolacién compuesta de Lagrange garantiza la continuidad del po-
linomio de interpolacién aunque no la de sus derivadas. Para obtener con-
tinuidad en las derivadas y evitar de este modo que la gréafica tenga puntos
angulosos es preciso utilizar la interpolacion de Hermite que usa, no sélo el
valor de la funcion en los puntos, sino también el valor de sus derivadas.

« EJEMPLO 31 De una funcién f se conocen los datos que estan en la si-
guiente tabla de valores:

0
f(z) |0
f'(@) |1

Si se busca el polinomio de interpolacion de Lagrange a estos datos se obtiene
que py(x) = z. Es decir, una recta que pasa por el origen, ajusta perfecta-
mente estos datos. Sin embargo, los datos para la derivada no se ajustan en el
punto 1. Si se usa la interpolacion de Hermite, es necesario ajustar también

]{‘)g ‘IQ]OT'PQ (‘]P ]HR dPT‘i‘ QAQQ Para p”ﬁ so necegita 118ar 11Na P]ﬂQﬁ ma/q Qmﬁ]iﬂ AP

—1
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para que se cumplan las 4 condiciones de interpolacion. Esto conduce al
sistema lineal

a = 0,
a+b+c+d =
b =1
b+2c+3d = -1

Si se resuelve el sistema se obtiene que polinomio de interpolacién es

p3(r) = o + 22° — 22°. o

——Pol i nom o Lagrange
——Polinonmio Hernite

Figura 5.2: Polinomio de Hermite p3(z) = x + 222 — 22°

De un modo mas general se puede plantear un problema de interpolaciéon
de Hermite del modo siguiente: Dados los valores de una funciéon y de su
derivada en los nodos a = xy < --- < x, = b hallar un polinomio p de grado
2n + 1 tal que

p(wi) = fi, p'(zi) = fi

para ¢ = 0,1,--- ,n. Se puede interpretar el polinomio de interpolaciéon de
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correspondiente al caso en el que la distancia es nula.

A fin de obtener un resultado de existencia y unidad de solucion a este
problema, asi como para desarrollar métodos eficientes de construccién, se
consideran los 2n + 1 polinomios de Newton

wy = (x — 1)?

|
|

wy = (x — x0)(x — x1) wy = (x — x0)?(x — 1)
|

Won = (m — 550)2 s (iU — 33n71)2 Won4+1 = (l’ — 33'0)2 s (.I — xn,l)z(x — xn)

que generan el espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2n+1. Se
busca un polinomio de interpolacion que en cada punto dependa linealmente

de los datos .

p(z) = Z(l%(x)fi + loig1 () f7)-
i=0
Se impone la condicién de que esta formula de interpolacion sea exacta en el
espacio de los polinomios de grado menor o igual que 2n + 1; Es decir, que
el polinomio de interpolacién de Hermite de un polinomio sea ¢l mismo. Si
se impone la exactitud en la base de Newton se obtiene el siguiente sistema

lineal .

D (lai(@)w; (i) + boir (2)f () = wy (),

i=0
para cada x € [a,b] y para j =0,--- ,2n + 1. La matriz de coeficientes D de
este sistema resulta ser

wo(Zo) wy(zo) v+ wolwn) wo(Tn)

w1 (Zo) wi(zo) v wilwn) w1 (Tn)

D= : : : : : 5
wan(To)  whn(To) 0 wan(@n)  why(Ta)
want1(70) wén+1(Io) c s Wang (T) W§n+1($n)

el vector de incdgnitas, I = (lg, 11, -+ ,lons1)" v €l de términos independientes,
w = (wo,wr," " ,Want1)"

Si se tiene en cuenta que
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144 Introduccién al Céalculo Numérico

se comprueba que la matriz D es triangular superior. Ademas, puesto que
wi(z;) >0, wi(z;) >0

para todo ¢ = 0,1,--- ,n el determinante de D es positivo.

La resolucién de este sistema proporciona las funciones de forma o funcio-
nes basicas de Hermite. De modo similar a como se procedié en el caso de la
interpolacion de Lagrange se pueden calcular las componentes del polinomio

de interpolacién en la base {w; : i =0,---,2n + 1} resolviendo el sistema
[ [zo] f(xo)
flzo, o] [/ (o)
D! flzo, w0, 1] =1 f()
f[[L‘(),ZL'(),"' ,ZEn,ZEn] f/(xn)

Los célculos pueden organizarse en tablas como la siguiente

zo  f(xo)
f{xoa ‘IO] - f,(l'o>
0 f(l'o) ) i f[fljo,l'o,xl] = W
f[x()wrl] - %ﬁgm

v f(x) [lwo, 01, 21] = Lt Sl

flzr, o] = f'(21)
€ f(iﬂl)

e fl2)

La regla para la construccion de la tabla es la misma que en el caso de la in-
terpolacion de Lagrange, excepto que en las dos primeras columnas se repiten
datos y en la tercera se toman las derivadas cuando se anula el denominador.

- EJERCICIO 50 Dada la siguiente tabla de valores:

v | f(z) | ['(x)
1] -1 | =3
2| -3 ] ~1
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2. Calcular el polinomio que interpola los datos de la tabla.

Solucion: La tabla de diferencias divididas correspondiente a estos datos es
la siguiente:

1 -1
-3
1 -1 1
—2 0
2 -3 1 0
-1 0 1 -
2 -3 1 -
2 =3
5 3 0
2
5 3
y el polinomio de interpolacion pedido es
1
plr)=—-1-3x—1)+(x-1)2 - —=(@—-1*z-2)>*xr-5). o

48

— EJERCICIO 51 Dada la siguiente tabla de valores:

v | f(z) | f'(2)
37 1 | 1

1 2

3] 1

determinar si existe un polinomio de grado menor o igual que 3 que interpole
estos datos.

Solucion: Si se impone a la férmula de interpolacion

p(x) = lo(2)f(=3) + L(2) f'(=3) + l2(2) [ (1) + I3(2) £ (3)

ser exacta para los polinomios 1,z + 3, (x + 3)? y (z + 3)?(z — 1) se obtiene
el sistema lineal

100 1 lo() 1
01 1 6 L) | z+3
00 8 36 b(z) |~ (x + 3)2
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5.8 Interpolacién por esplines ciibicos

En esta seccion se aborda la siguiente cuestion: jcémo se interpola a trozos
conservando una cierta regularidad?. Si no se dispone de informacién sobre
las derivadas de la funcién pero se necesita regularidad en la interpolacion
compuesta, se pueden utilizar las funciones esplines que son polinémicas a
trozos y conservan algunos ordenes de regularidad en los nodos de interpo-
lacion. La idea basica consiste en la uniéon de los trozos de los polinomios
construidos en sub-intervalos contiguos, de modo que las derivadas laterales
coincidan en el nodo comun.

Se considera el siguiente conjunto de nodos de interpolacién

a=xo< 1 < "<z =0>.

Una funcién s de clase C?([a,b]) es un esplin cibico en [a,b] si s es un
polinomio de grado menor o igual que 3 en cada intervalo [z;, z;41]. Se dice
que es un esplin cibico de interpolacién a los datos {(x;,y;) : i =0,1,--- ,n}
si s(x;) =y; parai=0,1,--- ,n. En la figura 5.3 se observa como un esplin
interpola en 5 nodos los valores de la funcién f(x) = senz, manteniendo la
regularidad hasta la segunda derivada al pasar por los referidos nodos.

15

O Nodos
Esplin cubico
y=senx

0.5

-1k

-15
0

Figura 5.3: Interpolacion por esplines
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para cadai = 0,--- ,n—1. La dificultad reside en que los coeficientes a;, b;, ¢;
y d; no pueden ser determinados separadamente para cada ¢ =0,--- ,n — 1,
ya que en cada intervalo solamente se dispone de las dos ecuaciones

Sz(l’z) = Yi, Si(xi+1> = Yi+1

que proporciona la condicién de interpolacién. El hecho de que el esplin
tenga derivada primera y segunda continua en los nodos de interpolaciéon nos
proporciona dos nuevas ecuaciones

si(z)) = si_i(x;), sii>0,

si(z;) = s (x;), sii>0,
si(Tit1) Sip1(@Ti1),  sti<n—1,
87 (Tiy1) si(Tip1),  sii<n—1

en cada uno de los extremos de cada intervalo. Pero, queda claro que no
pueden resolverse de modo independiente en cada intervalo ya que involucran
a los polinomios s;_1 y s;11. Esto pone en claro la naturaleza global del esplin.

Para determinar esos coeficientes se introducen las siguientes variables

auxiliares

zi = 8"(;)
para ¢ = 0,--- ,n. Aunque el objetivo final es el calculo de los coeficientes
a;, b, c; v d; para cada uno de los sub-intervalos, como calculo intermedio se
determinaran los valores de z;.

De la propia definicién de las variables z; se desprende que si se utiliza la
expresion del esplin en cada sub-intervalo para evaluar la derivada segunda
en x;, se obtienen n relaciones entre las variables z; y los coeficientes de los
polinomios. Puesto que

si(z) = 3ai(x —x:)* + 2bi(z — 7)) + ¢4,
si(x) = 6a;(x — x;) + 2b;,

de la definicién de las variables z;, se obtiene que
Zj .
b¢:§ parat=0,1,...,n— 1.

LI PR R R ~ LL 1
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148 Introduccién al Céalculo Numérico

parat=1,---,n — 1. De estas relaciones se deduce que
i+l T 2
a; = ————— 5.5
donde h; = x;41 — x; parat=10,--- ,n — 2.

Si se imponen las condiciones de interpolacién en los extremos del inter-
valo [z;, x;11] , se obtienen las ecuaciones siguientes
di = Y,
3 2
a;h; +bihi + cihi +di = yipa

para i =0,---,n — 1. Si se usan las expresiones de a;,b; y d; en la segunda
de estas relaciones se obtiene que

Yiel — Y 22+ zin
W 5 (5.6)
parat=20,---,n — 2.
De la continuidad de las derivadas en el punto z;.1 se deduce que

3a;h? + 2bh; + ¢; = Ciy1.

para ¢ = 0,1,--- ;n — 2. Si se insertan en esta relaciéon las expresiones que
dan a;, b; y ¢; en términos de x;,y; v h; se obtiene

6" 3 i+1 G hios hi
, = ] — h; . .,
para i = 0,1,--- ,n — 2. Si se define r; = vt la anterior relacién se

convierte en
732 + 221 + (1 = 13) 200 = 6f 14, 2441, D40

para ¢ = 0,1,--- ,n — 2. Los segundos miembros de estas relaciones son
diferencias dividas que pueden calcularse sin dificultad. De hecho, estas rela-
ciones podrian ser interpretadas como un sistema lineal de n — 1 ecuaciones

de incégnitas z; parat=0,1,--- ,n
ro 2 1—rg --- 0 0 0
0 2 0 0 0 20 flzo, 1, 2]
21 flr1, 2, 23]
Do : . : : : =0
0 0 0 - 2 1—rp_3 0 :
0 0 0 cee Tpeo 2 1—rp_o Zn flzn—2,n—1,2n]

Fn ecnialamioer caca go trata do 1in gigtoma de ccniacianeg indeoteorminada xra ane
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Esplin natural

Sg(x0> - Slri—l(xn) =0,

Esplin con pendiente fijada en los extremos (End Slope Spline)

s0(t0) = o, S 1(Tn) = Y,

Esplin periédico

$o(x0) = 1 (), sq(w0) = 81 (2n),

Esplin sin nudo (Not-a-Knot Spline)

56”(5131) = 5/1”(301), Sﬁiz(mnfl) = 3#1(%—1)-

A modo de ejemplo, se examina a continuacién el caso del esplin natural.
Se pueden incorporar las condiciones de esplin natural suprimiendo la primera
y la dltima de las columnas de sistema lineal

2 1 — To - O O
T1 2 O O 21 f[x()uxl?xQ]
—6 flr1, w2, 23]
0 0 tee 2 1-— T'n—3 Zn—1
0 e Th_o 2 f[xn—Qa Tn—1, ZL‘n]

La matriz de coeficientes de este sistema es estrictamente diagonal dominante
y consecuentemente es no singular. Es decir, calculadas las diferencias dividi-
das a partir de los datos, la resolucién de este sistema nos permite conocer el
valor de las variables z; y a partir de ello, calcular los coeficientes del esplin
en cada sub-intervalo a partir de las férmulas 5.5 y 5.6 para i =0,--- ,n—2.
Imponiendo las condiciones de interpolaciéon para s,_1 y s._; en los extre-
mos del intervalo [x,_1, x,] se prueba la validez de las férmulas 5.5 y 5.6 para
1=n—1.

- EJERCICIO 52 Dada la siguiente tabla de valores:

z |0 0.25 0.50 0.75 1

oo =g
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Solucién: En primer lugar, se construye la tabla de diferencias divididas

Z; flzi)  flei, vl flos i, Tigo

0 0
2.8284
0.25 0.7071 —3.3136
1.1716
0.5 1 —4.6864
—1.1716
0.75 0.7071 —3.3136
—2.8284
1 0
En segundo lugar, se resuelve el sistema
2 05 0 z1 —19.8816
0.5 2 0.5 2z | = | —28.1184
0 05 2 23 —19.8816

con zg = z4 = 0. La solucién es z; = —7.344, zo = —10.3872, z3 = —7.344.
Finalmente, la formulas que dan los coeficientes nos proporcionan direc-
tamente los coeficientes del polinomio

s1(x) = ar(x — 0.25)° + by (z — 0.25)* + c1(z — 0.25) + dy
que resultan
a; = —2.0288 by = —3.672 ¢, =22164 d, =0.7071

Se puede verificar directamente este resultado imponiendo a s; que veri-
fique las cuatro condiciones

81(901) =Y, 31(96’2) = Y2, 3/1/(1’1) = Z1, 3/1/(5752) = 2. <&

5.9 Ejercicios

- EJERCICIO 53 Estimar el error que se comete al calcular eV®, interpolando
el valor de la funcién en dos puntos xo y x1 arbitrarios en el intervalo [1,2].
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siendo £ un punto desconocido del intervalo [z, z1]. Puesto que x¢ y x1 son
arbitrarios en el intervalo [1, 2], se trata de buscar una cota del error que sea
independiente de estos dos puntos. Esto se puede obtener usando la siguiente
acotacion

n
x0,T1 t
|B(z)] < 22Xteleo WON I(t — 20)(t — 21)].

o 2 t€[zo,x1]

Ademas, se tiene que para t € [z, z1]

o= (1- %)

u u mondtona creciente en u maxim nza en x
Puesto que f” es mondtona creciente en [1,2], s a o se alcanza e
puesto que ; es arbitrario en [1, 2], se puede usar la siguiente acotacién

eVt

1 1
max | /()] < [F"2) == (1 - —=) Y% < 0.1507.
a0 <1£(2)] 8( ﬂ)
Por otra parte, se tiene
(ill'l — l’o)z 1
t— t— < ——< -
Jnax. |t —@o)(t — @) £ ——— <7

En consecuencia, una estimacion del error es la siguiente
|E(z)] <0.019

para todo x € [xg, x1]. o

— EJERCICIO 54 Se considera un conjunto de puntos de interpolacion
a=xg<r1<---<x,=0

en el intervalo [a,b]. Se pide calcular el polinomio de interpolacion de La-
grange en estos nodos de las siquientes funciones

1. f(z) = wps1(@) = (2 — o) (z — 21) - -+ (T — Tn),
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1. Puesto f(z;) = wpy1(x;) = 0, el polinomio de Lagrange es

= > h(@) () =

2. De la férmula del error se deduce que

F0(E)

e @) = 2u(o) + (@)

2" = p,(z) +

de donde se obtiene que p,(z) = 2" — w, 1 (x).

3. De la férmula de Lagrange se deduce que

Zl 2w (23) 28 = wp(z0) 22, (1) = 23w, (7). o

- EJercicio 55 Construir el polinomio de interpolacion de la funcion de

Heawviside
0, stx <0
f(x)_{l, six >0

en los nodos

1< 1< 1<O<1<1<1
2 3 3 2 ’

Solucion:

18+ (33510 + (49 X2 .+ 1
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-1 0
0
1
-1 0 0
0 6
1 279
—= 0 6 — £
3 3 6 20 213
5 10
o 1 -3 18 —18
0 27 _ 7
1 b 81 10
11 0 —5%
0 0
1
i1 0
0
11

En consecuencia, el polinomio de interpolacién es

33 2" . 49 24 _ 11523 ot 239w

1.
10 2 24 120 © ¢

p(z) = —182° +

- EJERCICIO 56 La funcion y = f(x) es conocida solamente en los siguien-
tes valores:

10 10
f(0)=1, f'(0.1)= —3 10.2) = 3 £(0.3) =0.001 .
Esta funcion tiene un punto de inflexion en el intervalo 0 < x < 0.3. Calcular
una aproximacion de la abscisa de dicho punto usando interpolacion mediante

polinomios.

Solucion: Se considera la base de los polinomios de grado menor o igual
3 formada por {1,z,2% z3}. Si se imponen a un polinomio de tercer grado
p3(x) = ag + ayx + axx® + azx® las cuatro condiciones de interpolacién, el
sistema lineal que resulta es

10 0 0 ay L
0 1 02 003 a | 3
0 1 04 012 az | | %
1 03 009 0.027 a2 oo
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Si se resuelve el sistema de modo exacto, se obtiene la solucién

Puesto que el punto de inflexiéon del polinomio de interpolacion esta dado

por z = —22_ un valor aproximado del punto de inflexién de la funcién f

3as
es 2—30. Los calculos han sido realizados de modo exacto pero es interesante
verificar los resultados cuando se utiliza una precision limitada. Para valores
- . . . 83 ,
de = pequenos la parte mas relevante del polinomio es 1 — zx cuya grafica
es una recta. El ejemplo podria servir para ilustrar la inestabilidad algunos

problemas de interpolacion. o

- EJERCICIO 57 Para interpolar por el método de Hermite una funcion f se
observan los valores de la funcion y su primera derivada en los puntos {0,1}.
Una vez calculadas las diferencias divididas se tiene que

f[O] = f[0,0] = f[0707 1] = f[0,0,l,l] =1
Se pide:
1. Determinar los valores de f(0), f(1), f'(0), f'(1).

2. Calcular el polinomio de interpolacion de Hermite de f en los puntos
indicados.

Solucion: La tabla de diferencias divididas contiene ya la siguiente informa-

cion
0 1
1
0 f(0) 1
f10,1] 1
L f(1) f10,1,1]
Sl 1]
1 f(1)
De la tltima columna se deduce que
f[oa ]-7 1] —1

=1
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Capitulo 5. Interpolacion de funciones 155

se deduce f[0, 1] = 2. También se tiene que

1
y consecuentemente f[1,1] = 4. De la tercera columna se deduce que
1) — f(0
f'(O) =1, M =2, f’(l) =4,
lo que permite completar la tabla
0 1
1
01 1
2 1
1 3 2
4
1 3

De acuerdo con la férmula de Newton, se deduce que el polinomio de inter-
polacion de Hermite es

plx)=1+z+2*+2%(x—1)=1+z+2° o

— EJERCICIO 58 Dada la siguiente tabla de valores:

z |01 234
fl)]0 0 2 46

calcular el esplin cibico natural de interpolacion a estos datos en el intervalo
0, 1].

Solucidén: En primer lugar se construye la tabla de diferencias divididas

v f(ws) flrg, ] flos, 2, 20

0 0
0

1 0 1
2
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156 Introduccién al Céalculo Numérico

Puesto que los valores de las abscisas estan igualmente espaciadas se tiene
que r; = % En segundo lugar se resuelve el sistema

2 05 0 21 6
05 2 0.5 z | =10
0 05 2 23 0

— _6 — 3
! ﬁ7z2_ .7723_14' ) .
Finalmente, la formulas que dan los coeficientes nos proporcionan direc-
tamente los coeficientes del polinomio

con zy = z4, = 0. La solucién es z; = £ 3

so(x) = apx® + bz + cox + do

No obstante se pueden calcular directamente imponiendo a s; que verifique

las cuatro condiciones
1 1Zi 45
50(0) =0, so(1) =0, s(0) =0, sg(1) = 7.

de donde se deduce que so(z) = 322(2* — ). o
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CAPITULO 6

Derivacién e integracién numérica

6.1 Introduccion

El célculo de derivadas o integrales no es en general simple salvo que la
funcion a derivar o integrar, sea elemental. En lo que se refiere a la integra-
cion, incluso en casos tan sencillos como el siguiente

1 2
/ e dx,
0

en el que no es posible realizar la evaluacién con técnicas analiticas, sera ne-
cesario recurrir a aproximaciones numéricas. Aunque el calculo automatico
permite potenciar estos calculos simbdlicos al maximo, lo cierto es que sus
posibilidades son limitadas.

Las ideas que soportan las técnicas de derivacion o cuadratura numeérica
que se emplearan en este capitulo no seran nuevas. Simplemente, los proce-
dimientos de aproximacién de funciones introducidos en el capitulo anterior
seran aplicados directamente al derivando o al integrando que sera sustituido
por una funcién elemental, posiblemente polinomial. Una vez aproximada la
funcion, se integra o deriva directamente el polinomio que la aproxima.

p‘r\ DQfQ f‘ﬂ]’\{f‘lT]ﬂ DQI’\1‘ID,Q Aﬂ 1119 ]’\Y‘DKYQ 'iﬂf?‘(\{q1‘|{‘f‘if/\ﬂ 2 ]Q AQY‘;‘YQ(“;{’\Y\ Y\1‘IYY1Q/‘V";
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158 Introduccién al Céalculo Numérico

6.2 Formulas de derivacion numérica

Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b] y derivable en un punto
¢ € (a,b). Si la evaluacién de la derivada de f en ¢ es complicada parece
razonable construir un polinomio de interpolacién en este intervalo y después
derivarlo en el punto = c. Si solamente se utilizan los extremos del intervalo
ro9 = a < x1 = b el polinomio de interpolacion construido con las funciones
bésicas de Lagrange es

r — T

p(e) = — flwo) + — -

r — Xy

f(z1)

y su derivada en el punto x = ¢ esta dada por

oy - L) = ),

r1 — X

Esta expresion no es otra que la que corresponde a un cociente incremental
cuyo limite cuando el tamano del intervalo tiende a 0 es el valor exacto de la
derivada de f en (. Sin embargo la puesta en practica de una idea tan simple,
tiene algunas dificultades cuando los calculos de los cocientes incrementales
se realizan con una aritmética finita. En ejemplo 1 del capitulo 1 se ponia
de manifiesto que cuando el incremento de la variable independiente es muy
pequeno, el numerador podria anularse y por lo tanto también el cociente
incremental aun cuando el valor teérico del limite fuese distinto de 0. Cuando
se pretende calcular una derivada de alto orden de este modo, las dificultades
se incrementan considerablemente.

« EJEMPLO 32 Se desea aproximar el valor de la derivada tercera en un
punto zy de una funciéon f que no se conoce pero cuya evaluacién en un
punto arbitrario no es costosa. Lo mas natural parece escoger un conjunto de
puntos igualmente espaciados xg, g + h, ¢ + 2h, xo + 3h y derivar tres veces
consecutivas el polinomio de interpolacion construido sobre esos nodos.

El polinomio de interpolacién de Lagrange construido sobre los nodos
equidistantes xg, g+ h, o+ 2h, xo + 3h por la formula progresiva de Newton
es

poe) = S+ 2L gy B 0o

Agf(xo) [ N/ Vi \
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Capitulo 6. Derivacion e integracion numérica 159

Para ilustrar el cdlculo se consideran como datos particulares f(z) =/,
el punto xyp = 1 y el tamano de paso entre nodos h = 0.05. Se construye la
tabla de diferencias finitas

1 1
0.493901754
1.05 1.02469508 —0.11626508
0.482275246 0.052324133 .
1.1 1.04880885 —0.10841646
0.4714336

1.15 1.07238053
Consecuentemente, el polinomio de interpolacién es

p(z) = 14 0.4939016(z — 1) — 0.116262(x — 1)(z — 1.05)
+ 0.052293(x — 1)(z — 1.05)(z — 1.1)

y el resultado buscado
Py (x0) = 0.31371803.

Por otra parte, ya que

5

3 -3
f//,(x(]) — gxo 27

el valor exacto es f”'(1) = 0.375 o

El calculo efectivo de los coeficientes de una férmula de derivacién numéri-
ca pueden llevarse a cabo del modo siguiente. Se construye el polinomio de
interpolacion de la funcién a derivar f

pn(T) = le(x)f(l‘z)

donde [; representan las funciones basicas de Lagrange. La féormula de deri-
vacion se construye como

D(f)(%o) = Z 1i(Zo) f (s).

Es importante observar que los coeficientes a; = I/(Zg) de la férmula de
derivacion puede ser calculados por el sistema lineal
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160 Introduccién al Céalculo Numérico

obtenido derivando ambos miembros del sistema de ecuaciones 5.2 de la pagi-
na 128. En principio, el punto de derivacion Zy no tiene porque coincidir con
ninguno de los nodos de interpolacion.

Si lo que que se pretende es construir una férmula de derivacién de mayor
orden, el procedimiento es el mismo. Asi para la derivada r-ésima, la formula
tendra los siguientes coeficientes

11 - 1 ag 0
To Ty 0 Ty aq 0
xy oo al an, nn—1)---(n—r)zg"

- EJERCICIO 59 Hallar ay,as y as para que la formula
f(2) = a1 f(1) + aa f(2) + a3 f(3)

esté basada en la interpolacion (de Lagrange) y dar una expresion del error
para el caso en el que f € C°([1,3]) .

Solucion: Si la formula estd basada en la interpolacion, proviene de sustituir
la funcién a derivar por un polinomio de interpolaciéon. Consecuentemente, si
la interpolacién de Lagrange es exacta para los polinomios de grado menor
o igual que 2 también lo sera la férmula de derivacién numérica y por ello se
cumplird que

1 11 aq 0
1 2 3 a9 = 0
149 as 2

Consecuentemente la formula de derivacién numérica buscada es

f"(2) = D(f) = f(1) =2/(2) + f(3).

Si se toma f(z) = x3 se obtiene que f”(2) = 12 y este ntimero coincide con el
valor aproximado por la formula. Se puede verificar que esto no ocurre para
el polinomio z*. Asi pues, la férmula es exacta hasta polinomios de grado
menor o igual que 3.

Para estimar el error se consideran los desarrollos de Taylor alrededor de
T =2
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Capitulo 6. Derivacion e integracion numérica 161

donde 1 <¢<2y2< E < 3 son desconocidos. De ello se desprende que

1

F/2) = D) =~ V@) + 2O — /0@ o

6.3 Método de Extrapolacion de Richardson

En la seccién previa se ha discutido acerca de la inestabilidad que encie-
rra el célculo aproximado de una derivada cuando los puntos usados en el
procedimiento de interpolacion, se aproximan al punto donde se deriva. Si
este conjunto de puntos depende de un parametro h destinado a tender a 0,
es posible que por debajo de un determinado umbral para h, la precision de
la aproximacion buscada, se deteriore drasticamente. Un modo de mejorar la
precision, que limita este umbral del parametro h, es utilizar los métodos de
extrapolacién de Richardson.

La idea bésica de estos métodos es la siguiente: Si se representa por N (h)
la aproximacién correspondiente al parametro h, y se efectiian varias apro-
ximaciones con distintos valores de h en el rango estable, con estos valores
se puede reconstruir aproximadamente la funciéon N(h) y a continuacion ex-
trapolar el valor N(0). Por ejemplo, cuando se estd utilizando la siguiente
formula de derivacién numérica

f(xo+h)— f(xog —h)

Dy f(wo) = 57

para aproximar el valor de la derivada de f en el punto xg, se estd conside-
rando una familia de puntos {z¢ — h, zo + h} que depende de un pardmetro h
destinado a tender a 0. La funciéon N(h) es en este ejemplo, la que asigna a
cada valor de h el nimero Dy, f(z). Se utiliza el término extrapolacién para
indicar el punto donde se interpola, h = 0 esta fuera del minimo intervalo
que contiene a los nodos usados.

La cuestion es ahora cémo distribuir los valores de h, que se usan como
nodos de la interpolacién, para que la precisién conseguida con la extrapola-
cién mejore la precisién obtenida con cada uno de ellos. Se puede encontrar
una respuesta a esta cuestion cuando tedricamente se dispone de una férmula
que establezca la precision de la aproximacion, del siguiente tipo
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162 Introduccién al Céalculo Numérico

intervalo (0, ho). En esta terminologia, se dice que N (h) es una aproximacion
a N(0) de orden m.

Si en la formula anterior se sustituye h por rh para un nimero 0 < r < 1
arbitrario, se obtiene que

N(rh) = N(0) + ah™r™ + O(h™1).
Si se combinan estas relaciones se obtiene
r™N(h) — N(rh) B
rm—1 -
Es decir, el cociente que esta a la izquierda de la anterior igualdad
r™N(h) — N(rh)
rm —1

N(0) + O(h™th).

Ni(h) =

es una aproximacién a N(0) de orden m + 1 mientras que N (h) solamente es
una aproximacion de orden m. De este modo, combinando el resultado de la
formula para h con el de rh, se puede construir una aproximaciéon mejor al
valor buscado.

Esta idea se puede utilizar de modo recurrente para aumentar el orden
de aproximacion en una unidad en cada etapa. Se puede organizar el calculo
del modo siguiente: Se calculan N (h), N(rh), N(r?h),--- de modo que r'h se
mantenga en el rango estable. Con cada pareja N (r""'h), N(r'h) se construye
la aproximacién de orden m + 1

r™N(r'*=th) — N(r'h)

N1 (Tiilh) =
rm— 1
para ¢ = 1,2,.... Si se usa el mismo procedimiento para el conjunto
Ni(h), Ni(rh), Nl( h),--- se obtiene un conjunto de aproximaciones de or-
den m + 2 N (1) — N (riR)
i r™ LN (rih Ni(r'h
NQ(T 1h) Tm+1 1
para i =1,2,... y asi sucesivamente.

Se pueden organizar los célculos en la siguiente tabla

h- N(h)  Ni(h)  Na(h)

rh N(rh) Ni(rh) Ny(rh)
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- EJERCICIO 60 Aprozimar el valor de la derivada de la funcion f(zx) =
sen 2mx en el punto xq = 0, usando un método de extrapolacion de Richardson
sobre la formula de derivacion numérica

o+ h)— f(xg—h
f'(xo) ~ Dy f(xo) = 440 )th( Aad)
hasta un error de orden 4, partiendo del valor h = 0.5 y con un factor de

decrecimiento r = %

Solucion: Si se usan los desarrollos de Taylor de la funciéon f alrededor del
punto zg

F(wo+ ) = F(@o) + F(xo)h+ = f"(xo)h® + = " (wo) 1 + O(hY),

2 6
Flao = ) = flzo) = f'(ao)h -+ 5 " (w)h? = = " ()b + O(h),

se obtiene la formula del error

h2
Dy f(w0) = f'(w0) + Efm(%) +O(h?)
Si se aplica el método de Richardson a la féormula
sen 2mh — sen(—2mh sen 2mh
N(h) = Duf(0) = enl—2h) _ senZmh,

que tiene orden de aproximaciéon m = 2, y se toma r = %, se obtiene la
siguiente tabla

i|r" r°h N(r'h) Ni(r'h)  Ny(rih)
21§ 4v2
313
ya que
Ny = DN = NOR),
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164 Introduccién al Céalculo Numérico

Se ha escogido arbitrariamente el valor r = 3 en el intervalo (0,1). Para otra
eleccion la aproximacion podria variar ligeramente. Desafortunadamente, en
general, no se puede anticipar para que valor de r el resultado sera el mejor.
o

6.4 Cuadratura basada en la interpolacién

Sea f una funcién definida en un intervalo [a, b] y
a<zp<r < <z, <bh

un conjunto de nodos que seran usados para construir un polinomio de inter-
polacién de Lagrange p,, de la funcién f. Es razonable pensar en aproximar la
integral de la funcién f en [a, b] por la integral de p,, en el mismo intervalo.
De este modo, si se utiliza la expresion de Lagrange para el polinomio de
interpolacion, se obtiene

n

a0 = [(miwy =3 ([0 @) stz - if;aifm).

1=0

Los numeros o; = f; l;(x) dx son conocidos como los pesos de la férmula de
cuadratura. En principio, no hay ninguna restriccion que obligue a que los
extremos xo y ,, coincidan con los extremos del intervalo [a, b]. Es frecuen-
te llamar formulas de cuadratura cerradas a aquellos en que esto ocurre y
abiertas en otro caso.

La primera consideracion que es preciso hacer sobre una férmula construi-
da asi, es que es exacta al menos en la misma clase de polinomios en que lo
era la formula de interpolacion. En este sentido, puesto que la interpolacion
de Lagrange era exacta para polinomios de grado menor o igual que n, la
formula de cuadratura también lo sera.

« EJEMPLO 33 Se desea construir una férmula de cuadratura del tipo

/0 f(z) dz ~ Q(f) = anf(0) + au f(1)

para integrar funciones f en el intervalo [0, 1] con el méximo grado de preci-
sion.
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1

1
alz/xdx:—,
0 2

de donde se deduce que la férmula buscada es

| 1) dox Q) = 500+ 550

Esta férmula no es exacta para polinomios de grado 2 ya que

! 1 1 1 1
/Oxde:§7éQ(f):§OQ+§12:§. o
En general, el célculo de los pesos «; puede realizarse mediante el sistema
lineal
1 1 - 1 o fabldx b—a
x.o $.1 x.n 0{1 _ fab;b dz _ # (6.2)
oot e ) ) e

Este sistema se obtiene al imponer la condicion de exactitud a los polinomios
{1,z,2% -+ ,2"} o lo que es lo mismo, al integrar ambos miembros en la
ecuaciéon 5.2 de la pagina 128. En definitiva, una férmula de cuadratura

Qf) = 3_aif ()

que utiliza evaluaciones del integrando en n + 1 puntos esta basada en la
interpolaciéon de Lagrange en esos puntos si y soélo si es exacta para todo
polinomio de grado menor o igual que n.

Alternativamente, se puede utilizar el sistema triangular superior de New-

ton )
(%) fa dx
|l @ |- [Pz = x) do
On (%0 (1) dr
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166 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucidén: El sistema lineal de Newton asociado al problema es

4
111 o Jo 1 dz 4
01 2 o = f04(gj—1> dx = 4 ,
0 0 2 (6] 13—6

Mz —1)(z —2) da
de donde se deduce que la férmula de cuadratura buscada es

8 4

QU) = 3/) = 5@+ (). o

- TEOREMA 23 El error de cuadratura

o= [ - e

de una formula basada en la interpolacion, puede estimarse del modo siguien-

te
MAaX¢c[a,b] f ) (
o] < B / (s (2

Demostraciéon: Si se expresa el error de interpolacién mediante una dife-
rencia dividida

Zl xz +f[l’0,l‘1,"' ,xn,x]wn+1(x).
y se integran ambos miembros de esta igualdad se obtiene
b n b
/ f(I) de = Zazf<xz) + / f[x()a-rh e ,xn,x]wn+1(x) dx

n+1
— Zazf ;) / I wn+1(a;) dx (6.3)
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- EJsERCICIO 62 Construir una formula de cuadratura numérica basada en
la interpolacion de Lagrange usando como nodos las raices del polinomio de
Chebyshev de grado 2 en el intervalo [—1,1]. Estimar el error cometido con
esa formula respecto a la integral exacta de la siguente funcion

f(z) =sennx

Solucion: Las raices del polinomio de Chebyshev de grado 2 son x = :I:g.
De acuerdo con la féormula 6.2 de la pagina 165, los coeficientes de la féormula
de cuadratura son las soluciones del siguiente sistema lineal

(2 )(2)-(0)

Asi pues, la férmula buscada es

an-1(-2)os(2).

La estimacién del error que establece el teorema 23 es la siguiente
2 1
< 5[ |
2/
7 /§ . 1), /
= — x*— = ) dr —
2 1 2 _

2v2 -1 ,
T?T.

1
— —|dx
2

o

(2= [ (#-3))

of

6.5 Formulas cerradas de Newton-Cotes

Se considera ahora el caso en el que los nodos de interpolacién estan
igualmente espaciados. Sea h = x;, 1 —x; parat = 0,1, --- ,n—1. Inicialmente,
se considera el intervalo de integracién [0, 1]. El sistema lineal que determina
los pesos de la formula de cuadratura verifican

(1t 1N [
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168 Introduccién al Céalculo Numérico

La resolucién de los sistemas de Vandermonde correspondientes a n =
0,1, 2,3 conduce a la siguiente tabla de pesos

n nombre pesos
0 | Extremo izquierdo ag =1
1 Trapecios oy = = %
2 Simpson g =0 =% a; =2
p 0 2 6 1 3
1 3
3 Oég—Oég—g,Oélzagzg

En el caso general de un intervalo [a, b, la férmula del cambio de variable
permite probar directamente que los pesos de una formula de cuadratura son
el resultado de multiplicar los pesos de la formula normalizada al intervalo
[0, 1] por la longitud del intervalo. De este modo, las férmulas de cuadratura
del trapecio y de Simpson resultan ser las siguientes:

b —a
[ #ta) de = @elh) = "5 (@) + £0) Trapecios

b b—a
[ rta) de = @s(r) = 7

La férmula del error de cuadratura establecida en la seccién precedente
puede ser refinada en el caso de las férmulas de Newton-Cotes. Con este fin
se consideran los siguientes resultados del Céalculo Diferencial

(f(a) +4f((a+b)/2) + f(b)) Simpson.

- TEOREMA 24 1. (Valor medio integral) Si f es una funcidn continua
en [a,b] y w es una funcion integrable en [a,b] tal que su signo no
cambia en este intervalo entonces

[ 1@t = 50) [ o)

para algin & € (a,b)

2. (Valor medio discreto) Sean
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entonces, existe n € [a,b] tal que

> i) = (30 s

También es de interés el siguiente

Lema 3 Para cualquier conjunto de puntos igualmente espaciados

{z;:i=0,1,--- ,n, g =a,x, =b}

se cumple que la funcion w,1(x) = wpiy (:L‘ + “T“’) es una funcion par si

n—+1 es par o impar si n+ 1 es impar.

x10°

4 T T T T T T T T
=

Demostracion: Puesto que

a+b +nh
=z
2 D)

se tiene que

B a-+b nh
wx) = wlx+ 5 =w x+$0+7

- nh , - n— 2i

=0 i=0

En este producto, puede cambiarse el indice 7 por n — 7 ya que el recorrido
de ambos es el mismo. De este modo se obtiene
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170 Introduccién al Céalculo Numérico

En el caso de la féormula de cuadratura de los trapecios, de la primera
igualdad en la expresion 6.3 se deduce

b b rn T
:/ fla, b, xJws(x) da::/ wwz(ﬂﬂ) dx

donde £ = £(x) es una funcién desconocida que toma valores en [a, b]. Puesto
que wy(x) = (x — a)(x — b) conserva el signo en [a, b] del teorema del valor
medio se deduce que

) =52 [Cintey o = ~L 00— ayp

para algin 1 € (a,b).
En el caso de la férmula de cuadratura de Simpson, de la primera igualdad
en la expresiéon 6.3 se deduce

es(f) = /'ﬁma+5axwxmdx

3 + b +b
- fla, ¢ , b, x|ws(x) drx —l—/ ¢ b, r|ws(z) dx
a ath
gt + a+b
= / f[a,a2 ,b, / ba+b—x]w3(:c) dx
a+b
k2 b b
= 2 f[a%? ,T,a+b— :| a+ (ZE)dJT
va que ws(a + b — ) = —w;(z) para z € [“EL, b].
Por otra parte, w3(z) = (z — a) (z — %b) (z — b) es positiva en [a, 2],

del teorema del valor medio se deduce

@) —a) [ a @) —a\’
62(f):_2f (n)(b )/ (z — +b)w3(x) PR Al () <62 )

para algun n € (a,b).

- EJERCICIO_63 Aplicar las férmulas de cuadratura de Newton-Cotes de
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Solucion: Las ecuaciones

1 11 1 1
25 2.0 B 25 a, | =] =
—125 - 0 £ 125 ag 0
«Q 1250
625 % 0 % 625 4
determinan la férmula de cuadratura
1
Qu(f) = o (T(f(=5) + f(5)) + 32(f(—2.5) + f(2.5)) + 12£(0))
9

en el intervalo [—5,5]. De modo similar se calculan las férmulas para n =
1,2,3.

Q) = 5(f(-5)+ ()
Qulf) = 10 F(=5) + 2 (0) + £(5))

6 3
Q) = W0(((=5) + [(3) + 5 (F(-5/3) + [(5/3))

Estas formulas y las correspondientes a grados superiores, aplicadas a la
funcion ﬁ generan los siguientes resultados

Q:(f) = 0.3846, Q,
Qs(f) =2.0814, Qu(f) = 2.3740,
Qs(f) = 2.3077, Qq(f) = 3.8704,
Q:(f) = 2.8990, Qu(f) = 1.5005,

que muestran que aumentando el grado de la férmula no siempre se alcan-
za mayor precision (el resultado exacto es 2.7468) cuando la funcién tiene
oscilaciones fuertes en las derivadas sucesivas. o

(f) = 6.7949,

[ AR A MNavadwnataa aazacd
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172 Introduccién al Céalculo Numérico

f sobre un intervalo [a, b], dividir primero [a, b] en un nimero fijado de sub-
intervalos, y aplicar en cada uno de ellos una féormula de Newton-Cotes de
bajo grado. Las formulas resultantes se conocen como féormulas de Newton-
Cotes compuestas.

s Formula de cuadratura de los trapecios compuesta: Si se utiliza la formu-
la de los trapecios en cada uno de los m sub-intervalos en que se divide
el intervalo [a, b] se obtiene

Ql,m(f) =

para n; € [x;, x;11]. Del teorema del valor medio discreto se deduce que
existe 1 € [a, b] tal que

Eun(f) = 20 s S0 e

12 12 (6:5)

s Formula de cuadratura de Simpson compuesta: Se divide el intervalo
[a,b] en 2m sub-intervalos {[z;,xj41] : 7 = 0,---2m — 1} y se utiliza
la férmula de Simpson en cada uno de los intervalos [xy;, 33'2(2‘4_1)] para
s — N1 20 1 Do acto vmadan oo ohtiona
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donde h = bﬁ También se puede expresar la férmula de cuadratura
del modo siguiente:

Qo) = (f(:vo) F237 f) + 43 Fli) + f(xzm)>

i=1 =0

_h (f(xo) +2 Z f(z:) +2 Z f(@2i1) + f(x2m>>

3
— % (f(xo) +2 z_: f(@2) + f@?m))
4 1_1
= §Q1,2m(f) - gQLm(f) (6.)

que relaciona las férmulas de cuadratura compuesta de Simpson y de
los trapecios.

« EJEMPLO 34 Si se utiliza la férmula de los trapecios compuesta con
2 y 4 subintervalos para calcular fol x* dz, se obtiene

1 1 9
4 — — _ —_ —
Qiz2(2") = 1 (0+224+1) 39’

1 1 1 34 113
4
— = 2= 19 492 4 1) =22
Q1,4<x ) ] (0 + 44 + 24 + 44 + ) 5127

y si se usa la férmula de Simpson compuesta con 4 subintervalos, se
obtiene

1 4 1 1 3 7

4
= (0t b 4 1) =
Q22(a") 12(+44+24+24+ 44+) 384

Los valores obtenidos verifican la relacién 6.7. o

Para analizar el error de la férmula de cuadratura compuesta de Sim-
pson se tendra en cuenta que sumando los errores en cada sub-intervalo,
el error total esta dado por

[ i P 1 1.1 4 1.1 1 1. 1. i 1.1
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174 Introduccién al Céalculo Numérico

— EJERcICIO 64 Calcular el niumero de sub-intervalos en los que hay que
dividir el intervalo [1, 3] para que se pueda aproximar el valor deIn 3 con error
menor que 10~* usando el método de los trapecios compuesto para evaluar la

integral
3
dt
In3 = —
1t
Solucién: La derivada segunda de la funcién f(z) = % admite la siguiente
acotacion )
1 I < 2
@) = |5 <

para x € [1,3]. De acuerdo con la férmula 6.5, para asegurar que el error es
inferior a 10~* basta tomar m verificando

2 [2)\?

2 =) <10

12 <m> ’
200

lo que equivale a m > 7 o

1
/ex dx
0

por la formula compuesta de Simpson, calculando previamente la longitud h
de cada uno de los sub-intervalos, para garantizar cinco decimales exactos.

- BEJERCICIO 65 Calcular

Solucion: Basta tomar h tal que

ht s
T <1077,
2880 g{%ﬁ} ¢

Es decir, si se toma

2880 x 107

T
) = 0.3208
€

se obtiene un error menor que 107°. Esta condicién se cumple si m = % =4.
(MNAanennrrian +n 4 1o ot 1 | | A 4+
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Capitulo 6. Derivacion e integracion numérica 175

6.7 Formulas de Gauss

Cuando se intenta mejorar la precisiéon de una férmula de cuadratura, es
interesante saber si una eleccién estratégica de los puntos de interpolacion
puede ayudar en este sentido. En la férmula 6.3 se establece que el error de
cuadratura de una férmula basada en la interpolacién de Lagrange es

b
€= / flzo, w1, -+ o, Tlwnga (2) do = (flzo, 21, T, ], Wiy (7))

En el estudio de los polinomios de Chebyshev se probd que la eleccion de
los nodos como las raices de un polinomio de esta familia minimiza w, | en
la norma uniforme. Obviamente, parece que minimizando el factor en el que
se puede influir directamente, en la férmula del error, se podria mejorar la
precision de la aproximacion.

Otro modo de analizar esta cuestién es maximizar el grado de los poli-
nomios para los que la cuadratura es exacta, situando adecuadamente los
nodos. En este sentido, la respuesta se encuentra de nuevo en las raices de
los polinomios ortogonales aunque no necesariamente de los de Chebyshev.
En la argumentacion sera esencial el siguiente

Lema 4 Si f(x) = 2P con p > n, la diferencia dividida flzo, x1,- - , Ty, 7]
es un polinomio de grado menor o igual p —n — 1. Si p < n, se cumple que
f[l'(],lﬂl,"' anax] =0.

Demostracion: Para p > n se utilizarda un razonamiento de induccién en n.
Para n = 0 se tiene que

xP — xf
f[x(b xp] =

r — X9
es obviamente un polinomio de grado p — 1. Se supone ahora que es cierto
para n — 1. Puesto que f[zg, 21, , 2,1, 2] es un polinomio de grado p —n
por induccién y flxo,z1, - ,2p_1,2] — flxo, 21, ..., 2,] tiene como raiz z,
entonces

f[$0a Tyt y Tp—1, ZL‘] - f[ll'(],xl, ceey xn}
f[x())xla e .,xn,x] =
T — T,
es un polinomio de grado p —n — 1.
Para p < n, se cumple que f*Y = 0. De la férmula 5.4 se deduce el

resultado. o
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176 Introduccién al Céalculo Numérico

— TEOREMA 25 Si se escogen como modos de interpolacion, las raices del
término de grado n+1 en una sucesion de polinomios ortogonales, la formula
de cuadratura basada en esta interpolacion es exacta para todos los polinomios
de grado menor o igual que 2n + 1.

Demostracion: De acuerdo con las notaciones de las secciones ante-
riores, el polinomio w,; es el término n + 1 de la sucesién de polinomios
ortogonales con coeficiente principal 1 y consecuentemente w,, es ortogonal
a todo polinomio de grado menor o igual que n. Si f es el polinomio z? con
p > n entonces f[xg,x1, - ,T,, 2] es un polinomio de grado menor o igual
que p —n — 1. Consecuentemente, el error e se anula para toda funcién f que
sea un polinomio de grado p tal que p—n—1 < n y la férmula de cuadratura
es exacta para polinomios de grado menor o igual que 2n + 1. o

En el calculo de integrales existen situaciones en las que en el integrando
es posible distinguir un factor w que es una funcién integrable, toma valores
positivos y que permanece fijo y un segundo factor que podria cambiar segin
los datos del problema. Es decir, en estas situaciones

[ i)

se distingue entre el integrado f ( que se aproximara por interpolacién) y el
peso w. En esta situacién, se pueden utilizar los argumentos anteriores sin
modificaciones esenciales, y de este modo, la férmula del error de la cuadra-
tura se convertiria en

b
e= / flzo, x1, -+, T, Tlwnpa (@)w(x) do = (flxe, 1, -+, Tn, 2], wpg1 (2)), -

Las formulas de cuadratura Gaussianas con peso, tendrian exactitud 2n + 1
si utilizan como nodos de interpolacion las raices del polinomio ortogonal de
grado n respecto al producto escalar

(f.g), = / F(2)g(x)w(z) do.
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Capitulo 6. Derivacion e integracion numérica 177

Solucion: El cambio de variable x = 0.65¢ + 0.85 transforma el intervalo
[—1,1] en el intervalo [0.2,1.5]. Este cambio de variable no cambia el grado
de un polinomio. Ademas, si p y ¢ son polinomios ortogonales respecto al
producto escalar

15
{p,q) = / p(x)q(z) dx

0.2
los polinomios p(t) = p(z(t)) v ¢(t) = q(z(t)) son ortogonales respecto al
producto escalar

(p,q) = /_ 1 p(t)q(t) dt.

1
En definitiva, una sucesién de polinomios ortogonales de Legendre en [—1, 1]
puede transformarse en una sucesiéon de polinomios ortogonales de Legendre
en [0.2,1.5] usando este cambio de variable.

En el ejemplo 24 se mostré que el polinomio ortogonal de grado 3 en
[—1,1] es ps(t) = t* — 2t. Asf pues, los nodos de Gauss son 0 y i\/g. De
acuerdo con la formula 6.2, los pesos de la cuadratura de Gauss son solucién
del sistema lineal

1 1 1 ap 2
—v0.6 0 +0.6 ap | =0
06 0 06 Qg 2
Si se resuelve el sistema se obtiene, ag = ap = g Vo = %.
Los nodos de la férmula de cuadratura en [0.2,1.5] se obtienen mediante

el cambio de variable
x9 = —0.65v0.6 + 0.85, 7 = 0.85, x5 = 0.65v0.6 4+ 0.85

y los polinomios basicos de Lagrange [; asociados a los t; se transforman en [;
correspondientes a los x;. Por otra parte, del teorema del cambio de variable
se obtiene

1.5 1
0 _

2 1
Finalmente, usando esta formula de cuadratura de Gauss se obtiene

o —xz2 0.65 —(—0.651/0.640.85)2 —(0.65/0.6+0.85)2 —0.852
edx—T(E)e OOVEDTEET 4 fem TRV +86')

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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[—1,1] basadas en la interpolacion de Lagrange en las raices de ambos poli-
nomios. Calcular mediante ambas formulas el valor aprorimado de la integral

1
/ z" dx.
-1

Determinar el grado maximo de exactitud de ambas formulas.

Solucion:

Polinomios de Chebyshev Polinomios de Legendre

po(r) = 1 po(r) =
pa) =z pla) = o
po(z) = 22° —1 pola) = xz_%

Las raices son z = i?. Los pesos
de la cuadratura verifican

(e )(0)=(3)

La férmula de cuadratura es

Las raices son z = j:*/?g. Los pesos
de la cuadratura verifican

(22 2)(0)=(5)

La férmula de cuadratura es

AW
Qelh) =1 (‘7) + (7) Q-1 (—?) - (?) .

El valor aproximado de la integrales g valor aproximado de la integral es

21=3 sin es par; n ‘
Qola") = { 0 sin es f)m ar Qr(z") = 2% 373, i
’ par. 0, si n es impar.

El valor exacto de la integral es

1 2 - .
/ :c"dx:{ —4,  sin es par;

1 0, sl m es impar.

Consecuentemente, el grado de exactitud de la cuadratura de Gauss-Legendre
es 3 mientras que la de Chebyshev es 1. o

~r Q Tinvaias
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para un punto arbitrario xo y un tamano de discretizacion h positivo. Calcular
el error de aproximacion de la férmula si f es de clase C* y determinar si
estd basada en la interpolacion.

Solucién: Si se utilizan desarrollos de Taylor de f alrededor del punto z( se
obtiene

fzo 4 2h) = f(xo) + 2 (wo)h + 21" (xo) h* + %f”l(%)hs + gf(4)(51)h4-

£+ 8h) = (o) + 3 (wo)h -+ 5 F (o) + 3 " (wo) + = F (&)

para algunos puntos &; y & en el intervalo [xg, 29 + 3h]. En consecuencia se
obtiene

D(f;x0) = f'(wo) — f"(w0)h® + O(h?).
Si f es un polinomio de grado menor o igual que 2, de acuerdo con la relacion

anterior, la formula es exacta. Puesto que se utilizan 3 puntos de evaluacién,
la formula esta basada en la interpolacién. o

- EJERCICIO 69 Se considera la siguiente formula de derivacion numérica

—2f(xg + 2h) + 16 f (o + h) — 16 f(xg — h) + 2f (o — 2h)
24h

f(wo) = D(f;10) =

para un punto arbitrario xo y un tamano de discretizacion h positivo. Calcular
el error de aprozimacion de la férmula si f es de clase C* y determinar si
estd basada en la interpolacion.

Solucion: Si se utilizan desarrollos de Taylor de f alrededor del punto xy se
obtiene

fxo +h) = f(xo — h) = 2f"(xo)h + %f’"(%)hg + % (FD(&) = fD(&)) A"

8 24
f(wo +2h) = f(wo — 2h) = 4f'(wo)h+ o f"(wo) W+ 55 (FV(&s) = (&) 1!
para algunos puntos &1, &, &3 v &4 en el intervalo [xg — 2k, xg 4+ 2h]. En con-
secuencia se obtiene

()
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180 Introduccién al Céalculo Numérico

Si f es un polinomio de grado menor o igual que 3, de acuerdo con la
relacion anterior, la formula es exacta. Puesto que se utilizan 4 puntos de
evaluacién, la formula esta basada en la interpolacién. o

- EJercicio 70 Calcular x1 y x5 para que la formula aproximada

[ @) do s 301+ 260 + 37(a)

sea exacta para un polinomio del grado mdximo posible.

Solucién: La férmula es exacta para el polinomio p(z) = 1. Si se impone
la condicién de que la formula de cuadratura sea exacta para los polinomios
{z, 2%} se obtienen las ecuaciones

201 + 31, = 1,

227 + 327 = 1,

de las que se deducen los pares de soluciones

1++6 3F2V6
Tg = —.
5 15

I =

La férmula resultante
1
[t do~g <f<—1> cop Y 3f<3ﬂ—§“6>>
-1

no es exacta para polinomios de grado 3 ya que

1 3 3
f(z) dr = o%% —1+2<1i5\/6> +3<%6>

-1

—0.1165,
—0.2035

- EJERCICIO 71 Demostrar que existe un nimero ¢ > 0 en el intervalo [0, 1]
tal que la formula

/f 1)+ f(—0)

L (3] yal L. L

P N S L 1
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es exacta para todo polinomio de grado menor e igual que 3. Expresar ¢y y
co en funcion de a y b.

Solucién: La férmula es siempre exacta para los polinomios 1,z y 3. Para
que sea exacta para el polinomio 22 es necesario que ¢ = \/Tg No es exacta

para z* ya que
4
! 2 V3 2
4
de =249 X2) =2
/_1‘” r=572 3 9

La férmula de cambio de variable

b—a +b+a
x
2 2

Tr =

transforma el intervalo [—1,1] en el intervalo [a,b] y no cambia el grado de
los polinomios. Consecuentemente la formula de cuadratura es generalizable
siendo

b—a+v3 b+a b—av3 b+a
—— , = —+ .
2 3 2 2 3 2

15 ,
/ e Tdx
0.2

utilizando la formula de Gauss de tres términos

C1 =

- EJERCICIO 72 Calcular

nodos | pesos
—/0.6 | 5/9

0 8/9
V0.6 | 5/9

para el intervalo [—1,1].

Solucién: El cambio de variable x = 0.65¢ + 0.85 transforma el intervalo
[—1,1] en el intervalo [0.2, 1.5]. Si se usa este cambio de variable se obtiene

1.5 1
/ €—x2d$ _ / 0'656—(0.65t+0.85)2 dt.
0 _

2 1

1 1
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182 Introduccién al Céalculo Numérico

- EJERCICIO 73 Determinar los pesos y nodos de la formula de cuadratura

Q(f) = aof (o) + ar f (1)

que aprozime el valor de la integral

/ 2l f(z) da

con el mdximo orden de exactitud. Indicacion: Resolver el problema mediante

1. Imponiendo directamente las condiciones de exactitud sobre los elemen-
tos de la base formada por los monomios de coeficiente 1.

2. Construyendo la sucesion de polinomios ortogonales respecto al produc-
to escalar

(f,g) = / ol (@)go) da

- EJercicio 74 Calcular la longitud del arco de la curva y = x — % desde
x =0 hasta x = 1 con error inferior a 1072. Indicacion: La longitud del arco
de la curva y = y(z) entre x = a y x = b estd dado por la féormula

b 2
= / 1+ <@) dx.
a \/ dx

Solucién: La longitud del arco de la curva entre 0 y 1 estd dado por

l:/ol\/mdx.

Lo méas simple para evaluar esta integral parece usar la férmula compuesta
del trapecio

| #e) do (f(wo) +23° f(e) + f<xn>)

conxrg=a<x < -+ <z, =byh= b’T“. El error que introduce esta
férmula es

b

Ro(f) = ==~ 0f"(€)
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Capitulo 6. Derivacion e integracion numérica 183

siendo
1

1" _
F@) =~
El méximo de | f”| en el intervalo [0, 1] se alcanza en = 1 y en consecuencia
es

M = ") = 1.
;g[g§]|f ()]

Bastard tomar n = 3 > 1/10%2/12 para garantizar la precisiéon deseada. Fi-

nalmente el valor aproximado buscado es

L £ (F0) +2(F1/3) + F2/3) + F(1) = 5 = 11543

mientras que el valor exacto es 1.1478. o

- EJERCICIO 75 Determinar los coeficientes ag, a1 y as para que la formula
de cuadratura

Q) = auf(0) + () + arf (1)

que aproxima el valor de la integral

/0 ' fla)a? d

tenga grado mdximo de exactitud.

Solucion: La condicién de exactitud

1
, . 1
Q(z") /O:c:c T=

para ¢ = 0, 1, 2, conduce al sistema lineal

111 ao i
1
011 (05} %

Si se resuelve este sistema lineal se obtiene la férmula de cuadratura
1 2 1 2
=——7(0 —f(= —f(1
QU) = === 1(0) + = f(5) + = £(1)

Puesto que
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Parte II: Resolucion numeérica
de ecuaciones
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CAPITULO 7

Resolucion numérica de ecuaciones
no-lineales escalares

7.1 Introduccion

Las raices de una ecuacién f(x) = 0, definida por una funcién real f que
no es un polinomio de grado bajo, no pueden ser determinadas por técnicas
analiticas salvo en situaciones muy particulares. Es decir, en general no es
posible que las incégnitas de una ecuacién, que no es lineal, puedan ser despe-
jadas mediante expresiones facilmente evaluables. En el caso de las ecuaciones
definidas por las funciones elementales mas simples, los polinomios, se hizo
un gran esfuerzo por encontrar expresiones, admitiendo radicales, para sus
raices. En este sentido, pudo resultar alentador el éxito de Ferrari cuando en-
contrd en el siglo XVI, una expresion con radicales para la ecuacién general
polinémica de cuarto orden. No obstante, la discusion finaliza con los resulta-
dos de Ruffini y Abel que prueban la imposibilidad de resolver la polinémica
de quinto orden. En general, las soluciones de las ecuaciones numéricas que
no son lineales, deben ser aproximadas por sucesiones que converjan a ellas
y el modo mas comin de generarlas es a través de algoritmos iterativos.
Por otra parte, muchas veces pierde sentido buscar expresiones analiticas cu-

vAa P‘fﬂ]”ﬂ(’i(’“’] ﬂ]]PdP pQ'ﬂH’QT’ 1N113 an‘n]ir‘aﬂn nara T‘QQﬂ]‘TﬁT‘ ecniaciones qale
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188 Introduccién al Céalculo Numérico

cuestion se plantea de un modo muy general. La eleccién del método mas
adecuado para resolver una ecuacion que no es lineal, depende de la for-
ma, de la regularidad y del coste de evaluacion de la funcién que la define,
asi como de otros factores. Por esta razon, en este capitulo se presenta una
amplia coleccion de métodos en la que pueda ser seleccionado el método ade-
cuado, cuando se quiera resolver un problema concreto. En este capitulo se
tratara de la resolucién de ecuaciones escalares de una sola variable y en el
proximo, de la resolucién de sistemas de ecuaciones que no son lineales.

7.2 Meétodo de dicotomia o biseccion

La aplicacion de un algoritmo numérico a la resolucién de una ecuacion,
debe estar precedida de un analisis de la existencia y de la localizacion de
la raiz que se quiere determinar. Para garantizar que existe una solucion de
una ecuacién en un intervalo, el procedimiento més simple es el basado en el
conocido

- TEOREMA 26 (de Bolzano). Si f es una funcion continua en un intervalo
[a,b] tal que f(a)f(b) <0 entonces existe al menos una raiz en (a,b).

Evidentemente, la condicién f(a)f(b) < 0 implica la existencia de una
solucion pero no garantiza que sea unica. De hecho, en estas condiciones,
la ecuacién puede tener un numero infinito de raices. En la figura 7.1 se
representan las gréaficas de las funciones f(z) = 1.5bcos(2mx) —x — 1y

[ wsen(1/|z|), siz#0
f(‘”)_{o, siz=0

que tienen 3 e infinitas raices, respectivamente.

Una aplicacion directa del teorema de Bolzano a la resolucién de ecua-
ciones que no son lineales, es el llamado método de dicotomia o biseccién.
La idea basica de este método consiste en dividir el intervalo en dos, en cada
iteracion, seleccionando uno de los dos sub-intervalos con el criterio de que
la funcién f tome valores de signo opuesto en sus extremos. De este modo,
siempre se tiene garantizada la existencia de soluciéon en su interior. Obvia-
mente, si en alguno de estos extremos, la funciéon alcanza el valor cero, el

alcavitrnan an
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Capitulo 7. Resolucién numérica de ecuaciones no-lineales escalares 189

1.5cos(2mx)-x-1=0

x sen(1/[x|)=0

Figura 7.1: Ecuaciones con un ntimero impar o infinito de raices

» Construido I*=Y = [¢*=D p(=D] tal que f(a®*V)f(B*V) < 0, se
evalia f(c*~1) para
=1 4 plk=D)
2

Sh=1)

y de acuerdo con el resultado se considera el nuevo sub-intervalo
I®) = [a™®) p*)] definido por

a® — a®* =V si f(eF D) faD) < 0
F st f(eF D) fak D) > 0

b(k) _ b(k71)7 s1 f(c(kil))f(b(kil)) <0
T D st f(cRD) F(BRDY > 0

Si f(c*=1)) = 0 el algoritmo se detiene ya que se ha encontrado una

raiz x = ¢*=1,

Si el algoritmo no se detiene en ninguna etapa, las sucesiones {a(k)} y
{b(®} son monétonas y acotadas y consecuentemente, convergentes. Ademds
se cumple que

F@) M) <0

nara tndn L ~ N (C"ancoacuontomonto ol yalar
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190 Introduccién al Céalculo Numérico

cos(x)-sen(x)+0.4=0

@

@

0

Figura 7.2: Biseccién en la ecuacion cosz —senx + 0.4 =0

Finalmente, para obtener una estimacién del error de aproximacion basta
tener en cuenta que

b—a
2k+1'

[® —al <
Asi, para obtener una precision € en la aproximacion, basta escoger

> In((b —a)/e)

— (k) _
> o 1 = |e al <e. (7.1)

- EJERCICIO 76 Utilizar el método de dicotomia para encontrar una raiz de
la ecuacion xe® =1 en el intervalo [0, 1], con una precision de dos decimales.

Solucidn: La ecuacién tiene una solucién en [0, 1] puesto que f(z) = ze® —1
verifica que f(0)f(1) < 0. En estas condiciones, el método de dicotomia
genera una sucesion convergente a una raiz en el intervalo [0, 1].

De la acotacién 7.1 se deduce que el nimero minimo de iteraciones a
realizar con el método de dicotomia para asegurar la convergencia con error
menor a ¢ = 1072 en la sucesién {c®}, es

k>2lnﬁ—1:5.6439.
In2

T
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De la tabla se deduce que o = 0.5703 es un valor aproximado de la raiz con
dos decimales exactos. o

Una ventaja del método de biseccion es que inicamente se requiere cono-
cer el signo de la funcion en los extremos de los intervalos y es muy simple a
programar. Precisamente ya que no hace uso del valor absoluto que la funcion
toma en los extremos, no distingue entre aquellos en los que valor es bajo y
consecuentemente estaran proximos a la raiz y aquellos que toman valores
altos y que razonablemente estaran més alejados. Esto hace que el método
pueda resultar lento para aproximar la solucion.

7.3 Métodos de punto fijo

Un punto x que verifica que = = g(z) se dice que es un punto fijo de
la funcion g. Raices de ecuaciones y puntos fijos de funciones son conceptos
relacionados aunque no de un modo canénico. Si x es una raiz de una ecuacion
f(z) = 0, es también un punto fijo de funciones tales como

g() = — Mf(2)

donde A es un escalar arbitrario. Reciprocamente, si x es un punto fijo de la
funcion g, es también una raiz de la ecuacion

f(x) =z —g(z)=0.

Asi pues, es razonable pensar que se pueden utilizar las técnicas de aproxi-
macién de puntos fijos para resolver ecuaciones que no son lineales.

El conocido siguiente resultado establece condiciones que garantizan la
existencia de un punto fijo de una funcién

- TEOREMA 27 (DE BROUWER) Si g es una funcion continua en un inter-
valo I = la,b] , que transforma I en un subconjunto de I, entonces existe al
menos un punto fijo o de g en el intervalo I.

Demostracién: Se considera la funcién f definida por f(z) = x — g(z) para
todo x € I = [a,b]. En los extremos f cumple que

fla) =a—g(a) <0, f(b)=0b—g(b) >0,
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192 Introduccién al Céalculo Numérico

Figura 7.3: Tlustracion del teorema de Brouwer

« EJEMPLO 35 Las raices de la ecuacién e*t! — 22 = 3 son puntos fijos
r=In2r+3) -1

de la funcién g(x) = In(22x+3) —1 y reciprocamente. Puesto que g es monéto-
na creciente, es inmediato verificar que transforma el intervalo I = [0, 1] en el
intervalo [In3 — 1,In5 — 1] C I. De la continuidad de g en [0, 1] y del teorema
de Brouwer, se deduce que g tiene un punto fijo en el intervalo [0, 1]. De ello
se sigue que la ecuacion tiene una raiz en ese intervalo. o

El siguiente resultado establece condiciones para garantizar no sélo la
existencia sino también la unicidad de un punto fijo de una funcion

- TEOREMA 28 (DE LA CONTRACCION, DE BANACH) . Si g es una fun-
cion de clase C' en un intervalo I = l[a,b], tal que transforma I en un
subconjunto de I y que su derivada verifica la siguiente acotacion

ld' ()| <1, para todo x € [a, b

entonces a nosee en I un 1Unico punto fito o. La sucesidon aenerada por el alao-
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Demostracion: La existencia de punto fijo se desprende directamente del
teorema de Brouwer. Por otra parte, del teorema del valor medio se deduce
que g es contractiva en I. Es decir, para todo z,y € I se tiene que

l9(@) = 9(y)| < max|g'(€)lle —y| = plz —y|

donde

= ! <1
p rgglxm €3]

por ser ¢’ una funcién continua en el compacto I. Si existieran dos puntos
fijos ay B en I, puesto que g es contractiva, se cumpliria que

o = 8] = |g(@) = g(B)| < pla = B| < | = f]

lo cual es imposible.
Por otra parte, si a es punto fijo de g, se cumple que

2™ —a| = [g(z*V) = g(a)| < plz*V —al.
Si se reitera este razonamiento, se obtiene
[2®) —a] < Pt —qf (7.3)

lo que prueba que la sucesion generada por aproximaciones sucesivas es con-
vergente al punto fijo.
Finalmente, del teorema del valor medio se deduce que

(k+1) _
T @ . rre(R)N
P e — R =9
para alguna sucesién €*) de puntos intermedios a a y z¥) para todo k. o

Se puede extender este resultado a intervalos cerrados que no estan acota-
dos. Los argumentos utilizados para probar el teorema seguiria siendo validos,
salvo que la ausencia de compacidad en el intervalo I requeria una condicién
mas fuerte para garantizar que g fuese una contraccion. No obstante, bastaria
imponer la condicién de la existencia de p € (0,1) tal que

lg'(x)] < p <1, paratodoz € I.
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194 Introduccién al Céalculo Numérico

Por otra parte, g es creciente y por lo tanto transforma el intervalo [0, 1] en
el intervalo

9([0,1]) = [9(0),9(1)] = [n3 — 1,In5 — 1] [0, 1].

Puesto que g es de clase C!, del teorema de la contraccién se deduce que
tiene un dnico punto fijo en el intervalo [0, 1] que puede ser aproximado por
iteraciones sucesivas con la funcién g. o

- EJERCICIO 77 La ecuacién f(x) = x® — 2x — 3 = 0 puede expresarse de
las siguientes formas:

a) x=+2x+3, b x= c) r=

Estudiar el comportamiento del método iterativo asociado a cada una de esas
expresiones, partiendo de xq = 4 e ilustrarlo grdficamente.

Solucion:

=3/(x-2
g0o=(2x+3)"? oI

g(x)=(x>-3)/2

Figura 7.4: Resolucién de la ecuacién x? — 2z — 3

Sean g1(z) = V2x + 3, go2(x) = % y gs(z) = x22_3. La funcién ¢, es
contractiva en I = [0, 00) ya

max |¢'(z)] = max |;‘ = i
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La funcién gs es contractiva en I = (—o0,0] ya

_ =3
(z —2)?

3

max |¢'(x)| = max T

xzel zel

Ademas go transforma I en un subconjunto de I. La sucesién generada por
las aproximaciones sucesivas, partiendo de #(®) = 4, es convergente a la tinica
raiz que la ecuacién tiene en I ya que, si bien 2(®) = 4 no pertenece a I, a

partir de () = —6 ya se encuentra en I.

La funcién g3 no es contractiva en ningin entorno de las raices « = —1 o
a = 3. La sucesién generada por las aproximaciones sucesivas, partiendo de
2(© = 4, es divergente hacia co. o

- TEOREMA 29 (Estimacion del error) Bajo las mismas hipdtesis y nota-
ciones que en el teorema anterior, si p representa la constante definida por

o /
p = max |g'(z)],

para 0 € I, se tiene la siguiente estimacion

k
‘x(l) — w(O)’.

k) _ o < P
2 — ] < 5

Demostraciéon: Para todo k y m, tal que k& < m, de la desigualdad triangular
del valor absoluto se deduce que

|2®) — 2] < |g®) — gD kD) 2 (D) ()
< pk’x(O) — x(1)| + ,OkH]a:(O) _ x(1)| bt Cmfllx(o) _ x(l)|
m—Fk
p —1

p—1

Si se hace tender m — oo manteniendo k fijo y se tiene en cuenta que
P F = 0y 2™ — a, se obtiene el resultado buscado. o

- EJERCICIO 78 Determinar un numero suficiente de iteraciones que hay
que realizar en
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196 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Puesto que

x?—3
212

- - <1,
3

p— / e
p = max|g'(z)] = max

y g(I) C I, un condicién suficiente para que el error sea inferior a 107 es la

siguiente
1 (0))?
L (:1: ) 3 — 20 <107°.
1-3 220
Puesto que
(0))?
@) +3 o1
2x(0) 4
para todo z(©) € I, se tiene que la condicién
5In10 — In 8
k>1+ 20" 10 19,5867
In3
es suficiente para garantizar la precision deseada. o

7.4 Velocidad de convergencia

La convergencia de un método no es el tinico aspecto que se analiza cuando
se esta decidiendo sobre el procedimiento a utilizar para resolver una ecuacién
no-lineal. Evidentemente, la rapidez de un método parece una propiedad muy
deseable, si bien, la afirmacion de que un método es rapido 6 lento es algo que
resulta muy impreciso y que seria necesario matizar y cuantificar. Es posible
establecer algunos criterios con los que comparar la rapidez de los algoritmos
en base a los que se podrian después ordenar las preferencias por un método.
Estos criterios se basan en el anélisis del comportamiento de la sucesién de

errores
{le™} = {la"™ — al}.

Se dice que una sucesién {£} de nimeros positivos converge a 0 con
orden de convergencia p, si verifica que existen una constante positiva C' y
un entero positivo kg, tales que

Llol 10\
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raiz « si la sucesién de errores converge a 0 con orden p. Algunos autores
llaman a {2(*)} sucesién R—convergente de orden p si la sucesién de errores
estd acotada por una sucesion {¢®)} convergente a 0 con orden p.

Por ejemplo, la sucesion de errores en el método de dicotomia esta acotada
por la sucesion b;—,f que tiene convergencia de orden 1 y por lo tanto, la
sucesion de errores es R-convergente de orden 1.

En el caso particular p = 1, si el siguiente limite
’ k1) Oz‘

e .

existe, entonces
» sip € (0,1) se dice que la convergencia es lineal;
= si = 0 se dice que la convergencia es superlineal y

= si u =1 se dice que la convergencia es sublineal.

En esta situacion, se define la velocidad asintética de convergencia como el
numero real R = —In p.

El teorema de la contraccion garantiza que las sucesiones generadas por
las aproximaciones sucesivas son de orden al menos 1 y su convergencia es al
menos lineal y su velocidad asintética es —In|g'(a)].

« EJEMPLO 37 En el ejercicio 77, el método iterativo definido por la funcion
g1 tiene velocidad asintoética de convergencia igual a In 3 cuando se aproxima
a la raiz o = 3. También la velocidad asintética de convergencia del método
definido por g cuando se aproxima a o« = —1, es In 3. o

- TEOREMA 30 Si g es una funcién de clase CP*L en un intervalo I tal que

di

d;(a) = 0, parai=1,2,---,p,
g
W(Q) # 0,

para un punto fijo o de g, entonces toda sucesion convergente generada el
método de punto fijo asociado a g, tiene p+ 1 como orden de convergencia.
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198 Introduccién al Céalculo Numérico

siendo £®) un punto intermedio entre a y £*). De esta relacién se deduce

1. m(k+1) — 1 ]_ dp+1g
haed (x®) — )Pt e (p + 1) daptt

1 drtly

(k)Y —
(é-k)_ (p—}-l)!d:tp"H

(). o

« EJEMPLO 38 La siguiente funcion
g(x) = (x — 1)?sen(mzx) + 1
tiene un punto fijo en x = 1. Puesto que

d(x) = 2(x—1)sen(rx) + 7 cos(mz)(x — 1),
d'(z) = 2sen(nz)+ 47 cos(nz)(x — 1) — w?sen(mx)(z — 1)?,

¢"(r) = 6mcos(mx) — 7 cos(mz)(x — 1)* — 6% sen(mwx)(z — 1),

se tiene que

g1 =0,
" ( 1) — 0’
g"(1) = —6m.
Consecuentemente, el orden de convergencia a x = 1 de la sucesién generada
por aproximaciones sucesivas es 3. o

Si un algoritmo produce sucesiones convergentes (de orden p) para un
punto de partida z(9) arbitrario en un intervalo I, se dice que es globalmente
convergente en I, mientras que se dice que es localmente convergente (de
orden p) si se tiene la garantia de que esto sélo ocurre para los puntos (¥ de
un entorno [ — 0, &+ d] de la raiz «, sin precisar su radio §. En este sentido,
se podria debilitar el teorema de la contraccién como muestra el siguiente

- TEOREMA 31 (DE OSTROWSKI) Si g es una funcién de clase C* en un
entorno de un punto fijo a de g y verifica que

g/ ()] <1

entonces el método de punto fijo asociado a g es localmente convergente a .
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Si {21 es la sucesion generada por aproximaciones sucesivas, partiendo de
un punto de I, entonces se cumple que

o= 2] = lgf) = gla® )] < pla— o] < - < pHla— 2

lo que prueba que {z*)} — a. o

7.5 Meétodo de la secante

Para mejorar la convergencia de los métodos de punto fijo
®*D = 2B _ )\ f(2®)

obtenidos por relajacién de la ecuacién f(x) = 0, se pueden considerar aque-
llos en los que el pardmetro de relajacion se modifica en cada iteracién

2D — 209 3B p(p0).
Un método de esta clase corresponde a la eleccién

(k‘) 1 x(k) — x(k'_l)
A T 2] @) = )

De este modo z**1) es el punto de corte de la secante a la grafica de f en
los puntos =1 y 2*) con el eje OX. Es necesario destacar que la puesta
en practica de este método requiere el conocimiento de dos valores iniciales
2© y 2@,

Un resultado de convergencia local es el que establece el siguiente

— TEOREMA 32 Sean f una funcién de clase C? en un intervalo cerrado I
tal que f'(x) # 0 en I y o una raiz de la ecuacion f(x) =0 en I. Silos datos
iniciales 0 y ) estdn suficientemente prézimos a «, entonces la sucesion
generada por el método de la secante converge a o con orden p = %5

Demostracion: Directamente se comprueba la igualdad

(k=1) (k)
(k1) _ flonx ] ey _ (k) _
x o= TG (x a)(x a)

en la que se ha utilizado la notacién de las diferencias divididas. Si se repre-
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Secante
35-

251

151

0.5

I I I I I I )
0.8 1 12 14 1.6 18 2

Figura 7.5: Método de la secante

para algin ¢®) y algtin n*)
a oz,:v(k) y k1),

Sea

pertenecientes al minimo intervalo que contiene

_ maxgeer | ()]
2 minxel |fl($)‘
y 0 un nimero positivo menor que %, tal que [ — ¢, a+ 9] C I. De la relacién
7.4 se deduce la siguiente desigualdad

Cle® | < Cle®|Cle V)|

(7.5)

para todo k > 1.
Si se toman (@ y (I tales

max{|e?], [eM|} < &

entonces se cumple que

Cle?| < K=06<1,
CleV| < K,
Cle?| < K2
Cle®| < K3,
(4] L5
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donde p;, es la llamada sucesion de Fibonacci, definida por

Pk+1 = Pk + Pre—1, Po=p1 = L.
Puesto que limy_,, pr. = 00 entonces

lim e® =0
k—o0
como se queria demostrar.
Por otra parte, en un capitulo posterior se probara que el término general
de la sucesién de Fibonacci esta dado explicitamente por

Pk = (5t

Sl

siendo

1+v5 11—

IS

r =

De la desigualdad 7.5 se deduce que

le(k+D)] 5 (ry—r1)
PG < O KPe(1=r1) [rpk—1 — (O (PR TPk — [ V52T
e T

Puesto que |r3| < 1 se tiene que

lo que prueba que el orden de convergencia es 1 (seccién de oro). o

Aunque se parta de z(® y 2™ tales que f(2®)f(z™) < 0 no esta ga-
rantizado que la raiz o pertenezca al intervalo [2*~Y 2(®]. Una variante del
método de la secante, conocida como método de regula falsi utiliza en cada
iteracion, el término z*) y uno de los precedentes z(*") (que no es necesaria-
mente =) que cumple f(x™)f(z*)) < 0. Es decir, la iteracién es

1
(k+1) _ (k) _ (k)
T T G m(k)]f(x ).
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Secante Regula falsi

4

-
/

T3 e,
) 02 0.4 06 08 1 12 14 16 18 2 D

Figura 7.6: Diferente comportamiento de los métodos de la secante y regula
falsi en la ecuacién 22 — 0.5 = 0

raiz en un intervalo I = [a?,b0] y f(a(@)f(®) < 0. De modo similar al
método de la secante se define

1

O_p0__ -
A R

F09).

Si () no es una raiz, se escogen a" y bY) como

1y _ a® s f(a(o))f(x(l)) <0 D) b© g f(b(o))f(x(l)) <0

@T= 20 ) =\ 20 -
'\, en otro caso z\, en otro caso

Si se repite la construccién sucesivas veces, se obtiene una sucesiéon {z(*)}

que se aproxima a la raiz, como se justifica en el siguiente

- TEOREMA 33 Si f es de clase C*(I) y su derivada seqgunda no se anula
en I, entonces el método de regula falsi es linealmente convergente. Ademds,
una de las sucesiones {a™} o {bM} es una sucesion constante.

Demostracién: Se supone que f(al®) < 0, f(b®) > 0y f(z) > 0 para
todo z € I (como en la figura 7.6). El argumento que se utilizard en esta
situacion podra ser utilizado en los otros casos separadamente.

Sea p®*) el polinomio que interpola a f en los extremos del intervalo
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para algin punto ¢ € (a®,b*)) (que depende de z). De esta relacién en el
punto z¥) se deduce

Fa®) = f) = pP ) < 0,

lo que implica que a®**tD = 2®) vy p-+D = p*k) - Asf pues, el extremo derecho
del intervalo es fijo e igual a b(¥ y la iteracién podria expresarse como

1
7T, 501

1

(k+1) _ p(0) _ S —
vy 7T, 50]

F0) = o - £a®).

Puesto que f(b(?) > 0y f(z®) < 0, se tiene que 2**+) > z*) Ya que la
sucesién es mondtona creciente y acotada es convergente a un limite a.
Si g es la funcion definida por

z — b© F(00) = bO f(z) — 2 f(bO)
f(x) = f(0) fx) = f(6©)

las iteraciones de regula falsi coinciden con la aproximaciones sucesivas me-
diante la funcién g. Puesto que g es continua en (a(?, () se cumple que

g(x) =0 —

g(a) = lim g(z®) = lim z*+Y = o
k—o0 k—o0
lo que prueba que « es una raiz.

Ahora se calcula la derivada

FOO) + f'(a) (o = )

gl = 700)

Del teorema del valor medio se deduce la existencia de un punto & € (o, b))
tal que

FOO) = £ - a)

y consecuentemente se tiene que

: /(@)
gl =1-FH
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204 Introduccién al Céalculo Numérico

7.6 Meétodo de Miller

La idea basica del método de la secante es la de resolver en cada iteracién,
una ecuacion lineal formada por interpolacién de la funcion en los dos 1lti-
mos valores aproximados de la raiz que se han obtenido. Un paso adelante en
la mejora de los algoritmos, consiste en aproximar la ecuaciéon mediante in-
terpolacion cuadratica basada en las tres ultimas aproximaciones. El método
de Miiller consiste en resolver en cada etapa la ecuacién de segundo grado

f(ac(k))Jrf[gc(kr)7 aj(k—l)](x_x(k))ij[aj(k)’ A x(k’—Z)](m_x(k))(m_x(k—l)) =0
conocidos 22 gk=1) y z(k)
@ Puntos iniciales

f(x)=x3—x—1
Polinomio cuadratico de interpolacion

® Punto de corte

Figura 7.7: Método de Miiller

Para hacer mas comoda la resolucién secuencial de esta ecuacion en cada
etapa se introduce el niimero

mie denende de lasg tres 11ltimas iteraciones Se transforma la ecniacidn ane
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Con la notacion ¢, esta igualdad se transforma en
fla®, 2t 20 (@ — 20)? 4 6 (2 — W) + f(@®) = 0

Si se resuelve esta ecuacion de segundo grado y se racionaliza el numerador
se obtiene

r=x® _ )\kf(l'(k))

siendo
2

Ak

La eleccion del signo que haga mayor el denominador en valor absoluto,
ayuda a estabilizar el calculo.

— EJERCICIO 79 Obtener una aproximacion de la raiz real del polinomio
p(z) = 2* —x — 1 en el intervalo [0,2], aplicando el método de Miiller y
tomando como valores iniciales, los extremos del intervalo y su punto medio.

Solucién: Los calculos para la puesta en practica del método de Miiller se
integran en la siguiente tabla:

x f(z) [l y] flz,y, 2] 0
0 ~1
0
1 ~1 3 9
6
2 5 426376262  3.98547975
7.12462118
1.26376262 —0.24541246 458550544  4.28033778
4.01446922
1.32174283  —0.0126527 3.91019497
4.25270532

1.32468953| —0.00012124
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206 Introduccién al Céalculo Numérico

7.7 Método de Newton

El método de Newton (6 método de Newton-Raphson) es otro método de
relajacion con parametro variable

1
(k+1) _ (k) _ (k)
x =z f’(:v(’“))f(x ).

que corresponde a la eleccién
1
fi(@®)

De este modo z**1 es el punto de corte de la tangente a la grafica de f en
el punto ), con el eje OX.

AR —

Figura 7.8: Método de Newton

El método de Newton esté definido por la funcién

@
A= )

que tiene como derivada
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— TEOREMA 34 Sean f una funcién de clase C* en un intervalo cerrado I
que contiene una raiz o de la ecuacion f(x) = 0. Si

maxzer | f”(2)]
minger [ ()]

< o0

entonces la sucesion generada por el método de Newton es localmente cuadrati-
camente convergente a o.

Demostracion: La convergencia local es consecuencia del teorema de Os-
trowski. Por otra parte, puesto que ¢’(«) = 0 del teorema 30 se deduce que
el orden de convergencia es 2. o

Para garantizar la convergencia del método de Newton para todo punto
inicial en un determinado intervalo I se pueden utilizar diferentes argumentos
de monotonia y convexidad. Se puede reunir algunas de estas técnicas en el
siguiente

- TEOREMA 35 Sea f una funcidn de clase C*(I) en el intervalo I = [a,b]
que es estrictamente convexa, es decir, que verifica que

fAz+ (1 =XNy) <Af(z) + (1 =) f(y)

para todo x,y € I, tales que x #y y 0 < X\ < 1. Se representa por {x®} la
sucesion generada por el método de Newton partiendo de un punto z© € I
tal que f'(x(©) # 0. Entonces, se tiene que

1. La ecuacion f(x) =0 tiene a lo sumo dos raices en I.

2. Siminger f(x) = f(a) <0 < f(b), existe una tinica raiz « y la sucesion
{x®} es mondtona decreciente y convergente a la raiz si v*) > a. Por
el contrario, si 9 < o entonces ™ > .

3. Siminges f(z) = f(b) <0< f(a), existe una dnica raiz o y la sucesion
{x®)} es mondtona creciente y convergente a la raiz si x¥) < a. Por
el contrario, si 9 > o entonces M < a.

Y A £\ [ L0 £ N N | L Q
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208 Introduccién al Céalculo Numérico

1. Six <y < z son tres raices de la ecuacion, y se puede expresar como
y=r+(1—-M\)z,

siendo
2=y
z2—x

A\ =

Puesto que f es estrictamente convexa, se cumple que

0=f(y) <A(z)+(1-A)f(z) =0
lo cual es imposible.

2. En este caso, la funciéon es mondtona creciente estrictamente y con-
secuente solo existe una raiz. Puesto que f’ es positiva en I, de la
igualdad

L) _ o _ S@)
f(a®)
se deduce que z*t1) < ) si ¥) > o Ademds, por ser f convexa y
diferenciable verifica que

fy) = f@) = fl2)(y — )

para todo x,y € [a,b]. En particular, se tiene

2(8) 2(8)
) = f (a9 = T > o) - L ) <o,

Consecuentemente {x(’“)} es una sucesion mondétona decreciente acota-
da por la raiz «. Esta sucesion tiene un limite que necesariamente debe
coincidir con la raiz como se demuestra tomando limites en la expresiéon
que define la iteracién de Newton y usando la continuidad de f y f’.
Finalmente, puesto que

fl@) > f(@O) + (o — 2O) f' (@)

se tiene que
L) (0) /(%)

Q
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4. Sidivide el intervalo I en [a, n] y [n, b] siendo 7 el punto donde f alcanza
el minimo, y se aplican los apartados anteriores a cada uno de ellos, se
obtiene el resultado buscado. o

« EJEMPLO 39 Se pretende estudiar la convergencia del método de Newton
cuando se aplica a la siguiente ecuaciéon

f(z) = 22 — 42 — sen(wz) = 0.

Puesto que la funciéon es impar, x = 0 es una raiz y las restantes raices
positivas y negativas son simétricas entre si. Las derivadas sucesivas de la
funcion f son las siguientes

fl(x) = 62 —4 — mcos(mx),
f"(x) = 12z 4 7*sen(nz),
La derivada segunda es positiva en (0,00) y

lim f(x) = £o0.
r—=+00

Puesto que la funcién f es estrictamente convexa en [0,00) tiene a lo
sumo dos puntos de corte con el eje y = 0 y por consiguiente f tiene a lo
sumo una raiz positiva 8. Las tres tinicas raices de la ecuacién so {—4,0, 5}.

De acuerdo con el teorema anterior si (®) > 3, la sucesién generada por
el método de Newton converge a  como una sucesiéon monotona decreciente.
Por simetrfa, si (9 < —f, la sucesién generada por el método de Newton
converge a — 3 como una sucesién monotona creciente. Si z,, representa el va-
lor positivo de z en el que se alcanza el minimo, entonces para z,, < ¥ < g
se tiene que () > 3y las siguientes iteraciones forman una sucesiéon monéto-
na decreciente a (. Una situacion similar se produce en la parte simétrica
negativa.

La duda est4 en cémo se comporta cuando (9 est4 en el intervalo (—,,, Z,,)
(si 2© = 44, la derivada f se anula y la iteracién no esté definida). En
este caso, tres situaciones distintas son posibles

» 21 es expulsado del intervalo [—,,, 2],
. {x(k)} es convergente como una sucesion alternante a 0, o

» {2} forma un ciclo tal que 2**Y) = —2(*) para todo k. De hecho se
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210 Introduccién al Céalculo Numérico

Método de Newton

L L L L L L L |
2 -15 -1 -0.5 0 05 1 15 2

Figura 7.9: Convergencia mondtona y ciclo

7.8 Método de Newton para raices multiples

Sea f una funcion de clase C"™ en un intervalo que contiene una raiz o de
la ecuacién f(z) = 0. Una raiz « de la ecuacién f(z) = 0 tiene multiplicidad
msi f'(a) =---= fm"Y(a) =0y f™(a) # 0. Si se usa la regla de L’Hopital
se obtiene que

@) )

li =
ey (xr —a)m m!
/ m)
L f) mpe)
r—a (x — a)m1 m!
" -1 m)
@) mm—1)f()
r—a (x — a)m2 m!
En consecuencia la funcién g(x) = = — % verifica
" f@) (=)
Tz—a)™ (x—a)™— 1
d () = lim —f(x,)f (f) = lim G| 22 =1-—.
z—a (f'(x)) T—a (%> m

De acuerdo con el teorema 30, el orden de convergencia se reduce a 1. Si la
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0.4

031

f(x)=x*(x-1)

021

01r

I I I I I I I I I
-0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 1.4

Figura 7.10: Raices simples y dobles

para k > 0. En este caso, con el mismo razonamiento anterior, se prueba que
la convergencia es cuadratica.

7.9 Raices de ecuaciones polinémicas

Una alternativa al uso de métodos matriciales para la aproximacién de los
autovalores, es la resolucién de la ecuacion caracteristica mediante alguno de
los métodos iterativos que se han descrito en este capitulo. Asi pues el estudio
de ecuaciones no-lineales definidas por una funcién polinémica merece una
especial atencion.

Como se ha puesto de manifiesto en las secciones precedentes una parte
importante del problema de encontrar las raices de una ecuacién es su locali-
zacion previa en un intervalo en el que alguno de los métodos iterativos pueda
ser utilizado. En el caso de funciones polinémicas, los siguientes resultados
del Analisis Matematico Clasico puede servir de ayuda en este propdsito

- TEOREMA 36 (Regla de los signos de Descartes) Sea r el nimero de cam-
bios de signo que hay en el conjunto formado por los coeficientes de un poli-
nomio p de grado n y k el numero de raices positivas de p. Entonces, k < r
yr —k es un niumero par.
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212 Introduccién al Céalculo Numérico

Demostracion: Sea
a;

an

7 = max
0<i<n—1

Para una raiz arbitraria z del polinomio se tiene que

Qp— a Q

an Qn Qn

2" =1
2l =1

< (" e+ 1) =

Si |z| > 1+ n entonces se cumple
2" < 2" =1

lo cual es imposible. o

« EJEMPLO 40 La regla de Descartes indica que a lo sumo, cero o dos de
las cuatro raices de la ecuacion

flx)=a"+22° -T2 +3 =0,

son positivas. Del teorema de Cauchy se deduce que la raices positivas, si
existieran, estarian en el intervalo [0, 8]. Ademads, de la tabla de signos
x |01 ]2]3|4]|5]6]7]8
signof(x) |+ =+ [+ [+ [+ ][+ ][+]+

se deduce que una raiz positiva esta en [0, 1] y la otra en [1,2].
Las raices negativas de la ecuacién anterior son las raices positivas de la
siguiente
f(=r)=a'—22° - 72 + 3 =0.

Con un razonamiento similar, se deduce que existen dos raices negativas en
[_27_1] y [_170] ©

La regla de Descartes no resuelve con certeza el problema de determinar el

7 ’ . . . .
niTMmarn avacrtQ I‘]ﬂ ralcog T‘QQ]QC ane tione 11n 1’\(\]1Y]ﬁYY11f\ {‘10 f’f\ﬂ‘ﬁf’1ﬂﬂ+ﬂ€ Y‘DQ]DQ
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Capitulo 7. Resolucién numérica de ecuaciones no-lineales escalares 213

Sea p un polinomio de grado n p’ su derivada, el algoritmo de Euclides
permite calcular el polinomio méximo comin divisor de p y p’ mediante
la siguiente secuencia de polinomios, de grado decreciente, formada con los
restos de las divisiones entre dos términos consecutivos

po(z) = pla),

m(x) = pla),

p2(z) = —resto(po,p1) = pi(x)qo(z) — po(x),

p3(r) = —resto(pi,p2) = p2()q1(x) — p1(2),
0 = —resto(Pm_1,Pm)-

El dltimo polinomio p,, es el maximo comun divisor de p y su derivada.

Si p solo tiene raices simples p,, es una constante. En este caso, direc-
tamente se comprueba que la sucesion de polinomios p; tiene las siguientes
propiedades: Para cualquier intervalo I = [a, b,

1. po no tiene raices multiples en I = [a, b].
2. pm 1o se anula en [.

3. Si a es una raiz de p; en el intervalo I para 0 < j < m entonces
pi—1(@)pj1(a) <O.

4. Si « es una raiz de py entonces p;(a)py(a) > 0.

En general, cualquier conjunto de funciones {fo, f1, -, fm} que verifi-
que estas cuatro propiedades se conoce como sucesién de Sturm asociada al
polinomio p. En particular, con ayuda del algoritmo de Euclides se ha cons-
truido una sucesién de polinomios de Sturm en cualquier intervalo para un
polinomio que no tenga raices miltiples. En otro caso, basta con dividir el
polinomio p por el maximo comun divisor de p y su derivada p’, para obtener
un polinomio con las mismas raices pero con multiplicidad 1.

El interés de la sucesiones de Sturm se desprende del siguiente
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214 Introduccién al Céalculo Numérico

— EJERCICIO 80 Aplicar el método de las sucesiones de Sturm para localizar
todas las raices reales de la siguiente ecuacion

2t — 2423 +1.0322 + 0.62 — 0.32 = 0.

Solucién: Con el algoritmo de Euclides se obtiene la siguiente sucesion de

Sturm
po(z) = 2% —242% +1.032% + 0.6z — 0.32,
pi(z) = 42 —7.22% 4 2.062 + 0.6,
po(z) = 0.56502 — 0.7590z + 0.2300,
ps(z) = 2.0220z — 1.3436,
pa(z) = 0.0249.

0af x*~2.4x3+1.03x2+0.6x-0.32=0

-0.1r
0.2

0.3}

0.4 L L L I I
-1 -05 0 0.5 1 15 2

Figura 7.11: Método de Sturm

[—4,4]. Los signos de la sucesién de Sturm en los valores enteros del intervalo
estdn dados en la tabla

T|po p1 P2 p3 ps4|n° de cambios
—4l+ - + - + 4
-3+ - + - + 4

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.
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Consecuentemente, el nimero de raices en [—1,0] es 1, en [0,1] es 2 y en [1, 2]
es 1. La inspeccion se realiza solamente hasta x = 2 ya que las cuatro raices
has sido localizadas.

7.10 Ejercicios

- EJErcicio 81 Hallar por el método de biseccion la menor raiz positiva de
e’ — 3x = 0 calculando el error mdximo de cada iteracion.

Solucién: Puesto que f(z) = e* — 3z es estrictamente mondtona decreciente
hasta In 3 y estrictamente mondtona creciente a partir de In 3,
li =
L, f10) = 0o
f(0) >0y f(In3) < 0 entonces tiene unicamente dos raices. La menor raiz

positiva esta separada en el intervalo [0, In 3].
La sucesién de intervalos encajados generada por el algoritmo es la si-

guiente

n 0 1 2 3 4

(k) In3 | I3 In3 | 9In3
a 0 2 2 2 16

o

b(k) In3 | In3 3In3 | 5In3 | 5In3
4 3 8

In3 In3 In3 In3
error < | In3 5 ) S e

- BEJERCICIO 82 FEn el siglo sequndo, Ptolomeo construyo una tabla con los
valores de la funcion seno para los dngulos espaciados en un grado entre 0° y
90°. Ptolomeo conocia los valores para 72° y 60° de los cadlculos para pentago-
nos y hexagonos requlares y usando las formulas trigonométricas de senos de
diferencia de dngulos y de dngulo mitad pudo obtener el valor del seno de
gran parte de los dngulos que correspondian a valores enteros en grados. Sin
embargo, Ptolomeo podia calcular sen 3°, sen %O Y sen %O pero no sen 1°. Fi-
nalmente recurrio a un método de interpolacion para aprorimar el valor de

sen 1° y ast pudo completar la tabla. En el ano 1400, en la ciudad de Samar-
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216 Introduccién al Céalculo Numérico

valida para cualquier dngulo a. Aproximar por un método de punto fijo, el

valor de sen1° = sen 155 usando la relacion anterior y conociendo que

sen 3° = sen % ~ (0.052335956242944.

Solucién: El valor sen 1° es solucién de la ecuacién polinémica
42° —3x +a =0
siendo a = sen 3°. Las raices de esta ecuacion son puntos fijos de la funcién

a+ 4z3

g(z) = 3

Puesto que la funcion seno es creciente en un entorno de 0, el valor sen 1°
estd en el intervalo [0, a] en el que se verifica que

9/(2)] = 42| < 4a® < 1

Ademds g es mondtona creciente y por lo tanto, transforma [0, a] en el in-
3 . ., .

tervalo [, “%] C [0, a]. Del teorema de la aplicacién contractiva se deduce

que la sucesion generada por aproximaciones sucesivas con la funcién g es

convergente a la unica solucién de la ecuacién en [0, al.
- EJERcCICIO 83 ;FExiste alguna raiz de la ecuacion
r +tan3dx +senx =0

en el intervalo (w/6,7/2)?. En caso afirmativo, aproximar la raiz usando
algun método de aproximaciones sucesivas a un punto fijo de alguna funcion.

Solucién: La funcion que define la ecuacién tiene como limite oo en los
extremos del intervalo y es continua y mondtona creciente. Se puede reducir
el intervalo incrementando el extremo inferior o disminuyendo el extremo
superior y comprobando que el nuevo extremo mantiene el signo. La idea
es conseguir que las condiciones del teorema de la contraccion se verifiquen.
En este sentido, se puede ain seguir garantizando que la ecuaciéon posee
al menos una raiz en (7/6,7/3]. Se puede eliminar la singularidad en /6,
multiplicando la ecuacién por cos 3z. De este modo, la ecuacion equivalente
en (m/6,7/3) es
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En el intervalo [7/6,7/3] se cumple que

1 < 2 < 1

—— —cos2z < —

2 = -2
-1 < cos3z<0

1

—1 < cosdz < —3

-1 < —sendx <0.

De ello se deduce que la funcion
f'(z) = 4cos 3z — cos 2z + 2 cos 4z — 3x sen 3x

verifica —y; = —10 < f’(z) < —7, = —1. (una representacion grafica de
la funcién indica que —y; = =7, —7, = —3 son cotas més finas de f’). Una
estimacién de ¢', es

I—mA<g'(z) <1 -7\

para todo x € /6, 7/3].
Asi pues, si se escoge A < %, se cumple que
0<d'(x)<1

para todo = € [r/6,7/3]. Consecuentemente, la funcién g es monétona cre-
ciente. Ademas

s s T V3
w/6) = — + A, 7/3)==—| =+ — |\
o(r/6) =T+, gln/3)=" (3 2)
y ¢ transforma el intervalo I = [7/6,7/3] en un subconjunto de /. En este
caso, puesto que g verifica en I todas las condiciones del teorema de la con-
traccion, la iteracién 1) = g(2®) para cualquier 2(® € I es convergente
a la tnica raiz que la ecuacion tiene en ese intervalo. o

— EJERCICIO 84 Analizar la convergencia de los siguientes algoritmos itera-
tivos:

_ 3
1. Tpt+1 = )

[ A2 g
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218 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Los puntos fijos de las transformaciones g que definen los algorit-

mos son :I:\/g.
1. No es convergente para ningun valor inicial xy positivo que sea distinto
de v/3 ya que
3 3
xn+2 = = T = l’n'
Tn+1 T

Es decir, la sucesién generada zigzaguea alrededor de v/3.

2. No es convergente para ningin x, > 0 distinto de v/3 ya que

. ) <y, sixn<\/§
1= i
n > 2, Sla, > V3

Consecuentemente, la sucesién siempre se aleja de /3.

3. Puesto que |¢/(z)| =1 [1—- |y

1 3 3
—1-—=/<1 & —-1<—=<3
2‘ 2 2

g es contractiva en (1,00). Por otra parte, g tiene un minimo x = V3
y por esta razén, g transforma [ = [\/5, o0) en un subconjunto de I.
Ademas, si 0 < xg < V/3 entonces

z1 = g(zo) > g(V3) = V3.
Todo ello prueba que el algoritmo es convergente para cualquier valor
inicial positivo. o
— EJERCICIO 85 Se considera la ecuacion
r=In(z +2).

Determinar st la sucesion generada por el método de Newton-Raphson es
convergente si se toma ¥ =5 como valor inicial.
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Método de Newton
35

~
——
AN
N

-
—
N\
N\

L L L L L ,
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 7.12: Método de Newton para la ecuacién x — In(x + 2) =0

Consecuentemente, la funcién es estrictamente convexa en su dominio de
definicién (—2, 00). Puesto que

lim f(z) =00, f(—1)<0, lim f(z)=oo.

T——2 T—00

Asi pues, de acuerdo con el teorema 35 de la pagina 207 la ecuacion tiene
dos soluciones. El valor aproximado (™1 est4 dado por

st _ g _ 2 G 42) @)+ 2) (e +2) o)
Puesto que f(5) > 0, necesariamente la raiz maxima [ es menor que
5. Consecuentemente la sucesién generada por el método de Newton con

2 = 5 como punto de partida, es monétona decreciente y convergente a la
raiz f3. o

- EJercicio 86 Calcular la raiz posi-
tiva de la ecuacion

flz) = +2lnz—x=0

S
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220 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Sin dificultad se prueba que f es mondtona decreciente y

hm—+2lnx = 00, hm——|—2lnx—a7——oo.

z—0 \/_ T—00 \/_

Consecuentemente, la ecuacion tiene una raiz positiva. Parece natural consi-
derar la raiz de la ecuacién como punto fijo de la funcién g definida por

g(x) = i—|—21:r1x

VT

en el intervalo [3, 8]. Puesto que

O<gl<x>_ 2\/—

en [3, 8], la funcién g es creciente y contractiva. Asi pues,

9([3,8]) = [9(3),9(8)] < [3,8].

La sucesién z(®) que se aproxima a la rafz, definida por 25+1) = g(2®) y que
parte de (9 = 3, es

{3,3.929, 4.250,4.349, 4.379,4.387, 4.390, 4.390, 4.391, 4.391,4.391, - - - }

— EJERCICIO 87 FExisten muchas variantes del método de Newton para la
resolucion de ecuaciones no-lineales escalares. Una de estas variantes es el
llamado método de Newton-Halley (o de Bayley), que estd definido por

i)y ™) ( B f(f("))f"(x(")))l
= =S U ey )

Analizar la convergencia de este método cuando se aplica la busqueda de
raices positivas de la ecuacion x® — 3 = 0.

Solucién: Si f = 2% — 3 el método de Newton-Halley toma la forma

2l — g(I(n)>
donde g es la funcién definida por

3
alr) — + 9%
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Capitulo 7. Resolucién numérica de ecuaciones no-lineales escalares 221

Inmediatamente se comprueba que g es contractiva en el conjunto

{z:x>1/2V3 -3}

y es monotona creciente. Consecuentemente, g verifica las hipdtesis del teo-
rema de la aplicacién contractiva en el intervalo [1, 00). o

- EJERCICIO 88 EI polinomio
px)=2"+z+1

tiene una raiz en el intervalo [—1,0]. Usar el punto medio de este intervalo
como punto inicial y aplicar el método de Newton. ;Es la sucesion que asi se
genera, convergente a la raiz?. Justificar rigurosamente la respuesta.

Solucién: Puesto que

p(x) = 52" +1>0,
p'(xr) = 202° <0
para todo = € [—1,0], el polinomio es creciente y céncavo en el intervalo

[—1,0]. La iteracién que corresponde a la aplicacién del método de Newton
es en este caso, la siguiente

(k)
(k+1) _ (k) _ p(z'™) _ (k)
! T pemy 9
siendo
( ) 42° — 1
)= ———.
g Szt 41

Si se considera como valor inicial (%) = 0.5, se tiene que

20
W = g(—0.5) = ~57

Puesto en este punto p(z(")) < 0, se tiene que 23 > 2. Ademéds para toda
funcién céncava diferenciable se verifica que
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222 Introduccién al Céalculo Numérico

En consecuencia, (3 < « por ser p monétona creciente. Razonando de modo
recurrente, se deduce que la sucesion generada por el método de Newton es
monoétona creciente y acotada. Ello implica que es convergente y como g es
continua, necesariamente lo es a una raiz de la ecuacion.

Por otra parte, los primeros términos de la sucesion generada por el méto-
do de Newton son

{—0.6667, —0.7681, —0.7552, —0.7549, —0.7549, - - - .} o
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CAPITULO 8

Resolucion de sistemas de ecuaciones no
lineales

8.1 Introduccion

Resolver problemas de optimizacion de funciones tiene un gran interés ya
que numerosos problemas cientificos se formulan de esta manera. Esencial-
mente hay dos niveles de dificultad en los problemas de optimizacién. En el
primer nivel se sitiian los problemas de optimizaciéon diferenciable sin res-
tricciones. El cédlculo diferencial en varias variables permite transformar esta
clase de problemas en la resoluciéon de un sistema de ecuaciones numéricas,
que posiblemente no sean lineales. En el segundo nivel, se consideran restric-
ciones en la optimizacion 6 se elimina la regularidad de las funciones objetivo
de la optimizacion. Este segundo nivel se escapa de las intenciones de este
curso y no serd tratado en este texto.

Las primeras secciones de este capitulo estan dedicadas a la resolucion de
sistemas de ecuaciones numeéricas que no son necesariamente lineales. En las
siguientes secciones se considera la situacién particular en la que el sistema
de ecuaciones esta definido mediante el gradiente de la funcién objetivo en
un problema de optimizacion.

QDQ p 1ITMna Fﬂhr\ir’\‘n AO 2 "TQT“;Q]’“\]QQ 110 f;ﬂﬂﬂ n comnanentog Aﬂﬁﬂ;flﬁ o1 111
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224 Introduccién al Céalculo Numérico

presentar algunas dificultades adicionales debido al incremento de dimension.
Si las derivadas de la funcién F' son facilmente evaluables, de nuevo, el método
de Newton emerge como el més eficiente. En los problemas de optimizacion,
F aparece como el gradiente de una funcién escalar f.

8.2 Métodos de punto fijo

Como en el caso escalar, se pueden reformular las soluciones de sistemas
de n ecuaciones de n incognitas como puntos fijos de funciones G de R" en
R™. De este modo se puede considerar la posibilidad de utilizar el método de
aproximaciones sucesivas asociado a esta aplicacion

x(k+1) — G(x("“))

partiendo de un x(© dado. La convergencia de esta clase de métodos se apoya
frecuentemente en la siguiente versién n-dimensional del teorema de Banach

— TEOREMA 39 Sea G una aplicacion contractiva en un conjunto cerrado
B C R", es decir, una funcion para la que existe una constante 0 < p < 1
tal que

IG(x) = G < plx =y

para todo x,y € B. Si G(B) C B, entonces existe un unico punto fijo o de
G en B.

En el caso escalar, el modo més simple de establecer que la funcién que
define las aproximaciones sucesivas es una contraccion es el uso del teorema
de valor medio. En dimension n, no es posible disponer de equivalente directo
de este teorema pero si se puede bajar al caso de una variable, considerando
el segmento que une dos puntos. Para ello se necesita que B sea un conjunto
convexo, es decir, que para todos los puntos x,y € B, el segmento que los
une, esté en B. De un modo mas preciso, si GG es una funcion continuamente
diferenciable en el conjunto cerrado convexo B y se aplica el teorema del
valor medio a la funcién

g9(t) = Glx + t(y —x))

en el intervalo [0, 1], se obtiene que
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 225

donde G’(z) representa la matriz jacobiana de G el punto z. Si se usa una
norma matricial subordinada a una norma en R", se deduce que

1G(y) = G = 16" (x + &(y = x))(y = x)[| < max || (z)][[|x —y|
para todo x,y € B. Consecuentemente, si
p=max|G(z)] <1,

G es una aplicacién contractiva de constante p en B.
Por otra parte, puesto que el radio espectral p(A) de una matriz A verifica
que
p(A) = inf{||A|| : || || es una norma subordinada}

entonces, si

p=maxp(G'(z)) <1,

GG es una contraccion en B en alguna norma subordinada.

El modo més simple de construir una aplicacién G que tenga como puntos
fijos las raices de una funciéon F', es usar una técnica de relajacién como se
ilustra con el siguiente:

— EJERCICIO 89 Usar un método de punto fijo para aproximar la intersec-
cion de las siguientes curvas

-y = 1,
z+(y—172 = 6.

Solucién: Los puntos buscados tienen coordenadas (x,y) que son soluciones
de la siguiente ecuacion

F(r,y)= (2> —y—1Lz+ (y—1)>—6) = (0,0).

También son puntos fijos de la funcién G(z,y) = (x,y) — A\F(x,y) para
cualquier valor de A, distinto de cero.
La matriz jacobiana de G en un punto (z,y) es la siguiente

Gz 7/\:T—)\(2x 1 \
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226 Introduccién al Céalculo Numérico

Si se toma A = i, se obtiene que en el cuadrado
B =11,3] x [2,4]

se cumple que

max ||G'(x,y)|1 = E + L max { max |2 — x|, max |3 — y|} = §

(z,y)eB 4 2 1<2<3 2<y<4 4
Asi pues, en este cuadrado la funcién G es contractiva con constante p = %.
Ademas, directamente se prueba que G transforma el dominio convexo cerra-
do B = [1, 3] x [2,4] en un subconjunto de B. Del teorema de la contraccién
se deduce que existe una tnica solucién en B que puede ser aproximada por
iteraciones sucesivas con la funcién G. o

El teorema de Ostrowski introducido en el capitulo anterior, admite la
siguiente generalizacién al caso de dimension n

— TEOREMA 40 (OSTROWSKI) Si G es una funcién de clase C* en un en-
torno de un punto fijo o y verifica que

pPcr(e) < 1,

entonces la sucesion generada por aproximaciones sucesivas con esta funcion,
es localmente convergente a .

Es importante resaltar que el teorema de Ostrowski asegura la conver-
gencia local mientras que el teorema de la aplicacion contractiva garantiza
la global. Esto quiere decir que con el apoyo del teorema de Ostrowski no
podremos tener la garantia de que el punto inicial escogido es adecuado ya
que no podemos precisar si se esta suficientemente cerca. No obstante, si
partiendo de un punto la iteraciéon converge y G es continua, entonces lo
hace a un punto fijo de G. Otra cuestion es como garantizar la condicién de
Ostrowski en un punto que no conocemos y queremos calcular. Obviamente,
tendremos que probar que se cumple la condiciéon en un entorno en el que
tengamos localizada una raiz.

« EJEMPLO 41 Se considera la transformacion no-lineal G definida por

r = 2°—3y°+3,
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 227

en el punto fijo (1,1), estd dada por

G'(1,1) = ( 2 _66 )

cuyos autovalores son 4(1 4 v/2i). El radio espectral de la matriz jacobiana
en (1,1) es 44/3. Puesto que es mayor que 1, el teorema de Ostrowski no
puede aplicarse en el punto fijo (1, 1). o

8.3 Método de Newton

Sea F' una funcién diferenciable en un dominio Q y x(®© € Q un punto
arbitrario. La idea basica del método de Newton es la linealizacion de la
ecuacién F'(x) = 0 mediante el desarrollo de Taylor de orden 1 alrededor de
(0)
X
F(xO) + F/(x)(x —x@) = 0.

La solucién x™M) de este sistema lineal se utiliza para una nueva linealizacion.
De este modo, conocido x* se calcula x*+1) como la solucién del sistema
lineal

F'(x®)(x —x®) = —F(x®).
« EJEMPLO 42 Se pretende resolver el sistema de ecuaciones
Fir,y)=r—y+a*>—1 = 0,
F(r,y)=y+2*+202 -2 = 0.

Este sistema de ecuaciones no lineales puede ser resuelto por aproximaciones
sucesivas generadas por

Ly o Ly
y(k+1) _ 2_($(k))2

1+ 22(k)y (k)

o por el método de Newton
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228 Introduccién al Céalculo Numérico

Punto fijo Método de Newton

Figura 8.1: Método de Newton

Cuando el numero de incognitas es elevado, la resolucion del sistema
lineal requiere un esfuerzo computacional adicional. Existen numerosas mo-
dificaciones del método de Newton orientadas a simplificar la resolucién del
sistema lineal. Algunas de ellas pasan por considerar la descomposicién de
Jacobi de la matriz jacobiana

F’(x(k)) — DWW _1® _yk

que usa la parte diagonal, la parte inferior y la superior a la diagonal de la
matriz. La idea es utilizar un método de Newton inexacto que considere la
iteracion de Jacobi con el sistema diagonal

D) (x — X(k)) — —F(X(k))
0 la iteracién de Gauss-Seidel con el sistema triangular inferior
(D(k) — L(k))(x _ X(k)) — —F(X(k)).

— EJERrcIc1o 90 Describir la primera iteracion por el método de Newton
inexacto con la iteracion de Gauss-Seidel para resolver el siguiente sistema
de ecuaciones

r = 0.5senz + 0.2cosy

~~
% ‘o0
N

0.5cosx —0.2seny
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 229

es
1—-0.5cosz 0.2seny )

/ —
F(z,y) = ( 0.5senz 1+0.2cosy

El paso de (z(@,y©) a (2, yM) se realiza resolviendo el sistema lineal
triangular inferior

1—0.5cosz® 0 2 — 2(0) - Fl(:v(o), y(O))
0.5sen (9 1+0.2cos y(o) y(l) _ y(O) - F2(x(0)’ y(o)) .

Si se resuelve el sistema, se obtiene (2, y(V) = (0.3465, 0.3989). o

8.4 Método de Broyden

En aquellas ocasiones en las que el calculo de las derivadas parciales de la
funcion F' encierra muchas dificultades, es recomendable recurrir a métodos
como el de Broyden, que evitan su calculo, siguiendo una idea que, en cierto
modo, generaliza el método de la secante para ecuaciones de una sola variable.

El método de Broyden involucra en cada iteracién a tres términos x*=1_ x(*)
y x*+1) y no utiliza exactamente la matriz jacobiana de F. Si en una iteracién
se ha calculado x®) mediante el sistema lineal

se trata ahora de construir una matriz J; para la siguiente iteracién y que
conserve alguna similitud con la matriz jacobiana. En este sentido, parece
razonable imponer a J; la siguiente condicién

Je(x® — xt=1)y = p(x®)) — p(x*-D), (8.3)

No obstante, con esta tnica condicién es imposible determinar .J; por lo que
es preciso anadir otras condiciones adicionales. En el método de Broyden, se
impone la condicién de que Ji se comporte como J;_; en el espacio ortogonal
a x® — x(=1 s decir, que se cumpla

(Ju — Jr_1)z =0, paratodoz € R" tal que z- (x™ —x*~1) = 0.

LR} 1 (L) (L 1)
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230 Introduccién al Céalculo Numérico

Si se utiliza la condicion 8.3 y se elimina x, se obtiene la férmula

(F(X(k)) — F(X(k_l)) — Jk*l(x(k) — X(k_l)))(x(k) — X(k_l))t
[ — XD 2 |

Jp = Jp_1+

y x#*+1 se define como la tnica solucién del sistema lineal

Jk<X(k+1) _ X(k)) — —F(x(k))).

Una eleccién adecuada de matriz inicial puede ser Jy = F(x(?). Por otra
parte, puesto que la matriz del sistema lineal de ecuaciones que se resuelve
en cada iteracién solamente se modifica en una direccién, resulta muy ade-
cuada la utilizacién de la féormula de Sherman-Morrison para su inversion
que establece que si una matriz A no es singular y u y v son vectores tales
1+ viA~tu # 0, entonces A + uv' no es singular y

A~lu(A~tv)!

A H=t—A-t — )
(A+uv) 1+ vtA-lu

Si se escoge en el método de Broyden

F(X(k)) — F(X(k_l)) — Jk—l(x(k) — X(k_1)>
[x® =] |
k—1)

u® =

o x® _x
[ — 0]

V(

y A = Ji_1 se obtiene que

_ _ t
1 g D (Gv)
k k—1 1+ vk . J1;11u(k)

- EJERCICIO 91 Aprozimar una solucion del sistema de ecuaciones

2242 = 1
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Solucion: La matriz jacobiana de

Flz,y)=(@"+y" —Laz+y—1)

Fl(z,y) = ( Qf 21y )

Jot=F(1,1/2)7 = ( _1 _21 )

De este modo se obtiene

ORI AC) e (m<o>)2+(y<o>)2_1 B
y ) y© 0 20 4@ — 1 -\ _

A continuacion se calculan los vectores de error

(1) 1 < 1 )
vy o= — ,
V10 \ -3

o - ()

Jt=

es

y en particular

N——

|
NGRS

[\
é’
@)

y finalmente, se obtiene

Y
|
3w 1=
|
N N|—
N——
<

8.5 Raices complejas de un polinomio

Los métodos que se han utilizado para calcular las raices de un polino-
mio, permitian aproximar las raices reales y podian ser puestos en practica en
un computador con aritmética real. Se pueden utilizar las mismas ideas para
aproximar las raices complejas en un entorno de calculo que use una aritméti-
ca compleja. Por otra parte, un polinomio de coeficientes reales puede tener
raices complejas que pueden ser clasificadas en pares de raices conjugadas.
El método de Bairstow evita utilizar aritmética compleja en el cdlculo de
las raices de un polinomio de coeficientes reales, calculando cada uno de los
polinomios reales de segundo grado que tienen cada par de raices conjugadas.
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232 Introduccién al Céalculo Numérico

Si se pretende que % + rx + s tenga como raices, dos de las del polinomio p,
los parametros r y s deben verificar las siguientes ecuaciones no lineales

A(r,s) =0,
B(r,s) = 0.

Si se expresa ¢(z) = 2?1—02 b;z", identificando coeficientes en la ecuacién
8.4 se obtiene que

bi = Aj42 — T'bi+1 — Sbi+2 (85)

parai=mn—2,...,0. Ademas
A(r,s) = a; —rby(r,s) — sbi(r,s), (8.6)
B(r,s) = ag— sby(r,s). (8.7)

Se puede utilizar el método de Newton para resolver este sistema de dos
ecuaciones y dos incognitas. Es importante notar que el calculo de la matriz
jacobiana de la funcién F(r,s) = (A(r,s), B(r, s))" implica el cdlculo de las
derivadas parciales de by y by, lo que puede hacerse con ayuda de las relaciones
8.5.

« EJEMPLO 43 Para hallar las raices complejas del polinomio
p(r) = 2* +32° — 4

usando el método de Bairstow, se consideran las relaciones de recurrencia 8.5
que en este caso se convierten en

bQ = &4—7’63—8[)4:1,
b1 = ag—TbQ—Sbgz -,
bo = CLQ—Tbl—Sb2:3+T2—S.

De 8.6 se deduce que las ecuaciones no lineales a resolver son

A(r,s) = —r(3+71%—3s)+sr=0,
B(r,s) = —4—s(3+7*—s)=0.

v acta racntan civanla acta cictormaa tiona corvna coluicicnac o 0 7 o
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 233

8.6 Optimizacion sin restricciones

Sea f: Q C R"™ — R una funcién diferenciable en el conjunto abierto 2.
Se considera el problema que consiste en minimizar f en 2. Si f alcanza el
minimo en un punto critico z € €, verifica la ecuacién no-lineal

Vf(x) =0,

donde el operador V representa el operador gradiente. De este modo, la
resolucion de un problema de optimizacion sin restricciones conduce a la
resolucion de un sistema de ecuaciones numéricas no-lineales. Es necesario
precisar que no todo punto critico de la funcién objetivo es necesariamente
un punto que optimice la funcién. Si existen mas de un punto critico seria
necesario separar previamente el que realice el minimo. En ocasiones, algu-
nas condiciones sobre la funcién objetivo, tales como la convexidad estricta,
permiten garantizar la unicidad de solucion al problema.

Los métodos numéricos desarrollados en las secciones precedentes, son
aplicables en esta situacién. No obstante, en esta seccién, se analizan al-
gunos métodos que estan especialmente disenados para este tipo particular
de sistemas no lineales. También, se puede hacer un planteamiento inverso
asociando a un sistema no-lineal un problema de optimizacion e intentando
aplicar sobre este problema las técnicas numéricas especificas de optimiza-
cion. No obstante, hay que tener en cuenta en este caso, que no toda funcién
no-lineal es un gradiente de una funcién escalar y consecuentemente, que de
modo general este procedimiento no es valido.

Si la funcién objetivo f es una funcion cuadratica, es decir, es una funcién
definida de la siguiente forma

f(x):%A)cx—b-x

donde A representa una matriz n x n, simétrica y definida positiva, entonces,
x realiza el minimo de esta funciéon en R" si y sélo si x es el vector soluciéon
de la ecuacién Ax = b.

« EJEMPLO 44 Se considera el siguiente sistema de ecuaciones lineales
Tiv1—2x;+x;1 =1, parai=1,2 3,4,

ZEOZZL’5:0.
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234 Introduccién al Céalculo Numérico

Ax = b es la forma matricial de expresar el sistema lineal. Este sistema de
ecuaciones es equivalente a la resoluciéon del problema de minimizacién sin

restricciones
1 4
min ~Ax-x—b-x=min Y (27 — 2,241 + ;)
xER: 2 xER4 4
=1
con xg = x5 = 0. <o

Para resolver los problemas de minimizacién sin restricciones, los métodos
de descenso utilizan iteraciones para aproximar el punto éptimo, definidas del
siguiente modo: Dado un vector inicial x(¥, calculada la iteracién k—ésima,
se introduce

xFHD = x®) 4 5, %)

donde d® es un vector de direccién convenientemente escogido y pj, un es-
calar llamado tamano de paso. Razonablemente, la direccién d®) debe ser
escogido de modo

FER) < Fx™).

En este sentido, puesto la direccién en el que el decrecimiento de la funcion
objetivo, medido a través de su derivada direccional, es mas fuerte es la
opuesta a la del gradiente de la funcién, parece adecuado escoger direcciones
que formen dngulo con —V f(x*)) menor de 5 radianes. De modo mas preciso,
se definen las direcciones de descenso d®) como aquellas direcciones no nulas
que verifiquen que

d® . vf(x®) <o,

Sea ¢ la funcién escalar de variable t definida por
g(t) = f(x® +d®).

Si f es continuamente diferenciable y d®) es una direccién de descenso en el
punto x(k), la funcién g es estrictamente decreciente en un entorno de 0 ya
que

g'(0) = Vf(x®).d® <.

Es decir, existe un p; suficientemente pequeno tal que
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 235

o equivalentemente, la ecuacion escalar no-lineal
Vf(x(k) + 25(:1(16)) .d® =o.

La estrategia de eleccién de direccién de descenso més basica corresponde
a la siguiente
d® — —Vf(x(k))

y se conoce como método del gradiente. Si se utiliza el anteriormente men-
cionado método de eleccién del paso, el método se dice de méaximo descenso
(steepest descent).

[ TFuncion objetivo

Linea de descenso

% Punto de partida

%* punto de maximo descenso

Figura 8.2: Método de maximo descenso

— BEJERCICIO 92 Describir la primera iteracion del método del gradiente con
mdximo descenso para encontrar el minimo de la funcion

fz,y) =100(y — 2*)* + (1 — )°

que se conoce como la funcion banana (6 valle parabolico de Rosenbrock),
nartiendn del nunto (L5 0 25)
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236 Introduccién al Céalculo Numérico

Para encontrar el tamano del paso pg, se busca el minimo de la funcién

1 2
g() = @O +1d?, 4@ +4d) = £(0.5+¢,0.25) = 10063(1+1)>+ (t - 5) .

Puesto que
g'(t) = 400* + 600t + 202t — 1

el valor del paso de maximo descenso py = 0.0049 puede ser aproximado
por un método de resoluciéon de ecuaciones en una variable. Finalmente se
obtiene que (z™M, M) = (0.5049, 0.25). o

El método de Newton para la optimizacion sin restricciones se basa en
la aproximacién de una funcién f de clase C? por su desarrollo en serie de
Taylor de orden 2 en un punto préximo a una soluciéon. De este modo, dado
un aproximado punto x(*) aproximado a la solucién, el problema de minimi-
zar la funcion f es sustituida por el problema de minimizacién cuadratica
aproximada

min f(x?) + V(). (x —x©) + %V2f(x(0))(x —x0) . (x —x)

xeR™

donde V2 f(x(?)) representa la matriz Hessiana de f en x(© cuyas componen-
tes son las derivadas parciales segundas de la funciéon. Consecuentemente, el
minimo se alcanza en la solucién del sistema lineal

VO (x — x0) = =V F(xO).
De modo reiterado, si se conoce x*) se calcula x*+t1) como solucién de
V() (el = x ) =~ (x),

Evidentemente, este método no es otro que el método de Newton, introducido
en las secciones anteriores aplicado a la condicién de gradiente nulo

Vf(x)=0.

Desde un punto de vista puramente conceptual, podria expresarse esta
igualdad como en los métodos de descenso

xF D) = x®) _ 2 f(xP) 71y f(x*)).
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Capitulo 8. Resolucién de sistemas de ecuaciones no lineales 237

que pude ser determinado por un criterio de maximo descenso. Si el Hessiano
es una matriz definida positiva, la direccién

d = V2 f(x") IV F(x)
es de descenso ya que
49 Vf(x¥) = -2 (x®) 1V (xW) - v (") <o
Esta situacion se produce cuando la funcién objetivo es una funcion estric-
tamente convexa.
8.7 Ejercicios

— EJERCICIO 93 Invertir la siguiente matriz

B = ,

usando la formula de Sherman-Morrison.

Solucion: Se aplica la formula de Sherman-Morrison con
A=1 u=v=(1--,1)"

De este modo, se obtiene

11 1 n —1 —1
1 11 -1 1 -1 n - -1
B™'=1- . | = S - 3
1+n e Tel 1+n : : :
11 1 -1 -1 n
Trrmnr~ta OA M4 1 1 L Lo dol N : 4 L N
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238 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Si se identifican coeficientes en la siguiente igualdad
(bo +biz)(2* +rs+s)+Ar+B=12 -2 +2—1
se obtienen las recurrencias

by = 1,
b17’+bo

I
|
—_

y las expresiones que definen Ay B

b18+bor+A = 1,
ng—i—B = —1.

El sistema de ecuaciones no-lineales a resolver es

l—s+(14+r)r = 0,
—1+(1+r)s = 0.

Si se suman ambas ecuaciones, se obtiene que
r(s+1+7r)=0

de donde se deduce que r =0 6 s = —1 — r. En el primer caso, el polinomio
buscado es x? 4+ 1. En el segundo caso, no existe ningin ntimero real r tal
que

(1+7)? = —1.

Consecuentemente, las raices complejas del polinomio son 4. o
- EJERCICIO 95 Describir la primera iteracion del método del gradiente con
mdazrimo descenso para encontrar el minimo de la funcion
flay) = (y+2° =1+ (z +y* — 1)*
partiendo del punto (0,0).

Solucion: En este caso, la direccién de descenso esta dada por
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Puesto que el minimo de ¢ se alcanza en el mismo punto que

h(t) = |4t + 2t — 1

el valor del paso de maximo descenso py = %. Finalmente se obtiene que
’ 2 ’ 2
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CAPﬁIHK)g

Ecuaciones en diferencias finitas

9.1 Introduccion

Una ecuacién en diferencias finitas estd definida por una relacién entre
términos consecutivos de una sucesion, que pretende ser una solucion. Por
ejemplo, los términos x,, de la sucesién

{0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,---  },
conocida como sucesiéon de Fibonacci, verifican la ecuacion en diferencias
Tntl = Tn +.§L’n,17 Ty = 07 T, = 1.

El orden de una ecuacion en diferencias finitas es la diferencia entre el
mayor y el menor de los indices que aparecen en la relacion que define la
ecuacion. De acuerdo con esta definicién, la ecuacion de Fibonacci es de or-
den 2. Las ecuaciones en diferencias aparecen en diversas areas de la ciencia
pero son particularmente importantes en algunos métodos de resolucién de
ecuaciones diferenciales como se pondra de manifiesto en capitulos posterio-
res. El término ecuacion en diferencias finitas suele ser utilizado en estas
situaciones pero no es el unico utlhzado para este tipo de relamones En al-

USSR U R T 1 1
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242 Introduccién al Céalculo Numérico

donde x™ = (z,,, 2,41)" y A es la matriz de coeficientes

01
A=

11
y el vector inicial x(® = (x¢,2,)* tiene como componentes a todos los da-
tos iniciales. De este modo, la sucesién generada por la recurrencia es una

sucesion de Krylov asociada a la matriz A.
En este sentido, el andlisis de las ecuaciones en diferencias no parece
aportar nada relevante en relacion con el estudio de métodos iterativos de

resolucion de ecuaciones realizado en capitulos precedentes. En el caso no-
lineal, la relacion

XD — F(x™) = Fo Fo "t o F(x©)

se conoce muchas veces como sistema dinamico discreto, fundamentalmente,
cuando el interés del estudio se centra en aspectos mas cualitativos de la
propia sucesion, mas que en el célculo del limite cuando n — oo.

Asi pues, este capitulo no ofrece novedades conceptuales. Es en cierto sen-
tido subsidiario de los capitulos posteriores dedicados a la resolucién numeéri-
ca de ecuaciones diferenciales. La resolucién de ecuaciones en diferencias
sencillas permitird ilustrar algunos de los conceptos que apareceran en esos
capitulos. Ademas, este propdsito esta limitado al estudio de las ecuaciones
lineales en diferencias, con coeficientes constantes, que pueden ponerse en la
siguiente forma

Tny1 + Q12 + Qp—2Tp_1 + -+ + ATp—jt+1 = by.
En este caso, el calculo de la sucesion asociada a la ecuacién en diferencias es
muy simple si se conocen los k primeros términos de la sucesion. Por ejemplo,
en la sucesion de Fibonacci, puesto que g = 0 y 1 = 1, se pueden calcular
los siguientes términos del modo siguiente

$2:I1—|—ZEO:1, ZE3:ZE2—|—(L’1:2, $4:I3+ZE2:3,

7\Tn nthQY to on f\f’QQ‘;(\Y\DQ 09 I‘]DGDQ]"\]Q LCONOCOY D] ‘YQ]{\Y‘ {qﬂ] fA‘V‘YT\‘;Y\(\ ')’1_0/0';
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9.2 Ecuaciones lineales homogéneas en diferencias con
coeficientes constantes

La ecuacion lineal homogénea en diferencias

Tpi1 + Qg 1Tp + Qg 2Ty 1+ -+ a0Tp g1 =0, ap#0, n>k—1
puede expresarse como
Tpak+ A 1Tnik1+ar_oTpipo+  +a1x,1+apr, =0, ag#0, n>0.
En esta forma es mas facil expresarla en forma vectorial como

XD = Ax(™) = Anx(©®)

donde x™ = (z,,, - , Tpik_1)' v A es la matriz de compaiifa
0 1 0 0
0 0 1 0
A= : )
0 0 0 1
—Qo —a;p —Q2 - —Ag-1

cuya ecuacion caracteristica en la incognita A es
Nt ap NP+ A+ ap = 0.

Puesto que el determinante de la matriz de compaiifa es (—1)" lag, la matriz
es invertible y todos sus autovalores son distintos de 0.

El célculo de las potencias sucesivas de A puede ser simplificado si se
utiliza su factorizacion canoénica de Jordan. De acuerdo con el teorema de
representacion de Jordan, existe una matriz invertible P tal que

A =PJP!,

donde la matriz canénica de Jordan J es una matriz diagonal por bloques
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en la que cada bloque tiene la siguiente forma

A 1o+ O O
o XN -+ O O
Ji = T
O O -+ N 1
O O -+ 0 N
parat = 1,2,--- ,m y la suma de las dimensiones de los bloques de Jordan

es k.
De este modo se tiene que

A" =PJ"pP!
y
Jv0 -~ 0
o J - O
Jt = . .
O o - Jn
La n—ésima potencia de cada bloque estd dada por
A AT e (T ()
O AY o (m:L—?)) )‘:'Limiw (m?—?) A?imﬁz
=1 : . : :
0 0 ()x
O O e O A
Por ejemplo, si
21000
02000
J=100 3 10
00031
000¢O0 3

entonces

(2” (2t 0 0 0 \
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Consecuentemente, la solucion de la ecuacion en diferencias homogénea
es combinacion lineal de las siguientes funciones en la variable n

{)\;L’ (T)/\?177( n 1))\?—77%4-1 221,,m}
m; —

- EJERCICIO 96 El matemdtico francés Edouard Lucas (1842-1891) fue quién
dio el nombre de sucesion de Fibonacci a la sucesion de nimeros {z,} ante-

riormente descrita, mientras estudiaba otra sucesion {2,1,3,4,7,11,18,---}

de propiedades similares y que hoy se conoce como la sucesion de los nimeros

de Lucas. Probar que la siguiente relacion

Ton = Tnin

entre los términos z, de la sucesion de Lucas y los términos x,, de la sucesion
de Fibonacci es valida.

Solucion: Las sucesiones de Fibonacci y de Lucas son soluciones de la ecua-
cion en diferencias

Tnt+1 = T +xh
con distintas condiciones iniciales. Esta ecuacién en diferencias tiene como
ecuacién caracteristica

M-A-1=0

cuyas raices son

1-+5 14++/5
)\1: 2 7>\2: .

Consecuentemente A\ y A} son soluciones de la ecuacién en diferencias. La
solucion general de esta ecuacion es

1+v5) 1-v5\"
xn:cl( 5 )—1-02( 5 ) (9.1)

Si se imponen los dos pares de condiciones iniciales, se obtienen las soluciones

1 (1evB) 1 1B\
= AT 2 NAUE

1+v5)  [(1-v5)\
(] ()
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« EJEMPLO 45 Para hallar la solucién general de la ecuacién en diferencias
Tpy1 — 62y, + 122,17 — 8x,,_9 = 0.
se analiza la ecuacién caracteristica asociada
N —6A2 4+ 120 -8 =0,

que en este caso tiene como raiz triple a A = 2. Ahora, la cuestién es decidir
cual de las tres siguientes matrices

200 210 210
J=10220|, J=1020 |, J=]0 21
0 0 2 00 2 0 0 2

corresponde a la matriz de Jordan de la matriz de compania

0o 1 0
A= 0 0 1
8§ —12 6

asociada a la ecuacién en diferencias. Para ello basta tener en cuenta que los
rangos de las matrices A — A\l y J — Al coinciden. Asi, si el rango de A — Al es
0, la eleccién corresponde a la primera matriz, si el rango es 1 corresponde a
la segunda y si es 2, corresponde a la tercera. En este caso, el rango de A — 21
es 2, por lo que la matriz de Jordan es

210
J=10 2 1
0 0 2
La solucion general de la ecuacién en diferencias es
Ty = 12" + cn2" L + can(n — 1)2"‘2

donde ¢y, ¢y v €3 son constantes arbitrarias. o

Es importante destacar que la discusién realizada en el ejemplo anterior
conduce siempre al mismo resultado en lo que se refiere al rango, a causa de
que para una matriz de compania A de dimension k el rango de A — AL, con
A # 0, tiene siempre rango k — 1 ya que el menor principal

|l -x 1 0 --- 0 0 |
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de la matriz A — M, es distinto de 0, mientras que el determinante de la
matriz es 0, por ser A un autovalor. Es decir, cada uno de los autovalores de
una matriz de compania esta en un unico bloque de Jordan.

Otra situacion importante a considerar corresponde al caso en el que
existen raices complejas. Si los coeficientes de la ecuacion lineal en diferencias
son constantes y reales, y A = |A[(cosf + isenf) es una raiz compleja del
polinomio caracteristico entonces A = |\|(cos 6 — i sen ) también es una rafz.
Una combinacién de las dos soluciones A" y A", conduce a la solucién

A" + A" = (c1 + ¢2)| A" cosnf + i(c; — c)| A" sennd.

Si se escoge
1 , 1 .
C1 = 5(01 — ZCQ), Co = 5(01 + ZCQ)
para C y Cs arbitrarios, se obtiene que

C1|A|" cos n@ + Co| A" sen nb

es solucion de la ecuacion en diferencias para todo Cy y Cy. Es decir, |A|" cosnd
y |A|"sennf son también soluciones reales de la ecuacién en diferencias. Se
puede utilizar un argumento similar para el caso de raices complejas de mul-
tiplicidad mayor que 1.

- EJERCICIO 97 Hallar la solucion de la ecuacion en diferencias
Tpy1 + 22, + 22,1 =0
tal que xo = x1920 = 1.
Solucion: La ecuacion caracteristica
N +204+2=0

tiene como raices los niimeros complejos A = —1 414 = v/2(cos %Tﬂ +isen 27).

4
La solucion general de la ecuacion en diferencias es

n 3m™n 3m™n
T, = 22 clcosT+CQSenT )

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



248 Introduccién al Céalculo Numérico

de donde se deduce que la solucién buscada es

3 3
(cos %n + 2% sen %) . o

|3

T, = 2

Es importante destacar que si en el ejercicio anterior la condicién de con-
torno fuese x199 = 1, el problema no tendria solucién. Es decir, un problema
de valores iniciales para una ecuacién lineal en diferencias siempre tiene so-
lucién, pero un problema de contorno puede no tenerla.

Con toda esta argumentacion se ha probado que el conjunto de soluciones
de una ecuacion en diferencias homogénea es combinacion de k soluciones,
linealmente independientes, construidas con los autovalores de la matriz de
compania. A fin de profundizar en la estructura algebraica del conjunto de
las soluciones de una ecuacién en diferencias, se consideran k soluciones ar-
bitrarias de la ecuacién homogénea y se representa por C(™ la matriz cuyas
columnas estan formadas por los vectores x™, correspondientes a cada una
de la soluciones. Esta matriz se conoce como matriz de Casorati asociada
a las k soluciones de la ecuacion lineal en diferencias, y a su determinante
c™ = det C™, como casoratiano.

« BJEMPLO 46 La ecuacion en diferencias de Fibonacci tiene como solucio-
nes béasicas

T = A, Yn = A

donde A1 y Ay son los autovalores —HEZ‘/E. La matriz casotariana de estas solu-
ciones es . )
om — [ A A
ALY
y el casoratiano
A = NI = ATATT = (M) (Ae — Ar) = (=)

Si se consideran como soluciones las de Fibonacci y de Lucas la matriz de
Casorati de estas soluciones puede expresarse como

D VD L WA
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En general, la matriz de Casorati verifica que C™ = A"C® y consecuen-
temente

™ = det C™ = (det A)"det C© = ((—=1)*a)" .
De todo ello se deduce el siguiente

— TEOREMA 41 Para k soluciones de la ecuacion lineal homogénea, las tres
siguientes afirmaciones son equivalentes

1. Las k soluciones son linealmente dependientes.
2. El casoratiano ™ = 0 para algin n.

3. El casoratiano ¢™ = 0 para todo n > 0.

9.3 Ecuaciones lineales en diferencias con coeficientes
constantes

Ahora se considera la siguiente ecuaciéon en diferencias con coeficientes
constantes

Tyl + Qe 1Tp + Qp—2Tp—1 + -+ 4+ A0 Tp—p+1 = bp.

Si el término independiente no cumple la condicién b, = 0 para todo n > k,
la ecuacién no es homogénea. La ecuacién se puede expresarse en forma
vectorial como

XD — Ax® 4 p

donde b™ = (0,---,0,by4r_1)". Evidentemente, para todo dato inicial x(®
la ecuacion tiene solucién unica.

Si se conoce una solucién particular x[()") de esta ecuacién y z™ es la
solucion general de la ecuacion homogénea asociada

7zt = Az,

entonces X(()n) + 2™ es la solucién general de la ecuacién completa. De este

madn 11ma ectratecia_nara regolver la ecniacidn no bomaoodnea congiete on
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especiales existen métodos que pueden resultar eficaces. En este sentido, si
b, tiene la siguiente forma

b, = d"p(n)

donde d es una constante y p un polinomio en n, entonces se puede calcular
una solucién particular de la ecuacion completa por el llamado método de
los coeficientes indeterminados. Para ello, basta probar con una solucién de
la forma

zon, = d"q(n)

donde ¢(n) es un polinomio en n a determinar.

- EJERCICIO 98 Calcular la solucion general de la ecuacion lineal en dife-
rencias
Tpi1 — DTy + 62,1 = H"'n.

Solucién: En primer lugar se calcula la solucién general de la homogénea
Tpt1 — DTy + 62,1 = 0.
Para ello, se buscan las raices de la ecuacién caracteristica
A —B5A+6=0.
de ello resulta que la solucion general de la homogénea es
Zp = 12" + 3"
Se considera una solucién particular de la completa

20 = 5"(rin + 19).

Si se sustituye esta expresion en la ecuaciéon completa se obtiene ry = —% y
— 5
T = 6

Consecuentemente, la solucion general de la completa es

5 95
Ty = 5" (an — %) + Cl2n + Cg3n. &
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Solucién: Se considera la siguiente ecuacion en diferencias
Tptl — 3Ty = N.

La ecuacién caracteristica es A — 3 = 0 y por lo tanto, la soluciéon general
de la ecuacién homogénea asociada es z, = ¢3" donde ¢ es una constante
arbitraria. Para calcular una solucion particular de la completa se usara el
método de identificacion de parametros, probando con la siguiente funcién

:L‘?L =Trn+ 7o.
De este modo se obtiene que
=2rin +ry — 2rg = n,

de donde se deduce que

1 1
0 = —— —_ —
Tp = —50 = -

La solucion general de la completa es

y si se impone la condicion en n = 0 se obtiene que ¢ = %. De este modo se
llega al siguiente resultado

9.4 Estabilidad

Una ecuacién en diferencias se dice estable si todas sus soluciones per-
manecen acotadas cuando n tiende a infinito. Una ecuacién en diferencias se
dice fuertemente estable si todas sus soluciones tienden a 0 cuando n tiende
a infinito.

TenRrREMA A9 Tmncecuacidn lineal homaoaémea em diferemciae con cocficien
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Demostracién: Una solucién de una ecuacion lineal en diferencias con coefi-
cientes constantes se puede expresar como una combinacion lineal de términos
de la forma n‘A\" para i tal que 0 < i < r — 1, siendo r la multiplicidad de la
raiz A del polinomio caracteristico de la ecuaciéon. Obviamente, la ecuacion
en diferencias es estable (6 fuertemente estable) si y sélo si lo son cada una
de las soluciones elementales. La solucién elemental n‘\" serd acotada si y
sélosi [A] <1yi=0si\=1.Lasolucién elemental n*\" tiende a 0 cuando
n — oo si y sélo si |A| < 1. También podria haberse empleado el corolario 1
de la pagina 20 para justificar la segunda afirmacion. o

« EJEMPLO 47 Para estudiar la estabilidad de la ecuacion en diferencias
2T — 5Ty + 22,1 =0

se considera su ecuacion caracteristica

5
V—§A+1:0

cuyas raices son A\y =2y Ay = % De acuerdo con el teorema precedente, la
ecuacion en diferencias no es estable. La solucion general de esta ecuacion es

T, = 12" + 27"

En particular, para ¢; = 0 y co = 1, la solucién z,, = 27" es acotada y tiende
a cero cuando n — oo, pero la soluciéon correspondiente a ¢; = 1y g = 0,
z, = 2" no es acotada.

« EJEMPLO 48 La ecuacién caracteristica de la ecuacion en diferencias
Tpi1+ 22, + 22, 1 =0

es
AN 4+2242=0
3

y tiene como raices los niimeros complejos A = —14i = 1/2(cos %” +isen 7).
Consecuentemente la ecuacion es inestable. La solucién de la ecuacién co-
rrespondiente a los datos iniciales g = 0,27 = 1 presenta oscilaciones de

magnitud creciente como muestra la figura 9.1. o

—_ FIirra1tC10_100 :Se nueden encontrar valores iniciales ro x: u e tales aue
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Figura 9.1: Solucién de la ecuacion 1 + 22, + 22,1 = 0 para g = 0 y
I = 1

Solucion: La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacién es

AN —8X\2 450 —-1=0

cuyas rafces son A = 1 (simple) y A = 1 (doble). Consecuentemente, la
ecuacion en diferencias es estable y sus soluciones son acotadas para datos
iniciales cualesquiera. o

9.5 Ejercicios

- BJERCICIO 101 Determinar las soluciones acotadas de la ecuacion en di-
ferencias
Tyl — T — Tp—1 + Tpo = 0

que verifiquen las condiciones iniciales xqg = 1, x1 = 3.

Solucion: La ecuacién caracteristica asociada a la ecuacién en diferencias es

la siguiente
M= —-A+1=0.

Las raices de esta ecuacién son —1 y 1 (doble). En consecuencia, la solucién
general de la ecuacién en diferencias homogénea es
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sea acotada es necesario y suficiente que co = 0. Por otra parte, si se imponen
las condiciones iniciales, se obtiene

1+ C3 = 17
€1 — 3 =3,
de donde se deduce que ¢; = 2 y ¢35 = —1. En definitiva, la tnica solucion

que verifica las condiciones impuestas es

T, =2— (=" o

- EJERCICIO 102 Hallar la solucion de la ecuacion en diferencias
Tpy1 + 20, + Ty = 3n—1
que cumple xo = x1 = 1.

Solucién: En primer lugar se calcula la solucién general de la ecuaciéon ho-
mogénea en diferencias asociada

Tpa1+ 22, + 2,1 =0.
Para ello se considera la ecuacion caracteristica
N 4+2X24+1=0

que tiene una raiz doble A = —1. En consecuencia, la solucién general de la
homogénea es
2y = c1(—1)" 4+ con(—1)".

Ahora, se busca una solucién particular de la completa en la forma
20 = 3" (rin + o).
Ello conduce ar; =0y rg = 1—?%. La solucién general de la completa es

3n
T, = ci(=1)" + con(=1)" + 16

~e
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- EJERCICIO 103 Determinar el término x1y de una sucesion generada por
una ecuacion lineal homogénea en diferencias de orden 3 sabiendo que sus
primeros términos son

{1,1,2,5,12,27,--- }.

Solucion: Si se impone a la ecuacion
Tn+1 + QoXy + 1Ty + QTp_o = 0

que los términos {5, 12,27} se obtiene un sistema lineal

1 -1 -2 o 5
-1 -2 -5 a | =1 12
—2 -5 —12 s 27

cuya solucién conduce a la ecuacion en diferencias
Tpi1 — 42, + 52, 1 — 22, 2 =0
La ecuacién caracteristica asociada
A — 4N 45X —-2=0

tiene como autovalores A\; = 1 (doble) y Ay = 2. La solucién general de la
ecuacion en diferencias es

T, = ¢ + con + 32"

y la particular es
Tp =—n+2"

Finalmente, se obtiene que x19 = 1014. o

- EJERCICIO 104 Hallar la solucion de la ecuacion en diferencias

Tpp1+ 20,1+ 2, 3=0

1

~nin nvnnvatinn lao nnamda
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256 Introduccién al Céalculo Numérico

tiene como raices a A = £¢ con multiplicidad 2. Consecuentemente, la solu-
cion general de esta ecuacion es

nm nm
Ty, = (1 + can) cos o + (3 + ¢4m) sen -

Para seleccionar la solucién que verifica las condiciones iniciales, se resuelve

el sistema
c = 1,
C3 + Cy = ]-7
—C1 — 2C2 = 1,
—c3—3¢cy = 1.

De ello se deduce que la solucién buscada es

xn:(l—n)cos@—i-(Q—n)sen?. o

- EJercicio 105 Calcular el determinante de la matriz n X n tridiagonal

2 -1.0 -+ 0 O

-1 2 -1 --- 0 0

0O -1 2 0 O
An: .

o o o --- 2 =1

o o o --- =1 2

Solucidén: Se representa por z,, el determinante de la matriz A,,. Si se desa-
rrolla el determinante por la primera fila, directamente se comprueba que x,,
es solucion de la ecuacién en diferencias

Ty =2Tp_1 — Tp_2
La ecuacién caracteristica asociada a esta ecuacién es
M—22+1=0

Esta ecuacidon tiene una raiz doble A = 1. Consecuentemente la solucién
general de la ecuacién es
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— EJERCICIO 106 Sean a y (8 constantes positivas tales que o > 23. Calcular
el determinante de la matrizn X n

a -0 0 0 O
-6 a =0 0 0
P
0 0 0 o -8
-5 0 0 -0 «

Solucién: Se representa por z,, el determinante de la matriz A,, y por y, el

determinante de

a —B 0 0 0
-6 o = 0 0
0 - « 0 0
0 0 0 a =0
0 0 0 B a

para n > 0.

Si se desarrolla el determinante por la primera columna, directamente
se comprueba que x, e ¥, son soluciones de las siguientes ecuaciones en
diferencias

2 n
Ly — OYn—1 +6 Yn—2 = B )
2
Yn — QYp—1 + 5 Yn—2 = 0.
La ecuacion caracteristica asociada a la segunda ecuacion es
N —al+p2=0.
Esta ecuacion tiene dos raices reales simples
a— /a2 — 452 a+ /a2 — 432
A = ,  Ag = .
2 2

La solucion general de la segunda ecuacién es

Yn = Cl)\? + CQ)\S.

- . ) 1 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartﬁ (e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



258 Introduccién al Céalculo Numérico

Si se usa la ecuacion caracteristica se puede simplificar este sistema lineal
para obtener
Cl>\1+62>\2 = Q,
C1+c = 1.

Consecuentemente, la solucion de la ecuacién en diferencias de variable y,, es

)\Q—CK Ck—)\l
- A — T
Ao — N\ 1+)\2—)\1 2

Yn
Finalmente, el determinante de la matriz A,, viene dado por la expresion

Tp = QYp—1 — 52%4 - 5n ¢

- Ejercicio 107 (Iteracion de Bernoulli) Calcular el autovalor de mddulo
mdzimo de la matriz

1 01
A= 110
1 11

Solucién: El polinomio caracteristico de la matriz es

1-X 0 1
p(AN)=] 1 1-=X 0 |==XN4+3\2-2\+1.
1 1 1-)

Una raiz real positiva A\; se puede localizar en el intervalo [1, 00). Ademads, el
producto de las tres raices (dos raices son imaginarias conjugadas) es igual
al determinante de la matriz que es uno. Consecuentemente, la raiz positiva
es la de mayor maédulo.

Se asocia a este polinomio la siguiente ecuaciéon en diferencias

Tpy1 = 3Ty, — 20p 1+ Tpoo
cuya solucién general es

Ty = AT + | A" (ca cos nb + c3 sennd)
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Con este resultado se puede aproximar el autovalor de médulo maximo ge-
nerando la sucesion que partade o =1,z =1y xo =1

{1,1,1,2,5,12,28,65,151,351, 816, - - - }
y calculando los cocientes
{1,1,2,2.5,2.4,2.3333,2.3214, 2.3231, 2.3245,2.3248,2.3248 - - - }

se obtiene una sucesién convergente al autovalor de médulo maximo. Es pre-
ciso observar que la eleccién de los datos iniciales es arbitraria, sin mas limi-
tacién que produzcan una sucesién de términos distintos de 0. o

- EJercicio 108 Calcular la probabilidad de que al lanzar n veces una mo-
neda al aire no salgan dos caras sequidas.

Solucion: Se representa por x,, el nimero de casos favorables en n lanzamien-
tos. Si en el tltimo lanzamiento sale una cruz, el nimero de casos posibles
se reduce a x,_; ya que no influye este hecho en los anteriores lanzamientos.
Si en el ultimo lanzamiento sale una cara, el nimero de casos posibles se
reduce a x,,_s ya que fuerza a que el peniltimo sea cruz. Consecuentemente,
el niimero de casos favorables verifica la ecuacién de Fibonacci

Tp = Tp-1 + Tp—2.

La soluciéon general de la ecuacién de Fibonacci estda dada por la férmula 9.1
de la pagina 245. Si se imponen las siguientes condiciones iniciales x1 = 2 y
T9 = 3 se obtienen las ecuaciones

Cl)\1—|—02)\2 = 2,
Cl)\%+02)\% =

(A1 ¥ A2 representan las raices de la ecuacién caracteristica). Puesto que el
numero de casos posibles es 2", se tiene que la probabilidad del suceso es la
siguiente
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260 Introduccién al Céalculo Numérico

- EJERCICIO 109 Determinar el término general de la sucesion

14710 }

sabiendo que numerador y denominador siguen sendas ecuaciones lineales en
diferencias de sequndo orden homogéneas.

Solucion: El numerador y denominador del término general de la sucesion

de fracciones {g—"} verifican las ecuaciones en diferencias
n

Ynt1 + 1Yn + QoYn—1 = 07

Tnt1 + Bixy, + Boxn—1 = 0.

Si se imponen las dos condiciones iniciales se obtienen los sistemas

o) ()=o) (Ga)(3)=(5)

de donde se deduce que las ecuaciones en diferencias buscadas son
Yn+1 — 2yn + Yn—1 = 07

Tpt1 — 3Ty + 22,1 = 0.

Las raices de la primera ecuacién caracteristica son 1 (doble) y las de la
segunda, 1 y 2. Las soluciones generales de ambas ecuaciones son

Yo =Cin+c2,  Tp=0c12" o

Si se imponen las condiciones iniciales, se obtiene que el término general

buscado es
Yo on+1

T, 241
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CAPITULO 10

Problemas de valor inicial para ecuaciones
diferenciales

10.1 Introduccion

En los capitulos precedentes, las ecuaciones que se pretendian resolver,
tenfan como incognitas un escalar, un vector o una sucesion numeérica. En es-
te capitulo, el interés se centra en la resolucién de ecuaciones cuya incégnita
es una funcién de una variable real y que involucran operadores diferencia-
les. Como se ha senalado anteriormente, los métodos analiticos que permiten
obtener una expresion explicita de la solucion en términos de funciones ele-
mentales, pueden ser aplicados en situaciones muy restringidas. En situacio-
nes generales, posiblemente son los métodos numéricos la tnica alternativa
valida para resolver el problema.

Los métodos numéricos transforman las ecuaciones diferenciales en ecua-
ciones numéricas mediante técnicas basadas en la aproximacion de funciones.
Una caracteristica esencial de las ecuaciones numéricas que se generan en el
proceso de discretizacion de las ecuaciones diferenciales es el elevado ntimero
de incégnitas que implican. De [5] se han extraido los siguientes comentarios;
Uno de los mas importantes cédlculos de la historia de la ciencia es la pre-

AdiccidAn hocha nar (Nairant T alande v Tonante on 1748 cohre ol rotarna dol
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262 Introduccién al Céalculo Numérico

podido llevar a cabo una tarea que implicaba el cdlculo de la distancia de Jupi-
ter y Saturno al cometa, separadamente por cada grado, durante 150 anos.
Sin duda, muchas cosas han cambiado desde entonces. Ahora, los cédlculos
pueden ser llevados a cabo por computadoras en tiempos reducidos. Métodos
cuya aplicacion practica parecia descartada, se revalorizan a la vista de las
nuevas posibilidades de calculo. El tiempo de calculo, que antes era el primer
condicionante, ahora puede ser menos relevante en la eleccién de un método
que la estabilidad del esquema numérico empleado en la discretizacion de la
ecuacion diferencial.

En relacion con las ecuaciones diferenciales, se pueden plantear dos pro-
blemas de naturaleza muy diferente: Los problemas de valor inicial (6 de
Cauchy) que fijan el valor de la solucién en un punto inicial y los problemas
de contorno que usan informacion sobre la solucién, en los extremos del in-
tervalo de interés. Las técnicas que se emplean son diferentes ya que unos son
problemas de naturaleza local mientras que los otros, lo son de naturaleza
global. Este capitulo estd dedicado exclusivamente la resoluciéon numérica de
problemas de valor inicial.

10.2 Meétodo de Euler

Asociado a una funcién f : D = [a,b] X [¢,d] C R? — R y un punto
(to,z0) € D, se considera el siguiente problema de valor inicial: Hallar una
funciéon z : I C [a,b] = R tal que to € I y

dx

i f(t,z(t)), paratodot e I.

l‘(to) = Ty,
El planteamiento de problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales
ordinarias o en derivadas parciales es un instrumento esencial en la construc-
ciéon de modelos que tratan de representar la evolucion temporal de alguna
magnitud. Por esta razon, se usara la letra ¢t para representar esta variable
a la que en ocasiones nos referiremos como tiempo sin menoscabo de que
pueda tener otras interpretaciones. La continuidad de la funcién f permite
garantizar la existencia local de solucién (teorema de Cauchy-Peano) y una
condicién de Lipschitz en la segunda variable

|f(t, 1) — f(t,z2)| < K|xy — 22| para todo x1,z2 € [c,d]
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 263

en el sentido de que permite generar una sucesién de funciones discretas (es
decir, determinadas por un nimero finito de valores) que se aproxima a la
solucién. La ecuacion diferencial establece que el valor de la pendiente de la
solucién en t viene dado por el valor de la funcién f en el punto (¢, z(t)).
La idea en la que se apoya esta prueba consiste en imponer esa condicién
tnicamente en un numero finito de puntos de [a, b] y reemplazar la funcién
incognita por un polinomio de interpolacion lineal a trozos, asociado a la
particién del intervalo que define ese conjunto de puntos y cuya grafica se
conoce como poligonal de Euler.

0.7

0.6

05

0.4

0.3 .
—e— Poligonal de Euler
— Solucién exacta

0.2

0.1

| | | | | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Figura 10.1: Método explicito de Euler para % = (1 — z)?, z(0) =0

Sea tg < t; < --- < t, < ... una coleccion de puntos en los que se quiere
aproximar la solucion. Se representa por h,, = t,,1 —t, el tamano de paso de
tiempo en t,, y por xg,x1,--- los valores aproximados de la solucién en los
tiempos t,, paran =0,1,--- , Ny = max{n : t, € I}, con el método de Euler.
El valor de la derivada lateral izquierda del polinomio de interpolacién en ¢,
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264 Introduccion al Calculo Numérico
paran =0,1,--- , N, — 1, que se conoce como esquema explicito de Euler.

« EJEMPLO 49 En el problema de valor inicial para la ecuacion diferencial

dz

— =z, paratodoa<t<b
dt P =t=

1’(t0) = Xy,
el esquema de Euler conduce a
Tpr1 = (1 + hy)zy.

En el caso de paso constante h,, = h, el valor z,, se puede expresar en términos
del valor inicial

T, = (14 h)"xo.
Es oportuno recordar que la solucion exacta de esta ecuacion diferencial es

x(t,) = e xy = e'ay

en el tiempo t, =ty + nh.
El error global de discretizaciéon en el instante t,, es

Ty — x(ty) [(1+R)" —e™] zg

-1 212
= 1+nh+%hz—|—-~+hn—l—nh—n: — | @
t, — 1
_ —gh2+0(h3)=— S 2ol + O(h*) = O(h)

ya que |t,, —to| estd acotado por la longitud b—a del intervalo. En la expresion
anterior, O(h) representa una O grande de Landau en h.

También resulta interesante conocer la precision con la que la solucién
exacta verifica la ecuacion en diferencias asociada al esquema y que se puede
medir por el error local de truncamiento 7, definido por

T, = a(thny1) —x(tn) — hf(tn, z(tn))

nh( h 1 1 nbh /]‘19 \ AOL1 2N
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 265

10.3 Esquemas lineales multipaso

Un modo adecuado para disenar esquemas en diferencias finitas que per-
mitan aproximar las soluciones a los problemas de valor inicial para una
ecuacion diferencial es representar la ecuacion en forma integral

z(t) — x(ty) = /t f(s,z(s)) ds

y posteriormente aplicar formulas de cuadratura para aproximar la integral.
Sin embargo, puesto que las motivaciones de los esquemas pueden ser muy
variadas, a continuacion se organiza su andlisis, clasificandolos por su forma,
mejor que por su motivacion.

En esta seccién se consideran los esquemas de k pasos (de tamano de paso
h constante) definidos por la expresién

k k

D iy, b bif(t,w,) =0 (10.1)
i=0

=0
con la notacién de indices retrasados ¢ = @« — k 4+ 1 y donde a; y b; son

coeficientes que deben ser elegidos adecuadamente. En esta expresion

= n es un indice relacionado con la evolucién del tiempo t,,.
= k es un indice independiente del tiempo, caracteristico del esquema.

» j e ¢ son indices relativos al sumatorio.

Con esta notacién, el esquema explicito de Euler (1 paso) podria expresarse
como

Tp = Tpyr + hf(tn, 2n) = Topn — Tign + hf<t6+n7 IfH—n) =0

donde 0 = 0 y 1 =1. En este caso, ap=1,a; = —1 y by = 1,by = 0.

Este grupo de esquemas se conoce como el de los métodos lineales mul-
tipaso. El adjetivo lineal que se utiliza, solamente se refiere al modo en que
se combinan los valores z; y f;,,, = f(t;,,.7;,,). De hecho, la ecuacién en
diferencias 10.1 no es lineal si by # 0 y la funcién f no es lineal. En este
caso, el esquema se dice implicito. Por el contrario, si by = 0, el esquema se
dice explicito. Habitualmente, los esquemas multipaso se expresan en forma
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266 Introduccién al Céalculo Numérico

« EJEMPLO 50 Uno de los esquemas mas simples de dos pasos es el de Sim-
pson

h
Tptl = Tp—1 + g(fn+1 +4fn+ fuo1)-

En las siguientes igualdades se ilustra el modo en que se numeran los coefi-
cientes

1 4 1
Tpp1=_0 zp+ 1 xp 1 +h 3 frt1 + 3 o+ 3 fao1 |,
a1 a0 —~~ <~ N
bo b1 bO

1 2
Tnt1 = E a;Titn—1 +h E bi fitn—1,
=0 i=0

1 2
= Z Uil y, + Z bifin-
i=0 =0

Es importante destacar que para arrancar un método multipaso, es preciso
primero determinar los valores iniciales xq,--- ,xp_1 por otro método que
requiera menos pasos previos ya que el inico dato que proviene del problema
exacto es xg y el primer valor calculable con el esquema es

Tp = aolo+ "+ aQp_1Tp_1 + h(bof() + b1f1 + -+ bk:fk) (103)
- EJERCICIO 110 Aprozimar el valor de la solucion del problema de wvalor
inicial
dx
z(0) =1, - =% para todo t > 0

ent = 2, usando el esquema de Simpson y arrancando con el esquema explici-
to de Fuler con el tamano de paso h = %

Solucidn: Si se usa un esquema explicito de Euler para arrancar, los primeros
términos de x,, son

3
1‘0:1, Ilzl‘o—Fh{EO:l—l—h:;.
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201

18

16

14k ——exacta
—— Simpson

12

101

Figura 10.2: Solucién aproximada por el método de Simpson

o equivalentemente

1
Tntl1 = g<7l’n,1 -+ 4;L’n)
La solucién generada

{ 3 13 209 873 14299 59153}

estd representada en la figura 10.2. o

Si se denota por X(k) = ('T07 Ly 7xk)t y f(k) = (f07 f17 o 7fk)t7 la igual_
dad 10.3 podria escribirse como

a-x® bR =0

donde a y b son los vectores que tienen de componentes los k+ 1 coeficientes
a; v b;, respectivamente. En general, si se se denota por

X(n+1) = (:E@+n, Tifp, " ’xlfﬁ-n)t Yy f(n+1) - (f6+n> fi+nv T ’fig—i—n)t?

el esquema podria escribirse en forma compacta como

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



268 Introduccién al Céalculo Numérico

Nombre Esquema

Euler (1 etapa, explicito) Tpi1 = Tpn + hfy

Euler (1 etapa, implicito) Tyl = Tp + hfria

Punto medio (2-etapas, explicito) Tpil = Tpo1 + 2hf,

Trapecios (1-etapa, implicito) Tyl = Ty + %(fnﬂ + fn)

Simpson (2-etapas, implicito) Tyl = Tp_1 + %(an +4fn + foo1)

Adams-Bashforth (2-etapas, explicito) 41 = x, + %(3 fo — foo1)

Adams-Moulton (2-etapas, implicito) — x,41 = x, + %(5fn+1 +8fn — fu-1)

Figura 10.3: Esquemas lineales multipaso

el esquema usando los valores precedentes de la solucién, en un esquema
implicito es preciso resolver una ecuacién no-lineal para poder determinarlo
si la funcién f no es lineal en la variable z.

En la tabla de la figura 10.3 se muestran los principales esquemas linea-
les multipaso. Por ejemplo, el método de Adams-Bashforth, que en forma
vectorial se expresa como

Tn—1 13 fn—l
(0,1,-1) Ty +h(——,—,0) fn =0,
2°2
Tn+1 fn+1

es un esquema explicito ya que by = 0, mientras que el método de Adams-
Moulton

Tn—1 fn—l
1 8 5
(0,1,-1) Ty +h (_E’E’E> fn = 0.
Tn+1 Jnt1

Si f es una funcion de Lipschitz de constante K en la variable x en R,
la ecuacién en diferencias 10.2 tiene solucion en el caso implicito si h < KLbk
En efecto, x,,+1 es un punto fijo de la aplicacién contractiva
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 269

en la etapa n la funcién g es

9(2) = 22 fltnsr,2) + 0+ 1 (8~ far)

Tn

Asociado a un esquema en diferencias multipaso se considera el operador

diferencial 4
L(z,h,t) =a-x(t + h) + hb - d—’;(t+h)

donde se conviene que x representa la funcion vectorial definida por
x(t) = (x(t — kh),z(t — (k= 1)h), -+ ,2(t))",

para cualquier funcién z de clase C'([a, b))
Se define el error local de truncamiento de la solucién x del problema de
valor inicial en el tiempo ¢ como

T, = L(x, h,t).

El adjetivo local utilizado hace referencia a lo siguiente: Si se supone que el
error en las k etapas previas del calculo de la solucién x del problema de valor
inicial, es nulo, es decir, si z,_; = x(t,—;) parai =0,1,--- , k — 1 entonces se
tiene

d
o= L(z,h,t,) =a- (X(th41) — x(”+1)) +hb- (d_}t((t”“) _ f(n+1))

= ak(x(tn-&-l) - xn—i—l) + hbk(f(tn+17 x(tn-i-l)) - f(tn+17 xn—&-l))'

Asi, en el caso de un esquema explicito (b = 0), el error local de truncamiento
puede interpretarse como el error que se comete en una etapa suponiendo que
el error en las etapas previas es nulo. En el caso implicito, se tiene la acotacion

|L(z, h,t,)| < (14 hbp K)|x(thi1) — T (10.4)
Un esquema lineal de k pasos se dice que es consistente si

] L(z,h,t,)
lim max ———~=
h—0 k<n<Ny, h

=0

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (e

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



270 Introduccién al Céalculo Numérico

para h < hg para cualquier funcién x € CP*1([a, b]).

En principio, la verificacién de que un esquema es consistente y la determi-
nacién de su orden no parece sencilla si se usan directamente las definiciones.
No obstante, la aplicacion del teorema de Taylor puede simplificar esta tarea
como se establece en el siguiente resultado

— TEOREMA 43 Se representa por i™ el vector definido por
im —_ (k,m7 (l{ _ 1)m’ cee 1m’0m)t

para cualquier entero m > 0 (con la determinacion 0° = 1). Un esquema
multipaso definido por 10.2 es consistente si y solo si

a-i’=0, —a-i'+b-i®=0. (10.5)
Un esquema multipaso consistente, definido por 10.2, tiene orden p si y sélo
s%
—a-i"+mb-i"!' =0 (10.6)
para m=1,---,p.

Demostracién: Si se aplica el teorema de Taylor a una funcién z de clase

C?*([a, b)) para aproximar el valor de z(t,+ih) y el de %£(t, +ih), mediante

el desarrollo alrededor del punto ¢,,, para ¢ arbitrario, se obtiene que

L dr (th)? dPx (ih)Ptt artiy
ltms) = olt) + i 1)+ BT ) 4 P00
dx dx d*x (ih)P~! dPx (ih)P dPT iz

g (i) = g (tn) i Tz (bn) + +(p—1)!dtp )+ P! e

para algunos valores &,;, s, pertenecientes a los intervalos de extremos ¢, y
tniq. Sise aplican estos desarrollos a1 = —k, —k+1,--- ,0 y se expresan las
igualdades resultantes en forma vectorial, se obtiene

dx (—h)PTL gptiy

_ 0 0T g s+l | (_ pyptlpl
x(t,) = x(ty)i hdt (t,)i" + bt 1) dire (t,)i" T + (=h)PTIR],
dx de . R (=h)P dPtiy .
—(tn) = = ()1 = h o (t)1 4 - = (8)1 + (=R )R,
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 271

dp'Hx dp+ll’
2 __
ni H <W<gm) - it (tn))) .

Si se utiliza este desarrollo en la expresién que define el operador L, se deduce

P

dx

L(z,h,ty) = x(t,)a i’ — ha(tn)a -1
(_h>p+1 APty -
C G
dx . d*x .
+ h (%(tn)b i — hW(tn)b i
(_h>p artlie .
+ 4 o d (t,)b - ¥
k
+ (—h)p+1 (ak_iR}w + bk_zwa) .

i=1

p+1 . . sl
Puesto que th—ﬁ’ es uniformemente continua en I, el tdltimo sumando de la
igualdad anterior puede ser sustituido por O(hP*!). En consecuencia, se tiene

L(z,h,t,) z(tn) .o

ot T !
d_fftn
+ —df}gp)(—a-wb-io)
4+ ...
L& (¢, 1
+ (_1)pp!dth< )(_ +1a'ip+1+b'ip)
p
, oy
hp+1

Puesto que z es una funcién arbitraria, los valores de z(t,) y %(t,) son
. . . L(xz,h,t 2
arbitrarios. En consecuencia, para que % esté acotado (que el esquema
sea de orden p) es necesario y suficiente es que se cumplan las condiciones
10.6. En particular para p = 1 se obtienen las condiciones de consistencia.

o

_ Firrcicto 111 Determinar lnos eonstantes ov 1 A nara aue el esquema
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272 Introduccién al Céalculo Numérico

Solucién: Con el fin de organizar los calculos, se organiza la tabla

a [i%]it]i#? b | i |i]?
1 [1]1]1 s 1 [1]1
-1 [1]0]0 2 1 [0]0
a-im| 0] 1]1 b-im | <222

De acuerdo con el teorema anterior, una condiciéon necesaria y suficiente
para que el esquema l-etapa sea consistente es que los coeficientes o y (8
verifiquen la siguiente igualdad

Q@
14250
2
Para que el esquema sea de orden 2 es necesario y suficiente que se cumpla
-1+8=0.
Consecuentemente, se tiene
a=p=1.

Para que el esquema fuese de orden 3 seria necesario y suficiente que se
cumpliese

3
-1+ =-5=0,
50
lo que no ocurre. El esquema obtenido es el que corresponde al método de
los trapecios (6 de Crank-Nicolson). o
Otra interpretacion distinta del concepto de consistencia, la da el siguiente

— TEOREMA 44 Un esquema lineal multipaso es consistente si y solo si es
exacto cuando se aplica a los siguientes problemas de valor inicial

dx

—_— = = 1
dt 07 'T(O) )
dx

_— — 1 —
o , x(0)=0

Demostracion: Puesto que la solucién del primer problema de valor inicial
es x(t) = 1, el esquema produce una solucién que coincide con ella si y solo

si
a0t | ph g4l 5 0
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 273

En consecuencia el esquema genera la solucion exacta del segundo problema
de valor inicial si y solo si

a-x™V 4 pb £ = —pa-il +hb-i=0. o

10.4 Estabilidad de los métodos multipaso

Un esquema en diferencias transforma un problema de valor inicial para
una ecuacion diferencial, en un problema de valor inicial para una ecuacién
en diferencias. Es razonable pensar que una propiedad que debe conservar
la ecuacion en diferencias, es la estabilidad que pudiera tener la ecuacion
diferencial. En este sentido, la estabilidad de un esquema numérico para la
aproximacién de la soluciéon de un problema de valor inicial, se entiende
como la estabilidad de la ecuacién en diferencias asociada para valores ini-
ciales arbitrarios. No obstante, la relacion entre el tamano del paso h y el
indice general n, hace mas complejo el concepto de estabilidad y por ello se
introduciran algunos matices. En un intervalo acotado, n puede crecer indefi-
nidamente manteniendo ¢, = a + nh constante si h tiende acompasadamente
a 0. En un intervalo que no esta acotado n puede crecer indefinidamente
acompasadamente con ¢, = a+nh manteniendo h constante. En esta seccién
se considerara unicamente el caso acotado.

Un esquema multipaso definido por 10.2, se dice que es cero-estable en el
problema de valor inicial

dx
E = f(tvﬁ(t)% $(t0) = Zo,

si para todo € > 0 existen constantes positivas C' y hq tales para todo 0 <
h < hg se cumple que
|2 — x| < Ce

para todo n < N, siendo N, = max{n : t, € I} y donde z, representa la
solucion del sistema perturbado

k—1 k
Zn+l = Z aiZ; +h Z bzfiJrn + h6n+17
=0 =0

con las condiciones iniciales perturbadas
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274 Introduccién al Céalculo Numérico

Como se ha comentado anteriormente, un esquema multipaso no genera
los valores 1,22, -+ ,xr_1 y ello obliga a aproximarlos por otros esquemas
de menos pasos. El concepto de cero-estabilidad permite determinar si los
errores que se producen en estas aproximaciones (que se reflejan en J;, j =
0,---,k—1) y los que se producen en el curso de los calculos (que se reflejan
en d;, j > k), vuelven inestables los calculos posteriores.

« EJEMPLO 51 Sea « una constante positiva. Se considera el siguiente es-

quema
Tni1 — (1 = @)z, —azp g = (1 + a)hf, (10.7)
para aplicarlo a la resolucion del problema de valor inicial trivial
dx
— =0 0) =0. 10.8
a0 wl0) (10.8)

Como el método tiene dos pasos, es preciso usar un método de un paso para
aproximar x;. Si se supone que el error cometido en esta aproximacion es €
entonces la resoluciéon del problema de valor inicial

Tp1— (1l —a)z, —ax, 1 =0, x0=0, x;=c¢

proporciona la solucion aproximada por el esquema. Facilmente se comprueba
que se puede expresar la solucién como

(1 —e(=a)").

En la figura 10.4 se comprueba que para un valor de v = 1.05, el esquema
no es cero-estable. o

G
S l4a

Tn

Como ha ocurrido con el concepto de consistencia, el concepto de cero-
estabilidad es dificil de utilizar manejando directamente su definicién. Afor-
tunadamente, también aqui es posible desarrollar una técnica algebraica que
permite garantizar en determinadas circunstancias la cero-estabilidad de un

esquema.
Un esquema multipaso definido por 10.2 y aplicado al ejemplo de prueba

d
d_f =z, z(0)= x. (10.9)
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x 10
1 T
0.8 i
0.6 B
0.4 B
0.2 B
0 | | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

-6 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Figura 10.4: Esquema 10.7 para % = 0, z(0) =0

El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacién en diferencias

k
I(r) = — Z (aﬂ‘i + h)\biri)

1=0

puede expresarse como

donde
k k—1
p(r) = — E airt =1k — E a;r’,
=0 i=0

k
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276 Introduccién al Céalculo Numérico

Se dice que el esquema multipaso considerado cumple la condicién de
la raiz si la ecuacién lineal en diferencias que se genera cuando se aplica el
esquema al ejemplo modelo con A = 0 es estable, es decir, si las raices del
primer polinomio caracteristico tienen médulo menor o igual que 1 y aquellas
que tienen modulo 1, son simples. Notese que si el esquema es consistente, el
primer polinomio caracteristico siempre tiene a 1 como raiz.

Las soluciones exactas del ejemplo modelo con A = 0 son las soluciones
constantes z(t) = xy. De este modo, un esquema que cumpla la condicién de
la raiz, produce soluciones acotadas cuando se aplica a la ecuacién diferencial

dr __
i = 0.

« EJEMPLO 52 El siguiente esquema en diferencias

Tn 3
Tpi1 = B} +Tp1+ éhfn

tiene como primer polinomio caracteristico

cuyas I‘afCGS SOo1n
1
= (1 V1D).

Consecuentemente, no cumple la condicién de la raiz. De hecho, si se aplica
este esquema al problema de valor inicial

dx
z(tp) =0, — =0
dt
genera una ecuacion en diferencias
Tn
Tnt1 = 7 ~ In- 1=0

cuya solucién general es
—Cl <1+ \/ ) +Cg4—(1— \/17)”

Si se impone la condicion inicial se obtiene que
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Capitulo 10. Problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales 277

hasta que se anada un método de un paso que permita determinar x; y de
este modo el esquema pueda arrancar. Si se comete un error € en la aproxi-
macién de xqy por un esquema de un paso, la solucién del esquema multipaso

o 2 1+vI7\ [(1-vIT\
xn—\/ﬁ 1 o )

Si bien el segundo sumando permanece acotado, por el contrario el primer
sumando tiende a infinito y la sucesién no esta acotada. o

La condicion de la raiz puede parecer una condicion débil, pero no lo es
si se combina con la condicién de consistencia. En el caso de un intervalo
acotado, el hecho de que h tienda a 0, hace que la contribucién del segundo
polinomio sea pequenia y que la condicién de consistencia permita controlar
el error. Este resultado como se establece en el siguiente

— TEOREMA 45 Para un esquema lineal multipaso consistente con el proble-

ma de valor inicial

d
d_f = f(t,xz(t)), paratodot € I,
la condicion de la raiz es equivalente a la cero-estabilidad.

l'(to) = Xy,

La prueba de este resultado no es simple. En la referencia ([8, Quartero-
ni,Sacco,Saleri|, pdgina 496) se puede encontrar una demostracién rigurosa
de este teorema.

« EJEMPLO 53 Se considera el siguiente ejemplo de prueba

d
d—f =z, 2(0) = o, (10.11)
en el intervalo I = [0,1]. Si se aplica el esquema del punto medio a esta

ecuacion diferencial se obtiene la siguiente ecuacion en diferencias
Tpi1 — 2Ahx, — 2,1 = 0.
El primer polinomio caracteristico del esquema es
P’ —1=0.

Las dos raices de este polinomio son +1 y por lo tanto, aunque tienen valor

a]’\cn]nfn ;(1‘11Q] [a) 1 [WgVal C";Tﬂ'l’\]ﬂﬂ Paox c.]]r\ a] Q00110109 h11m1’\]a ]0 ﬂ{'\ﬂf]‘.lﬁ1f/\ﬂ r]a
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278 Introduccién al Céalculo Numérico

Mas exigente es la condicion que se define a continuacién. Se dice que
el esquema multipaso cumple la condicién fuerte de la raiz si las raices del
primer polinomio caracteristico tienen médulo menor que 1 salvo una de ellas
que es simple e igual a 1. Un esquema que cumpla la condicién fuerte de la
raiz, produce soluciones que convergen a xg si n — 0o, cuando se aplica a la
ecuacion diferencial fl—f = 0.

10.5 Convergencia de los métodos multipaso

« EJEMPLO 54 Se pretende calcular una solucién aproximada del problema
de valor inicial

d
x(tg) = 1, d—g; = —x, para todo t € [0, 1]

usando el esquema de Adams-Bashforth. En este caso el esquema genera la
siguiente ecuaciéon en diferencias

La solucion general de esta ecuacion es
Ty = Cl>\711 + 02)\3

donde las raices A y A9, ordenadas de mayor a menor, se corresponden con
los valores de la siguiente expresién

2
11_%i¢@_%>+%
2 2 2

Si se impone la condicion inicial, se obtiene que las soluciones que produce
este método de dos pasos, son todas las que tienen la forma

Ty = A+ (1 — )N\

o equivalentemente
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1 = Ag la solucién z,, = A} no se aproxima a ella mientras que si se escoge
x1 = A1, la soluciéon z, = A} si que converge a la exacta. Asi pues, la
convergencia de un esquema multipaso estd condicionada por la eleccion de
los r primeros pasos. Es decir, la eleccién del esquema secundario que permita
obtener los primeros pasos que permitan arrancar al método multipaso, puede
condicionar la convergencia del método, como se manifiesta en este ejemplo.
Por otra parte, es conveniente precisar en qué sentido la solucién aproxi-
mada x,, converge a la soluciéon exacta. Parece natural pensar que para un
valor del tiempo ¢ € (0, 1], si se escoge un tamano de paso h tal que t = nh
entonces lim,, ., z, = x(t). En el ejemplo en consideracién se cumple que

1 3z 32\ 2 T
Im A = lim — |1 — — 1—— 2— | =e "

n

para todo x € (0

, 1]. Alternativamente, la condicién de convergencia se puede
expresar como

lim max |e" — A} =0.

&
h—0 0<n<Np,

1.2
—Solucién con x,=A
1k 1™

0.8

‘ ——Solucion con x =A,
|

| —Solucién exacta

0.6
04|

02} |

-0.2
0

I I I )
15 2 25 3

Ficura 10.5: Soluciones aproximadas por el método de Adams-Bashforth
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se puede comparar con la solucién aproximada {z,} generada por el esquema
multipaso, si se evalia en los puntos de la red {t,} construida con el tamano
de paso h. Se representa por e = z(t,) — x, el error que se produce al
aproximar la solucién x por la solucion x,, que produce el esquema multipaso
definido por 10.2. El esquema se dice convergente si el error tiende a 0,
cuando se usa un método de arranque convergente. De un modo més preciso,
el esquema se dice convergente si

lim max |e}f| =0 < lim max |e| =0
h=0 0<i<k h=0 0<i<Ny

y el esquema se dice convergente con orden ¢ si

lim max |e}| = O(h?) < lim max |e!| = O(h?).
h—=0 0<i<k h—0 0<i<Ny

De la desigualdad 10.4 se deduce que si un esquema es convergente en-
tonces

< li 1+ hbpK)|el | =
< lim - max (1+hbpK)len | =0

lim max
h—0 k<n<N,

L(z,h,t,)
h

donde K es una constante de Lipschitz de f respecto a la variable x. Es
decir, una condicion necesaria para que un esquema sea convergente, es que
sea consistente.

La convergencia de un método multipaso puede ser garantizada simple-
mente verificando algunas propiedades relativas a las raices de los polinomios
caracteristicos como establece el siguiente

— TEOREMA 46 Un método multipaso definido por 10.2 es convergente si y
solo st es consistente y satisface la condicion de la raiz. Ademds, si el esquema
es de orden q, es convergente con orden q.

En la referencia ([8, Quarteroni,Sacco,Saleri],pagina 498) se puede encontrar
una demostracién rigurosa de este teorema.

— EJERCICIO 112 FEstudiar la convergencia del siguiente esquema numérico:

Tp+1 — Tp—1 = %(3f(tna xn) - 2f(tn—1a xn—l))-

El primer polinomio caracteristico es
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b |i®] il i2
ali%|i!]i? -211|2 | 4
111214
o111 % 1 1 1
—171101]0
a-i"| 0] 2|4 0/ 11] 0 0
:m 1 1
Este esquema verifica
9
a-i’=0, —a-i'+b-i"=-=
)
lo que prueba que el esquema no consistente y por lo tanto no es convergente. o

Otra cuestion importante en orden a seleccionar un método multipaso
para resolver un problema de valor inicial es la de determinar el esquema
convergente con el maximo orden cuando se se fija el nimero de pasos. Si se
cuentan coeficientes y condiciones de orden se puede pensar que el orden més
alto posible para un método lineal de k pasos es 2k. Desafortunadamente,
este hecho es incompatible con la estabilidad para k£ > 1. El siguiente teorema
establece que cuando esto es posible

— TEOREMA 47 (Primera barrera de Dahlquist) El orden mds alto de un
método de k pasos 0-estable es k+ 1 si k es impar y k+ 2 si k es par.

10.6 Estabilidad en intervalos que no estan acotados

Se considera la situacién en la que el intervalo I = [a, 00) sobre el que se
quiere aproximar la solucién, no esta acotado. Obviamente, el tamano de paso
no podra tomarse excesivamente pequeno si lo que se busca es aproximar la
solucién para un valor elevado de t. En este caso, aunque el valor de h se fije
razonablemente pequeno, el valor de N, crece a infinito. En esta situacién,
el concepto de cero-estabilidad no parece el mas adecuado.

Se dice que el método multipaso cumple la condicién absoluta de la raiz
si existe hg > 0 tal que todas las raices de polinomio caracteristico II tienen

mAdnla manar e 1 nara b h De acnierda con lag recnltadag do octahilidad
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— EJERCICIO 113 FEstudiar la estabilidad absoluta del esquema de Simpson.

Solucién: El primer y segundo polinomio de estabilidad del esquema son
1
p(ry=r*—=1, o(r) = g(r2 +4r+1)

y el polinomio caracteristico es

I(r) = (2—1) r2+§ﬁr+(§+1)

para h = \h. Las raices del polinomio caracteristico son

_ 2h £ V9 + 3h?

B 3—h

La condicién |r| < 1 no se verifica para ambas raices cualquiera que sea

h = Mh < 3. Consecuentemente, el esquema no tiene ningin intervalo de
estabilidad absoluta. o

r

10.7 Ejercicios
- EJERCICIO 114 Se considera el siguiente problema de valor inicial:
dx
— =tx, x(0)=1.
Comparar la solucion obtenida ent = 0.5 al usar un método de Euler implici-
to con paso h = 0.1 y la solucion exacta.

+2
Solucién: La solucién exacta del problema de valor inicial es z(t) = e=z.
El valor aproximado mediante el método de Euler implicito se calcula por el

esquema
Tn+1 — Tn

=tp41Tn
h +1Tn41
hasta n = 4. Si se tiene en cuenta que t,1 = (n + 1)h, se obtiene que
1
TIn+l = 777 aniadns
Tl (n+1)h2

Consecuentemente

IOZ].,
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— EJERCICIO 115 Determinar los valores de o para los que el siguiente es-
quema

Tpr1 — (1 =)z, —ax,—1 = (1+a)hf,
sea consistente con el siguiente problema de valor inicial

dx

i f(t,z(t)), paratodot e I.

l‘(to) = 2o,

Solucion: La tabla de orden asociada a este esquema es

ali it i2 b iv it

a1 2 4 0 1 2
l—a| 1l 1 1 1+« 1 1

-1]1 0 0 0 1 0
a-i" |0 |14+a|l+3a b-i" | l1+a|l+a«

El esquema es consistente para todo valor de o y es de orden 2 en el caso
a=1. o

— EJERCICIO 116 Determinar entre todos los esquemas lineales de un paso
que pueden usarse para resolver un problema de valor inicial, aquellos que
tengan orden mdximo.

Solucién: El nimero de coeficientes de un esquema de un paso es 4 (aunque
se sabe que el coeficiente a; = —1). Es posible pensar que los coeficientes
verifican las ecuaciones

a-i- =
—a-i'+b-i’ =
—a-i’+2b-i! =
—a-i’+3b-i* =

o o o o

que garantizarian que los esquemas obtenidos son de orden 3. Si estas ecua-
ciones se expresan en forma matricial se obtiene
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Puesto que a; = —1, el sistema se reduce a
1 00 1
11 1 )| o
-1 20 bo I
-1 3 0 ! 0

El sistema lineal es incompatible. Consecuentemente, si excluye la ultima
ecuacién (con lo que el orden se reduce a 2), se obtiene un sistema compatible
determinado cuya tnica soluciéon es ag = 1, by = by = % o

- BEJERCICIO 117 Estudiar la consistencia, cero-estabilidad y convergencia
de los siguientes esquemas

1.
h
Tpt1 — Tp = 5(3fn+1 - fn)7
2.
h
Tpt1 — Tp = g(?’fn—i-l - an)a
3.

h
Tp41 +x, — an—l - Z(gfn—i—l + 3fn)

para resolver el problema de valor inicial
dx
dt
Solucion: Si se usan los criterios algebraicos de consistencia y estabilidad,
asi como el teorema 46, se deduce

x(to) = wo, = f(t,x(t)), paratodot € I.

Consistencia Cero-estabilidad Convergencia
1) s si st
2) no Criterio de la raiz: si 1no
3) sf no no

- EJERCICIO_118 Los métodos de Adams-Moulton de k pasos cumplen que
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Solucién: La tabla de orden asociada a este esquema es

ali®|it|i?| i it

011131912781

0124 8 |16

111111 1

—1]1{0[0| 0|0

a-i"m |0 1|11 1
b iv it i’ i3
bo 1 3 9 27
by 1 2 4 8
by 1 1 1 1
b3 1 0 0 0

b -i" | by + by + by + b3 | 3by + 2by + by | 9by + 4by + by | 27bg + 8by + bs

Si se resuelve el sistema lineal

bg+bi+by+bg =
3b0 -+ 2b1 + b2 ==

9bg 4 4b1 + by =

27by + 8by + by =

=W =N =

se obtiene
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capituro 11

Problemas de contorno para ecuaciones
diferenciales

11.1 Introduccion

Una solucién de una ecuacién diferencial puede quedar determinada por
datos relativos al instante inicial ¢ = 0. No obstante, en los llamados proble-
mas de contorno, se selecciona una solucion imponiendo una o varias condi-
ciones en ambos extremos del intervalo de interés. No parece sencillo hacer
un planteamiento general de esta clase de problemas, razéon por la que el
estudio de estas cuestiones en este capitulo se limitara al siguiente problema:
Hallar u : [a,b] — R tal que

5 (@) + 5 = fusa)

y verifique las condiciones de contorno u(a) = u, y u(b) = up. Las funciones
a,f :[a,b) = Ry f: R xlab — R son funciones continuas que forman
parte de los datos conocidos del problema.

El operador diferencial asociado a esta ecuacién

L AN
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El cambio de notaciones respecto al capitulo anterior no es caprichoso,
sino que se debe al interés en usar la variable independiente x por su signi-
ficado espacial en muchos modelos sobre los que se formula el problema de
contorno. Esto contrasta con los problemas de valor inicial para los que se
ha usado la variable ¢ por su habitual significado temporal. Muchos de los
modelos sobre los que se plantea un problema de contorno representan un
equilibrio estatico frente las dinamicas que representan los modelos sobre los
que se formulan los problemas de valor inicial.

En los problemas de valor inicial para ecuaciones diferenciales ordinarias,
la regularidad de las funciones que intervienen en la ecuacion es suficiente
para garantizar la existencia y unicidad de la solucion. No es esta la situacion
que ocurre en los problemas de contorno para ecuaciones diferenciales. Para
comprender que la naturaleza de ambos problemas es distinta, se puede hacer
el siguiente anélisis: Sea v(z;s) la tnica solucién del problema lineal

5 (@) + B G 42w = )

verificando las condiciones iniciales v(a;s) =1y v'(a; s) = s. Por otra parte,
sea w(x) la unica solucién de la ecuacién diferencial homogénea con las con-
diciones iniciales w(a) = 0 y w'(a) = 1. A continuacién se intenta construir
una solucién del problema de contorno u(a) = wu, y u(b) = wp, como una
combinacion lineal u = u,v + sw. Del hecho de que la ecuacion sea lineal
se desprende que esta combinacién lineal es una soluciéon del problema de
contorno si se verifica que

uqv(b; s) + sw(b) = .

Obviamente, puede ocurrir que esta ecuacién numérica de variable s no tenga
solucién o tenga una infinidad de ellas.

« EJEMPLO 55 Se considera el problema de contorno
u +Nu=0, u(0)=u(l)=1
La solucion general de la ecuacion diferencial es
u(z) = ¢1 cos(Ax) + co sen(Azx).

q{ﬂ YY]Q/Q [aRRYA) ;W\T\f\ﬂﬂ‘r ]QQ (‘f\ﬁA;f’if\Y]QC I‘]D contornao SO T\‘I"D{"]D ADfﬂYW\iﬂQT‘ ]Q

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Capitulo 11. Problemas de contorno para ecuaciones diferenciales 289

La solucién del problema de valor inicial u(0) = ug y v/(0) = uy es

/

u(z) = ug cos(N)x) + % sen(Az).
De este modo, las soluciones v y w estan dadas por
v(x;s) = cos(Ax) + isen()\x),
w(zr) = %sen()\:c).

Ahora, se busca una solucién de la forma
25
u(z) = v(z; s) + sw(x) = cos(Ax) + ~ sen(Azx).
Para encontrar la solucién al problema de contorno basta resolver la ecuacién
2s
u(1) =v(1;8) + sw(l) = cos A + ~ sen A =1

despejando la variable s. De ello se deduce que para cualquier A, la solucion
del problema de contorno es

1 —cos A
w(x) = cos(Axr) + ———— sen(Azx).
() = cos(Aa) + =" sen(\a)
1.45
—A=T0 2
r =13
1351 —A=T 4
1.3F
1.25
1.2
1151 ——
" T~
1.1 g
1051 // - %\\\1\\
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Si se considera el problema de contorno
"+ Nu=0, u(0)=u(l)=0
con condiciones de contorno homogéneas, se busca una solucién de la forma

u(z) = sw(zx) = isen()\az).

Para encontrar la solucién al problema de contorno basta resolver la ecuacién

s
u(l) = —senA =0
A
despejando la variable s. Para cualquier valor de A\ siempre existe la solucién
trivial u = 0. Pero, si sen A = 0, s puede ser escogido arbitrariamente. En
otras palabras, si A\ = k7w para algin numero entero k, la funcién

u(zr) = sen(kmz)

(6 cualquier multiplo de ella) es solucién del problema de contorno ho-
mogéneo. o

11.2 Métodos de diferencias finitas

La idea basica del método es similar a la utilizada en los problemas de
valor inicial. Sea
a=1x9<xy < <TNpH =Db

una particién del intervalo [a, b]. Se representa por h; = x;41 — 24, el tamano
de paso en x; y por ug,uy, - -+ ,uy, los valores aproximados de la solucién en
los puntos x;. Las derivadas que aparecen en el operador diferencial pueden
ser aproximadas por diferencias divididas de alguno de los siguientes tipos

/\ : i —Uq
= Progresivas “5—,
u. .—u T
i+l i
A v, = Centradas “Ho=t,
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Por ejemplo, el operador diferencial considerado en la seccién anterior
podria ser aproximado por el operador discreto

Ujt1—Uj Uj—Uj—1
I a($i+%)T - a($i—%)T + B )Ui+1 — Ui—1
U = — XT)——————
h ’ 2h
para paso constante h = b’T“ En esta formula se ha usado la siguiente nota-
cién
h h
$i+%:l‘i—|—§, xz_%:xz—g

Esta discretizacién conduce al sistema de ecuaciones

O‘(xiJr%)(uiH —u;) — O‘(xiféﬂui — ;1)

- +ﬂ($i)w = f(ugs, ;)

h? 2h
parai =1,2,---, N—1. Se trata de un sistema de N —1 ecuaciones con N —1
incégnitas uy, ug, -+ ,un_1 (ug y uy son ya conocidas por las condiciones de

contorno del problema) que no es lineal.

Es importante destacar la naturaleza global del problema. Es decir, no
es posible determinar de modo recurrente w;y; a partir de u; como en las
aproximaciones por esquemas en diferencias finitas para problemas de valor
inicial. En este caso, es necesario resolver conjuntamente el sistema para
determinar el valor de las incognitas u,;.

- EJERCICIO 119 Aprozimar la solucion del siguiente problema de contorno

d*u

usando un método de diferencia finitas con paso constante h = %
Solucion: Si se usa la aproximacion por diferencias finitas

() ~ w(x 4+ h) — 2u(z) + u(x — h)
72

en

u | Ug Uy (75 us Uy Us
0 1021041061081 1
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que en forma matricial resulta

2 -1 0 0 u z
~1 2 -1 0 u; ||
0 -1 2 -1 us | | 2
25

0 0 -1 2 Uy )
%

Si se usa el método de Cholesky para resolver el sistema lineal se obtienen
dos sistemas lineal

1
Ly=—(1,1,1,1)}, Llu=y.
y 25(777)7 U y

De la resolucién retrégrada y progresiva de ambos sistemas triangulares se
obtiene la solucion

0.1F

L L L L
02 0.4 06 08

Figura 11.2: Soluciones exacta y aproximada

Como alternativa a este método matricial se podria calcular la solucion
aproximada del problema de contorno resolviendo la ecuaciéon en diferencias
mediante los métodos expuestos en capitulos anteriores. En este caso, puesto
que la ecuacion caracteristica asociada a la ecuacion en diferencias es
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segundo miembro es 0, se incrementa el grado del polinomio de prueba en 2
debido a que el operador en diferencias se anula en los polinomios de grado
menor o igual que 1). De este modo se encuentra que

1
—r[(n+1)?=2n*+(n—1)?%=—
25
de donde se deduce que r = —5—10 y consecuentemente la solucion general de

la ecuacién en diferencias es

L,
T, = C + Con — —n"”.

20

Si se imponen la condiciones de contorno se obtiene

2, = 1”—0 (1—%) - %tn(l—tn), n=01,---.5,
En este caso, la solucién aproximada coincide con la exacta en los nodos.
Naturalmente, este hecho es excepcional y es debido a que la derivacion
numérica coincide con la exacta cuando se trata de un polinomio de grado 2.
Es importante destacar que el método matricial empleado en este ejercicio es
mucho mas eficiente que el método basado en la resolucion de las ecuaciones
en diferencias finitas que no resultaria simple de utilizar si los coeficientes
y término independiente en la ecuacién diferencial, no fuesen constantes.
o

11.3 Analisis de la convergencia

Se considera unicamente el siguiente problema modelo: Se busca una fun-
cién u : [a,b] — R tal que

d*u

Lu=———+pu=

o2 Thu=f
en (a,b) y verifique las condiciones de contorno u(a) = u, y u(b) = up. Se
supone que S(x) > 0 para todo x € [a, b].

La solucién exacta de este problema de contorno, se puede comparar con
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294 Introduccién al Céalculo Numérico

en los puntos de la red {z; : i =1,--- , N — 1} construida con el tamano de
paso constante h.

Con el propésito de analizar la convergencia del método, se define el vector
error como

e, ={u(x;) —u; :i=0,1,--- N}

El esquema en diferencias finitas aplicado a la resolucién del problema de
contorno, se dice convergente si limy, .o ||ex|lc = 0. El andlisis de la conver-
gencia de un esquema en diferencias finitas para un problema de contorno
se basa generalmente en la comparacién del error global de la solucion y el
error de discretizacion del operador diferencial en la solucién, definido como

Thn = Lyu— Lu

donde u representa el vector de componentes {u(x;) : 71 =10,1,--- /N}.
Si la solucién u es de clase C*([a,b]), se consideran sus desarrollos de
Taylor alrededor de un punto z;
du d*u h?  du h3  d*u . h*
i1) = uw(@) — —(@)h + (@) & — 5= (@) — + 75 (&) 57
du du, h* du, K dwu, h?
it1) = u(@;) + ——(x)h + ——(v:) 5 + 5= (@) — + 5 (G) 57,
u(win) = u(e) + @R+ () T+ e+ Tl
para algunos puntos &; y ¢; tales que ;1 < & < z; v x; < < x;41, para
todot=1,2,--- ,N — 1.
Si se utilizan esto desarrollos en la expresién que definen el error de dis-
cretizacién, se obtiene

w(iv1) — 2u(z;) + u(wi—q)

() = — 12 + B(zi)u; — f(2:)
d*u d*u d*u h?
=~ + Blau — fai) + (@(&) + @(9‘)) 21

d*u d*u h?
= (@(&) + @(9)) 21
ya que u es solucién de la ecuacion diferencial. De ello se deduce que
d*u
m\ -

2
<
[Th]loo < 1 nax

(11.1)

Por otra narte se tiene ane
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con la condiciéon de contorno ey = e, = 0, donde e; representan las compo-
nentes de ey,. Si se expresan estas ecuaciones en forma matricial, se obtiene

(Ah + Dh)eh = Th

donde A" es la matriz de dimensiones (N — 1) x (N — 1), de componentes

2 -1 0 0 O
-1 2 -1 0 0
1 0 -1 2 0 0
h _
Al=1 L .
0O 0 0 2 -1
0O 0 0 -1 2

y D" la matriz diagonal que tiene a 3(x;) como componente i—ésima en la
diagonal principal, para¢:=1,--- /N — 1.
Para realizar el analisis de este sistema lineal se utilizara el siguiente

Lema 5 Los autovalores de la matriz

b ¢ 0 --- 0 0
a b c -+ 00
0O a b --- 00
00 0 - b c
0 00 b
de dimension n X n, son
= b+ 2v/ac cos - (11.2)
= ac cos )
! n+1
para j =1,---.n sia y c tienen el mismo signo.

Demostracion: El polinomio caracteristico de la matriz A, se represen-
tara por p,. Si se desarrolla el determinante que lo define, por la primera fila,
se comprueba que p,, es solucién de la ecuacion en diferencias para cada A

pn()‘) = (b - )‘)pnfl()‘) —ac pnf2(>‘)
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Sus autovalores son

b= AE£/(b—N)? —dac

p 2

En una primera etapa, se buscan los autovalores de A,, tales que
(b — A)? < 4dac.
En este caso, se introduce el cambio de variable A = A() definido por
A = b+ 2v/accosf

Si se sustituye A en la expresion que da los autovalores de la ecuacién en
diferencias, se obtiene

p = —+v/ac(cosf £ isend)

donde i representa la unidad imaginaria. La solucion general de la ecuacién
en diferencias es

P = (=1)"(ac)?(c; cosnb + cysenné).

Si se imponen las condiciones iniciales a la ecuacion en diferencias se
obtiene ( 16
n nsen (n+ 1
pn = (ac)? (1) ——————.
sen ¢
Consecuentemente, para los valores de § = ;2% para j = 1,--- ,n, el poli-
nomio caracteristico se anula. Si se deshace el cambio de variable se obtiene
la formula 11.2, lo que concluye la prueba ya que todos los autovalores son

distintos. Es decir, no es posible encontrar autovalores que cumplan

(b—\)? — dac > 0. o

Si se utiliza este lema a la matriz A" que aparece en el andlisis de la
convergencia del método de diferencias finitas, se deduce que sus autovalores
son

2 ( g
ho_ adl
Aj = 5 (14 cos—
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Ademas, si se tiene en cuenta que h = b_Ta y se utiliza el desarrollo de Taylor
de la funcién cos alrededor de 0, se obtiene

2 s 2 w2h? 2
Ny =1 - —) === hY) ) = h?).
N-1 h2< CO8 N) h2 (2(1)- CL)2 +O( )) (b— a)g + O( )
(11.3)
y por lo tanto existen dos constantes hy y C, tales que
1
<C
A1

para todo h < hyg.
De todo ello, se deduce que A" es una matriz simétrica definida positiva

Al x> Ny I

para todo x € RV~1,
Por otra parte D" es una matriz semi-definida positiva que verifica

D'x-x >0

para todo x € RV~ Finalmente se obtiene que A" + D" es una matriz
definida positiva que verifica

(A" +D")x - x > Ay ||

para todo x € RV~1.
Si se aplica la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se obtiene para la norma

matricial subordinada
1

h
)‘N—l

x| < I(A" + D")x]|

para todo x € RV~!. Si se aplica esta desigualdad a x = e}, se obtiene que

en| <

Sl < Cllral
N-1
Finalmente, si se usa la estimacién del error de discretizacion 11.1, se

prueba que B
leall < CR?
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298 Introduccién al Céalculo Numérico

11.4 Estabilidad, consistencia y convergencia

El argumento utilizado en la prueba del tdltimo teorema de la seccion
previa se apoya en el andlisis de la ecuacién (A" +D")e;, = 7. Se obtuvo una
acotacién |lep,|| < CJ|74] utilizando el hecho de que A" + D" era una matriz
simétrica definida positiva.

El argumento se puede utilizar en ampliar a otros problemas de contorno
v a otros esquemas en diferencias finitas si A" + D" no tiene determinante
nulo, || (A" +Dh)71 ||| estd acotada uniformemente en h y se dispone de
una estimacién para el error de discretizacién como O(h?) con 8 > 0. La
idea es aplicar la propiedad principal de norma subordinada a la igualdad
e, = (Ah + Dh)_l 7. De este modo, se obtiene que

-1
lenll < Il (A" +D") " [lll7a]

y el resto de la argumentacién se puede seguir aplicando para establecer la
convergencia del esquema en diferencias finitas.

Esto motiva la siguiente definicién: Si un esquema en diferencias finitas
conduce el problema de contorno a un sistema lineal de la forma (A" +
D")uy, = £, entonces se dice que el esquema es estable si existen un constante
positiva C' y una cota para el tamano de paso hg tales que para todo h < hg
se cumpla

-1
| (A" +D") | <.

Se introduce también la nocién de consistencia de un esquema respecto
a un problema de contorno. Un esquema es consistente con un problema de
contorno lineal si

lim 75, — 0.
h—0

Con estos conceptos se puede ampliar el resultado de la secciéon anterior
hasta el siguiente

— TEOREMA 49 Si un esquema para un problema de contorno lineal es es-
table y consistente con el problema entonces es convergente.

— EJERCICIO 120 FEstudiar la convergencia del siguiente esquema en dife-
rencias finitas
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para aproximar la solucion del siguiente problema de contorno

—d2—u—1—4u 0<z<1, u0)=u(l)=1
d? P UsTEh U=

Solucion: Si se aplica este esquema al problema de contorno se obtiene un
sistema de ecuaciones lineales cuya matriz de coeficientes es la siguiente

2 2h% — 1 0 0 0
2h% — 1 2 2h2 —1 .- 0 0
1 0 2h% — 1 2 0 0
A+ D= =
2 : : A :
0 0 0 2 2h% — 1
0 0 0 oo 2R%2—1 2

Si se usa el lema 5 se deduce que los autovalores de la matriz A" + D" son

2 Vs
/\;? =13 <1 + (1 — 2h?) cos N)
para j =1,--- , N — 1. Facilmente, se prueba que
M =4+ 72+ O(RY)

lo que prueba que A" + D" no tiene determinante nulo. Adem4s, ya que es
simétrica
1 1
(A" +D") "l =
N-1
y consecuentemente estd acotada. Asi pues, el esquema es estable.
Por otra parte, se tiene
w(xig1) — 2ulz;) + u(x;—
Th(l’z) = - ( +1) fEQ ) ( 1) -+ 2(U<I‘Z’+1 + U’Z’fl) —1
d*u 9 9
= ——(x;) +4u(z;) — 14+ O(h*) = O(h?)

dz?
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11.5 Otras condiciones de contorno

En las secciones precedentes se han considerado tinicamente condiciones
de contorno que fijan los valores de la solucién en los extremos. Este tipo de
condiciones se conoce como de Dirichlet. Se pueden considerar otros tipos de
condiciones en los extremos para seleccionar una solucion. Particularmente
importantes son las llamadas condiciones de Neumann que fijan los valores
de la primera derivada de la funcion en un extremo.

- EJERCICIO 121 Hallar una solucion al siguiente problema de contorno
" +Nu=0, u0)=1u(1)=0.

Solucion: Como en el primer ejemplo de este capitulo, se busca una solucién
de la forma

u(z) = sw(x) = isen()\x).

Para encontrar la solucién al problema de contorno basta resolver la ecuacién
u'(1) = scos A =0,

despejando la variable s. Para cualquier valor de A\ siempre existe la solucién
trivial u = 0. Pero, si cos A = 0, s puede ser escogido arbitrariamente. En
otras palabras, si A = (k: + %) 7 para algin numero entero k, la funcion

u(z) = sen ((k + %) mc)

(6 cualquier multiplo de ella) es solucién del problema de contorno homogéneo
de Neumann. o

La aproximacién numérica de un problema de contorno de Neumann sigue
las mismas pautas que en el caso de los problemas de Dirichlet. La tnica
diferencia esta en como se aproxima la condiciéon de contorno de Neumann.
El modo mas simple consiste en aproximar la derivada de la solucién mediante
una diferencia dividida progresiva en el caso del extremo lateral izquierdo o
una retrograda, en el caso del extremo lateral derecho.

- EJERCICIO 122 Aprozimar las soluciones del problema de contorno
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Solucion: Si se utiliza el esquema usual para discretizar la derivada segunda,
se obtiene el siguiente sistema lineal

Uip1 — 2U; + Uiy

=0, 1=1,2,--- ,N—1, wuy=1,uy =un_1.

2
Para analizar el problema discreto, se expresa en forma matricial Ax = b
donde

2 -1 0 0 0 1

-1 2 -1 0 0 0

0o -1 2 0 0

0O 0 0 2 -1 8

0O 0 0 -1 1

Si se desarrolla el célculo del determinante de A por la tltima fila, se com-
prueba que esta dado por la férmula

det (A) = det (Ax_2) — det (An_3),

donde A; representa la matriz formada por las j primeras filas y columnas
de la matriz A para j = 1,2,--- , N — 2. De acuerdo con el ejercicio 105, se
tiene que

det (A)=N—-1—-(N-2)=1>0,

lo que prueba que el sistema tiene una tinica solucion. o

11.6 Ejercicios

- EJERCICIO 123 Determinar si el siguiente problema de contorno
—u" + XNu=0, u0)=u(l)=1,

tiene solucion y en caso afirmativo, encontrarla.

Solucion: La solucion general de la ecuacion diferencial es

wlr) = o™ 4 oA
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De este modo, las soluciones v y w estdn dadas por
1

v(r;s) = X (A + 8)e + (A —s)e ™),
w(e) = o5 (- ).

Ahora, se busca una solucién de la forma
u(x) =v(x;s) + sw(z) = % (A +28)e™ + (A — 2s)e™ ™)
Para encontrar la solucién al problema de contorno basta resolver la ecuacién
v(l;s) + sw(l) = % (A +2s)e* + (A —2s)e ™) =1
despejando la variable s. De ello se deduce que para cualquier A, la solucién
del problema de contorno es

e + 6/\(1736)

— EJERCICIO 124 Ezpresar en forma matricial el sistema de ecuaciones li-
neales que resulta al aproximar la solucion del siguiente problema de contorno

Cu g o<x<t (0) = u(1) =1
———=1—4u x u(0) = u(l) =
dx? T T
usando un método estandar de diferencia finitas. Determinar si estd bien
condicionado cuando el nimero de nodos empleado es elevado.

Solucién: Si se usa la aproximacion por diferencias finitas
d*u,  u(r+h)—2u(x) +ulz —h)
e 2

en el problema de contorno se obtiene el sistema de ecuaciones

Uip1 — 2U; + Uiy
2

parai = 1,2,--- /N — 1y uy = uy = 1. En forma matricial, este sistema
resulta

+du; =1 (11.5)
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Los autovalores de la matriz de coeficientes A" son

2 Jm
A= 1+ 2% + cos
IR N

Puesto que la matriz es simétrica definida positiva, su nimero de condicién
coincide con el cociente entre el maximo y minimo autovalor. En consecuencia
se tiene que

1+ <5 + cos & 2+ N2(1+cos =
cond(A") = NZ o1 ( ]X)
14 2 + cos 21T 2+N2(1—COSN)
Asi pues, cuando N — oo el nimero de condicién tiende a oo. o

- EJsERCICIO 125 Aprozimar la solucion del siguiente problema de contorno

U =0, 0<z<1 u(0)=1, u(l) =8
- u = €x u = u ==
dx? ’

usando un método de diferencia finitas con paso h = 10

Solucion: Si se usa la aproximacion por diferencias finitas
Pu, u(z+h) = 2u(x) +ulr - h)

E(JC) ~ 72
en la ecuacién diferencial, se obtiene el sistema de ecuaciones
Uipr — (24+5h%)u; +u;_1 =0 (11.6)
parai = 1,---,9 v uyg = ujp = 8. La ecuacion caracteristica de la ecuacion

en diferencias es

41
/\——)\ 1=0.
2() *

que tiene como raices \; = %’L VAL = Z' La solucién general de la ecuacién en
diferencias es

4n o
C15—n + Cco— 4n
Si se imponen las condiciones de contorno, se obtiene
c1+Cc = 1,
410 510
Clﬁ + 024T0 = 8

A Anan An A~ AT A4
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