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Capitol 1

Divisibilitat en els nombres enters

I.1 Divisié entera. Ideals

Designarem per Z el conjunt dels nombres enters. La teoria de la divisibilitat a Z
és conseqiiencia de la segiient important propietat.

Teorema 1.1 (de la divisié entera) Donats a,b € Z, b # 0 , exzisteizen dos
inics nombres enters ¢ i v que compleizen a=b-g-+7r, 0 <r < |b|l. ¢ 17 es diuen
el quocient i la resta de la divisid entera de a per b.

Exemple:
—8=3-(-3)+1, 3=(-8)-0+3

Si la resta de la divisié entera de a per b és 0, es diu que a és un miiltiple de b
(escriurem a = b), que b és un divisor de a (escriurem b | a), o que a és divisible
per b. Indicarem per (b) el conjunt dels multiples de b. Observem que (&) compleix
les dues propietats segiients:

e és tancat per la suma; és a dir a,c € (b) = a+c € (b).
¢ sia € (b)1cés qualsevol enter, aleshores a - ¢ € (b).

Prannsicid 1.2 Si el subeoniunt I 7. compleir
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10 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: Si I = {0}, aleshores I = (0). Si I conté un element no nul a,
també conté —a = a-(—1),1 0 bé a o bé —a és positiu. Per tant, I conté enters
positius. Sigui b el més petit dels positius continguts a I. Per 2. I conté tots els
muiltiples de &: (b) C I. Anem a veure que I C (b) i per tant I = (4). En efecte,
donat a € I qualsevol, per (1.1)

a=b-q+r.

Perli2r=a-b-g=a+b-(—q) € I; perd 0 <r < |b] = b,1 b és el més petit
dels positius de I; cal doncs que r = 01, per tant, a =b-g € (b). O

Un subconjunt I que compleixi 11 2 com a (1.2) es diu un ideal de Z . L'element
b tal que I = (b) es diu base de I'ideal.

Exercici:

{b) = () si i només si ¢ = +b.

Observacid:
(a) C (b) siinoméssi b | a. Les qliestions de divisibilitat equivalen, per tant,
a qiestions sobre inclusions entre ideals.
1.2 Minim comi miiltiple i maxim comiu divisor

Donats nombres enters ai,...,a&n, la interseccid (a1) N...N (a,) és el conjunt dels
nombres enters multiples comuns de tots ells. Aquest conjunt compleix les dues
condicions de (1.2) i, per tant, (a;) N ... N (@) = (m) per a un m convenient.
Aquest m estd caracteritzat per les dues propietats segiients:

e m és miiltiple comd de ay,...,a,.
o qualsevol altre multiple com de ay,...,an és miltiple de m.
Direm que m és el minim comd miltiple de ay,...,an 1 escriurem

m = m.c.m.(a1,.. ., %n).

Atencid!:
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DIVISIBILITAT EN ELS NOMBRES ENTERS 11

1. I ha de contenir totes les sumes de miltiples de a;z,...,a,: aicy + ...+ ancn.
No cal ampliar més; el conjunt

I={ayc1+...4ancn]cr,...,cn € Z}

compleix ja les condicions de (1.2) 1, per tant, existeix un enter d tal que I = {d).
Denotarem I per {ay,...,an). Aixi I = (ay,...,a,) = (d). d esta caracteritzat per
les dues propietats segiients:

¢ d és divisor comd de ay,...,a,, ja que aixd equival a dir que a; € (d) per a
t=1,...,n. (a;=a1-04+...4a;-1+...+a,-0€ I}

e Tot altre divisor d’' comt a ay, ..., a, divideix d. En efecte, que d’ sigui divisor
de ay,...,a, vol dir que a; € (d'), i =1,...,n. Per tant, {a1c; + ...+ ancy |
¢i € Z} C (d'), és a dir, (d) C (d'), la qual cosa vol dir que d' és un divisor

de d.
Direm que d és el mazim comd divisor de ay,...,ay i escriurem
d=m.cd.(a1,...,8n).
Atencid!:
També —d és maxim comi divisor de ay,...,an.
Observem que el maxim comi divisor d és una suma de mdltiples de ay,...,a,,

d=ay-r1+...+an Thn.

Aquesta expressid es coneix amb el nom d’identitat de Bézout .
Acabarem aquest apartat amb un meétode practic de caleul del maxim comi
divisor i de la identitat de Bézout. El métode es basa en el segiient resultat:

Proposicié 2.1 Sigut a=b-q+r la divisid entera de a per b. Aleshores
m.c.d.(a,b) = m.c.d.(b,r).
DEMOSTRACIO: El resultat és conseqiiéncia del fet que (a,b) = (b,7). En efecte,

tot element acy+bes € (a,b) és acy+beg = b(ger +e2)+res € (b, 7) i, reciprocament,
tot element bny + rny € (b, r) és bny + rny = ang + b{ny — gno) € (a,b). O
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12 M. CASTELLET, I. LLERENA

Les restes successives van disminuint i obtindrem, per tant, en un moment donat,
la resta zero:

Th=2 =Tk=1'qk+ 7Tk (Tk—2,Tk-1) = (Tk-1,7%) Tk < Thk—1
re—1 =Tk Q1 +0  (Tr-1,76) = (1, 0) = (ri).

Aix{, dones, (a,b) = (r¢); és a dir, ri = m.c.d.(a, b).
Aquest metode de trobar el maxim comi divisor es diu algorisme d’Euclides .
Per calcular el maxim comd divisor de més de dos enters apliquem:

Exercici:

m.c.d.(ay, ag,a3) = m.c.d.[m.c.d.(a1, az), as] 1, en general,
m.c.d.{ay,...,a,) =m.c.d.[m.c.d.(as,...,an-1),a5)

Les divisions enteres efectuades en Palgorisme d’Euclides ens permeten expressar
d =rr=m.c.d.(a,b) com a suma d'un mitltiple de a i un multiple de b. En efecte,
a

d=rr=7Tr_2—Ti-1"q

d s’expressa com a suma d’un multiple de ry_s i un mdltiple de r5_;. Ara bé,
Tk—1 = T'k—3 — "'k—2 * k1, 1 substituint a la igualtat anterior obtenim una expressié
de d com a suma d’un miltiple de rr_3 i un multiple de rz_». Tornant a substituir
convenientment podem expressar d com a suma de muiltiples de ry_4 1 rp_s; 1 aixi
successivament fins a obtenir la identitat de Bézout

d=a-r+5b-s.

En el proxim apartat (3.2) provarem que si m = m.c.m.(a,b) i d = m.c.d.(a,b),
m-d = Fa- b6 Aixd ens permet calcular m si coneixem d. Per al calcul del minim
comu multiple de més de dos nombres fem servir:

Exercici:
m.c.m.(ay,a2,a3) = m.c.m.[m.c.m.(a1, az),as] 1, en general,
m.c.m.(@y,...,a,) = m.cm.[m.cm.(a,...,Gn-1), An].
1.3 Nombres primers entre ells i nombres primers

Es diu que a i b sén primers entre ells si m.c.d.(a,d) = 1.

Fvammnlace
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DIVISIBILITAT EN ELS NOMBRES ENTERS 13

Teorema 3.1 (d’Euclides) Sia|b-c i m.c.d.(a,d) =1, aleshores a| c.

DEMOSTRACIO:  Si 1 = m.c.d.(a,b) podem expressar 'l com 1 =a-r+b-s.
Multiplicant per ¢ obtenim ¢ = acr + bes. a divideix els dos sumands i, per tant,
ale O

Proposicié 3.2 §i m = m.c.m.(a,b) 7 d = m.c.d.(a,b), es complesz m -d = Fa-b.

DEMOSTRACIO: Posem ¢ = da’ i b = db’. Es tracta de veure que m = +da’b’ és
un minim comd miltiple de a i b. Que da'd’ és miltiple comd de a i b és evident.
Sigui n un altre multiple comt de a i b ; és a dir, n = ar = bs. Llavors a'dr = b'ds,
d’on a’r = b's amb ', b’ primers entre ells. Aleshores, per (3.1}, a' divideix s, és a
dir, s = a’h in=bs = dba’'h. Aix{ resulta que n és miltiple de db'a’.O

Qualsevol nombre enter p és divisible per +1 i per +p. Direm que p és primer
s1 aquests sén els seus tinics divisors. 1’1 i el —1 no es consideren nombres primers.

Proposicié 3.8 El conjunt dels nombres primers és infinit.

DEMOSTRACIO: Ho demostrarem veient que, donat un conjunt finit de nombres
primers N = {p;,...,Pm }, sempre hi ha un nombre primer fora de N. En efecte,
considerem a = p, --p,, + 1. Si b | a, també —b | a; per tant, a té sempre
divisors positius. Sigui p el més petit dels divisors positius de a diferents de 1.
Clarament p és primer. Si p fos un dels p;, dividiria p, - - - p,. 1, per tant, dividiria
a—p; -+ P = 1. Aix0 és impossible | ja que p # 1. D’aqui que p &€ N. O

Proposicié 8.4 Tot nombre enter ¢ no nul, a # +1, és producte de nombres
primers.

DEMOSTRACIO:  Com hem vist a la demostracié de (3.3) a té sempre un divisor
primer p; # £1. Tenim aixf{ @ = p, - @;. Si a; # F1, escollim un divisor primer de
a3, pz # *+1,1tindrem a, = p, -a,. Aixi @ = p, -p, -a,. Repetim el mateix procés si
a, # +1,1 aix{ successivament. Ara bé, |a| > |a,| > |as| > .... Arribara, doncs, un
moment en qué tindrem a = p; ---p,a, amb a, = £1. Aixd és una descomposicié
en nombres primers de a. 1

La descomposicié d’un enter en producte de primers no és ben bé dnica. Per

exemple.
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta it |

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docul
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico,
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



14 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: Observem que si p,g sén nombres primers, o bé m.c.d.{p, g) =1
o bé p = +q. p, divideix p; ---p. = ¢,{¢2 -*- ¢ ). Pel teorema d’Euclides (3.1},
obép | g g, quan mc.d.(p;,q;) = 1, 0 bé p, = q,. En el primer cas
Pr | ¢2(¢: -+ - gw ); aplicant de nou el teorema d’Euclides obtenim que py | g5 *** gm »
0 p; = t¢,. Repetim el procés tantes vegades com sigui necessari. O bé trobarem
que p, és un dels ¢;,5 = 1,...,m — 2, llevat del signe, o bé conclourem que
P | Q-1 Gn- Donp, =%q,_; 0p, = Fq,..

Aix{ doncs, p, coincideix, llevat del signe, amb un dels g;. Canviant P'ordre
si convé, podem suposar que p, = *g,. Llavors p,:--p, = (£¢;) - ¢s -+ ¢n. El
mateix raonament prova que p, és igual, llevat del signe,a undels ¢;, 7 = 2,...,m.
I aix{ successivament. Si n < m, arribarem a la situaciéd 1 = +¢,41 " ¢m, i aixd
no és possible perqué tots els ¢; sdn diferents de £1. Si m > n, arribarem a
+Pm 41 - P = 1, igualment impossible. Per tant, n = m. O

1.4 Congrueéncies

Fixem 0 # m € Z. Direm que dos nombres enters ¢ i b sén congruents modul m
si a — b € {m). Aixd equival a dir que les divisions enteres de a i b per m tenen la
mateixa resta. En efecte,

a

b

m-q+r

meg 1, }:>a—b=m(q—q1)+(r—-rl)amb lr —r | < |m|.

Per tant, a—b € (m) siinoméssir = r,;. Siaibsén congruents mddul m escriurem
a=b(m).

Es molt facil veure que es compleixen les segiients condicions:
1. Peratot a € Z,a=a(m).

2. a=b(m) = b=a(m).
3.a=b(m),b=c(m)=>a=c(m).

Formem ara subconjunts de Z de la segiient manera: cada subconjunt esta format
per tots els nombres enters que donen la mateixa resta en fer la divisib entera per
m. Obtenim m subconjunts:

a fm) = roninnt A’enters ane danen 1a regta 0
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DIVISIBILITAT EN ELS NOMBRES ENTERS 15

Aquests conjunts s’anomenen classes de restes modul m. Designarem per Z/(m) el
conjunt de les classes de restes modul m. Cada enter esta en una d’aquestes classes
i només en una. Una classe queda, per tant, ben determinada donant un qualsevol
-dels seus elements. Direm que aquest element és un representant de la classe.

Nota:

El procés que acabem de fer és un cas particular d’un procés general molt
usual a matematiques. Es tracta del segiient: sigui A un conjunt. Una relacid
a A és un criteri que ens permet dir si dos elements qualssevol de A, a i b,
“satisfan la relacié” o no. Més exactament: donar una relacié a A és donar
una serie de parells ordenats d’elements de A {que seran els elements que
“satisfan la relacié”); és a dir, donar un subconjunt del producte cartesia
A x A. Indiquem per a ~ b el fet que a estigui relacionat amb b. Exemples
de relacions sén

ea~bsalb.

sa~b&sa<h.
e a~bsa—be(m)

Una relacié és relacid d’equivaléncia si compleix

e Propietat reflexiva. Peratot a € 4, a ~ a.
o Propietat simetrica: a ~ b= b~ a.

¢ Propietat transitiva: a~ b, b~c=a~ -

Dels exemples anteriors només la congruéncia modul m_ és una relacié
d’equivaléncia. Tota relacié d’equivaléncia ens permet dividir el conjunt A
en subconjunts disjunts (classes d’equivaléncia ) de la segilent manera: cada
classe esta formada per tots els elements relacionats entre ells. Les tres propi-
etats anteriors asseguren que tot element és en una i només en una classe.
En efecte, designem per [a] la classe de tots els elements relacionats amb a.
Clarafnent a € [a]. Suposem que a és també en una altra classe: a € [c].
Llavors a ~ ¢ i les propietats transitiva i simétrica ens diuen que tot element
relacionat amb a estd també relacionat amb ¢ i viceversa. Es a dir, [a] = [d].

Una particid de A és una série de subconjunts de A tals que tot.a € A és
en un i només en un d’aquests subconjunts. Una classificacid dels elements
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16 M. CASTELLET, I. LLERENA

enters, haurem de fixar amb quin criteri ho fem. Si ho fem per la paritat,
considerarem dos enters a la mateixa classe si tots dos sén parells o tots dos
s6n senars. El que hem fet no és sind donar una relacié d’equivaléncia.

El conjunt de les classes d’equivaléncia es diu conjunt quocient i es denota

per A/~.

1.5 Els anells Z/(m)

Volem ara definir unes operacions a Z/(m) que facin el paper que feien la suma i
el producte a Z . La manera més natural és definir

la] + B =[a+b]  [a]-[b] = [ab].

Hi ha un problema, perd. Considerem uns altres representants de les classes [q] i
[8]: siguin {a1] = [a], [b1] = [4]. Les mateixes definicions donen-{a;]+[6,] = {a1+b4],

{a1] - [81] = [a1b1]. Les classes [a1 + b1], [@181] que ara obtenim, coincideixen amb
les classes [a + 8], [ab] obtingudes abans? En altres paraules, la suma i el producte
definits, depenen dels representants escollits? La resposta és no; en efecte,

(w]=[a] = ai=a+m ag+by=a+bt+m = [a1+b]=[a+3
= [b] = b=b+m a1by = ab+m = [albl] = [ab]

Un conjunt A amb dues operacions (a + b, a - b) és un anell si compleix
e Propietats de + :

— Associativa: (a+b)+c=a+(b+c) Ve,bc€eA
— Commutativa: a+b=b+a Va,bec A

~ Existeix un element, que anomenarem zero 1 escriurem 0, tal que
a+0=0+a=a Va€c 4

~ Per a cada @ € A hi ha un element, que anomenarem l’oposat de a i
denotarem —a, tal que a +{—a) =90

¢ Propietat de - :
— Associativa: (a-d)-c=a-(b:¢) Va,bc€c A
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DIVISIBILITAT EN ELS NOMBRES ENTERS 17

Si, a més a més, es compleix que l'operacié - és commutativa (a-b = b- a, per a
tot a,b € A) es diu que A és un anell commutatiu . Si existeix un element e € A
tal que a-e =e-a = a, per a tot a € A, es diu que A té unitat . L’element e es
diu la unitat de A i generalment es designa per 1. Un element a™! € A tal que
a-a”l=a"! a=1esdiuun invers de a.

Observem que en un anell a-0 = 0:-a = 0 per a tot a. En efecte, a -0 =
a(0+0)=a-0+a-0. Per tant, sumant —(a-0) als dos costats, obtenim 0 = a - 0.
Resulta doncs que en un anell A el 0 no pot tenir mai invers. Un anell commutatiu
amb unitat, en qué tot element no zero té invers, es diu un cos. Z és un anell
commutatiu amb unitat. El conjunt de racionals Q , el conjunt de reals R 1 el
conjunt de complexos C sén un cos.

Z/(m) és un anell commutatiu amb unitat, [1]. Z/(m) té, pero, propietats que
no tenia Z . Per exemple, el producte de dos elements diferents de [0] pot ser
[0]. Aixi a Z/(8), [2] - [3] = [0]. Aquests elements es diven divisors de zero . Per
altra banda hi ha elements que tenen invers. Per exemple, a Z/(8), [3]- (3] = [1].
Observem que, en un anell, si un element és divisor de zero no pot tenir invers.
En efecte, sigui a-b = 0 amb a # 01 b # 0. Si existeix I'invers de a, resulta
b=1.b=(a"t-a)-b=a"?-(a-b)=a"1 -0=0, en contra del que hem suposat.

Proposicié 5.1 Si m.c.d.(a,m) = 1, [a] té un invers ¢ Z/(m). Sim.c.d.(a,m) =
d # £1,4m, [a] és un divisor de zero a Z/(m).

DEMOSTRACIO: Sim.c.d.(a,m) = 1 podem posar 1 = ar +ms. D’on [1] = [ar] =
[a][r] i [r] és invers de [a]. Sid =m.c.d.(a,m) posem a = d-a', m = d-m'. Llavors
am' = a'm € [0], don [a][m'] = [0] i [m'] # 0, ja que 0 < m' < |m|.O

.Corol-lari 5.2 L’anell Z/(p) és un cos si i només si p és primer.
DEMOSTRACIO:  Si p és primer, (5.1) ens diu que Z/(p) és un cos. Si Z/(p) és un

cos, 1o pot tenir divisors de zero (veure 'observacié feta abans de (5.1) ). Aleshores
(5.1) ens diu que p ha d’ésser primer. O

1.6 Equacions diofantiques lineals

El nostre objectiu en aquest apartat és estudiar les solucions enteres de ’equacid
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18 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exercici:
Demostreu aquesta proposicid.

Suposem, doncs, que az + by = ¢ té solucié. Dividint per d = m.c.d.(a,b) obtenim
una equacié amb les mateixes solucions, a’z+ 8y = ¢/, en la qual m.c.d.{a’,b') = 1.
Multipliquem la identitat de Bézout 1 = a'r + ¥'s per ¢':

¢ =a're +bsc.

z=rc, y=sc és doncs una solucié de 'equacié a'z + b'y = ¢'.
Per altra banda, restant dues de les expressions anteriors obtenim

d(z—re)+b(y—sc)=0.
Pel Teorema d’Euclides (3.1)
a|y—sc i bz ~rc.
Bs a dir, existeixen ¢ i u tals que

s¢' + ta'
re' +ub'.

i

y
z

]

Substituint a 1’equacié inicial
d=dr+by=adarcd +adub +¥sc’ +btad =c +a'b(u+t),

ja que r¢', s¢’ és una solucié. Per tant, u + ¢t = 0. La solucié general de ’equacié
donada és, doncs,

re' —tb

sc' +ta'.

< 8
[

1.7 Nota historica

L’aritmetica, que s’inicia amb els babilonics cap a ’any 2000 a. C. i es desen-
volupa entre els anys 600 i 300 a. C. a les escoles gregues de Pitagores, Euclides
i Diofant, és avui encara una branca d’intensa i atractiva activitat investigadora.

Les provietats dels nom i prani-

hres enters i les relacions entre ells els concentes o _
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DIVISIBILITAT EN ELS NOMBRES ENTERS 19

fou qui es planteja resoldre la majoria de problemes aritmétics donant alguns cri-
teris, demostrant teoremes, establint conjectures i assegurant haver demostrat un
resultat (conegut ara com el darrer teorema de Fermat) que, malgrat els esforgos
dels més il-lustres matematics, encara resta com una qiiestié oberta: l’equacié
2" +y™ = 2™ amb z, y, z enters i n > 2, no té cap solucié no trivial. Es el gran
repte (o la gran espina) que tenen els investigadors en teoria de nombres. Sense
passar per alt la contribucié de Leonhard Euler (1707-1783) que, entre altres, va
demostrar el 1736 el petit teorema de Fermat: a? = a(p), p primer, i la de Carl
Friedrich Gauss (1777-1855), que a les seves Disquisitiones Arithmeticae va sis-
tematitzar les congruéncies i en desenvolupd la teoria tal com ho fem avui, convé
esmentar Ernst Eduard Kummer (1810-1893), Julius Wilhelm Richard Dedekind
(1831-1916) i Leopold Kronecker (1823-1891), els quals, en llurs treballs sobre
nombres algebraics, utilitzen ja els conceptes d’anell, ideal i cos, encara que les
teories abstractes no s’han desenvolupat fins el segle 20.

1.8 Exercicis

1. Calculeu m.c.d.(28n + 5,35n +2) pera tot n > 1.

2. Proveu que a la successié de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8 13, ... (a, =
@n—1 + an—2) dos termes consecutius sén sempre primers entre ells.

3. Demostreu que si p és primer (p — 1)l = —1(p) (congruéncia de Wilson).

4. Demostreu que si p és primer o® = a (p) per a tot a (petit teorema de Fermat).

5. Calculeu 2001291 mddud 17.

6. Demostreu els criteris de divisibilitat per 3, 4, 5, 9, 11, 131 19.

7. Resoleu les equacions diofantiques 111z 4 36y = 15, 10z + 26y = 1224,

6z + 10y = 20, 6z + 10y = 3.

8. En unailla deserta —només habitada per un mono i molts cocoters— arriben
cinc naufregs; recullen tants cocos com poden i es posen a descansar. A mitja
nit, un mariner desconflat, temerds que els altres es despertin i es mengin

 algun coco, es lleva, fa cinc parts iguals del total de cocos, separa la seva part
" i deixa la resta; pero li ha sobrat un coco que déna al mono. Al cap d’una
hora un segon mariner ¢ la mateixa pensada: fa cinc parts iguals del total de

cocos {dels aue aneden és clarh se’n onarda nna part deixa la regta i déng
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1.9

16.

17.

18.
19.

Cﬂftﬂ (e

L'Oliana Molls treballa quatre dies seguits i en descansa un. La Betty en
treballa dos i en descansa un. Només es veuen els dies de lluna plena (un
de cada vint-i-vuit dies). La Betty va tenir liure ahir, ’Oliana el tindrd
dema passat i fa deu dies que era lluna plena. Quants dies falten perque es
vegin? Quants dies lHures comuns hauran perdut mentrestant per falta de
lluna plena? (TV3, 1986).
a) Trobeu les solucions de Pequacié lineal 6z = 14 (16) , i de Pequacié de
segon grau 2 — 3z — 3 = 0 (7).
b) Estudieu, en general, la resolucié de az = b (m), az? + bz + ¢ = 0(p)
amb p primer.
(Teorema xinés de la resta) Demostreu que si {m,n) = 1 les equacions
z=a(m)iz=b(n) tenen una tnica solucié modul mn.
Determineu els @ € Z/(8) tals que el sistema Tz + 5y = 2, 5z + ay = 16 té
solucié a Z/(8).
a) Demostreu que si (g,n) = (b,n) = 1 Pequacid az + by = ¢ té exactament
n solucions a Z/(n).
b) Trobeu les solucions de 3z +4y =1a Z/(7)ide 3z + Ty =2 a Z/(8).
Demostreu que en qualsevol solucié entera z,y,z de Pequacié z% + y% = 2
(terna pitagorica),

2

a) z,y oz és multiple de 5
b) z o y és multiple de 3
¢) z o y és miltiple de 4.

Demostreu que les iniques relacions d’equivalencia a Z compatibles amb la
suma i el producte sén les congrueéncies.

Exercicis de programar

Calcul del maxim comi divisor i del minim comd multiple de dos nombres
enters. (Indicacid: utilitzeu les proposicions 1.2.1 1 1.3.2).

Resolucié de Vequacié diofantica az + by = c¢. (Indicacié: utilitzen com a
subrutina I’exercici 1.16 i seguiu el procés de I'apartat 1.6).

Factoritzacié d’un nombre enter en producte de primers.

Construccié de la taula dels nombres primers més petits que 100.000. (Indi-
cacid: aneu guardant els primers més petits o iguals que 313 en una variable
dimensionada. Aix{ els tindreu disponibles per anar fent les successives divi-
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Capitol II

Divisibilitat a 1’anell de polinomis

II.1 Definicié de 1’anell de polinomis

Sigui K un cos commutatiu. Recordem que aixd vol dir que en el conjunt K hi
ha definides dues operacions, que normalment anomenarem suma (+) i producte
(), amb unes propietats que hem explicitat a (1.5). Tots els cossos que utilitzarem

en aquest curs seran commutatius, és a dir, compliran ¢ -b = b - a per a tot
parell d’elements a,b € K. Per aixo direm simplement “cos” per indicar un cos
commutatiu.

Una successid d’elements de K és una aplicacid
{0,1,2,...} — K.

Si indiquem per a,, la imatge de n , esta clar que la successié queda determinada
donant
(GO, A15.00yCQny.- ‘)7

que denotarem abreviadament per (a,).

Un polinomi amb coeficients a K és una successié (a,) amb a; = 0 per a tot ¢
Hevat d’un nombre finit. Si a,, # 0 perd a; = 0 per a tot ¢ > m direm que m és
el graw del polinomi (a,): m = gr(a,). Els a; es diuen els coeficients del polinomi

(an)-

Observacions:
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22 M. CASTELLET, I. LLERENA

Designarem per K[z] el conjunt de polinomis amb coeficients a K. El perque
d’aquesta notacié quedara clar més endavant. Definim dues operacions a K[z] de
la seglient manera:

(ao,al,...,an,...)—{—(bo,bl,...,bn,... = (d0+b0,a1+b1,...,an+bn,...)

)
(ao,al,...,an,...) . (60761""611)"') = (aobo,aobl +(llbo,...,cn,...)

on ¢, = Ei+]~:n a; - bj.
Amb aquestes operacions K[z] és un anell commutatiu amb unitat. El zero
d’aquest anell és (0) = (0,0,...) i la unitat (1,0,...). Es compleix també que si

(an) #(0) ,(b) # (0),

grl(an) + (ba)] < max[gr(an), gr(bn)]
grl(an) - (b)) = gr(an) + gr(bn).

La segona igualtat té com a consequeéncies interessants:
¢ (an) - (bn) = (0) = (an) = (0) o (bn) = (0).
® (an) (bn) = (an) - (cn) # 0 = (bn) = (¢n)-
e els tnics elements invertibles de K[z] s6n els de grau 0. (Demostreu-ho).
Definim ara una nova operacié; si a € K i (a,) € Kz],
a-(ao,a1,0az,...) = (adgg,ad4,...,aa,,...).
Aixo ens permet escriure
(an) = ao-(1,0,.. )+a1-(0,1,0.. ) +az(0,0,1,0,.. )+ +an(0,...,0,1,0.. )b --
Aquesta suma és sempre finita. A més a més,
(0,0,1,0,...)= 0,1,0,...)-(0,1,0,...)
(0,0,0,1,0,...)=  (0,0,1,0,...)-(0,1,0,...)

0.0.2.01.0.. V= (0."21.0 ”\..m 1.0
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂft& it _

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doct
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



DIVISIBILITAT A I’ANELL DE POLINOMIS 23

que conserva les operacions, és a dir:

a+b— (a+5,0,...) = (a,0,...) + (5,0,...)
abr—  (ab,0,...) = (a,0,...) - (b,0,...).
El conjunt {(e,0,...) | @ € K} dels polinomis de grau 0 juntament amb el (0) esta
doncs en correspondéncia bijectiva amb K i es comporta igual que K respectie a la
suma i al producte. Aixd justifica que designem («,0,...) simplement per a. En
particular (1,0,...) =11 {a,0,...) = aq.
Amb aquesta notacié

(an):ao taz+azi+... Faz"+...

o abreviadament a(z), que motiva la notacié usual i I’expressié K|z]|.

I1.2 Divisi6 entera i ideals a K|z]

Aneu comparant aquest apartat amb el {I.1). Fixeu-vos especialment que el paper
del valor absolut'a Z aqui, a K|z], el juga el grau d’un polinomi.

Teorema 2.1 (de la divisié entera) Donats dos polinomis a(z) i b(z) diferents
de zero de K|z|, existeizen dos inics polinomis ¢(z) i r(z) tals que

a(z) = b(c) - ¢(<) + r(2)

amb r(z) =0 o grriz) < grb(z).
g(z) i r(z) es diuen el quocient ¢ la resta de la divisid entera de a(z) per b(z).

DEMOSTRACIO: Veurem primer que existeixen ¢(z) i (z).
Siguin

a(z) =ay+az+...+a,2", a, #0

bz) =by +bz+ ...+ b,z™, b, #0.

Si n < m aleshores a(z) = b(z) - 0 + a(z).
Sin > m aleshores

alz) — b(7) . /-g"—'r"_'"\ —r. (7
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24 M. CASTELLET, I. LLERENA

ir(z) = r ().
Sin, > m,siguir (z) =c, +... + ¢, T

r(z) — b(z) (%;«m) =1, (2)

m

és zero o té grau n, < n;.
Substituint més amunt obtenim

a(z) = b(z) (f‘iz"-m + %zn,-m> +ra(2).

bm m

Si rp(z) = 0 0 ny < m, aquesta expressié ens déna un quocient i una resta. Si
n, > m tornem a repetir el procés restant a r,(z) un miltiple convenient de 5(z).
Després d’un nombre finit de passos obtindrem

Qn

a(z) = b(z) <b " ™+ %12:'““”‘ + ) + e (z)

amb 7, (z) =00 grri(z) < m.
Vegem ara que ¢{z} i r(z) sdn dnics. Si

a(z) = b(z) - q(z) +r(z)
a(z) = b(z) - q:(z) +r(z),

aleshores b(z) - [¢{z) — ¢:(z)] = ri(z) ~ r(z). Aqui tenim r,(z) — r(z) = 0 o
grlri (z) — r(z)] < m i també g(z) — ¢, (z) = 0 0 gr [b(z) - [g(z) — &: (z)]] = m.
Les segones possibilitats sén incompatibles. Per tant, tindrem r, (z) = r(z) i

a(z) =q(2). O
Si la resta de la divisié entera de a{z) per b(z) és 0, es diu que a(z) és un

midltiple de b(z) (i escriurem a(z) = b(z)), o que b(z) és un divisor de a(z) (i
escriurem b(z) | a(z) ). Indicarem per

(b(=))

el conjunt dels miltiples de b{z).
Observem que {b(z)) compleix les dues propietats segiients:

e és tancat per la suma (és a dir, a(z), ¢(z) € (b(z)) = a(z) + ¢(z) € (b(z))
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DIVISIBILITAT A I’ANELL DE POLINOMIS 25

(b(z)) és, doncs, un ideal. La proposicié segiient ens diu que tots els ideals de K|z]
sén d’aquest tipus.

Proposicié 2.2 i I és un ideal de K|[z| , ezisteiz sempre un polinomi b(z) tal que

(b(z)) =1

DEMOSTRACIO: Pot ser que I = {0}. Aleshores I = (0). Si I conté algun polinomi
diferent del zero, escollim-ne un de grau minim: 5(z) € I. La condicié 2 d’ideal ens

diu que (d(z)} C I. Per altra banda, donat a(z) € I podem fer la divisi6 entera per
b(z):

a(z) = b(z) - g(2) + r(z).

r{z) és suma de dos polinomis de I: r(z) = a(z)+b(z) - [—g¢(z)] i per tant r(z) € I.
Sir(z) # 0, tindriem un polinomi a I de grau més petit que el grau de o(z),
cosa que és impossible. Cal dones que r(z) =01 a(z) = b(z) - ¢(z) € (b(z)).
Aixd vol dir que també I C (b(x)), i per tant I = (b(z)). O

Observacié:
o (b(z))=(k-b(z))amb0#kec K.
e Si{a(z)) = (b(z)), aleshores a(z) = k-b(z) amb k € K. (Demostreu-ho).
¢ (a(z)) C (b(z)) & b(z) | a(z).

I1.3 Minim comd mailtiple 1 maxim comi divisor

La interseccio
(ax(z)) N (az(2)) N ... N (an(z))

és el conjunt de multiples comuns de tots els polinomis ai(z),...,an(z). Aquest
conjunt compleix les dues condicions d’ideal i per (2.2) (a1(z)) N ... N (ax{z)) =
(m(z)) per a un cert m(z). El polinomi m(z) estd caracteritzat per les dues propi-

etats
o m(z) és muiltiple comd de al(m), ooy an(z).
¢ qualsevol altre polinomi miltiple comd de ai(z),...,a,(x) és miltiple de
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26 M. CASTELLET, I. LLERENA

Atencid!:

Observem que k- m(z) (on 0 # k € K) és també minim comd miltiple de
ai(z),...,an(z).

Considerem ara la unié: (¢1(z))U...U (an(z)). Aquest conjunt no és en general
un ideal. Considerem el més petit dels ideals que contenen (ai(z)) U... U (an(z)).
Aquest ha de contenir totes les sumes de mdltiples de a;(z),...,an(z). Amb aixd
ja n’hi ha prou, ja que

{ai(z) er(z) + ...+ an(z) cu(2) | c1(@), .. ., cnlz) € K[z]}

és ja un ideal de K[z] que designarem per

(a1(z),. .., an(®)) = {a1(z) -e1(2) + ... + an(z) - ca(z) | e1), ..., cn(z) € Kz]}.

Per (2.2), (a1(z), ..., ax{z)) = (d(z)) per a un polinomi d(z) convenient. d(z) esta
caracterizat per

o d(z) és un divisor comi de a1(z),...,a,(x), ja que
ai(z) =a(z)-0+...+ai(z) - 1+...+as(z)-0 € (d(z)).
o Tot divisor comi de ai(z),...,an(z), D(z), divideix d(z). En efecte, D(z) |

ai{(z) perai=1,...,n = (a;(z)) C (D(z)) perai=1,...,n = (d(z)) =
(ar(z),...,an(2)) C (D(z)); és a dir, D(z) | d(z).

Diremn que d(z) és el mazim comd divisor de ai{z),. .., an(z):

d(z) = m.c.d.[a1(z),...,a(z)].

Observacions:
1. Si0# ke K, k-d(z) és també m.c.d.[a;(z),...,a.(z)].
2. d(z) = ailz) - ri{z) + ... + ax(z) - ralz).

La segiient proposicié ens proporciona un métode practic de calcular el maxim
com divisor.
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DIVISIBILITAT A L’ANELL DE POLINOMIS 27

Apliquem ara aquesta proposicié fins que la resta obtinguda sigui 0:

a(z) = b(z) - ¢(z) + r(z) (a(z),d(z)) = (b(z), r(z))
b(z) =r(z) - q(z) + ri(z) - (B(z),r(2)) = (r(z),m1(z))
ri1(z) = 74(2) - giy1(2) + ripa(z) (ri—1(z),ri(2)) = (ri(z), riza(z))

ri(z) =rig1(z) - gig2(2) + 0 (ri(z),rit1(2)) = (ri41(2), 0) = (ri41(2))-

Observem que grb(z) > grr(z) > grri(z) > ... i, per tant, sempre arriba un
moment en que la resta és 0. Tenim doncs

(a(z), b(z)) = (rix1(2)),

és a dir, 7;11(z) = m.c.d.(a(z), b(z)).
Aquest metode de trobar el m.c.d. es coneix com algorisme d’Euclides.

Exercicis:
e m.cd. (a1(z),...,an(7)) =m.c.d. (m.c.d.(a:1(z),-..,an-1(2)), an(z)).
e mem. (ay(z),...,an(z)) = mem. (m.em(ai(z),...,an1(x)), an(z)).

o Sid(z) = m.c.d.(a(z),b(z)) trobeu polinomis r(z), s(z) tals que
d(z) = a(z) - r(z) + b(z) - s(z).

L’algorisme d’Euclides, juntament amb el fet que el producte del m.c.m. i el
m.c.d. de dos polinomis coincideix amb el producte dels polinomis llevat de factors
de K (veure apartat 4), ens déna també una manera de calcular el m.c.m.

I1.4 Polinomis irreductibles i polinomis primers entre ells

Dos polinomis a(z), b(z) sén primers entre ells quan m.c.d.(a(z), b(z)) = 1.
Exemples:
1. me.d.(z? —1,2% + z — 6) = 1. Observem que

1 =r7~2+7~_m(11-¢_3\+rq~2_1\(1+.1_»f\
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28 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO:  Sim.c.d.(a(z),b(z)) =1,
1=a(z)-r(z)+ b(z) - s(z),
d’on
c(z) = a(z) - c(x) - r(z) + b(z) - c(z) - s(z).

a{z) divideix els dos sumands i, per tant, a(z) | ¢(z). O

Proposicié 4.2 Si m(z) = m.cm.(a(z),b(z)) i d(z) = m.c.d.(a(z), b(z)), lavors
m{z)-d(z) =k a(z) - b(z) amb k € K.

DEMOSTRACIO: Si a(z) = d(z) - r(z) i b(z) = d(z) - s(z) n’hi ha prou amb veure
que d(z)-r(z)-s(z) és un m.c.m.(a(z), b(xz)). d(z)-r(z)- s(z) és clarament miltiple
de a(z) 1 de b(z). Si M(z) és també un multiple com,

M(z) = a(z) - ¢(2) = b(z) - h(z);

és a dir, d(z) - r(z) - c(z) = d(z) - s(z) - h(z).
Tenim doncs r(z) - ¢(z) = s(z) - h(z), i per tant r(z) | s(z) - h(z). Com que
(r(z),s(z)) =1, (4.1) ens diu que r(z) | h(z); posem A(z) = r(z) - t(z). Aleshores,

M(z) = bz) - h(z) = d(z) - s(z) - r(2) - t(2);
és a dir, M(z) és un miltiple de d(z)- s(z) - r(z). O

Un polinomi p(z) de grau diferent de zero es diu irreductible o primer si els seus
{nics divisors sén k, k- p(z) amb k € K.

Proposicié 4.3 Tot polinomi a(z) # 0 de grau > 0 és producte de polinomis
irreductibles.

DEMOSTRACIO: Si a(z) és primer, el resultat és cert. En cas contrari, sigul pi(z)
un divisor de grau minim entre els de a(z). Aleshores pi(z) és primer (ja que tots
els seus divisors ho sén també de a{z)). Posem a(z) = pi1(z) - ai1(z). Si ai(z) no és
primer, considerem un dels seus divisors, pa(z), de grau minim.
pa(z) és primer 1
a(2) = p2(2) - pa(2) - 22

Observem que gra(z) > grai(z) > graz(z) > ... Arribara un moment, doncs, en

que
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DIVISIBILITAT A L’ANELL DE POLINOMIS 29

Proposicié 4.4 5i

pi(z) - palz) = q1(2) - gm()
i tots els factors sén polinomis irreductibles, llavors n = m i els polinomis {p;(z)}
s6n els mateizos que els {q;(z)} levat de factors del cos K.

DEMOSTRACIO:  Procedim per induccié sobre n. Si n = 1, clarament m = 11
pi(z) = qi(z).
Suposem ara que el resultat és cert sempre que n < r — 1. Donada Pexpressié

pi(z)---pr(2) = q1(2) - - gm(2),
tenim que p,(z) divideix
71(2)(q2(2) -+ gm())-
Si pr(2) no coincideix amb ¢;(z) (llevat de factors de /), aleshores és primer amb
ell i, per tant, p.(z) divideix g2(z)- - - gm(z)-

Repetint el raonament arribarem a un g;(z) que serd igual a pr(z) llevat d’un
factor de K; pr(z) = ¢j(z) -k, 0 # k € K. Suprimint aquest factor comd tenim

pi(a) - pre1(z) = @1(2) - gj—1(2) - (k7 gj1a(2)) - - - gm(z)

i podem aplicar la hipdtesi d’induccié per deduir que també

pi(z),. .., prea(z)

coincideixen amb els g;(¢) restants (llevat de factors de K) i, en particular, que
r—l=m-—-1,donr=m. O

11.5 Zeros d’un polinomi

Sia(z) = as+a1z+...4+a,z™ és un polinomi de Klz] i k € K, anomenarem valor
de a(z) a k

a(lk) =ag+ a1k + ... + a,k™ € K.
Observem que el valor de a(z) + b(z) a k és a(k) + b(k), i €l valor de a(z) - b(z) a
k és a(k) - b(k).

Si a(k) = 0 direm que k és un zero o una arrel de a(z).

Proposicié 5.1 k és un zero del polinomi a(z) # 0 st i només si a(x) és divisible
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30 M. CASTELLET, . LLERENA

Aleshores, 0 = a(k) = r 1 per tant z — k divideix a(z).0

Direm que k € K és un zero de multiplicitat p del polinomi a(z) € K(z] si
a(z) = (z — k)Pb(z) 1 b(k) # 0; és a dir, si a(z) és divisible per (z — k)? perd no ho
és per (z — k)PTL.

Corol-lari 5.2 Si gra(z) = n, la suma de les multiplicitats dels zeros de a(z) és
<nD

Pot ser que dos polinomis diferents a(z) # b(z) prenguin el mateix valor sobre
tots els k € K7 Tindrfem aleshores un polinomi a(z) — b(z) # 0 tots els k € K del
qual serien zeros. (5.2) ens diu que si K té prou elements ( > gr(a(z) — b(z))) aixod
no és possible. En particular:

Proposicié 8.3 $1 K és infinit i a(k) = b(k) per a totk € K, llavors a(z) = b(z).0

Exemple:
Considerem els polinomis a(z) = ¢ —21 b(z) = 2®—2 amb coeficients a Z/(3).
Com a polinomis, a(z) # b(x); ara bé, a(0) = —2 = b(0), a(1) = -1 = (1),
a(2) =0 = b(2).

Acabarem aquest apartat donant un criteri molt senzill per a trobar els zeros
racionals d'un polinomi de Q[z]. Considerem

a(z) =ag + a1z + ...+ anz”
amb
ag,. .. 0, € Q.

Podem sempre trobar un enter m # 0 tal que may,...,ma, € Z. El polinomi

ma(z) té els mateixos zeros que a(z) 1 els coeficients enters. El problema queda

reduit, doncs, a trobar els zeros racionals d’un polinomi amb coeficients enters.
Considerem, doncs,

blz) =bo+biz+ ...+ byz"

amb
bo,...,b, € Z.

Sigui p/q un zero de b(z) amb p,q primers entre ells. De

bo+ b2+ ...+ b2 =0 ) )
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta 0

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE| <
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

 p—

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docum
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, ¢
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero h:




DIVISIBILITAT A L’ANELL DE POLINOMIS 31

Proposicié 5.4 S5ip/q, amb p, q¢ primers entre ells, és un zero del polinoms
blz) =bo+ bz + ...+ bpz™ € Z[z],
aleshores p | by i q | by.O
Corol-lari 3.5 Si k € Z és un zero de
bo + biz +...bpz™ € Z[z],

aleshores k | by.00

I1.6 Polinomis irreductibles de R|z]
L’estudi dels polinomis irreductibles a R[z] 1 a C[z] es basa en el seglient teorema:

Teorema 6.1 (fonamental de I’Algebra) Tot polinomi de grau > 1 amb coefi-
cients complezos té un zero.

No donarem la demostracié d’aquest teorema, que va més enlla de 'objectiu del
llibre. Pero si que en farem alguns comentaris i en traurem conseqiiéncies. Primer
de tot diguem que, malgrat el seu nom, no es tracta d’un teorema “algebraic” sind
d’un teorema “topologic”; en altres paraules, aquest teorema és conseqlencia de
les propietats de completitud de C (i de R) i no de les propietats de les seves
operacions. Observem també que del teorema es dedueix que tot polinomi de Clz]
de grau > 1 és producte de factors lineals (de grau 1) i, per tant,

Corollari 6.2 Els polinomis irreductibles de Clz] sén els de grau 1.

Aquest corollari déna, de fet, un altre enunciat del teorema, ja que si o + Sz
és un factor lineal del polinomi a(z), a(z) té el zero —a/f.

Estudiarem ara els polinomis irreductibles de R[z]. Tot polinomi real a(z) =
apg + a1z + ... + apz™ pot considerar-se també com un polinomi amb coeficients
complexos. En general, si a(z) = ap + a1z + ... + anz™ és de C[z] indicarem per
a(z)

g+ a1z + ...+ apz™.
Siz=a+bi € C, z=a—bi indica el seu conjugat. Aleshores a(z) té coeficients

.. 3 .
Y‘F‘Q]Q <1 Y Ny £9 81
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32 M. CASTELLET, I. LLERENA

Quan a{z) té coeficients reals, resulta que sempre que z sigui un zero, Z també
ho és. Aleshores, 0 bé z = z, és a dir, z és un zero real de a(z), o bé z # z i a(z)
és divisible per
(z—2)(z—2) =2 — (2 + 2)z + 23,

que és un polinomi amb coeficients reals. A més a més, z° — (z + 2)z + 2Z és
irreductible a R|z], ja que en cas contrari tindria un divisor de primer grau i per
tant un zero real.

Aix{ doncs els polinomis irreductibles de R{z| sén de grau < 2.

Nota:

A Danell Q[z] es poden trobar polinomis irreductibles de grau tan gran com
es vulgui.

II.7 Els anells K|z]/(m(z))

. Sigui m{z) un polinomi de K|[z|. Direm que dos polinomis a(z) i b(z) sén congruents
médul m(z) st a{z) —b(z) € (m(z)). Aixd equival a dir que les restes de les divisions
enteres de a{z) i'b(z) per m(z) sén iguals (compareu amb 1.4). Escriurem aleshores

a{z) = b(z) (m(z)).

Aquesta relacié és clarament d’equivaléncia. Designem per [a{z)] la classe d’equi-
valéncia de a(z), és a dir, el conjunt de polinomis congruents amb ¢(z) mddul
m(z).

El conjunt d’aquestes classes d’equivaléncia el denotarem per

Klz]/(m(z))

i en direm quocient de K|z] per (m{z)). Observem que hi ha tantes classes d’e-
quivaléncia com restes possibles en les divisions enteres per m(z). Aquestes restes
sén precisament els polinomis de grau més petit que el grau de m(z). En altres
paraules, a cada classe d’equivaléncia hi ha un i només un polinomi de grau més
petit que el de m(z).

En el conjunt K{z]/{m{z)) podem definir dues operacions, suma:

la(2)] + [b6(=)] = [a(=) + b(<)],

i producte:

la{z)] - [b{z)] = [a{z} - b{=}].
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DIVISIBILITAT A L’ANELL DE POLINOMIS 33

La comprovacié es fa exactament igual que en el cas de les classes de restes a Z
(L5).

K|z]/(m(z)) té, amb aquestes operacions, I’estructura d’un anell commutatiu
amb unitat; ara bé, aquest anell posseeix algunes propietats que no tenia K[z]. Per
exemple,

Proposicié 7.1 Si (a(z),m(z)) = (1), [e(z)] t€ un invers a K[z]/(m(z)).
Si (a(z), m(z)) = (d(z)) ambd grd(z) > 1, [a(z)] és un divisor de 0 a K[z]/(m(z)).

La demostracié és analoga a la de 1.5.1.0
En particular:

Corol'lari 7.2 8i p(z) € K|z| és irreductible, K|z]/(p{z)) és un cos.00

Sigrp(z) > 1,
K — Klz]/(p(z))
k — [k
és injectiva i conserva la suma i el producte. Aquest fet justifica que denotem els
elements |k] simplement per & i el subconjunt de K[z]|/(p(z)) imatge de Paplicacié
per la lletra K. Amb aquesta notacié escriurem

K c Klz]/(p(<).

3

‘Quan p(z) és irreductible obtenim, doncs, un cos K{z]/{p(x)) que “conté” K.
Tot polinomi a{z) amb coeficients a K pot considerar-se també com un polinomi
amb coeficients a K|z]/{p(z)). En particular, el polinomi

plz) =po+prz+ ...+ poz”

pot considerar-se amb coeficients a K{z]/(p(z)).
Tenim, aleshores, que si posem « = [z] € K|[z]/(p(z))

p(a) =p(z]) =po + pulz]+ ...+ palz"] = [po + P12+ ...+ poz”] = [0];

és a dir, el polinomi p(z), que era irreductible a K|z], té un zero (i, per tant, té un
divisor lineal) a K[z|/(p(z)).
El cos K|z]/(p(z)) es denota per K(a) i es diu una eztensid algebraica de K.

Exemple:
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34 M. CASTELLET, I. LLERENA

i el producte
la + bz) - [c + dz] = [ac + (ad + be)x + bdz?] = [(ac — bd) + (ad + be)x).

Aleshores, si “identifiquem” cada a € R amb [a] € Riz]/(z? + 1) i denotem
[z] per i, obtenim que els elements del quocient sén de la forma

la+bz]=a+bz]=a+ b,
i amb aquesta notacié
=2 =[-1]=-1
1 les dues operacions s’expressen aixi:

(a+b)+(c+di)= (a+c)+(b+d)i
(a+bi)-(c+di)= (ac—bd)+ (ad+ be)i.

Existeix, doncs, una correspondéncia bijectiva entre el cos Rz)/(z? + 1)
i el cos C dels nombres complexos, que conserva les operacions. Podem dir,
doncs, que el cos R[z]/(z% + 1) no és altra cosa que el cos C dels nombres
complexos. Amb més precisié, es diu que Rfz]/(z% + 1) i C sén dos cossos
150MOTSS.

Exemple:

Considerem
Q[z)/(z* - 2) = K;

22— 2 és irreductible a Q[z] i, per tant, K és un cos que conté Q. Tot element
de Q té un representant (i només un) de primer grau az + b.

Les dues operacions sén

[az + 8] + {cz + d]
laz + 8] - [cz + d]

[(a+ )z + (b + d)]
lacz? + (ad + bc)z + bd] = [(ad + be)z + 2ac + bd].
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DIVISIBILITAT A L’ANELL DE POLINOMIS 35

I1.8 Nota historica

El simbolisme emprat en els polinomis i equacions s’ha anat elaborant al llarg de la
historia i no assoli la forma actual fins a comencaments del segle 18. Sembla ésser
que els signes “+” 1 “~” foren usats per primera vegada per J. Widman el segle 16
desplacant les lletres “p” i “m”, abreviacions de “plus” i “minus”. Francois Viéte
(1540-1603), un parlamentari que dedicava el temps lliure a les matematiques,
va donar un gran impuls a 'algebra simbolica, utilitzant lletres (les primeres de
I’abecedari) per a les variables. La nostra equacié “5BA? — 2C4 + A® = D~
I’escrivia “B5 in A quadratum — C plano 2 in A + A cubum aequator D solido”
(i aixd fou un gran aveng sobre els seus predecessors). L’obra de René Descartes
(1596-1650) conté ja la notacié actual amb dues variants menors: “zz” per “z2”
i “oc” per “=". En la resolucié d’equacions, i especialment en el que fa referéncia
als apartats 5 1 6, cal esmentar Paolo Ruffini {1765-1822) i Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), el “princep de les matematiques” segons la inscripcié feta gravar pel
rei George V de Hannover, que demostra el teorema fonamental de Palgebra i en
dona quatre demostracions tot buscant-ne una purament algebraica.

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) fou el primer a observar, el 1847, que els
nombres complexos es poden considerar com classes d’equivaléncia de R[z] modul
z? + 1. Es curios que, malgrat que des de Gauss ja es treballa amb relacions
d’equivaléncia a Z 1 a K|z], passa gairebé tot el segle 19 fins que s’'introdueix
sistematicament el conjunt quocient corresponent.

Dos matematics destaquen per les seves aportacions inicials a la teoria de cossos,
considerant extensions d’un cos per una arrel d’un polinomi: Niels Henrik Abel
(1802-1829) 3 Evariste Galois (1811-1831), ambdds estudiant la resolubilitat de les
equacions de grau > 5. Tant Abel com Galois moriren molt joves i tragicament;
V'un tuberculés i en la miséria, I'altre en un duel.

I1.9 Exercicis

1. Calculeu el maxim comd divisor d(z) dels polinomis p(z) = z° — 5z® + 4z i
g(z) = 2% — 222 — 5z + 6. Troben dos polinomis a(z) i b(z) de manera que

p(z) - a(z) + ¢(z) - b(z) = d(z).
2. Sip, g€ R[z] sén tals que (p,q) = (1), demostreu que (p+¢,p- ¢) = (1).
3. Factoritzeu com a producte de polinomis irreductibles:

a) 23— 22212 4. 271 a Qlzl Rizli Clzl
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36 M. CASTELLET, I. LLERENA

8. Calculeu tots els zeros racionals de 20z% — 5622 — 332 +91 de 122° — 1724 +
Tz? — 522 — 22z — 5.

7. Determineu un polinomi p(z) de grau 5 tal que p(0) = p(1) = p(2) = p(3) =
p(4)=1
8. Descomponeu z* 4 a? € R]z] en factors irreductibles.

9. Descomponeu (z +1)* + (z — 1)* € Clz] en factors lineals.
10. Demostreu que 2+ \3/5, V24 \/3_, S+ 4+ V3 + /5 sén cada un d’ells

zero d’un polinomi de Z[z]. Determineu aquests polinomis.

11. Racionalitzeu les expressions
1 . 1
1 ——
V8~ VA+ 23 ST+ T

12. Donat el polinomi p(z) = 323 + 522 + 5z + 2,

a) Trobeu tots els zeros complexos de p(z),
b) Determineu els divisors de zero dels anells Clz]/(p(z)) 1 Rlz]/(p(z)).

13. Resoleu a Rlz]/(2? + 2z + 1) Pequacié 2% + 2z + 1/4 = 0.

14. Per a quins valors a € C l'equacié 22 + z + a = 0 a Panell A = Cl[z]/(2?) té
infinites solucions?

15. Per a cada element a € A = R[z]/(2? + z) determineu quantes solucions té
I’equacié 22 = a. Representeu ’anell 4 sobre el pla i dividiu-lo en regions
segons el nombre de solucions de ’equacié anterior.

11.10 Exercicis de programar

16. Resolucié a Z/(p) de Pequacié de segon grau
az? + bz +¢=0.
(Indicacié: utilitzeu com a subrutines accessories els exercicis 1.20 1 1.21).

17. Divisié entera de dos polinomis de Z/(p)[z]. (Indicacié: utilitzen com a
subrutina accessoria l’exercici 1.20).

Factoritzacié d'un polinomi de Z/(p)[z] en polinomis irreductibles. (Indi-

18.
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Capitol I1I

Grups

ITI.1 Definicié 1 exemples

Un grup és un conjunt G juntament amb una operacid - que compleix les propietats:
e Associativa: g-(¢'-¢")=(g9-9¢")- 9" Yg,9',9" € G.
¢ Existeix un element e, que anomenarem element neuire, tal que

g-e=g=e-g Vg € G.

e Per acada g € G hi ha un element, que anomenarem ’invers de g 1 denotarem
per ¢~ 1, tal que

g9t =e=g"""g

Si es compleix també la propietat commutativa:
g-9=9"g V9,9’ € G,

direm que el grup és commutaiiv o abelid. En aquest cas l'operacié es denota
sovint per +, 'element neutre per 0 (i es diu zero) i Pelement invers per —g (i es
diu Poposat de g).

Quan indiquem I’operacié per -, notacié multiplicativa, I’element neutre s’acos-

tirma a Adir ans i 2 escriure 1 Amh aoguesta natacid mudtinlicativa de concfiim
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38 M. CASTELLET, I. LLERENA

Els nombres racionals no nuls, Q — {0}, amb el producte formen un grup
commutatiu. El mateix val per a R —{0}. Ni Z — {0} ni N no sén grup amb
el producte.

2. Els nombres complexos C amb la suma sén un grup commutatiu. C — {0}
amb el producte és un grup commutatiu.

Sl = {7 € C||z| =1} amb el producte, és un grup commutatiu.

3. Tots els exemples anteriors sén grups commutatius. Els exemples més senzills
de grups no commutatius sorgeixen a la geometria en estudiar determinats
conjunts de moviments. Aixi, per exemple, el conjunt de moviments del pla
que deixen fix un triangle equilater estd format per tres simetries respecte a
eixos que passen per un vértex i el punt mig del costat oposat, els girs de 120°
1240° al voltant del baricentre, i la identitat o gir de 0°. En aquests exemples

geométrics operacié és la composicid: la composicié dels moviments ¢' i g
és el moviment ¢ 0 ¢y’ que resulta de fer successivament els moviments ¢’ 1 ¢.
(Atencié a l'ordre!). Aquesta operacié no és commutativa.

Aquests grups de moviments sortiran de manera natural en estudiar la geo-
metria. Ara, a ’apartat 2, ens anem a ocupar d’uns altres grups no commu-
tatius senzills: els grups de permutacions.
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GRUPS 39

La composicié de permutacions és, clarament, una permutacié. A més a més es
compleixen les propietats:

¢ Associativa: s o(por)=(cop)oT Yo, p,T.
¢ Hi ha una permutacié I tal que: col =o0=7Io00 Yo.
I és Vaplicacié identitat: I{a) = a Va € A.

e Per a tota permutacié ¢ hi ha una permutacié ¢! tal que coo™! =1 =

o~ too. 071 és l’aplicacié inversa de o.

El conjunt &4 de les permutacions de A amb la composicié és, doncs, un grup.
De la composicié en direm també producte i escriurem, a vegades, o7 per o o T.

Per simplificar la notacid considerarem d’ara endavant, si no diem el contrari,
que A = {1,...,n}. El conjunt de permutacions de {1,...,n} el designarem per
Sy Si A és qualsevol conjunt amb n elements, les propietats de 4 sén exactament
les mateixes que les de S, (veure apartat 4).

Per donar una permutacié concreta ¢, haurem de dir quines sén les imatges
de cada un dels elements 1,2,...,n. Una manera comoda de fer-ho és escrivint
aquests elements en fila i davall de cada un la seva imatge:

1 2 e n
a(l) o(2) ... oln) ]’
Proposicié 2.1 Sin > 3, S, no és commutativ.

DEMOSTRACIO: En efecte, es té
1 4...n 1
3 4...n 1
1 4...n 1
)
(15260)(s )

Pern:2,52={ (i ;),(; ?) }ésungrupcommutatiu.

Un element j es diu fir per una permutacié o si o(j) = j. Si j no ésfix, formem
la successié

LW N NN
N W oW
6N W N
= DN W
W N =N
oW N W
o e

5,0(5),0%()y .- 07(G), ..
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40 M. CASTELLET, I. LLERENA

és a dir, j hauria sortit ja.
Siguin, doncs,
3,0()s - 077(G)

diferents 1 ¢7(j) = j. Direm que la permutacié o és un cicle d’ordre r si deixa fixos
tots els elements que no apareixen en la successié anterior. Escriurem aleshores

o =(J, U(j)702(j)7" -70,7'—1(]-)).

Exemple:

ASS?
12 3 45
(2’3’1’5)“(5 3 1 4 2)‘

En el cas que la permutacié ¢ no sigui un cicle, considerem un j; no fix per o i
diferent de 7,0(5),...,0"" (7). Siguin
jl)a(jl)v ety UTl-l(jl)

diferents i 0™ (1) = j1. Un moment de reflexié ens convencerd que cap d’aquests
elements no havia sortit en la successié j,o(7),.... Repetim aquest procés tantes
vegades com sigui necessari fins a esgotar tots els elements no fixos per o. A cada
pas agafem un element j,, no fix i que no hagi sortit abans 1 formem la successié

jm’o-(]'m)’.”,a"“m“l(jm); Urm(jm) =]m

Els seus elements sén tots diferents dels que hem obtingut amb anterioritat. Su-
posem que, després de fer aquest pas, no queda ja cap altre element no fix. Aleshores
o és producte de cicles

s (s, 0™ T (Gm)) - (1,00, 0™ T GG 0(), -, 07 H()).

Observem que aquests cicles commuten entre ells, ja que afecten elements diferents.
D’aquesta forma queda demostrada la proposicié seglient:

Proposicidé 2.2 Tota permutacid és producte de cicles.[]
Els cicles d’ordre 2 es diuen transposicions.

Proposicié 2.3 Tot cicle és producte de transposicions.
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GRUPS 41

Exemples:
1 2 3 45 6 7
1. (4 175 2 6 3 ):(1,4,5,2)(3,7)=(1,4)(4,5)(5,2)(3,7)

2. I=(1,2)(1,2) = (3,4)(2,3)(1,2)(2,4)(3,2)(1,4).

La identitat I, i per tant qualsevol permutacid, es pot posar de moltes maneres
com a producte de transposicions. Anem a veure, perd, que el nombre de trans-
posicions en aquests productes té sempre la mateixa paritat.

Proposicié 2.4 La permutacid identitat no es pot posar com a producte d’un nom-
bre senar de transposicions.

DEMOSTRACIO: La demostracié que anem a fer es basa en un fet aparentment
anecddtic: si en Pexpressié del producte

P=T1G-9

onl<i<j<n, ij€{l,2,...,n}, permutem les 7, segons una transposicié,
obtenim la mateixa expressié amb signe canviat. Ho explicarem. Si o és una
permutacié de {1,2,...,n}, escritirem

oP = [[(e(7) - o(i)).

En el cas que ¢ = (h, k), h < k, quins sén els factors de P 7 Observem que
e si4,j sén diferents de bk, o(j)~o(i) =] —1;

e sii <h<k,elfactor h —: de P passa a ésser k — 1 a 0P, el factor ¥ — 7 de
P passa a ésser h —1 a o P; és a dir, I'inic canvi en aquest cas és un canvi en
la posicié dels factors;

e sih <k <j,elfactor j —h de P passa a ésser j—k a o P, el factor j—k de P
passa a ésser 7 — h a 0 P; com abans, només hi ha hagut un canvi de posicié;

e sih<i<k, elfactori—h de P passa aésseri—k a oP, el factor k—: de P
passa a ésser h —i a o P; ara, el canvi és de posicié i de signe; el signe canvia,
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42 M. CASTELLET, I. LLERENA

Suposem ara que
I=7,0...0m 07y,

on les 7; sén transposicions. Apliquem a P successivament les transposicions
T1,T2s-«+,Tn. Obtindrem (—1)"P. Per altra banda, aplicar 71,...,7, equival 2
aplicar la identitat i, per tant, el resultat ha d’ésser P. Es a dir, (~1)"P = P, d’on
resulta que n és parell. O

Corol-lari 2.5 Sioc=1,0...07 = pg0...0p; s6n dues descomposicions de la
permutacié o com @ producte de transposicions, aleshores p i q sén de la mateiza
paritat.

DEMOSTRACIO: Multiplicant els dos productes per p; a la dreta i tenint en compte
que pj 0 p; = I, obtenim

TPO...OTl Op1=pq0..,0p2.
Multipliquem a la dreta per po, ..., py successivament; obtenim
Tp©...0T10p10...0pg =1

(2.4) ens diu aleshores que p + g és parell, i, per tant, p i ¢ sén tots dos parells o
tots dos senars. O

Una permutacié es diu parella si descompon en un nombre parell de transposi-
cions; una permutacié es diu senar si descompon en un nombre senar.

El producte de transposicions parelles i senars segueix la regla dels signes: el
producte de dues permutacions parelles o de dues senars, és parell; el producte
d’una permutacié parella i una senar, és senar. Aquest fet motiva l'assignacié a
les permutacions parelles del signe “+” 1 a les permutacions senars del signe “—7.
Anomenarem aplicacid signe Paplicacié

€:8, — {+1,-1}
tal que

e(o) =+1 sio és parell,

e(0) = ~1 si o és senar.
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I11.3 Subgrups

Sigui S un subconjunt no buit d’un grup G. Si es compleix que

(1) peratot parell g¢,¢'€ S, gg' €S,

Poperacié de G déna lloc a una operaci6 a S, que anomenarem “I’operacié induida”
per la de G. Ens interessen els subconjunts S de G que compleixen (1) 1 que amb
Poperacié induida siguin un grup al seu torn. D’aquests subconjunts en direm
“subgrups”.

Suposem, doncs, que .S compleix (1) i té, per tant, una operacié induida. Aques-
ta operacié serd automaticament associativa (per ser-ho la de G); si té un element
neutre ¢’ € S,

Vge S eg=gy;

multiplicant a la dreta per l'invers de ¢ (a G), obtenim ¢' = e. Es a dir, si S té
element neutre, aquest ha d’ésser el mateix element neutre e de G. De manera
semblant es veu que si un element ¢ de S té invers per l'operacié induida a 5,
aquest ha de coincidir amb linvers ¢~! que g té a G. Per tant, les condicions que
ha de complir S per a ésser un grup sén:

s ccS.
sgeS=g"1€s.

La primera d’aquestes dues condicions és conseqiiéncia de la segona i de (1).
Hem justificat aixi la definicié segiient de subgrup:
Un subconjunt S, no buit, d'un grup G direm que és un subgrup de G, si compleix

L.ggeS=gg €S,
2.geS=g"1€es.
De fet aquestes dues condicions es poden sintetitzar en una:

Proposicié 3.1 Un subconjunt S # @ d’un grup G és un subgrup de G si 1 només
3t compleiz
gd,geS=>4¢9g1eS.

DEMOSTRACIO: Si S és subgrup,
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Exemples:
1. 8t = {z € C||z| = 1} és un subgrup de C — {0} amb el producte.

2. Z amb + és un grup. Si S és un subgrup de Z ,la primera condicié de la
definicié de subgrup ens diu que si a¢,b € S, aleshores a +6c€ 5. Sia € Si
n € Z, aleshores na és 0 o suma d’unes quantes ¢ o suma d’unes quantes —a.
En tots els casos, na € S. Aix{ doncs, S és un ideal de Z i, per (1.1.2), és de
la forma S = (m).

3. Estudiem els subgrups del grup de permutacions S;. Els elements de $; sén
I, A=(1,2,3), B=(1,3,2), n = (2,3), = = (1,3), 7 = (1,2).

Tot subgrup ha de contenir I. Per tant, amb un element hi ha només un
subgrup: {I}. Els conjunts

{I’TI}’ {Ia 7'2} i {1,7'3}

sén subgrups. En canvi, ni {I, A} ni {I, B} no ho sén; de fet, si un subgrup
conté A, ha de contenir A> = B i si un subgrup conté B ha de contenir
B? = A. El conjunt

{I,A, B}

és un subgrup. Cap altre subconjunt propi de S; no és subgrup. En altres
paraules, si un subgrup S de §; conté a més de I dues permutacions que no
siguin A i B, aleshores S = §;. Considerem per exemple el cas en qué 7, € S
i A € S, aleshores

B = A® €8, n=mAcS, wn=AncS
i S conté tots els elements. De manera semblant es veu la resta de casos.

Donat un subconjunt S d’un grup G, anomenarem subgrup generat per S el
“més petit” subgrup de G que conté S. El designarem per (S). Aqui, “més petit”
vol dir que (S) estd contingut en qualsevol altre subgrup que contingui S. Cal
preguntar-se, perd, si existeix sempre (S) i, en tal cas, com es forma.

Observem, primer, que (S) ha de contenir els elements de S, els inversos dels
elements de S i els productes d’uns i altres. No cal afegir més elements; el conjunt
de productes

{s1...8. | 5. €S 05t €S}

és ja un subgrup. (Demostreu-ho!). Aquest conjunt és, doncs, (5).
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II1.4 Homomorfismes
Siguin G 1 G’ dos grups. Una aplicacié
f:G—¢G

es diu un homomorfisme (o morfisme) de grups si, Vg,,9. € G, es compleix que

f(.‘h '92) = f(gl) 'f(g2)'

Exemples:

1. Considerem el grup dels nombres reals amb la suma, (R, +), i el grup dels
nombres reals positius amb el producte, (R*,-). L’aplicacié

R — R*

z r— €
és un homomorfisme de grups, ja que e*T¥ = ¢€* - e¥.
2. L’aplicacié signe definida a Papartat 2
e:§, — {+1,-1}
és un homomorfisme.

Proposicié 4.1 Sigut f : G — G’ un homomorfisme de grups. Siguin e i €' els
elements neutres de G 1 G' respectivament. Aleshores,

2) fle)=¢,
b fe™) = (fle)*, Vees.

DEMOSTRACIO: a) Sig e G, f(g) = f(ge) = f(g)f(e), don f(e) = €.
b) f(g)f(g™") = flag™*) = f(e) = €', d’on f(g7*) = (f(g))*. O

Proposicié 4.2 Si f: G — G' i h: G' — G” sén dos homomorfismes de grups,
aleshores ho f 1 G — G" és també un homomorfisme.
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46 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exercici:
Si Ai B sén dos conjunts de n elements, demostreu que &4 1 Sp sén isomorfs.
Anomenarem nucli d’un homomorfisme f: G — G’
Nucf={g€ G| f(g)=e}.
Anomenarem imatge d’un homomorfisme f
Imf={¢ € G| existeix g € G, fg)=g'}.
Es facil comprovar que Nuc f és un subgrup de G i Im f és un subgrup de G'.
Proposicié 4.3 Sigui f : G — G’ un homomorfisme de grups.
a) f és injectiva 3i ¢ només st Nuc f = {e}.
b) f és ezhaustiva st i només silm f = G'.

DEMOSTRACIO: La segona afirmacié no és altra cosa que la definicié d’exhausti-
vitat. Demostrem, doncs, la primera.

Si g € Nuc f, aleshores f(g) = ¢’ = f(e) (per (4.1)); per ser f injectiva, aixd
implica que g = e.

Reciprocament, suposem que f(g1) = f(g2); aleshores

Flar95") = flg1)F(g2) " = €,

d’on g19;* € Nuc f = {e}, i, per tant, g195" = €; és a dir, g1 = g2.0

I111.5 Grup quocient. Subgrups normals

Recordem que els quocients Z/(m) (I.4) estaven definits a partir de la relacié
d’equivaléncia: @ = b < a—b € (m). En general, si G és un grup commutatiu amb
una operacié + i H és un subgrup de G, la relacié “g1 ~ g2 < g1 — g2 € H” és
d’equivaléncia. Quan G no és commutatiu hi ha dues possibles generalitzacions:

Lgi~vg2e 0179, €EH
IL g1mgy g, -1 €H.

Tant una com 1’altra sén relacions d’equivaléncia. Demostrem-ho per a la primera:
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Les classes d’equivaléncia per a aquesta relacid sén

W={n€Gla~g9t=1{91€G|g1=hg, he H}.

Posarem [g] = Hg i el conjunt quocient el denotarem per H\G.
Les classes d’equivaléncia per a la relacié II sén

{9}={0n€CGla~gl={01€G|g1=9gh, he H}.

Posarem {g} = gH i el conjunt quocient el denotarem per G/H.
Una manera logica de definir les operacions a H\G i a G/H seria

l91)lg2] = [g292] 1 {91 Hg2} = {9192},

respectivament. Aquesta no és sempre, pero, una bona definicié; vegem-ho en un
exemple.

Exemple:

Considerem el subgrup H = {I, 71} de G = S3. Amb les notacions de ’apartat
3, les classes de H\G sén

H={I,n}, HA={A,r}, HB = {B,73}.
Les classes de G/H sén
H={I,n}, AH ={A, 13}, BH = {B,7,}.

El producte de les classes HA i HB s’hauria d’obtenir fent el producte d’un
representant de HA per un de HB. Ara bé,

AB = I, d’on el producte seria H = [I]
7oTg = A, d’on el producte seria HA = [A].

L’operacié no queda, doncs, ben determinada. Una cosa semblant passa amb

les classes de G/H.

En quines condicions el producte [g1][g2] = [g1g2] estd ben determinat? Sempre
que per a tot parell Ay, ho € H

(h191)(h292) = hg192

ner a1 cert h & H__Ara hé
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48 M. CASTELLET, I. LLERENA

on g1Hgy' = {g1heg;" | he € H}. En particular, per a tot ¢ € G, aplicant la
inclusié anterior a g i a ¢7!, tenim
gHg ' C H
g 'HgCH, ésadir HC gHg™,
d’on resulta
gHg ' =H.

Direm que H és un subgrup normel si és un subgrup que compleix la igualtat
anterlor per a tot ¢ € G. Si H és un subgrup normal de G, en el conjunt H\G hi
ha una operacié ben definida: [g]]g2] = [g192]. Amb aquesta operacié H\G és un

grup.

Observem que gHg™!

= H equival a
gH =Hg VgeG,;

és a dir, si H és normal, les classes per a les dues relacions I 1 II coincideixen, i,
per tant, els conjunts quocients també, H\G = G/H. Naturalment, en aquest cas,
Poperacié de G/H també esta ben definida i coincideix amb la de H\G.

Nota:
El mateix resultat s’obté, naturalment, si comencem estudiant en quines
condicions 'operacié de G/H esta ben definida.

Exercici:

Demostreu que si H és normal, G/H és un grup. El seu element neutre és
e = H; linvers de [g] és [¢71].
Sigui H un subgrup normal de G. L’aplicacié
G — G/H
g — gl

és un epimorfisme de nucli H.

Proposicié 5.1 Un subgrup H és normal si i només si és nucli d’un homomor-
fisme.

DEMOSTRACIO: Tot subgrup normal H d’un grup G és el nucli de Pepimorfisme
G — G/H que acabem de definir.
Suposem, ara, que H = Nuc f, per a un cert homomorfisme de grups f: G —
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Exemple:

El conjunt A4, de les permutacions parelles de S, és un subgrup normal, ja
que és el nucli de I’aplicacié signe

e:8, — {+1,-1}L

A, = Nuce es diu el grup alternat d’ordre n. En particular, 43 = {I, 4, B}
és un subgrup normal de S3.

Teorema 5.2 (d’isomorfisme) Sigus f : G — G’ un homomorfisme de grups;
aleshores

G/Nuc f 2 Im f.

DEMOSTRACIO:  Per (5.1), Nucf és normal i G/Nucf és un grup. Tots els
elements d’una mateixa classe de G/Nuc f tenen la mateixa imatge per f; en
efecte, si gh € [g] amb h € Nuc f, aleshores

flgh) = f(9)f(h) = f(9).

Podem definir, doncs, una aplicacid

G/Nucf — Imf
g — f(9):

Aquesta aplicacid és, clarament, un homomorfisme exhaustiu. Per veure que és
injectiu, només cal comprovar que !"inica classe que s’aplica a ’element neutre és
[e] = Nuc f (4.3); en efecte, si f(g) =e', g € Nuc f i, per tant, [g] = Nuc f.0

IIT.6 Producte directe de grups

Es diu que un grup G és producte directe dels seus subgrups Hy 1 Hs si
a) Hj i Hs sén subgrups normals de G;
b) HiN H; = {e} (on e és element neutre de G);

¢) G={hholhsic H: hoc Ho}
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50 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO:  Suposem que G és producte directe de Hy i Ho. Aleshores es
compleix 1, ja que si ¢ = hihy = hih} amb hy, A} € Hy i he, bl € Hy, h'R) =
ho(hb)™' € HyN Hy = {e}, don resulta que A 1A} = e 1 ho(hh) ™! = ¢, i, per tant,
hi=h) i he = Rl.

També es compleix 2, ja que

(h1ha)(hohy) ™" = (haha)(RT AT

pero, per ésser H; normal, hzhl"lh;1 € Hy, d’on hl(hghi_lhz—l) € H, i, per ésser H,
normal, h1hoh € Ha, d'on (hihohy )Ry € Ha. Ara bé, com que Hq N Hy = {e},
cal que (h]hg)(hzhl)—l = hlhzhi_lhz—l = € és a dil‘, hlhz = hzhl.

Reciprocament, suposem, ara, que & compleix 11 2. La condicié c) és part de 1
i, per tant, ja es compleix. Per demostrar que Hy és normal, considerem elements
qualssevol ¢ = hihy € G (hy € Hy, hy € Hy) 1 by € Hy; fent servir 2 obtenim

ghlg™" = hihohih T = hahohy T RIRT! = MR € H).

Analogament es veu que H, és normal.
Finalment, per provar b), suposem que h € Hy N Hp; per 1, les dues expressions
he = eh han d’ésser la mateixa; aixi doncs, h =e. O

Siguin ara G i G2 dos grups (poden ésser el mateix). Anomenarem producte
directe de G1 1 G4 el conjunt G; X G5 juntarment amb Poperacié

(91,92)(91,9) = (9191, 9205) V91,91 € G1, 92,97 € Ga.

Com quasi sempre que parlem en abstracte, fem servir la notacié multiplicativa
per a G1 1 G2. S’entén, perd, que en cada cas particular els elements g; 1 gf s’operen
amb l'operacié concreta de Gy, i els elements gz 1 g5 amb loperacié concreta de
Gs.

El fet que s’utilitzi el nom de “producte directe” també per al grup G; x G,
que acabem de definir no és casual. La seglient proposicié ho justifica.

[

Proposicié 6.2 Sigui G1 x G el producte directe dels grups Gy © Go. FEzisteizen
dos subgrups de G1 X Ga, G i G}, isomorfs a G 1 Gy respectivament, tals que
G1 X Gy és el producte directe de G i Gb,.

DEMOSTRACIO: Agafem

Gy ={(91,e) € Gy x Gy} Gy ={(e,92) € G1 x Ga},
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sén isomorfismes. Comprovem que Gy X G2 és producte directe de G} i G velent
que compleix les condicions 11 2 de (6.1):
Tot element (g1,92) € G1 X G2 es pot posar com

(91,92) = (g1, €)(e; 92)

de manera tinica; aixd demostra 1. A més, es t€ sempre

(gla e)(ea 92) = (6’92)(91, 6))

que demostra 2.0

Exemple:

Estudiem el producte directe Z/(a) x Z/(b), quan a i b sén primers entre
ells (1.5). (A Z/(a) 1a Z/(b) considerem 'operacié suma). Sumant l’element
(11, [1]) amb ell mateix prou vegades podem obtenir tots els elements de
Z/(a) x Z/(b): en efecte, aixd equival a dir que tot element ([m], [q]) és de la
forma

(], la)) = (1], 1D+ = +([1, 1]) = (o), [n]);

n ha d’ésser, doncs, tal que
n=m+at =q+ br.

Com que a i b s6n primers entre ells, existeixen ¢ i r tals que m—q = —at+br
i, per tant, existeix el nombre n que buscavem.
Aquest fet ens porta de manera natural a definir Paplicacié exhaustiva

Z — Z/(a)xZ/(b)

n —  ([n[n).
Aquesta aplicacié és, clarament, un morfisme de nucli (a) N (3); perd, com
que m.c.d.(a,d) = 1, el sen minim comd multiple és ab: (a) N (b) = (ab). El
teorema 5.2 ens diu aleshores que

Z/(ab) = Z/(a) x Z/(b).

I1I1.7 Grups ciclics

Un grup G es diu ciclic si estd generat per un element g (que es diu un generador

de G). Escriure
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Exemples:
1. Z amb la suma és un grup ciclic generat per 1.
2. Z/(m) amb la suma és un grup ciclic generat per [1].
La segiient proposicié ens diu que aquests sén els inics exemples de grups ciclics,
llevat d’isomorfismes.
Proposicié 7.1 Tot grup cickic és isomorf a Z o a un Z/(m).
DEMOSTRACIO:  Sigui G = (g) = {¢" | n € Z} un grup ciclic. L'operacié a G és
g"g™ = g™*™, que ens diu que ’aplicacié
zZ — @
n — g"

és un epimorfisme. El seu nucli és un subgrup de Z que, com hem vist a ’exemple
2 de V'apartat 3, serd de la forma (m). Aleshores (5.2) ens diu que Z/(m) = G. El
cas m =0 correspon a Z 2 G. O

Un grup ciclic G = (g) es diu d’ordre m # 0 si és isomorf a Z/(m); en aquest
cas, ¢" = e sempre que n =m. Un grup ciclic @ = (g) es diu d’ordre infinit si és
isomorf a Z ; llavors ¢™ = e només quan n = 0.

Proposicié 7.2 Tot subgrup d’un grup ciclic és ciclic.

DEMOSTRACIO:  Sigui S un subgrup de G = {g).

Si §={e} =(e), S és clclic.

Si S # {e}, sigui ¢* un element de S. Aleshores, també, ¢~* € S i, per tant,
S conté poteéncies de g amb exponent positiu. Sigui ¢™ € S amb exponent positiu
minim. S conté el subgrup generat per ¢™ : (¢™) C S. Anem a veure que
(¢™) = S; en efecte, sigui g¥ € S i fem la divisi6 entera de k per m:

k=mg+r amb0<r <m.

Aleshores
gr — gk—mq — gk(gm)—q € S,

ja que g* € §i(¢g™)77 € (¢™) C S. Com que Pexponent m era minim, cal que
r =01, per tant, k = 1, d’on resulta que g € (¢™).0

TTT R Criane finitc
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Proposicié 8.1 §i S és un subgrup del grup finit G, |S| divideiz |G].

DEMOSTRACIO: Formem el conjunt quocient G/ S (apartat 5). Totes les classes
¢S tenen el mateix nombre d’elements que S, ja que aplicacié § — ¢S tal que
z — gz és bijectiva; per tant, si a /S hi ha ¢ classes, [G| =1 - |S|.0

De la demostracié de (8.1) es dedueix que el nombre de classes de G/S 1de S\G
és el mateix; en direm indez de S a G i el denotarem per [@ : S]. Per (8.1),

[G: 8] =]|Gl/|S]
Corol-lari 8.2 L’ordre d’un element divideir 'ordre del grup.O
Corollari 8.3 §i |G| = p és primer, G és un grup ciclic d’ordre p.

DEMOSTRACIO: Sigui g € G, g # e. Per (8.2) g és d’ordre 1 0 p. Si g fos d’ordre
1, g seria igual a e; aixi doncs, g és d’ordre p. Per tant, |(g)] = p = |G|, d’on resulta
(9)=G.O

Exemple:

Recordem que en estudiar els subgrups de &5 a ’apartat 3, hem trobat sub-
grups d’ordre 1,2,3 i 6, que sén els divisors de |S3| = 6. Respecte a 'ordre
dels elements, I és d’ordre 1, 71,72 i 73 sén d’ordre 21 A 1 B sén d’ordre 3.
No hi ha cap element d’ordre 6.

Un dels objectius de la teoria de grups finits és determinar quins grups hi ha
de cada ordre (llevat d’isomorfismes, naturalment). El problema no esta ni de bon
tros resolt, encara que existeixen llistes de tots els grups finits fins a ordres molt
elevats (per exemple, en el llibre Group Tables de A.D. Thomas i G.V. Wood). El
corol-lari 8.3 déna una informacié important: d’un ordre primer p hi ha un tnic
grup i amb una estructura molt simple: Z/(p).

Estudiem, ara, quants grups hi ha d’ordre 4.

D’entrada podem considerar dos casos:

1. Hi ha un element d’ordre 4. Aleshores es tracta del grup ciclic Z/(4).

II. Tots els elements sén d’ordre 2 (llevat de I’element neutre, que sempre és d’ordre
1). Sigui, doncs, G = {e,a,b, ¢} amb les relacions a? = b? = ¢ = e. Formem una
taula o quadre on escriurem tots els productes de dos elements de G: a cada lloc
escriurem el producte de element situat a la mateixa “altura” ala primera columna
i el situat a la mateixa “altura” a la primera fila (en aquest ordre). Aquest quadre
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54 M. CASTELLET, I. LLERENA

Els elements que surten en una mateixa fila (o en una mateixa columna) han
d’ésser tots diferents (per qué ?!). Per tant, el producte ab ha d’ésser forcosament

c. Pel mateix motiu resulta ac = b, ba = ¢,... Obtenim aix{ com a tnica taula
possible
[ e a b ¢
eje a b ¢
ala e ¢ b
blb ¢ e a
cle b a e

Observem que aquest grup també és commutatiu. A més, es veu facilment que
és el producte directe dels seus subgrups {e,a} i {e,b}. Aquests subgrups sén
isomorfs a Z/(2). L’aplicacié

G—2/(2)xZ/)(2)

que aplica e, a, b, ¢ en ({0],10)), (1], [0]), (101, [1]), ({1], [1]), respectivament, és un iso-
morfisme de grups.
Hem demostrat aixi, la

Proposicié 8.4 Només hi ha dos grups d’ordre 4: Z/(4) i Z/(2)xZ/(2). Ambdds
sén commutatius.O

Passem a estudiar, ara, els grups d’ordre 6. Ens podem trobar amb els tres
casos segilents (que no s’exclouen):

I. Hi ha un element d’ordre 6. Aleshores es tracta del grup ciclic Z/(6).
IL. Hi ha un element g d’ordre 3. Per (8.1), [G : (9)] = 2. En general, tenim

Proposicié 8.5 Tot subgrup S d’un grup G d’indez 2 és normal.

DEMOSTRACIO: Si S té index 2, G/S consta de dos elements S'i ¢S = G — S.
Analogament, S\ G consta de dos elements , §i 5S¢ = G — S. Per tant, les classes
per la dreta i per esqueira sén les mateixes i S és un subgrup normal.O

Tornem al cas IL. (g) és normal i G/(g) és un grup amb 2 elements:
l=@ =199 i lol=01(9) = {g1,019,01°}-

L'element [g;] ha d’ésser d’ordre 2; és a dir, g2 € [e] = {e,9,9%}.
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Si g7 = e, aleshores, com que {g1,919,919°} = {91, 991,991} (Ja que g:1(g) =

(9)g1), tenim

obé g19 = gg1 (i g19° = ¢°g1), d'on (919)* = ¢i¢® = ¢° # e i (g19)° =
g39% = g1 # ¢; és a dir, Uordre de g1 g és més gran que 3 i, per tant, com
abans, G 2 Z/(6),

obé g1g = ¢%g1 (i 919% = gg1). En aquest cas, la taula d’operacié del grup

és

e 9 @ @ g9 g’

e 9 ¢ g g9 q19°

g g 92 € 9192 g1 919

g g e 9 @19 9191 @

g1l 91 919 19° e g 4

9| g19 @19° @1 ¢* e g

919 | 19> 91 g9 g g e

Observem que aquesta taula és “la mateixa” que la del grup de per-
mutacions Si, canviant només ¢, g% per A, B i g1, 919, g1g° per les tres
transposicions 71, T2, 73. En altres paraules, ’aplicacio

G-—-—>S3

que porta e, g, g%, 91, 919, 19% a I, A, B, 74, 7o, T3, respectivament, és
un isomorfisme: G = Ss.

III. L3ltim cas a considerar és quan tots els elements de G sén d’ordre 2.

Proposicié 8.6 5i tots els elements dun grup G sén d’ordre 2, G és un grup
commutatiu.

DEMOSTRACIO: Un element és d’ordre 2 si i només si és invers d’ell mateix. Per
tant, per a tot parell 91,92 € G, (9192)(g291)"" = g1929291 = 9191 = ¢, don
9192 = g291.0

Considerem, doncs, ¢ € G; (g) és normal per ésser G commutatiu. Formem
el grup G/(g), que tindrd 3 elements. Per (8.3), G/(g) és ciclic. Sigui [g1] un
generador de G/(g); [g1] hauria d’ésser d’ordre 3, perd [g1]? = [¢?] = [e]. Aquesta
contradiccié ens diu que aquest tercer cas no es pot presentar mai.

Hem demostrat, doncs,

Proposicié 8.7 Només hi ha dos grups d’ordre 6: un de commutativ, Z/(6), i un
de no commutatiy, S2.0
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56 M. CASTELLET, I. LLERENA

Teorema 8.8 (d’estructura dels grups commutatius) Tot grup commutatiu
G amb un nombre finit de generadors és producte directe d’un nombre finit de

grups Z i Z/(m):
GZZx..xXZxZ/(mi)x...xZ/(m,).
Aquesta descomposicid €s dnica st mqy | mz | ... | m,.

Existeixen demostracions elementals d’aquest teorema. (Veure, per exemple, el

llibre Algebra, volum I, segona edicié, de P. M. Cohn (John Wiley & Sons, 1982)).

111.9 Nota historica

Els inicis de la teoria de grups es poden situar en V'estudi que Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813) féu de la resolucié de les equacions de grau n. La idea de Lagrange
fou escollir una funcié racional de les arrels de I'equacié que fos invariant per a
totes les permutacions de les arrels. Encara que el métode de Lagrange no déna el
resultat esperat, si que motiva 'aparicié dels primers resultats de la teoria de grups
de permutacions (i, fent abstraccié, de grups finits).

Carl Friedrich Gauss (1777-1855), a les seves Disquisitiones Arithmeticae, de-
dica una seccié a l'estudi de les formes quadratiques az? + 2bzy + cy?; defineix
una composicié de formes, una relacié d’equivalencia entre elles i comprova que
les classes d’equivaléncia tenen lestructura d’un grup commutatiu (evidentment,
no utilitza aquest lenguatge!). Es raonable pensar que Gauss tenia ja la idea del
teorema d’estructura dels grups abelians finits, encara que no fou demostrat fins
Pany 1870 per Leopold Kronecker (1823-1891).

Es, perd, el treball d’Evariste Galois (1811-1832) que déna un impuls extraor-
dinari a la teoria de grups (de grups de permutacions en aquella época) introduint-
hi nous conceptes i resultats, motivats per la seva investigacié sobre la resolucié
per radicals de les equacions de grau > 5, reprenent aix{ U'heréncia de Lagrange.
Galois introdueix les classes modul un subgrup, el producte de grups, el concepte
d’isomorfisme, etc. L'obra de Galois, que comenga quan amb 16 anys llegeix els tre-
balls de Lagrange i acaba 4 anys més tard després d'una joventut turbulenta i d’una
mort tragica, és un dels capitols més apassionants de les matematiques. (Llegiu
Obra d’Evariste Galois, Institut d’Estudis Catalans, Monografies de la Seccié de
Ciencies n.1 1984),
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IT1.10 Exercicis

1. Demostreu que un cicle d’ordre n no es pot posar mai com a producte de
menys de n — 1 transposicions.

2. Demostreu que S, admet els segiients sistemes de generadors:

a) (1,2),(1,3),...,(1,n).
b) (1,2),(2,3),...,(n — 1,n).
c) (1,2,...,n),(1,2).

3. Donada la permutacié

(123 456789
°T\3 78 945216}/

calculeu o199,

4. Sigui G un subgrup de S, no contingut a A,,. Demostreu que exactament la
meitat de les permutacions de G sén parelles.

5. Una permutacié es diu regular si un cop descomposta en producte de cicles
disjunts tots els cicles tenen el mateix ordre. Demostreu que una permutacid
és regular si i només si és una poténcia d’un cicle d’ordre maxim.

6. Demostreu que les arrels de ’equacié 2 —1 = 0 amb el producte de C formen
un grup ciclic. Trobeu els generadors i els subgrups.

7. Demostreu que 'aplicacié

R — C

t 2™ = cos 2t + 4 sin 27t
és un morfisme de grups i expliciteu el teorema d’isomorfisme.
8. Demostreu que, per a un grup G, les segiients afirmacions sén equivalents:

a) G es abelia.

1

b) z — z~! és un morfisme.

2 és un morfisme.
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58 M. CASTELLET, I. LLERENA

11. Si G és un grup d’ordre n tal que tot element (diferent del neutre) té ordre
2, demostreu que n és una poténcia de 2.

12. Sigui G el grup generat per les matrius

(55) ¢ (3s)

amb el producte de matrius. Demostreu que G és un grup no abelia de 8
elements.

13. Sigui G un grup i G' = {z? | z € G}. Demostreu:
a) Si@ és abelia, G’ és un subgrup normal de G. (Doneu un contraexemple
en el cas G no abelia).
b) Si G és abelia, G/G’ no té quadrats llevat del 0.
¢) Si H és un subgrup de G que conté G', H és normal i G/H és un grup
abelia.
d) Calculeu G' i G/G' en els casos seglients: Z , Z/(n), Q , Ss.
14. Es defineix el centre ZG d'un grup G com el conjunt dels elements que
commuten amb tots els elements de G. Demostreu:
a) ZG és un subgrup normal de G.
b) Si G conté un tnic element d’ordre 2, aquest pertany a Z G.

c) Si H és un subgrup normal de G contingut a ZG i G/H és ciclic,
aleshores @@ és abelia.

d) Z(8,) = {e}.
15. Es defineix el commutador G' d'un grup G com el subgrup generat pels ele-
ments de la forma zyz "1y~ amb z,y € G:
G'=(eyz 'y} |2,y € G).
Demostreu:

a) G' és un subgrup normal de G.

b) Gup = G/G' és un grup abelia (es diu abelianitzat de G).

¢) Per a tot subgrup normal H de G que contingui G', G/H és abelia.

d) Si f: G — A ésun morfisme de G en un grup abelia A, existeix un dnic
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GRUPS 59

on 7 és Pepimorfisme canodnic que aplica cada element de G en la seva
classe modul G'.

e) La propietat expressada a d) caracteritza el grup Gap.

) Determineu G' 1 G, per als grups que coneixeu.

IT1.11 Exercicis de programar

16. Producte de dues permutacions. (Indicacié: per guardar una permutacié
o € 8, guardeu o(1),...,0(n)).

17. Ordre d’una permutacié. (Indicacid: genereu o%,02,... i combineu l'exercici
anterior amb un petit dispositiu que reconegul quan una permutacid és la
identitat).

18. Descomposicié d’una permutacié en cicles disjunts. Signe. (Indicacié: apli-
queu el métode de la proposicié 2.2).

19. Subgrup generat per un conjunt de permutacions. (Indicacid: prepareu pri-
mer una subrutina que donada una permutacié us la compari amb totes les
d’una llista 74,..., 7% préviament obtinguda).

Suggeriment: utilitzeu variables alfanumeriques per tal d’obtenir, a la llista
T1y...,Tk, & més de les diferents permutacions, llurs expressions en funcié
dels generadors. Aix0 permet estalviar operacions i conéixer ’expressié de
qualsevol permutacié del subgrup en funcié dels generadors.
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Capitol IV

Espais vectorials

IV.1 Definicié i exemples

D’ara endavant, si no diem el contrari, K indicarad un cos commutatiu. Un espa:
vectorial sobre K és un conjunt E no buit junt amb

1. una operacié +, que anomenarem suma, que compleix les segiients propictats:

e ésassociativaiu + (v 4+ w) = (u+v)+ v Vu,v,w € E,

e és commutativa: u—}—v = v+ Y Vu', veE,

e hi ha un element § tal que u+6: u, Yue E

e per a tot u € F hi ha un altre element, que es denota per —u, tal que

ut(—u)=0

2. una aplicacié
KxE — FE

{a,u) +— au
que anomenarem producte per elements de K, que compleix

e alutv)=au+av Vae K,u,v€E
o (a+bdu=au+bu Va,be K,u€E

a (ol — albal) Mo L I 17l
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62 M. CASTELLET, I. LLERENA

o 0v = 0. En efecte, 0v = (0 + 0)v = 0v + Ov = 0
0

v =0.

= (. En efecte, a0 = a(0 +0) = a0 4 al = a0 = 0.

eav=0=>a=00v=0. En efecge, sia # 0, a té un invers ¢~ . Llavors
v=1v=(a"ta)v = al(av) = 710 = 0.

e (=1)v = —v. En efecte, v + (—1)v = 1o + (~1)v = (1 4 (=1))v = 0v = 0.

Exemples:

1. Sigui

a%:cl-{-...—{—ailm":()

ezl +...+alz" =0
un sistema homogeni de m equacions lineals amb n incognites, i amb
coeficients en un cos K. Una solucié és una n-pla (s',...,s") € K™ tal
que en substituir z!,...,z™ per aquests elements en el sistema totes les
igualtats sén certes. Si(rl,...,r™) és una altra solucié, (st +rl,... ,s"+
r™) tambe ho és; i si @ € K, (as!,...,as™) és també una solucié. El
conjunt de solucions del sistema donat, amb les dues operacions suma 1
producte per elements de K que acabem de definir, és un espal vectorial

sobre K.
2. Considerem a R? les dues operacions
(z,y)+(tr)=(z+ty+r)

a(z,y) = (az,ay).
Amb aquestes operacions R? és un espai vectorial sobre R. Sovint els
parells (z,y) de R? es representen com a punts d’un pla. La suma que

I
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ESPAIS VECTORIALS 63

3. K™ amb les operacions
(', e+ Ly = (e ey
a(z!,... z") = (az?,...,az™)
és un espal vectorial sobre K. L’exemple 2 és un cas particular d’aquest.

4. K és un espai vectorial sobre ell mateix. El producte és el producte
ordinari de K. C és un espai vectorial sobre C. C és també un espai
vectorial sobre R, ja que existeix un producte d’elements de R per ele-
ments de C amb les propietats necessaries. I també és un espai vectorial
sobre els racionals Q , pel mateix motiu.

5. El conjunt de polinomis K{z] és un espai vectorial sobre K amb les
operacions usuals.

6. Anomenarem matriu m X n un quadre d’elements de K:

1 1

ai ... a}
al € K.
.
m m
al ... a~

Designarem per My, xa(K) el conjunt de les matrius m x n sobre K. En
aquest conjunt definim una suma i un producte per elements de K de la
seglient manera: '

1 1 a1
ai ... al b ... 8L al+b1 ... al+bL
: )= :

m m m m m m m m
al* ... a} b ... b al* + 07 ... alt + b7

1 1 1 1

aj ay, kai ... ka,

el o . :
m m m m
ai® ... al ka* ... kaj

Amb aquestes operacions My, x,(K) és un espai vectorial sobre K.

IV.2 Subespais vectorials

Sigui F un espai vectorial sobre K. Un subconjunt no buit FF C E es diu un
subespai vectorial de E si
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64 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemple:

El conjunt de solucions d’un sistema homogeni amb n incognites és un sub-
espai vectorial de K™ (exemples 11 3 del §1).

1

Un vector u és combinacid lineal dels vectors vy, . .., vy, si existeixen a',...,a" €

K tals que
u=alvy+...+a",.

De les condicions 1 i 2 de la definicié de subespai vectorial resulta que tota
combinacié lineal de vectors vy,...,v, de F' és un vector de F'. Suposem que S és
un subconjunt qualsevol de E. Designem per (S) el conjunt de les combinacions
lineals d’elements de S. Tot subespai vectorial F' que contingui S haura de contenir
(S). Per altra banda (S} és, ell mateix, un subespai vectorial. Tenim doncs la
seguent

Proposicié 2.1 §1 .5 és un subconjunt d’un espai vectorial E, el conjunt {(S) és el
més petit dels subespais vectorials de E que contenen S.

Si {S) = F es diu que S genera F, que F esta generat per S o que S és un sistema
de generadors de F.O

Exemples:
1. R? = {(1,0),(0,1)), ja que tot parell (z,y) € R? és de la forma
(z,9) = =(1,0) + y(0, 1).
2. K" ={(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).
3. K[z] = (1,2,2%,...,2",...).

4, F={(z,2z +z,z) | ¢,z € R} és un subespai vectorial de R® . Els seus
elements sén de la forma

(2,22 + z,2) = 2(1,1,0) + 2(0, 2, 1).

Resulta doncs que F = {(1,1,0),(0,2,1)). Representem els elements de
R? com a punts de I'espai en la forma usual. Els elements de F sén, en
aquesta representacid, els punts del pla que passa per (0,0,0), (1,1,0) 1
(0,2, 1).
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ESPAIS VECTORIALS 65

(0, 2z, 2)
(0,2,1)
{0,0,0)
(1,1,0) Y
(x,x+2z,z)
% (x,x,0)
Proposicié 3.1 vy,...,v, $én linealment dependents si ¢ només si un d’ells és
combinacid lineal dels altres.
DEMOSTRACIO:  Si vy,...,v,, sén linealment dependents hi ha una combinacié
lineal
alvy + ... +a™v, =0
amb algun coeficient no nul. Podem suposar que a' # 0 (reordenant vy,..., vy, si
convé). Aleshores existeix (a')™! i ’
v1 = —(a')ratvy — (a})raPvs — ... = (a¥) e,
Reciprocament,
v =a’vg + ...+ a™v,, = lv; —a?vy — ... —a™v,, = 0.
El primer coeficient no és nul i, per tant, vi, ..., vy sén linealment dependents. D
Exemples:

S
1. Un dnic vector v és linealment independent si i només si v # 0.

2. AR?, (1,0) i (0,1) sén Linealment independents. En general, a K™
(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)
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66 M. CASTELLET, I. LLERENA

Una base d’un espai vectorial F és un sistema de generadors linealment indepen-
dents.

Proposicié 3.2 B C E és una base de F s1 1 només si tot u € E s’expressa de
manera Unica com una combinacid lineal d’elements de B.

DEMOSTRACIO: Demostrarem successivament els dos sentits de la implicaci.

=) Donat u € E , u és combinacié d’elements de B ja que B genera E. Siguin
u=alvy+...a",iu=blus+...4+b™u., dues expressions de u com a combinacid
lineal de vectors de B. Si un vector v; no apareix en la segona expressié, afegim a
aquesta el sumand Ov;; analogament, si un u; no apareix en la primera expressié,
afegim a aquesta el sumand Ou; . Obtenim aixi dues combinacions lineals dels
mateixos vectors. Siguin

u=avy+...+a"v, =blo; + ...+ b0,

Restant, obtenim
(@' =0y +...+(a" =)o, =0.

Els vectors v1,...,v, s6n de B i, per tant, linealment independents. Els coeficients
d’aquesta combinacié lineal han d’ésser, doncs, nuls. Per tant,
al=bl,..  ,a"=0b".

<) Tot vector de E s’expressa com a combinacié lineal de vectors de B. Esa
dir, (BY=E. Sialv; +... +a™v, =0ambv; € B,i=1,...,n, com que també
Ovy + ...+ 0v,, = 01 Pexpressié ha d’ésser unica,

at=0,...,a" =0.

B és, doncs, linealment independent. O

Observacio:

Si S és linealment independent, S és base de {5).

Proposicié 3.3 57 S és linealment independent 1 u & (S}, lavors S U {u} és
linealment independent.

DeEMOSTRACIO: Considerem

au+atvr +...4+a™v, =0

ambv; €S5,i=1,...,m. Si a0, existeix a™! i
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ESPAIS VECTORIALS 67

Teorema 3.4 Tot espai vectorial E # {0} generat per un nombre finit de vectors
té una base finita.

DEMOSTRACIO:  Sigui E = (v1,...,vn). Siels generadors sén linealment inde-
pendents, formen base. En cas contrari, n’hi ha un, sigui el v;, que és combinacié
lineal dels altres. Aleshores

E = (vl,...,vm) = (Ul,...,Ui_l,vi+1,...,vm).

Si aquest nou conjunt de generadors és linealment independent, formen base. En cas
contrari podem suprimir-ne un, obtenint un nou conjunt de generadors. Repetim
el procés tantes vegades com sigui necessari, eliminant sempre aquells generadors
que siguin combinacié lineal dels altres. Arribarem d’aquesta manera a un conjunt
linealment independent (és a dir, a una base), o a eliminar-los tots. En aquest
segon cas seria E = {0}. O

De fet aquesta demostracié prova més del que diu 'enunciat. Prova que tot
sistema de generadors conté una base.

Exemples:
1. Els vectors (1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1) formen una base
de K™.
2. El conjunt {1,z,z%,...,2" ...} és una base de K[z].

3. Sigui Ef la matriu de My, xn(K) formada per 0 a tot arreu, menys a
la columna ¢ , fila j en qué apareix 1. El conjunt B} (1 = 1,...,n i
j=1,...,m) és una base de Mpxn(K).

4. Els vectors (1,1,0),(0,2,1) formen una base del subespai vectorial F =

{(z,22 +z,2) | z,z € R}. (Veure exemple 4 de lapartat 2).
Exercici:
Proveu la veracitat de tots els exemples que acabem de donar.

Per les seves conseqiiéncies, el seglient teorema té una especial importancia.

Teorema 3.5 {(de Steinitz.) Sigut uy,...,u, una base de E 1 siguin v1,...,0m
vectors linealment independents. Aleshores es poden substituir m vectors de la base
Up,..., Uy PET V1,...,Um oblenint una novae base. En particular, m < n.
ToxrneTD A 1A RBa dpoeta Dinteadaa: 33 lc o Lotitsieil A
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68 M. CASTELLET, I. LLERENA

v1 no és nul, i per tant un dels coeficients a* és no nul. Podem suposar,
reordenant si convé la base uy,...,u,, que a' # 0. Llavors

n
uy = (a") oy — Z(al)'laiui.
i=2
Aquesta expressié ens diu que
(ula Uz,y.- - 7un> = (vla Uz, ... 7un>‘

A 'més a més, v1,us,..., U, sOn linealment independents. En efecte,

blog + BPug + ... 0" u, =0 = bl(Zaiui) +b%up ...+ b, =0

=1

n
= bla'u; + Z(blai +bu; =0 = blal =0,bla’ +b' =0,i > 2,

i=2
ja que uy,...,u, és una base. Perd a' # 0. Per tant, b' = 014 = 0
(i=2,...,n). Aixi, doncs, v1,us,..., U, formen una base de E.
2. Suposem que ja hem substituit & vectors de la base per vy,...,vs . Reor-
denant si convé la base uy,...,u, podem suposar que hem substituit els h

primers, 1 tenim que

Viye vy Uy U1y oo o5 Up
és una base de E. Procedim igual que a 1 i posem v} com combinacié lineal
dels vectors d’aquesta base:

13 n
Vpy1 = Zaiv,’ + Z aiu,-.

i=1 Ash+1
1 ens diu que podem substituir per vp41 qualsevol vector que, en aquesta
expressio, tingui coeficient no nul. Tot queda reduit, doncs, a veure que un
dels coeficients del segon sumatori no és nul. Perd, en efecte, si a1 = ... =
a™ = 0, aleshores vj41 seria combinacid lineal de vq,..., vy 1 aixd no és cert,
ja que tots els vy, ..., vy, son linealment independents. O

Corol-lari 3.6 Si l’espai vectorial E té una base finita, totes les bases de E tenen
el mateiz nombre de vectors.
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ESPAIS VECTORIALS 69

Corol-lari 3.7 La dimensid d’un espai coincideiz amb el nombre mdzim d’elements
linealment independents, i també amb el nombre minim de generadors.

DEMOSTRACIO: La primera afirmacié és conseqiiéncia immediata del teorema de
Steinitz. La segona resulta de la demostracié de (3.4). O

Corol-lari 3.8 Tot conjunt de vectors linealment independents pot completar-se
fins a obtenir una base.O

Exemples:

1. K™ és de dimensié n sobre K.

2. Klz] és de dimensié infinita sobre K.
3. Muxn(K) és de dimensié nm sobre K.
4.

Els complexos C sén un espai vectorial sobre C de dimensié 1, i un espai
vectorial sobre R de dimensié 2. En el segon cas {1,i} és una base.

Proposicié 3.9 Sigui F' un subespai de ’espai vectorial E. §i la dimensié de E
és finita, la de F també ¢
dim F < dim FE.

A més a més,
dimF =dimFE & F=FE.

DEMQSTRACIO: Si F = {0} no hi ha res a dir. En cas contrari, sigui 0 # vy € F}
si F' = {v1), v1 és base. En cas contrari, sigul va € F, vy & {v1); si F = {v1,v3),
{v1,v2} formen base per (3.3). En cas contrari, sigui vs ¢ F, vs & (v1,v2)...
Per (8.7) aquest procés ha d’acabar. Haurem trobat, aleshores, una base de F
que tindra com a maxim n elements (on n és la dimensié de F). Si dimF =n i
U1,...,Vn és una base de F, per (3.5) també és una base de E. Llavors

F=<Ul,...,’l)n>=E. O
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70 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exercici:
Demostreu (4.1)

‘En general F'U G no és un subespai vectorial de E. El motiu és que la suma d’un
vector de F' 1 un vector de G pot no ser ni a F' ni a G.

Exemple:

Considerem els subespais F' = {(2,0) |z e R} 1 G = {(0,y) | y € R} de R%.
La suma (1,0)+ (0,1) noésni a F niaG.

Per evitar el treball amb conjunts que no sén subespais vectorials, normalment
considerem, en comptes de la unié FUG , el subespai vectorial generat per aquesta
unibé. Aquest subespai és precisament

{u+v]ueFve G}

En efecte, és facil veure que aquest és el més petit dels subespais que contenen F'1i
G. En direm suma de F i G i €l designarem per F + G.

Teorema 4.2 (Férmula de Grassmann) Siguin F i G dos subespais vectorials
de E i suposem que lo dimensid de E és finita. Aleshores F, G, FNG 1 F+G sén
tots de dimensid finita ¢

dim F + dim G = dim(F + G) + dim(F N G).

DEMOSTRACIO: Per (3.9) tots ells sén de dimensié finita. Sigui ui,...,u, una
base de F N G. Podem completar aquesta base fins a obtenir una base de F 1 una
base de G (per (3.8)): ©1,...,%m,Umt1,...,Ur base de F, w1, ..., Um, Um41,---;Vs
base de G. Tot vector de la forma u+v amb u € F iv € G sera, doncs, combinacid
lineal de uq,...,Um Yma1s--- 3 Ury Vmtl,..+,Vs. O1 demostrem que tots aquests
vectors sén linealment independents haurem obtingut una base de F + G amb un
nombre de vectors que demostra la igualtat de 'enunciat. Sigui doncs

Zaiui + Z bu; = 0.
i=1 i=m+1
Aleshores,
Sdtui=— V" bwie FNG
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ESPAIS VECTORIALS 71

a*=0,i=1,...,r

Es a dir, en la combinacié lineal inicial tots els coeficients sén 0. O

Si FNG = {0} direm que la suma F + G és una suma directa i escriurem
FodG.

El teorema 4.2 ens diu que la dimensié de F & G és la suma de les dimensions dels
dos subespais F' 1 G. La proposicié que segueix déna una caracteritzacié de les
sumes directes.

Proposicié 4.3 La suma F 4+ G és directa si 1 només si 'ezpressid d’un vector de
F + G com a suma d’un vector de F 1 un vector de G és tinica.

DEMOSTRACIO: Provem la implicacié = si tenim dues expressions u+v = uy +v;
amb u,u; € Fiv,v; € G, aleshores u —~uy = vy —v EFﬂGzﬁ, don u —uy =
vl—vzai,pertant,uzul , U= 1.

Provem la implicacié <: si w € FN G, resulta que w4+ 0 = 0 + w sén dues
expressions del mateix vector de F' 4+ G. Les dues expressions han de coincidir. Per
tant, w = 0.0

Proposicié 4.4 Sila dimensid de E és finita, per a tot subespai F hi ha un altre
subespai G tal que E = F @ G.

DEMOSTRACIO:  Sigui uy,...,u,, una base de F. Completem-la a una base de E,
ULy e Uy Uty - - - 5 Un (3.8). Elsubespai G = (uq1,...,un) compleix enunciat
de la proposicié. O

El subespai esmentat a (4.4) es diu un complementar: de F. F té, en general,
molts complementaris.

Tot €l que hem fet en aquest apartat pot ésser generalitzat a un nombre finit
de subespais Fy,...,F}. Per a la interseccid, la generalitzacié de (4.1) és clara:
By n...N Fy és sempre un subespai vectorial. La unié Fy U ... U F} no és sempre
un subespai vectorial; definim la suma

P+ 4+ F
com el subespai generat per Fy U...U Fy. Resulta que
B4+ +F={nt+ - +uv|v,€F,i=1,...,k}
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792 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exercici:

Demostreu que Fy + --- 4 Fy és una suma directa si i només si, per a tot
i=1.. kL N+ +Fa+Fa+--+ FB) = {0}

IV.5 Suma directa d’espais vectorials

Siguin E i F' dos espais vectorials sobre el mateix cos K. Anomenarem suma directa
de E i F ¢l conjunt E x F amb les operacions

(u,v) + (un,v1) = (v + vy, v+ vy)
k(u,v) = (ku, kv),

onu,u; € B ,v,v1 € Fik€ K. Amb aquestes operacions F x F és un espai
vectorial que designarem per

EgQF

Exemple:
n

K'=K@g---® K.

Proposicié 5.1 $i E i F sén de dimensié finite, E® F també i dmE @ F =
dim F 4+ dim F.

DeMosTRACIO:  Sigui ui,...,u, una base de E i vq,...,v, una base de F.
Llavors (u1,0),...,(4s,0),(0,v1),...,(0,v) és una base de E & F. En efecte:
aquests vectors generen E @ F, ja que tot (u,v) € F és

(u,v) = (u,G) + (6, v) = (Z aiui,6) + (6, ijvj) = Zai(ui,a) + Z bj(a, v5),
i=1 j=1 i=1 j=1

i sén linealment independents, ja que si

.

> ak(ui,0)+ > ¥(0,v;) = (0,0)
=1 j=1

aleshores

(iaiuivzijj) = (67 6))
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IV.6 Espai vectorial quocient.

Sigui F un espai vectorial i F un subespai vectorial de E. Direm que u,v € F
estan relacionats modul F si u —v € F. Aquesta relacié és d’equivaléncia (1.4) i es
pot formar el corresponent conjunt quocient que designarem per E/F.

La classe [u] d’un vector u € E és el conjunt {v +v | v € F} i la denotarem
també per u + F.

Si u i v sén equivalents mddul F a u; i v,, respectivament, llavors (u + v) i
(2y + v, ) son equivalents mddul F. Podem, doncs, definir una operacié suma

[u] +[v] = [u+ 0]
que no depén dels representants. Analogament 'operacié
klu] = [ku] ke K

no depén dels representants. Aquestes dues operacions fan de E/F un espal vecto-
rial sobre K.

Proposicié 6.1 Si E és de dimensid finita, E/F també ho és P

dimE/F =dimE — dim F.

DEMOSTRACIO: Completem una base de F' ,uq,...,u,,, fins a obtenir una base
de B¢ ty,eeuyUpmyUpyiyeeesly. Perat=1,...,m, [u] = [6], per a i > m, les
classes

} [ma1]seeos[tn]

constitueixen una base de E/F; en efecte, tota classe [u] d’un vector u = )7 |
es pot escriure com [u] =} . @*[u;] i, per tant, aquestes classes generen E/F.

Per veure que s6n linealment independents considerem

a‘u;

n

Y ai[w] = [0).

i=m+1

Aleshores [0 ., a'u;] = [0], don Y7 ., &u; € F. Aquest vector es pot
expressar, doncs, en la base de F: 3 0 ' ™ by, és adir,

1 p—
i=m+1 $ U=

j=1
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74 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemples:

1. Considerem un subespai F' = (v} de R?. Si representem els elements de
R? com a punts del pla, els vectors de F' corresponen als punts d’una
recta que passa per lorigen. Cada una de les classes u + F' correspon,
llavors, a punts d’una recta parallela a F' que passa per u. El conjunt
R?/F és, en aquest cas, el conjunt de rectes paral-leles a F. An3logament
si F = {v) C R*, R¥/F és el conjunt de rectes de R® paral-leles a una
recta F' que passa per origen. Si F = (u,v) C R? és de dimensi6 2, F
correspon a un pla que passa per Porigen i R3/F és el conjunt de plans
paral-lels a F.

u+F

u+v

/u F
A

1

2. Designem per R, [z} els polinomis de grau < n de R{z]. Dos polinomis
plz)=po+piz+---+pz"ig(z)=qgo+qz+ -+ ¢s2° determinen
la mateixa classe modul R, [z] si 1 només si p; = ¢; per a1 > n.

IV.7 Coordenades

Fixada una base uj,...,u, en un espai vectorial E, ’expressié de cada vector v de
E

v=alu; +--+a"u,
és tinica (3.2). Direm llavors que (a',...,a") sén les coordenades de v en la base
Ul,...,Un. Naturalment, les coordenades de v en una altra base e1,...,e, seran

unes altres:
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Tenim
n k3 7 . n n . .
v=D be=) V3 _piu) =) (3 bru,
=1 =1 j=1 =1 i=1

d’on

n .

al = Zb’p?, i=1...,n

i=1
Podem escriure aquestes igualtats d’una manera molt més comoda fent servir el
producte de matrius. Concretament: si A = (al) és una matriu de n columnes i m
files i B = (b}) és una matriu de r columnes i n files, el producte de A per B és una
matriu C = (c])

C=AB

de r columnes 1 m files, en la qual

P Pn al bt
P=| | oa=| | B=|
p ... pp a® "

Les igualtats que relacionen les coordenades de V en una i altra base es poden
resumir aixi:

A=PB.

La matriu P es diu la matriu del canvi de base.
Efectuem ara un nou canvi de base. Sigui vs,...,v, una nova base:

n
— i, -
'Uj—E g;e€i 1=1...,n
i=1

Q= (q;) és la matriu del nou canvi de base. Quina relacié hi ha entre les matrius
P i Q d’aquests dos canvis de base successius i la matriu del canvi directe de la
base uj,...,Un ala base vy,...,v, ? Només cal trobar les coordenades dels vectors

2. on la hace u 20 -
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76 M. CASTELLET, I. LLERENA

Que passa si, en aquests dos canvis successius, la tercera base torna a ser la

primera v; = uy,...,V, = U, ! El canvi directe té, evidentment, la matriu
100 ... 0
010 ... 0
0 01 ... 0
000 ... 1

Aquesta matriu la designarem per I i en direm matriu identitat, ja que compleix
MI=IM=M

per a tota matriu n X n M. En aquest cas resulta doncs que

PQ=1
Analogament, si fem primer el canvi de e1,...,e, a ug,...,u, de matriu Q , i
després el canvi de uy,...,un a €1,...,e, de matriu P, obtindrem

QP =1

Dues matrius, el producte de les quals, en qualsevol ordre, es sempre I es diuen
inverses una de l'altra. P i ) son inverses una de ’altra. Escriurem

P=Q7! i Q=pP7L
Hem demostrat, doncs, la

Proposicié 7.1 Les matrius dels canvis de base sén sempre invertibles. O

IV.8 Nota historica

Les primeres idees sobre coordenades sén de René Descartes (1596-1650), que in-
trodueix la notacié z!, 2%, %, ... i la regla dels signes per a polinomis en el Discours
de la méthode, “...pour bien conduire la raison et chercher la vérité dans les scien-
ces”. La consideracié de conceptes en dimensié n, aix{ com la suma de vectors
(en identificar R? amb C en la demostracié del.teorema fonamental de I’algebra)
sén degudes a Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Arthur Cayley (1821-1895) i Her-
mann G. Grassmann (1809-1877) (aquest darrer, un mestre d’escola sense formacié
cientffica) ja utilitzen els espais vectorials (que no serien definits axiomaticament

fins el 1888 per Giuseppe Peano (1858-1932)). Grassmann introdueix els con-

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7(

(ipagy ="

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doc
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronice
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



ESPAIS VECTORIALS 77

IV.9 Exercicis

1. Demostreu que el conjunt E de les aplicacions f : R — R es pot dotar de
manera natural d’una estructura d’espai vectorial real.

a) Quines de les seglients famfilies d’elements de F sén linealment indepen-
dents?
(a) sinz, cosz, 1.
(b) e, e*+2.
(c) 2,z +2, z2.
(d) 0,1, z+ 1.
b) Expresseu (si és possible) els segiients elements de E com a combinacié
lineal de les families corresponents:
(2) sinz; 1, z ,22, ...
(b) 22 +z—-1; L,z —1,(z - 1)%
() z+1,22 — 1,23+ 1.
(d) 0; (z —1)%, 2,22 +2,/3.

¢) Quins dels segiients subconjunts de E sén subespais vectorials?

Ey={f€E|f(-z)= f(z) Vz € R}
Ey={f€E|f(-z)=~f(z)Vz € R}

Ey={f € E| [ és continua}

E,={feE|f(0)=f(1)}

E; = {f € E] f dues vegades derivable i f" — f' + f = 0}

2. Sigui E = Mpxm(R). Quins dels segiients subconjunts de E sén subespais
vectorials?

Cartaen

Ei={AcE|al =0}
Ey={A€E|d +a=0}
Ey={A€E|Y ai=0,n=m}

i=1"

Ei={AcE|d =alVi,j,n=m}
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78 M. CASTELLET, I. LLERENA

4. Demostreu que el conjunt de les successions d’elements d’un cos K amb les
operacions

(I19I2a---,zna"‘);+(y1’y2,"‘?yna"’): (Il +y172:2 +y2""5xn +yna)

k(zi,22,..0,%T0n,...) = (kz1, k20, ... kZ,0 .. )

és un espai vectorial sobre K. Considerem el conjunt S de les successions amb
tots els elements 0 llevat d’un que valgui 1. Es § linealment independent? Es
S una base?

5. Sigui F el subespai de les successions (a, ) tals que a, = a;_;+2a;_,. Trobeu
les progressions geomeétriques contingudes a F i comproveu que existeixen
bases de F formades per progressions geomeétriques. Expresseu qualsevol
altra successié de F com a combinacié lineal d’una d’aquestes bases i trobeu
aix{ el terme general de les successions de F.

6. Sigul K, [z] el conjunt dels polinomis de grau < n junt amb el 0. Donat
0 # p(z) € K,|z], designem per p'(z),p"(z),...,p'") (z) les seves derivades.
Demostreu que p(z),p' (z),p"(z),...,p'"' {z) formen una base de K,|z]. Es-
criviu 1,z,2%,...,z" com combinaci” lineal d’aquesta base, en el cas p(z) =
1+zc+22 4+ 42",

7. Donada una matriu A = (aj') € M, . (K) anomenarem transposada de 4 a
la matriu 4* = (b7) tal que b] = @, per a tot i,7. Considerem els conjunts

S={AeEM, ..(K)| A=A4"} (Matrius simétriques)
H={AeM, . (K)| A= —A'} (Matrius hemisimétriques).

Demostreu que S i H sén subespais vectorials de M, ,,(K) i que, si a K
2=1+1%#0, llavors M, «.(K) =S ®M. Qué passasi K =Z/(2) ?

8. Trobeu un sistema homogeni d’equacions lineals que tingui com a solucions
els elements de F = ((1,1,1,1),(2,1,0,3)).

9. Trobeu una base de I’espai vectorial de les solucions del sistema de tres equa-
cions: z—y=0,2z4+y+2=0,z+y— z=0. Suposeu que els coeficients
sén elements de: a) R; b) Z/(2); ¢) Z/(5).

10. Considereu les inclusions Q ¢ Q(4/5) € R C C, (veure Pexemple de I1.7).
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ESPAIS VECTORIALS 79

12. Siguin F, G, H subespais de Iespai vectorial E. Proveu o doneu contraexem-
ples de les afirmacions segients:
a) FN(G+H)=(FnG)+(FNH).
b) F+(GNH)=(F+G&n(F+H).
¢) dm(FN(G+ H))=dm(FNG)+dim(FNH)+dm(FNHNG).

13. Quines condicions han de complir a, b, ¢ perqué els vectors de R® (a,a?,a’),
(5,8%,8%), (¢, c?, ¢?) siguin linealment independents?

14. Considerem a R* els subespais F' = (a,b,¢) i G = {d,e) on a = (1,2,3,4) ,
b=(2,2,2,6),c=(0,2,4,4) , d=(1,0,-1,2)i ¢ = (2,3,0,1).

a) Determineu les dimensions de F,G,FNG i F + G i doneu una base de
cada subespai.

b} Doneu sengles bases de R*/F i de R*/G.

IV.10 Exercicis de programar

15. Prepareu un programa per calcular, sobre R,

a) la suma de dues matrius;
b) el producte d’una matriu per un escalar;
¢) el producte de dues matrius.

16. Modifiqueu el programa anterior de manera que en lloc de treballar amb

K = R ho faci amb

a) K = C;
b) K = /().
Nota:

Convé preparar aquests programes en forma de subrutines que puguin
ésser utilitzades quan convingui dins de programes més grans.

17. Descomposicié LU
Sigui A = (a{) € M,x,(R) una matriu donada. Prepareu un programa
que descompongui 4 = LU, on L = (1) és una matriu triangular inferior
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80 M. CASTELLET, I. LLERENA

18. Siey,...,en ésuna familia qualsevol de vectors de R™, prepareu un programa
que permeti extreure’n una familia linealment independent i completar-la a
una base de R™ amb vectors de la base canonica. (Indicacié: seguiu els passos
de la demostracid del teorema de Steinitz).

&
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Capitol V

Aplicacions lineals

V.1 Definicié i exemples

El capitol anterior ha estat dedicat a Pestudi d’unes estructures, els espais vecto-
rials. En aquest estudiarem aplicacions entre aquestes estructures, les aplicacions
lineals. Es logic pensar que les aplicacions interessants entre espais vectorials sén
aquelles que respecten Pestructura d’espal vectorial. Un espal vectorial és un con-
junt amb dues operacions; una aplicaci6 entre els conjunts que “conserva” les dues
operacions és una “aplicacié que respecta estructura vectorial”.

Siguin E 1 F dos espais vectorials sobre el mateix cos K. Una aplicacié

f:E-—F
es diu una aplicacid lineal si pera tot u,v € Eitot a € K,

futv) = fu)+ f)
flaw) = af(u).

Si f és lineal, es compleix .

o flau+bv)=af(u) +5f(v), 1, en general,

o f (ia’ﬁ,) :Zaif(ui). '
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82 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemples:
1. Sigui F un espai vectorial sobre K iuy, ..., %, una base de E. L’aplicacié
E — K"
v = (al,...,a")

que fa correspondre a cada vector les seves coordenades en la base donada
és lineal.

2. Sigui E; & E» la suma directa dels espais vectorials Ey 1 Fy. Les aplica~

cions
E; - E,0E, E, — E, ®E
u —  (u,0) v = (0,v)
Ei®E, — E, E,®E, — E,
(u,v) +~— u (u,v) = v

sé6n lineals.

3. Sigui F un subespai de U'espai vectorial E. L’aplicacié

u = [y
que fa correspondre a cada vector la seva classe és lineal.
4. Siguin a4, ..., a, nombres reals fixos. L’aplicacié
R — R!
(z',...,2") — az'+...+azz"
és lineal. Més general, si o] sén nombres reals fixos, i = 1,...,n,
j=1,...,m, laplicacié
R* — R™
n n
1 1, m,. 1
(z',...,2") > (E a;z’,. .., E airz")
=1 =1
és lineal.
Sigui f : E — F una aplicacié lineal:

o Anomenarem nucli de f el subespai vectorial de E
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APLICACIONS LINEALS 83

Exercici:

Proveu que, efectivament, Nuc f i Im f sén subespais vectorials.

Proposicié 1.1 Si Uaplicacié f : E — F és lineal 1 E és de dimensid finita,
aleshores Nuc f 7 Im f sén de dimensié finite ¢ dim F = dim Nuc f + dim Im f.

DEMOSTRACIG: Nuc f és un subespai vectorial de E i, per (IV.3.9), és de dimensié
finita. Agafem una base de Nuc f, v1,..., v, i completem-la fins a obtenir una base
de E (IV.3.8): v1,...,Vk,...,0n. Les imatges per f dels k primers vectors sén 0.
Les imatges

f(vk-i-l)v e af(vn)
formen una base de Im f. En efecte, generen Im f, ja que si v € Im f, existeix un

n
U= Zaivi € E tal que

1=]1

v=f(u)=f (Za’@) = Zaif(v,-) = Z a’fvy).
i=1 i=1 i=k+1

A més, sén linealment independents, ja que

n

0= Z a'f(v:) = f( Z a‘v;) = Z a‘v; € Nue f =

i=k+1 i=k+1 i=k+1
n k k n
= Z aivg = Zbivi = Zbivi - Z aiui =90.
i=k+1 i=1 i=1 i=k+41
Els vectors que apareixen en aquesta combinacié lineal sén linealment independents;
per tant, els coeficients sén 0. En particular ¢ =0 perai=k+1,...,n. O

Es diu rang d’una aplicacid lineal f la dimensié de la seva imatge.

Una aplicaci$ lineal injectiva es diu un monomorfisme . Una aplicacié lineal
exhaustiva es diu un epimorfisme. Una aplicacié lineal bijectiva es diu un iso-
morfisme. Una aplicacié lineal d'un espai E en ell mateix, E — E, es diu un
endomorfisme. Un endomorfisme bijectin es diu un automorfisme.

L) . . o . . . .. - =
Proposicié 1.2 Une aplicacid lineal f és injectiva si ¢ només st Nuc f = 0. Une
aplicacid lineal f €s exhaustiva 31 i només ss Im f = F.

DEMOSTRACTO:  La secona afirmacid no és res més ane la definicid d’exhangtivitat
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84 M. CASTELLET, I. LLERENA

Proposicid 1.3 Si f és lineal i bijectiva, aleshores f~1 també és lineal,

DEMOSTRACIO:  Per provar que f~1(u +v) = f~ (u) + f~1(v), només cal veure
que, per aplicacié bijectiva f, els dos costats tenen la mateixa imatge,

FUHuto) =utv=f )+ FF7H0) = F(F7 () + £ ().

De manera semblant es veu que f~(au) = af(u).0

Observacid:

Aquesta proposicid ens diu que si f: F — F és un isomorfisme, hi ha una
aplicacié lineal g : F — E (¢ = f ) tal que gof =Igi fog = Ip.
(Aqui, Ig: E — E ésaplicacié identitat, que envia tot element a ell mateix;
analogament per a Ip.)

Reciprocament, si existeix una aplicacié lineal g : F' — E tal quegof = Ip
i fog=Ip,resulta que f és injectiva i1 exhaustiva i, per tant, és bijectiva i
inversa de g. Aleshores (1.3) ens diu que f és un isomorfisme.

Dos espais vectorials E 1 F es diuen 1somorfs si existeix un isomorfisme £ — F.
Escriurem llavors
E=F

Exemples:

5. Si E és un espai vectorial de dimensié n sobre K, aleshores E & K™
(exemple 1).

6. Sigui Ey @ E, la suma directa de dos espais vectorials Eq i Fy. Consi-
derem els subespais

Ej = {(u,0) | v € Ei} By = {(0,v) | v e Ey}.
Les aplicacions
E, - E E, — E|

w - (u,0) v = (O,v)

sén isomorfismes. Els subespais E| i Ej tenen interseccié {(0,0)} i la
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APLICACIONS LINEALS 85

e

N
o\
E— s

7. Siguin F i G dos subespais complementaris a E; és a dir, F&O G =E. A
la figura hem representat el cas particular en qué F = (v) és una recta i
G = (uy,us) un pla. Aleshores, R®/F &s el conjunt de rectes paral-leles
a F (IV.6). Aquest conjunt estd en correspondéncia bijectiva clara amb
els punts del pla G: a cada punt de G hi associem la recta paral-lela a
F que passa per aquest punt. En general,

G - EJF

u o~ [y

és una aplicaci6 lineal de nucli GN F = {0} i exhaustiva, ja que la classe
dunw € E,2w =u+v,u € G,v € F, & [w] = [u] i, per tant, és imatge
del vector u de G. Els espais G i E/F sén, doncs, isomorfs.

Proposicié 1.4 Dos espais vectorials de dimensid finita E + F sén isomorfs si 1
només st dimE = dim F.

DEMOSTRACIO: Si E = F, tenen la mateixa dimensié com a conseqiiéncia
immediata de (1.2) i (1.1).
Suposem que dim F = dim F. Escollim bases u,,...,u, de Eiv,,...,v, de F.
L’aplicacié
f:E—-F
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86 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemple:
R? i C sén espais vectorials sobre R isomorfs. Un isomorfisme és

(a,b) — a+ bi.

V.2 Matriu associada a una aplicacié lineal

Una aplicacié lineal queda totalment determinada per les imatges dels vectors duna
base. Aquestes imatges poden ésser, perd, qualssevol. Demostrem aquestes afirma-
clons.

Proposicié 2.1 Sigui B = {u; | i € I} una base d’un espai vectorial E sobye el cos
K. Siguin {w; | ¢ € I'} vectors qualssevol d’un espai vectorial F sobre K. Ezisteiz
une aplicacid lineal, i només una,

f:E—F
tal que f(u;) = w; per a cada 1 € I.

DEMOSTRACIO: Com que una aplicacié lineal compleix

f <Z aiui> = Zaif(ui),

=1

Paplicacié que busquem ha de definir-se for¢osament per

f (z aiu,) = ;aiwi.

=1

Només resta demostrar que, aixi definida, f és lineal. Feu-ho. O

Els seglients fets sén facils de demostrar (notacié com a (2.1)):
f és injectiva < {w; |7 € I} és linealment independent;
f és exhaustiva < {w;|i € I} genera F;
f és bijectiva & {w; |7 € I} és una base de F'.
Sigui f : E — F lineal amb E i F' de dimensié finita. Siguin wq1,...,u, 1
U1,...,0n bases de F i F respectivament. (2.1) ens diu que f queda determinada
perfectament si coneixem les coordenades de f(uq),..., f(uyz):

m
f(ui)zza'}vj t=1,...,n.
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APLICACIONS LINEALS 87

Observem que (2.1) ens diu, també, que tota matriu m X n és la matriu associada
a una aplicacié lineal respecte a les bases {u;} 1 {v;}.

La matriu associada és l'eina amb qué, molt sovint, estudiem una aplicacid
lineal. Vegem, de moment, com aquesta matriu ens permet calcular les coordenades

n
de la imatge d’un vector. Suposem que w = Zwiui € E; aleshores,
i=1

flw) = Zwlf(uz) = Zwi (Zazjv]) = Z (Zazjwi> ;.

j=1 j=1

Les coordenades (w!,...,w™) de f(w) en la base {v;} sén, doncs,

n

-7 _ Jopt -

w! = E a;w", j=1,...,m.
i=1

Escrivim les coordenades (w?,...,w™) i (®!,...,%™) com a matrius d’una columna
W 1 W, respectivament. Aleshores, les igualtats anteriors es poden resumir en
W = AW.
Exemples:

1. L’aplicacié

(z1,...,2") — (Ohalzt.. Y0 alat)

at ... d}
at® an
2. Sigui F un subespai de E i
f:E S EJF
Vaplicacié que fa correspondre a cada vector u € E la seva classe [u]
modul F. Sigui vy,...,vs una base del subespal F 1 vi,...,0%,...,0,
una base de E; sabem que, aleshores, [vgti],...,[vn] és una base de

E/F. Respecte a aquestes bases, la matriu de f és
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88 M. CASTELLET, I. LLERENA

3. Considerem la matriu de la identitat Ig : E — E. Agafem en el primer
espai F una base uy,...,u, i en el segon una base vy,...,v,. La matriu
de I respecte a aquestes bases esta formada pels coeficients de

n
IE’(uz) = U; = Zafvj.
j=1

Si w té coordenades (w!,...,w™) en la base {u;}, les coordenades de
w = Ig(w) en la base {v;}, (w!,...,w"), compleixen
W = AW.

Tornem, aixi, a trobar l'expressié del canvi de coordenades de (IV.7):
La matriu A és la matriu del canvi.

4. La matria de Ig : E — FE considerant la mateixa base {u;} en els dos
espais, és la matriu identitat

1 0 0

01 0
I= .

0 0 1

5. Sigui f : E — F un isomorfisme. Considerem una base {u;} de E i
la base {f(u;)} de F. La matriu de f respecte a aquestes bases és la
matriu identitat.

Proposicié 2.2 Siguin f : E — F i g : F — H aplicacions lineals. Siguin
{ut,. -y unt, {v1,-.-,0m}, {€1,...,es} bases de E, F', H, respectivament. Siguin
A, B, C les matrius de f, g, go f respecte a aquestes bases. Aleshores

C =BA.

DEMOSTRACIO: Tenim

flu) =Y alv;,  g(e) =D bew,
j k=1

J=1
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APLICACIONS LINEALS 89

Per tant,
J_ i1k
cl =) alb},
J

és a dir,

C =BA.O

Corol-lari 2.3 El producte de matrius és associatiu.

DEMOSTRACIO:  Diguem, primer de tot, que hem fet un abts de llenguatge en -
dir “producte de matrius” com si es tractés d’una operacié. Recordem (IV.7) que
aquest producte només estd definit quan el nombre de columnes de la primera
matriu coincideix amb el de files de la segona. Siguin, doncs,

A € Mpxn(K), B e Myxm(K), C € M:xs(K);

considerem espais vectorials E, F, H, G sobre K de dimensions n, m, s, t res-
pectivament. Fixem bases a cada un d’aquests espais. Existeixen, aleshores, apli-
cacions lineals f, ¢, b amb matrius A, B, C respecte a aquestes bases. El fet que

ho(gof)=(hog)o f implica, per (2.2), que
C(BA)=(CB)A.O

Volem ara relacionar les matrius d’una mateixa aplicacié lineal respecte a dife-
rents bases. Sigui, doncs,

f:E—=F
amb matriu A respecte a les bases u1,...,u, de Fivy,..., v, de F, 1 amb matriu B
respecte a les bases @y,...,4, de E17;,...,0,, de F. Escrivim f com la composicié
Ig f Ip

E - F - F — F.

Considerem en cada un d’aquests quatre espais les bases {u;}, {u:}, {vi:}, {v;}. La
proposicié (2.2) ens diu que

B =QAP,
on P és la matriu de Ig

n
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90 M. CASTELLET, I. LLERENA

En moltes ocasions, el que coneixem sén les coordenades de la nova base 7, en la
base vj,

m
ﬁk:E TIv; k=1,...,m;
=1

recordem, perd, que vam veure a (IV.7) que les matrius R = (r]) i Q sén inverses
una de ’altra. Aix{ doncs,
B=RTTAP.

V.3 Teorema d’isomorfisme
Teorema 3.1 (d’isomorfisme) . Si f: E — F és lineal, aleshores
Im f 2 E/Nucf.

DEMOSTRACIO:  L’aplicacié f envia tots els elements d’una classe u + Nuc f al
mateix vector de F'; en efecte, si w € Nuc f, flw) =01

flutw) = f(u) + f(w) = f(u).
Aixo ens permet definir una aplicacié

E/Nucf — Imf
[u] —  f(w)
que és, clarament, lineal i exhaustiva. Aplicarem (1.2) per veure que és injectiva;

si [u) va a 0, vol dir que f(u) =0, és a dir, u € Nuc f i [u] = [0]. O

Corol-lari 3.2 $i F i G sén subespais de E, es compleiz
(F+@)/F=G/FNG.
DEMOSTRACIO: L’aplicacié

F:G — (F+G)/F

v o [v]

és lineal; el seu nucli esta format pels v € G tals que [v] = F, és a dir, tals que
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Corol'lari 3.3 51 F C G sdn subespais de E, aleshores
(E/F)/(G/F)=2E/G.

DEMOSTRACIO:  Observem, primer, que ¥ C G implica que si una classe [u] de
E/F té un representant a G tots els seus elements sén de G. Per tant, G/F és un
subconjunt de E/F.
Definim, ara,
f E/F — E/G
[wl — {u},

‘on {u} indica la classe de u mddul G. Aquesta aplicacié estd ben definida, ja que
elements equivalents respecte a F' també son equivalents respecte a G. f és lineal i
exhaustiva i el seu nucli esta format per les classes [u] tals que {u} = {0}, és a dir,
tals que u € G. Aixi doncs, Nuc f = G/F' i, aplicant (1.3),

(E/F)/(G/F)= E/G.O

Observacié:

Sila dimensié de ’espai E és finita, Im f i E/ Nuc F tenen la mateixa dimensié
((1.1) i (IV.6.1)). Sén, per tant, espais isomorfs (per 1.4). Que ens diu de
nou, doncs, la proposicié 3.17 En primer lloc, ens diu que el resultat és valid
per a qualsevol espai vectorial, de dimensid finita o no. Encara més important
és, pero, el fet que es defineix un isomorfisme d’una manera molt natural i
sense intervencié de bases. Una aplicacié lineal definida sense fer servir cap
base, o que permet una definicié d’aquest tipus, es diu una aplicacié candnica.
‘Tots els isomorfismes establerts en les tres proposicions d’aquest apartat sén
isomorfismes canodnics.

Volem donar, abans d’ acabar aquest apartat, uns exemples que il-lustrin el
contingut d’aquestes tres proposicions.

Exemples:
1. Considerem ’aplicacié lineal

f: R? — R!
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92 M. CASTELLET, I. LLERENA

Nuc f

T

2. Considerem ¢; = (1,0,0), ez = (0,1,0), e3 = (0,0,1) a R®. Siguin F i
G els subespais vectorials de R? definits per F' = {ey,e2), G = {e1, €3).
Aleshores FNG = (e1) i F + G = R>. Per tant, (F+G)/F és el conjunt
de plans de R? parallels a F'i G/FNG és el conjunt de rectes del pla G
paral-leles a F N G. L’isomorfisme de (3.2) fa correspondre a cada recta
de @ parallela a F NG, el pla de R? paral-lel a F que la conté.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂftél 04

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCH -
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docun
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero t



APLICACIONS LINEALS 93

a F. Cada classe de (R3®/F)/(G/F) esta formada per totes les rectes
(paral-leles a F') situades en un pla paral-lel a G. L’isomorfisme de (3.3)
fa correspondre a cada una d’aquestes classes el pla parallel a G que la
conté (que és un element de R?*/G).

V.4 L’espai de les aplicacions lineals

Considerem el conjunt L(E, F) de totes les aplicacions lineals de E a F. Hi ha
una manera natural de definir una suma i un producte per elements del cos K a
L(E, F). Concretament, si f,g € L(E,F) i a € K definim le suma f + g per

(F+9)u)=f(u)+g(uv) VuekFE

i el producte af per
(af)(u) = af(uw) Yu € E.

Les aplicacions f 4 ¢ 1 af sén, clarament, lineals. L(E, F) amb aquestes dues
operacions compleix totes les condicions d’espai vectorial (IV.1); en direm espas
vectorial de les aplicacions de E a F.

Proposicié 4.1 Si E i F sén de dimensid finita, L(E, F) també 1 dim L(E, F) =
dim E - dim F.

DEMOSTRACIO:  Sigui ug,...,u, una base de E i vy,...,v, una base de F.
Definim

fij:E—F r=1,...,n,5=1,...,m

per f,-j(uk) =0sik # i, fij(ui) = Vj.
La proposicié quedard demostrada si provem que aquestes n - m aplicacions
formen una base de L(E, F). Per a aixo hem de veure que

o {fi;} genera L(E, F). En efecte, sigui f : E — F lineal; suposem que f(ug) =
Zaivj. Aleshores f = Za{fij, ja que Vuyg

i=1 i

/\"‘,J,c.‘\ (20) =N oIl N N g £100) i, .
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94 M. CASTELLET, [. LLERENA

Amb un calcul com el fet més amunt, obtenim

Za{u,»:@ k=1,...,n

Y

i, per tant, ai:()peratotk:l,...,nitotj::l,...,m. D

Observem que la matriu de f;; respecte a les bases uq,...,un 1 V1,..., Uy 68
la matriu B} formada per 0 a tot arreu, menys a la columna i fila j, on apareix
un 1. A (IV.3) vam veure que aquestes matrius formen una base de M,,x,(K).
L’aplicacid

L(E,F) — Muxn(K)

fii Ef i=1,...,n , j=1,....,m

és un isomorfisme entre aquests dos espais vectorials. De la demostracié de (4.1)
es dedueix que aquest isomorfisme associa a cada aplicacid lineal f la seva matriu
en les bases considerades.

V.5 L’ilgebra d’endomorfismes

Un cas particular de U'espai estudiat a V'apartat anterior és L(E, E), Uespai dels
endomorfismes de E, que denotarem per End(E).

Dos elements f,g € End(E) es poden compondre sempre 1 la composicié go f és
també un element de End(E) que anomenarem producte, o producte intern si hi ha
perill de confusié amb el producte per elements del cos. Aquest producte compleix
les propietats seglents:

o Associativa: ho(go f)=(hog)o f Vf,g9,h € End(E).
e Hi ha un element neutre, que és Uaplicacid identitat Ig:
Igof=folg=f Vf&EndE).
En general, perd, el producte no és commutatiu i els dnics elements que tenen
invers sén els endomorfismes bijectius (automorfisines).

El producte intern de End(E) esta relacionat amb les dues operacions de l'es-
tructura vectorial per les propietats segiients:

¢ Distributives:
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APLICACIONS LINEALS 95

Un conjunt A amb tres operacions - una suma +, un producte -, i un producte
per elements d'un cos K- es diu una dlgebra sobre K si A amb + 1 - és un anell, A
amb + i el producte per elements de K és un espai vectorial i k(a - b) = (ka)- b=

a- (kb)

Vk € K,Va,b e A.

Exemples:

1. El conjunt de polinomis K[z} és una algebra commutativa i amb unitat

sobre K.

. End(E) és una algebra amb unitat. També és una algebra amb unitat

el conjunt de les matrius quadrades M, xn(K). Si E és de dimensié n,
a Vapartat anterior hem establert una aplicacié

End(E) = L(E,E) — Mpyxn(K)
f

— A

on A és la matriu associada a f en una base prefixada de E. Aquesta
aplicaci6é és un isomorfisme d’espais vectorials i, a més, “conserva” els
productes interns per (2.2). Es diu, aleshores, que és un isomorfisme
d’algebres i que les algebres End(E) i M,,x.(K) sén isomorfes.

Anomenarem homotécia vectorial de taé a endomorfisme alg de E.

Proposicié 5.1 Si E té dimensié 1, els seus tinics endomorfismes sén les ho-
motécies vectorials.

DEMOSTRACIO:  Sigui u # 0 una base de E i f € End(E). La imatge de u
s’expressara com a combinacié lineal de la base

f(w) = au.

Aleshores, la imatge de qualsevol altre vector v = cu € E és

F(v) = flew) = ¢f(u) = ¢(au) = alcu) = av,

d’on resulta que f = alg. O

Cﬂftﬂ 9l
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96 M. CASTELLET, I. LLERENA

V.6 L’espai dual

En aquest apartat anem a estudiar un an.c cas particular de espai d’aplicacions
lineals: el cas en que el segon espai vectorial és K. Les aplicacions lineals a K es
diuen, també, formes; de 'espai

E' = L(E,K)

en direm Iespai dual de E . Totes les consideracions de 'apartat 4 s’apliquen, en
particular, a aquest cas. Aixi doncs, E’ és un espai vectorial de la mateixa dimensié

que E (si dim E és finita). Donada una base u,,...,u, de E, les aplicacions
u': E — K
u; — 0 s 1#j
u; — 1 s 1=7 t=1,...,n
formen una base de E’, que anomenarem base dual de uq,. .., Us.

Atencid!:

Suposem que %1,...,%p 1 V1,...,vy s6n dues bases diferents de E, perd amb
alguns vectors comuns, per exemple u; = vq; en les bases duals u!,...,ul,
v,...,v], els elements u} i v} no tenen per queé ésser iguals.

Proposicié 6.1 Siguiuy,...,u, una base de E tu),... ul, lo seva base dual. Les

coordenades d’una forma w € E' en la base uf,...,ul, s6n w(ui),...,w(uy,)

w=wu)u] + ... +w(up)ul,.

DEMOSTRACIO: Per a tot vector uy de la base de E, tenim

(ZMH:‘)U?) (ur) = D_w(uws)ui(us) = w(u)

i=1

n
i, per tant, Zw(u,)ui =w. O
i=1
Fixada una aplicacié lineal f : E — F, cada element w € F' ens déna, en
compondre amb f, un element wo f de E'

f
E — F
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98 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: ¢ és lineal, ja que per a tot u,v € E i tot w € E',

(¢(u +v)) (w) (w,utv) =wlutv)=
w(u) + w(v) = (w,u) + (w,v) =
e(u)(w) +¢(v)(w) =

(p(u) + ¢(v)) (w),
d’on s’obté que ¢(u + v) = ¢(u) + ¢(v).

Analogament es prova que ¢(au) = ap(u).

Per veure que @ és injectiva, provarem que 1'inic vector del nucli és 0 (1.2).'Si
¢(u) = 0, aleshores, per a tot w € E',

0= p(u)w) = w,u) = w(uw).

Si u # 0, hi ha una base de E de la forma u, U, ..., un; considerem un w € E' tal
que w(u) = 1,w(u;) =0, i = 2,...,n. Aleshores

plu)(w) = {w,u)y =1#0,

en contra del que hem obtingut abans. Aixi doncs, u = 0 i aplicacié ¢ és injectiva.
L’exhaustivitat de ¢ resulta de (1.1) i del fet que E i E” tenen la mateixa
dimensi6 finita. O

n

i

Observacié:

En la demostracié anterior només hem fet servir que la dimensié de E és
finita per provar 'exhaustivitat; per a espais de dimensié infinita, ¢ és un
monomorfisme.

Proposicié 6.4 Sigui f : E — F una aplicacid lineal entre espais de dimensid
finita, @ sigut f" : E" — F" la seve bidual. St : E= E" 1 ¢ : F = F" sdn els
isomorfismes de (6.9), aleshores

¢_10f"o¢:E%’E"—+F"EF
coincideiz amb f.
DEMOSTRACIO: Siu € B,

(Fro)(w) = f(( ,u) =( ,w)of € F,

isiwe F'.
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El vector de F que correspon per ¢ a aquest element de F”' és f(u) i, per tant,
(e tofrop)(w)=¢""({ ,f(u) = f(u).

Aixi, doncs, 1o ffop=f. OO

V.7 Subespais ortogonals

En tot aquest apartat suposarem que treballem només amb espais vectorials de
dimensié finita. Com a ’apartat anterior, E’ indicara el dual de ’espai E, E' =
L(E,K).

Sigui A un subconjunt de E. Definim Portogonal de A com el conjunt

At ={w e E| w() =0vue 4}.
Es tenen, aleshores, les propietats segiients: |
1. A' és un subespai vectorial de E'.
2. ACB= B* C A*.

3. Si F és un subespai de F, dimF! = dimE — dim F.

4. B+ = {0}, {0} =E.

1, 2 i 4 sén immediates; demostrem 3: agafem una base u,,...,u, de F i
completem-la fins a obtenir una base u;,..., Uy, Ugy1,...,u, de E.

Sigui uf,...,u},u, (,...,4, la base dual corresponent. Pera j =k+1,...,n,
v'; s’anul-la sobre la base u,,...,u, de F i, per tant, sobre tot F; és a dir, u} € F*
per aJ = k+1,...,n. Ara bé, aquests elements formen una base de F*, ja
que s6n linealment independents (en ésser part d’una base) i generen F*, ja que
siw=a'u, +...+a"u, € F* C F', comqueu, € F, h = 1,...,k, es té
0=w(u,) =a*, donw =a** 1y, +...4+a"u,.

Volem definir, ara, 'ortogonal d’un subconjunt A de E'. Hi ha dues maneres
de fer-ho.

1. At ={v € E |w(u) =0Vwe A}.
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100 M. CASTELLET, I. LLERENA

Aquestes dues maneres sén, essencialment, la mateixa. Amb més precisid, a-
quests dos ortogonals es corresponen per l'isomorfisme de (6.3). En efecte, recordem
que en aquell isomorfisme un element o € E” corresponia a un vector u € E de
forma que & = { ,u). Per tant, a 2,

{a € E" | a(w) =0Vw e A} {{ ,u) e B" | {w,u) =0Vw € A} =
{{ ,u) € E"| w(u)=0Vw € A},

I

que correspon a {u € E | w(u) =0Vw € A} de 1.

La definicié 2 és la donada al comengament de I’apartat. Per tant, les propi-
etats 1, 2, 314 sén valides en aquest cas. Les consideracions anteriors ens diuen
que aquestes propietats sén també valides per a ortogonals definits segons 1. En
endavant treballarem sempre amb la definicié 1.

Altres propietats dels ortogonals sén:

5. Si F' és un subespai vectorial, F1+1 = F.
6. Si F i G sbén subespais vectorials,

(FNG) =F+4+ Gt i (F+G)* =Ftnat

7.5 E=F6G, E' =Fltgat
DEMOSTRACIO: de 5.
ueF = (wu) =wu)=0Ywe FtrsueF,

d’on F € F14; perd la propietat 3 ens diu que aquests dos espais tenen la mateixa
dimensié i, per tant, F = F++. O

DEMOSTRACIG: de 6.

FNGCF, FNGCG = (per2) FLC(FNO'HGLc(FNG)*: =

= FlyGlc(Fno)h (%)
F+GDOFF+G>G = (per2)Fo(F+QHGIO(F+0)" =
= (F+G)'cFinG (%)

aleshores, per 5, (*) 1 (*%),
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APLICACIONS LINEALS 101

DEMOSTRACIO: de 7.

E=F®G & E=F+GiFnG={0}&
o {f}=E+t=(F+6) " =FtnGti
E={0} =(FNnG)-=F-+ct
& E'=Flggio

Proposicié 7.1 Sigui f : E — F una aplicacid lineal entre espais vectorials de
dimensid finita ¢ f' : F' — E' la seva dual. Llavors,

(Imf)" =Nucf i (Nucf): =Imf'.
- DEMOSTRACIO:

(Imf)t = {weF |wv)=0¥eImf}={weF |w(fu)=0Yuec E} =
= {weF'|(flw)u)=0Vu e E}={weF'| flw=0}=Nucf'
(Imf)* = {u€E|p(u)=0VYp € Imf'}={u€ B|(fw)(u)=0% € F'} =
= {ueFE|w(fuy=0VweF}=
(per un raonament fet a (6.3))

= {u€FE|(fu)=0}=Nucf.

La propietat 5 ens déna, ara, la segona igualtat. O

V.8 Nota historica

Per Leonhard Euler (1707-1783) una funcié era una férmula o equacié que conte-
nia variables i constants. Euler i Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) ja coneixien
que les solucions d’un sistema homogeni formen un espai vectorial, perd aixd no és
explotat fins a Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). La teoria d’aplicacions lineals
es desenvolupa a mitjans del segle 19 (encara que una definicié precisa com 1’actual
fou donada per Giuseppe Peano (1858-1932) a finals de segle) i la connexié en-

{re matrius 1 aplicacions lineals fou establerta i desenvolupada per Arthur Cayley
(1R91_1R0K) ol 1RRE_ ra Bardinand Teo b 3 (1840 1017 id 1 1970 ol
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102 M. CASTELLET, I. LLERENA

V.9 Exercicis

1. Proveu que donada qualsevol aplicacié lineal f : E — F existeixen bases de
E i F tals que la matriu de f en aquestes bases és

I, |0
0 .
Quin significat té r?
2. Sigui
0 a
E={< b e ) € Mzx2(R) | c=a+b}.

Considerem I’endomorfisme f : E — E donat per

f 0 a\ _ 0 3¢+ 3a
& ¢/ \ -2a—& a-b+3c /°
Trobeu una base de E, la matriu de f en aquesta base i sengles bases de
Nuc filmf.
3. Quina és la matriu del canvi de base entre
{L,z,2%,....,2"} i {Lz-a,(z—a),....(z—a)"}

com a bases de l’espai vectorial dels polinomis reals de grau n? Utilitzeu-la
per provar la férmula de Taylor:

p(z) =pla) +p'(a)(z —a) + %P”(a)(z —a)? 4+ ;Ll—!p("’ (a)(z — a)".

4. Sigui f : E — F una aplicacid lineal. Demostreu

a) f és injectiva <= existeix una g : F — FE lineal tal que go f = I.
b) f és exhaustiva <= existeix una g : ¥ — E lineal tal que fog = I.
5. Donades dues aplicacions lineals f : E — F i g: E — G, trobeu sengles
- condicions necessaries i suficients perque
a) existeixi h: F — G lineal tal que ho f = g.
b) existeixi una tinica h: F — G lineal tal que ho f = ¢.

c) existeixi un monomorfisme h: F — G tal que ho f = g.
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APLICACIONS LINEALS 103

7. Demostreu que tot endomorfisme f d’un espai vectorial, E, de dimensié finita
pot expressar-se com diferéncia de dos automorfismes.

8. Un endomorfisme f : E — E es diu un projector si f> = f. Demostreu:

a) f és un projector si i només si I — f ho és.
b) Si f és un projector, E = Nuc f & Im f.

c) Si f i g sén projectors determineu condicions necessiries i suficients
perque f + g també ho sigui.

d) Si f és un projector, trobeu les relacions existents entre Nuc f, Im f,
Nuc(I — f), Im(I — f).

9. Siguie;,...,e, una base de I’espai vectorial F i siguin (a?,...,a”) les coor-
1 3 g (i) (3

denades dels vectors v; € E, ¢ =1,...,k. Quines condicions han de cumplir

les coordenades d’una forma w € E’ en la base dual, €},...,¢},,dee,,...,e,,

perqué w € (vy,..., )" ?

Siguin ara (b},...,b}) coordenades de formes w; € E', j = 1,...,k, en la

basee!,...,e . Quines condicions han de cumplir les coordenades d’un vector
1y PR p

v € E perqué v € {wy,...,we)t?

10. Demostreu que wy,...,w,, € E' s6n linealment independents si i només si per
a cada m-pla (a;,...,8,) € K™ existeix un vector u € F tal que w;(u) = a;,
t=1,...,m.

11. Sigui f € End(E) tal que f> = I. Siguin E, = {z € E | f(z) = z},
E;, ={z € E| f(z) = —z}. Demostreu que E = E, ® E,. Vol dir aixé que
peratotz€ E f(z) =z o f(z) = —x?

12. Sigui f € End(E). Demostreu que Nuc f = Im f si i només si dim E és parell,
f2=0irangf=n/2.

13. Demostreu que f € End{F) commuta amb tots els endomorfismes de E si i
noméssi f =al,a € K.

14. Sigui f € End(E) tal que f* + f + I = 0. Demostreu que f és isomorfisme i
determineu el seu invers.

15. Sigui F un éspai vectorial de dimensié6 finita i f un subespai vectorial de F.
T o inaluail £ JoBans 1 [y
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104 M. CASTELLET, I. LLERENA

V.10 Exercicis de programar

Els exercicis que proposem a continuacié utilitzen tots, en algun moment,
Vexercici VIL12.

16. Elaboreu un programa que permeti

a) canviar de base les coordenades d’un vector donat.

b) canviar de base la matriu d’una aplicacié lineal donada.

(Indicacid: si uq,...,un ésla base original i ey, ..., e, la nova base, construiu
la matriu del canvi i la seva inversa —utilitzant Uexercici VII.12—. Utilitzeu
la subrutina de l'exercici IV.15¢c).

17. Elaboreu un programa que, donats eq,...,e, vectors de R™ | comprovi que
formen una base 1 en calculi la seva base dual. (Indicacié: si P és la matriu
que expressa la base e1, ..., e, en funcié de la base candnica, (P*)™! expressa
les formes e},..., e}, en funcid de la base dual de la candnica).
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Capitol VI

Determinants

VI.1 Determinant de n vectors

Considerem el conjunt de les matrius n X n sobre K. Volem associar a cada ma-
triu un element del cos K, el seu “determinant”, de forma que es compleixin les
seglients propietats: si multipliquem per a € K els elements d’una columna, el de-
terminant queda multiplicat per a; si una columna és suma de dos, el determinant
és suma dels determinants calculats amb cada una de les columnes-sumands; si
dues columnes sén iguals, el determinant és zero. Aquestes tres condicions sén, de
fet, prou restrictives per no permetre gaire marge a I’hora d’escollir (definir!) qui
sera el determinant d’una matriu. Anem a veure-ho.

Observem, primer, que les condicions imposades es refereixen a les columnes;
k3

‘per a aixo convé considerar cada matriu n X n com un element de K™ x --- x K",
interpretant cada columna com una n-pla de K™. Aleshores, un determinant ha
d’ésser una aplicacié
n
det: K"x---xK" — K
(@1,...,0,) +— det(ay,...,an)

que compleixi:

o det(ay,...,aai,...,0n) = a det(ay,...,an,) Yee K, i=1,...,n.
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106 M. CASTELLET, I. LLERENA

Sigui E un espai vectorial de dimensié n sobre un cos K. Una n-forma lineal
alternada és una aplicacié

k3

e
D:Ex---xE—K
que compleix

(a) D(vi,...,avi,...,vp) =aD(v1,...,vi,...,v,) Va€K, i=1,...,n.

(b) D(vi,..o,vi+ 0.0 000) = D(v1,. 00,055, Ug) + D(va,. . 0,00 0 0y)
1=1,...,n.

(¢) D(v1,...,v,)=0 si vi=v; amb 7#j.

Les condicions (a) i (b) es resumeixen dient que D és multilineal o bé lineal a cada
factor; el nom d’“alternada” es refereix a la tercera condicié o, més exactament, a
la primera de les propietats que enunciarem. El nom de “forma” es reserva per a
aplicacions lineals o multilineals a K.

Passem a enunciar les propietats de les n-formes lineals alternades.

1. D(vg,.. 0y 0iye ooy ¥y ooy 0n) = =D(V1, ..., 04,00, Uiy oo, Up)-

En efecte, per (c),

0 D(vy,...,vi +vj,...,0i+vj,...,v,) = (per (b))
D(v1,...,05.. 3 V4 .oy 0n) + D(va, .o, viy e, 04,0 vn)F
+D(1, -3 Vg Visee 3 U) F DUt 0y Uy, UR) =
(per (c))

D(v1y.203Vige ey gy ey ) + D(vg, 000,045,050 00, 05).0

([

i

Aquesta propietat 1 equival en molts casos a la condicié (¢). Concretament,
st una aplicacié D : E X --- x E — K compleix {a), (b} i 1, aleshores, per a
Vi = v
D(vy, oy 0ise ey 0y ey 0p) = =D(v1,..0, 0,3 Uiy oo, UR)
si 1 només si
2D(v1,...,v;,...,v;,...,vn) =0.

Sempre que a K 2 # 0, aix0 equival a

D(vl,.‘.,v,-,...,v,-,...,vn)=0.
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DETERMINANTS 107

3. Si un vector v; = 6, aleshores D(vy,...,vi,...,0,) = 0.

En efecte, com que v; = Qv;, tenim

D(vi,. .. viy..yun) =0 D{vy,...,vi,...,up) = 0.0

4. Siv; = Zakvk, aleshores D{vy,...,vj,...,v,) =0.
oy :
En efecte,

D(vi,...,v5,...,0n) = ZakD(vl,...,vk,‘..,vn).
k#j
A cada sumand vy ocupa els llocs j i k, 1, per tant, el sumand s’anul-la.0
5. D(U»],...,vi%— Zakvk,... ,‘Un) = D(vl,. ..,vi,...,vn).
E#i

Es conseqiiencia immediata de 4.0

6. D esta determinada pels valors que pren sobre una base e;,...,e, de E.

n
En efecte, calculem D(vy,...,v,). Sivi = Z atey,
h=1

D(vy,...,us) = D(Zai‘eh,..., E ater) =
3 3
n

= Z D(af‘ehl,...,a,’i"eh") =

hi,eehn=1
n
h 3
= E all.,.an"D(ehl,...,eh").

hi,hn=1
A D(en,,...,en, ), els subindexs hy, ..., h, poden prendre valors qualssevol de
{1,...,n}, perd el sumand s’anul-lard sempre que dos dels subindexs siguin
iguals. Quedaran només, doncs, els sumands en qué hj,..., h, siguin els
mateixos 1,...,n permutats. Designem per h la permutacié

1 ... n
h=< hy ... h, >?
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108 M. CASTELLET, I. LLERENA
Anomenarem determinant dels vectors vy,...,v, en la base eq,...,e, lele-
ment de K
det(e,y(v1,...,v5) = Z e(h)ar .. ahn.
RES,

Aquest element depén només de les coordenades dels vectors vy, ...,v, en la
base e1,...,€en, 1 compleix la condicié que, per a tota n-forma lineal alternada
D,

i

D('Ul, .. .,'Un) = det(ei)(vl, e ,’Un) D(el,. oy en).

Aixd demostra 6.0

. Sigui e1,...,e, una base de E. Donat k € K, existeix una n-forma lineal

alternada D, i només una, tal que D{ey,...,e,) = k.
DEMOSTRACIO: La propietat 6 ens diu que, si existeix, D ha d’ésser tal que
D(’Ul, N ,'Un) = det(e‘.)(vl, ey Un)k'.

Només cal comprovar, dorncs, que aixo és sempre una n-forma lineal alternada.
Amb les notacions de 6, tenim

D(vy,...,av4,...,vy) = det(e;)(v1,...,avi,...,0n) k =

= <Z g(h)afl--'(aa?i ...aﬁ") k=

RES,

=a (Z E(h)afl...a?"...afl"> k=

hESy
=aD(vy, ..., 0iy. .0, U),

que demostra la condicié (a). Comprovem (b):

D(v1,...,0i+ wiy...,0p) = detey(v1,...,vi +wiy...,vn)k =

- (Z e(h)at ... (al +b?f)...ag») k=

hES,

= (Z s(h)afl...af-“'...afl"-i— Z E(h)a?‘...b?‘...afl") k=

RES hES,
= D(v1,- -y Viyeres )+ D(v1, .o w5000 0p).
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DETERMINANTS 109

Considerem un sumand qualsevol

o1 L5 9; On
e(o)alt . .alt . iai’ o ag,

1 comparem-lo amb el sumand corresponent a 7 = o o (3, ),

e(r)aft...al'...af ...ap=—e(o)ai*...a] ...af ... afr =
=—¢e(o)aft...a .. aff .. afr.

Aquests dos sumands sumen 0 i podem suprimir-los en el sumatori. Aquest
procés es pot repetir tantes vegades com sigui necessari; al final quedara

det(ey(v1y. -y Viser ey Uy ey vy) =0,
d’on
D(vl,...,v,-,...,vj,...,vn):0

siv;=wv;. O

Aix{ doncs, existeixen tantes n-formes lineals alternades com elements al cos
K. Hi ha una manera més maca i precisa d’expressar aquest fet. Es la segiient:
considerem el conjunt A(E) de'les n-formes lineals alternades i, en ell, les operacions
donades per

(D] + Dz)(’vl, e ,'Un) = Dl(vl, . ”Un) + Dz(’vl, “ea ,'Un)
(aD)(v1,...,vn) =aD(v1,...,vn), Va € K.
Es molt facil provar que si Dy, Dy i D sén de A(E), Dy + Ds i aD també. Es veu
també sense dificultat que A(F), amb aquestes operacions, és un espai vectorial

sobre el cos K.
Sigui ara ey, ..., e, una base de E. L’aplicacidé

AE) — K
D — D(el,..‘,en)

és lineal i, per 7, bijectiva. Tenim, doncs, un isomorfisme
A(BY= K

i, en particular, A(E) és de dimensié 1. La n-forma corresponent a I'l de K és
precisament
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110 M. CASTELLET, I. LLERENA

Proposicié 1.1 vy,...,v, sén linealment independents si i només s:

det(e',)(vl, ey ’Un) % 0.0
Proposicié 1.2 Siguin €1,... €5 1 U1,..., U, dues bases d’un espai vectorial E.
Aleshores,

det(u;)(’ul, N vn) = det(e'.)(vl, - ,’Un) det(ui)(el, Ceey en).
DEMOSTRACIO: Per a qualsevol n-forma lineal alternada D tenim

D(v1,...,vs) = det(e,y(v1,...,v5)D(e1,...,85) =
= detr.y(v1,...,05) detuy(er, . oy en)Dlug, . .0 uy),

i també D(v1,...,vg) = det(y)(v1,.. ., v5)D(u1,. .. Un).
Podem agafar D tal que D(uy,...,u,) # 01 obtenim la igualtat desitjada. O

V1.2 Determinant d’una matriu

Donada una matriu n X n sobre X

1 1
ay ay
A el N N
n n
a; an

anomenarem determinant de A Velement de K

det A= Z e(h)aM ... ghn.

hES,
Farem servir també la notacié
al ... a}
detA=| : :
af ... ap
Fixem un espai vectorial E sobre K i una base eq,...,¢e, de E. Podem interpretar

les columnes de A com les coordenades de vectors de F

n
a; = E afej.
=1
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DETERMINANTS 111

de forma que
det A = dete; (a1, ., an).

Aix0 ens permet traduir les propietats dels determinants de n vectors en propie-
tats dels determinants de les matrius. Per exemple, la condicié (a) de n-forma lineal
alternada ens diu que si multipliquem els termes d’una columna per un element «
de K, el valor del determinant queda multiplicat per a; la propietat 4 diu que si
una columna és “combinacié lineal” de les altres, el determinant de la matriu és 0.
I aix{ totes.

La proposicié seglient ens déna una propietat que no s’obté com a “traduccid”
de cap propietat dels determinants de n vectors.

Proposicié 2.1 Sigui A una matriu n x n ¢ A* la seva transposada; aleshores
det A = det A".

DEMOSTRACIO: Siguin A=(al) i A'=(b]), de forma que af = b;-.Tenim, aleshores,

det A = Z s(h)af(l) ...aM™ = (ordenant els superindexs)
heS,
= Z €(h)a}l_1(1) ey = (fent o= r=1)
hES,
(1 o(n
Z €(0)ag(y)y - - Apny = Z ()b . pem) =
oES, oES,
det A.00

il

U

Aquesta proposicié té com a conseqiiéncia que totes les propietats dels determi-
nants de matrius n X n referents a llurs columnes donen lloc a propietats referents
a Nlurs files. Per exemple, si multipliquem els elements d’una fila per un element a
de K, el valor del determinant queda multiplicat per a; si una fila és “combinacié
lineal” de les altres, €l determinant és zero; etc.

VI.3 Determinant d’un endomorfisme

Sigui f : E — E un endomorfisme. Per a tota n-forma lineal alternada D,
I’aplicacib
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112 M. CASTELLET, I. LLERENA

que resulta ésser lineal. Ara bé, A(E) és un espai vectorial de dimensié 1 i tota
aplicaci lineal de A(E) en ell mateix és una homotécia (V.5.1). En particular, f =
al, on I indica Paplicacié identitat i a € K és la rad de ’homotécia. Anomenarem
determinant de I’endomorfisme f la raé de ’homotécia f

f=(det )L

Per caleular explicitament det f considerem una base ei,...,e, de E i una

n-forma lineal alternada D#0. f=(det f)I implica f(D) = (det f) D, i, per tant,
f(D) (e1,...,en) = (det f) D(es, ..., en).
Per la definicié de f , Pero,

F(D)(es, .- en) = D(f(en),..., flen)) =
= det(e)(f(e1),---, flen))Dler, -, n).

Igualant i tenint en compte que Dfes,...,e,) # 0, resulta que

det f = det(e;)(f(el)> cee 7f(en))'

La matriu A que té per columnes les coordenades de les imatges f(e1), ..., f(en)
en la base ey, ..., e, és la matriu associada a f en la base e1,...,e,; per tant,
det f = det A.

Un cop arribats en aquest punt, cal preguntar-se per qué hem escollit un cami
tan “complicat” per definir el detérminant d’un endomorfisme i no ens hem limitat
a dir que és el determinant de la seva matriu associada. Hi ha diverses raons. La
primera és que la definicié donada és molt curiosa i elegant; i aixd és important
perque, sovint, com aqui, un raonament aix{ permet veure la connexié que hi ha
entre coses aparentment molt diferents. La segona raé és que tal com ho hem fet
ha quedat ben clar que totes les matrius associades a f, en diferents bases, tenen
el mateix determinant. Naturalment, aquest fet pot demostrar-se directament,
pero els calculs necessaris sén molt més “complicats” que la definicié donada; la
demostracié es basa en el fet que el determinant d’un producte de matrius és el
producte dels determinants de les matrius (intenteu fer la demostracié directal).
La tercera rad és que aquesta definicié que hem donat ens permetra demostrar que
det AB = det A - det B sense cap calcul.
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DETERMINANTS 113

DEMOSTRACIO: Per a tota D € A(E)ivy,...,vn de E,

g0 f(D)(v1,--.,v5) = D(g(f(v1));- .-, 9(f(vn))) =
= g(D)(f(v1)7 LR 7f(vn)) =
= f(g(D))(vla cesUn) = (.f o g} D)(v1,.--,vn),

Lou 757 = Fod.
Ig(D)(v1,...,vn) = D(Igp(v1),...,Ig(vs)) =
= D('()l, e ,'Un) = IA(E)(D)(Ul, N ,vn),

d’on jE = Iqp).0
Corol-lari 3.2 Si f, g sén dos endomorfismes de E i I és la identitat, es compleix
det(go f)=det f - detyg : det I =1.
Si f és bijectiva, ~
det f~1 = (det f)~1.0
Corollari 3.3 51 A, B sén de Mpxn(K) 1 I és la matriv identitat, aleshores

det AB =det A - det B ? detI =1.0

De (3.2) es dedueix que els automorfismes tenen determinant no nul; el reciproc
també es cert.

Proposicié 3.4 Un endomorfisme f de E és automorfisme si ¢ només st det f # 0.

DEMOSTRACIO: Sigui ey,...,e, una base de E. f és automorfisme si i només si
els vectors f(e1),..., f(en) sén linealment independents, que, per (1.1), equival a

det(ei)(f(el)a AERS f(en)) 5(: 07
és a dir, det f #£ 0.0

Recordem. final

4 de] : . omorfisme. £
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114 M. CASTELLET, I. LLERENA

VI.4 Regla de Laplace

En aquest apartat anem a donar una altra expressié del determinant d’una matriu
que permet, moltes vegades, calcular més comodament aquest determinant. També
en deduirem una manera de calcular la matriu inversa de A. Necessitem, pero, una,
notacié adient.

C,(1,2,...,n), o simplement C,, indicard el conjunt de tots els subconjunts de
pelements de {1,2,...,n}. Si H € C}, H' indicard el complementari de H, és a dir,
el conjunt d’elements de {1,2,...,n} que no sén a H. fy designard la permutacié
que compleix

{fu(D),....fulp)} = H Fulp+1),...,fu(n)} = H'.

fa(1)<...<fu(p) fa(p+1)<...<fr(n)

Un menor d’ordre p d’una matriu A = (af) és una matriu p X p formada pels

elements de A situats en p files i p columnes prefixades. Esa dir, per a cada eleccid
de p files H = {i1,...,ip} i p columnes L = {fy,...,7,}, hi ha un menor d’ordre p,

que és
i iy
aj ... aj
ip i
af ... af

Denotarem per A}l el determinant d’aquest menor.

Proposicié 4.1 (Regla de Laplace) Fizem L € Cy(1,2,...,n). Llavors,

det A=Y e(fr)e(fu) AFAE.
HEeG,

DEMOSTRACIO: Tenim

det A = Z g(h)at ...atn = (reordenant el producte en cada sumand)

h€S,
h B
= Z E(h)afffl()l)...afg’(;g‘) = (posant g = hfr)
hesy
1
= > cl@)e(f)afy - oy
gESn

Per a cada g € S, sigui H = {g(1),...,9(p)}. Aleshores g =0c'00o0 fgonoc

nermuita els elements de H i deixa fixos els de H' i g permuta els elements de B!
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DETERMINANTS 115

Observem que si j € {1,...,p}, o'ofu(i) = ofua(i), i, si j € {p+1,...,n},
o'ocfu(j) = o' fu(j). Podem reordenar, doncs, expressié anterior, obtenint

o 1 o ) o’ fu(p+1 g’ n
> e(f)e(fn) (}:ewffa% ey ) : (Ze(a')aﬁ (AR >> .

HEC, 4 a!

En el sumatori del primer paréntesi apareixen només les columnes {f7(1),...,
fu(p)} = L iles files {fu(1),...,fu(p)} = H permutades de totes les maneres
possibles. Aquest sumatori és, per tant, Pexpressié del determinant del menor for-
mat per les columnes L i les files H: A¥. De la mateixa manera, el sumatori del

\ . ’ 4 .
segon paréntesi resulta ésser A, . Hem obtingut, doncs,

det A=Y e(fr)e(fum) A AF 0
Hec,

n
Corol-lari 4.2 det A= Z(—l)“%;A? , ont'={}, j'={j}.
i=1

DEMOSTRACIO: Apliquem la regla de Laplace (4.1) per a L = {j}. Per a cada
H={i}, Al =al i A = A%, A més, es veu facilment que (f) = (—1)71 i
e(frr) = (=1)"71. Substituint ara a (4.1) obtenim Pexpressié de I'enunciat. O

L’expressid del corol-lari 4.2 es coneix com el desenvolupament del determinant
pels elements de la columna j.

Recordem que si A* és la matriu transposada de A4, det A* = det 4 (2.1). D’aqui
que la regla de Laplace sigui valida també fixant p files (H € C,),

det A= Y e(fm)e(fr) AF AF.
LEGC,

Analogament, tenim una expressié del desenvolupament d’un determinant pels ele-
ments d’una fila ¢ '

det A= (—1)"aiAl.
i=1

Es diu aedjunt d’un element a; d’una matriu 4
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116 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: La primera afirmacié és (4.2). Per demostrar la segona, consi-
derem una matriu A amb les mateixes columnes que A, llevat de la columna & on
torna a aparéixer la columna j. Clarament, det A = 0. Ara bé, si desenvolupem A
pels termes de la columna & obtenim

0=detd=YaX
i=1

perd, tal com hem definit 4, @, = o} i X] = Xj, d’on s’obté el resultat.]

1

..

(4.3) es pot interpretar d’una altra manera. Considerem la matriu B = ()
amb b = X; aleshores
BA=(detA) T,
on [ indica la matriu identitat. Si det A =0, BA = 0; si det A # 0, aleshores
(det A)-'BA = I.

Corol-lari 4.4 La matriu C = (cf) amb cf = X; (det A)~*! és la inversa de la
matriu A.O

Acabarem aquest apartat aplicant la regla de Laplace a un cas molt tipic. Su-
posem que en una matriu A els elements de les p primeres columnes sén 0 llevat,
potser, dels elements que ocupen les p primeres files:

1 1
ai a, a., . al
p o p P
sl @ 9 apii cenad
p p+1
0 ... 0 oy, ... @
n n
0 0 a7, ay,
Agafant a (4.1) B'= {1,...,p}, s’obté
1 1 p+1 p+1
ai ... a abiy a®
det A= : :
P 14 n n
a; ... @ ay., ... ar
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DETERMINANTS 117

Aixi, per exemple, si tots els elements sota la “diagonal principal” sén 0 (af =0
quan ¢ < j), tenim

1 1 1 1

a; a; 4a; a,

2 2 2

0 a ai a;
0 0 a a | _ 1,2 n

3 n = a, az @y
n
6 0 0 ... a

El métode general més practic per a calcular un determinant és reduir-lo a un
determinant “triangular” d’aquest tipus, aplicant 2 1 5 de (VIL.1) reiteradament. El
procediment és analeg al que explicarem en detall a (VIL5).

VI.5 Calcul del rang d’una matriu

Sigui F un espai vectorial de dimensié n. A (1.1) hem donat un criteri per a saber
si n vectors de E sén, o no, linealment independents: ho sén si i només si el seu
determinant és diferent de 0. En aquest apartat volem ampliar aquest criteri per
poder recontixer si k vectors v,,...,v, de E sén, o no, linealment independents,
quins sén combinacié lineal de la resta i quines sén les combinacions lineals que els
relacionen,

Sigui €,,...,e, una base de E. Un cop fixada una base, cada vector vindra re-
presentat per una n-pla d’elements del cos K, les seves coordenades, i cada conjunt
de vectors vy,...,v, per una matriu de k& columnes formades per les coordenades
dels k vectors. Tota matriu A, n X k, correspon a k vectors de F; anomenarem rang
de A el nombre de vectors-columna de A linealment independents. El problema
plantejat equival, doncs, al calcul del rang d’una matriu.

Proposicié 5.1 El rang d’una matriu A és el més gran dels ordres dels menors de
A amb determinant no nul.

DEMOSTRACIO: Indicarem per a; el vector corresponent a la columna j de
A = (d}); és a dir, les coordenades de a, en la base prefixada sén (a},...,a7).
Posem r = rang A.

Demostrarem, primer, que tot menor d’ordre p > r té determinant zero. Siguin
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118 M. CASTELLET, I. LLERENA

Pespai E: aj,,...,05,,€h, 415 --,€h,. El determinant d’aquests n vectors és diferent
de zero:
1 1
ajl ah 0 0 0
. .1 .
079det(ei)(ajl,...,ajr,ehr+1,...,ehn)= 1
1
aj, ... ap 0 0 ... 0

A cada una de les n —r Gltimes columnes tots els elements sén 0 llevat d’un que
val 1; aquest element apareix a cada columna en una fila diferent.

Apliquem, ara, la regla de Laplace al calcul d’aquest determinant. Fixem, per a
aix0, les n — r Gltimes columnes; Iinic menor de determinant no nul que hi podem
formar és el corresponent a les n — r files en qué apareix un 1. Si 41,...,7, sén les
files restants, queda

i 31
ajl ajr
07édet(e‘.)(aj1,...,ehn)=:l: .
i in
ajl a]-r

Obtenim aixi un menor d’ordre r amb determinant no nul.0

Corollari 5.2 Una matriu A 1 la seva transposada A* tenen el mateiz rang:
rang A = rang A*.0
Corol'lari 5.3 Una aplicacid lineal f i la seva dual f' tenen el mateiz rang.

DEMOSTRACIO: El rang d’una aplicacié lineal f : & — F és la dimensié de Im f
(V.1). Siey,...,en és una base de E, aleshores Im f = (f(e1),..., f(en)). Les
coordenades de f(e1),..., f(er) formen les columnes de la matriu 4 associada a f.
Per tant,

rang f = rang A.

El resultat es dedueix ara de (5.2} i de (V.6.2).0

Nota:
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DETERMINANTS 119

Proposicié 5.4 Siguin a; = (al,...,a?), i =1,...,r, vectors linealment indepen-
dents, 1 sigus
i i
a;y ... afl
M= . | #0.
i" 1
ai ... ar
Un vector v = (v,...,v™) és combinacid lineal de a1,...,a, 1 i només si, per a
tot 7,
i1 21 i
ar ... a}t v"
. i | =0.
a;f co.oalr ot
J 7 ]
aj al vl
DEMOSTRACIO:  El fet que, si ay,...,a,,v sén linealment dependents, aquests

determinants siguin 0, és conseqiiéncia de (5.1). Suposem, reciprocament, que
aquests determinants sén tots zero. Desenvolupant per iltima fila, obtenim

53 i iy i1 iy i1 i1
| a3 ... a2 v att a3yt ... a% w
il . . . il - . . .
ap | N 1 R
ay ... ab v ay ay ... alr ¥
ap .. oak
X B : =0 per a tot 7.
af . i
Denotem per My, Mo,... els determinants d’aquesta expressié. Laltim és M i

cap d’ells no depén de P'index j. Aillant v/ obtenim
vl = :‘:MlxM_la{ + MgM“laé 4 MTM_laZ per a tot j,

d’on
v=%(MM Yoy £ (MoMVag £ -+ (M, M a,,

A11e ana AAna o cam o_camhinacid lineal do g ol 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7(

(ipagy ="

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doc
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronice
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



120 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemple:

Considerem la matriu

131 1

-1 =21 1

4= 4. .36 -1
0--0 0 2

a; = (1,-1,4,0) i az = (1,-2,3,0) sén clarament linealment independents,
ja que llurs coordenades no sén proporcionals. Escollim ‘

1 1
M:. -1 -2 ’:i“é?:a,

7

-2

e { 7/@

Per veure si a3 = (1,1,6,0) depén o no linealment de a4, a,, hem de calcular

Aix{ doncs, a3 és combinaci6 lineal de ay,a,. Per trobar aquesta combinacid

fem
101 1 . . i
1 2 1{=35d-20-df=0,
{al 7 a
d’on ; j j
a) = 3al — 24 per a tot j,
i, per tant,

a3 = 3a; — 2a,.

Continuem calculant el rang de A estudiant si aq = (1,1,—1,2) és o no
combinacié lineal de a1, a2. Per a aixo, calculem els determinants dels menors
d’ordre 3 formats a partir de M. Tenim

=-2#0.

!

O
!
[=R SRR
BN

ai,as, ag sén, doncs, linealment independents i la matriu A té rang igual a 3.
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DETERMINANTS 121

(1735-1796) i s’apliquen ja el segle 19 a la teoria de Peliminacid, transformacié de
coordenades, canvi de variable, etc.

La paraula “determinant” fou introduida per Carl Friedrich Gauss (1777-1855)
en l'estudi de certes formes quadratiques, pero el tractament sistematic 1 gairebé
actual és degut a Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) ’any 1815, que prova entre
altres propietats la regla de Laplace (demostrada ja per Pierre-Simon de Laplace
(1749-1885) el 1825), demostrant practicament totes les propietats esmentades en
el present capitol, 1 a James Joseph Sylvester (1817-1897), que I’aplica a problemes
de la teoria d’equacions.

Leopold Kronecker (1823-1891) i Karl Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (segons
alguns el millor professor que mai no hagi tingut una Universitat) introduiren en
llurs cursos a Berlin els determinants com a formes multilineals alternades.

V1.7 Exercicis

1. Calculeu el determinant de la matriu A = (aj), on aé =li—j

2. Proveu que (z — 1)* divideix el polinomi

1 ¢z 2% 28
11 1 1
1 2 3 4
1 4 9 16

3. Donada la matriu

0 |4
M_(adeI0>’

calculeu det M en funcié de det A. (adj A indica la matriu adjunta de la A,
que s’obté a partir de A substituint cada element pel seu adjunt).

4. Una matriu n X n A = (a!) es diu hemisimétrica si a} = —a? per a tot ¢, ;.

Proveu que si A és hemisimétrica det A = (—1)"det A. Deduiu-ne que les
matrius hemisimeétriques d’ordre senar tenen determinant zero.

5. Descomponeu el polinomi

142422 1 1 1 1
1 14+z+ 22 1 1 1
1 1 14z 4 2? 1 1 € Clz]
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122 M. CASTELLET, I. LLERENA
7. Demostreu que P’aplicacié que va de les matrius invertibles de M, « .. (K){que
denotarem GL(n, K)) al grup multiplicatiu del cos K:
det : GL(n,K) — K — {0}
és un homomorfisme de grups. Estudieu-lo.
8. Sigui A una matriun X ni adj A la matriu adjunta de A. Demostreu:
a) det{adj A) = (det 4)" 7.
b) Sirang A =n —1, rang(adj4) = 1.
9. Torneu a fer ara els exercicis 13 i 14 del capgitol IV.
10. Considerem el determinant
1* 2k ... n*
2 3 .. (n+1)F
D{n,k)=| . .
nt (n+1)F ... (2n-—1)*
a) Calculeu D(1,1), D(2,1), D(3,1), D(4,1).
b) Demostreu que D(n,2) =0 Vn > 3.
¢) Demostreu que D{n,k) =0 Vn>k+1.
11. Demostreu que si 4 és invertible (4~ 1)t = (4F)-1.

V1.8 Exercicis de programar

12.

13.

Donada una matriu A € M, . (R), elaboreu un programa que calculi det A
pel métode explicat al final del §4.

(Indicacié: permutant files, si cal, aconseguireu a; # 0. Guardeu en una
variable el possible canvi de signe. Anul-leu tots els elements de la primera
columna sota la diagonal. Si X! és I'adjunt de a!, aleshores det A = a! X1.
Repetiu el procés per a X} ).

Compteu quantes sumes i multiplicacions cal fer per obtenir det A pel métode
de D’exercici anterior. Compteu també quantes en caldria fer utilitzant el

(g
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DETERMINANTS 123

15. Apliqueu Vexercici anterior per

a) calcular det A.
b) resoldre un sistema d’equacions Az = b.
{Compteu quantes sumes i multiplicacions calen per a resoldre Az = b per

aquest meétode. Observeu que és essencialment equivalent al métode de Gauss

(Cap.VII), sempre que det 4 5 0).
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Capitol VII

Sistemes d’equacions lineals

VII.1 Planteig del problema

Volem resoldre el seglient problema: suposem que tenim un sistema d’equacions

lineals
alz* + ... +alz® = b
azl ...+ alz® = ™
on els a{ i b7 sén elements coneguts d’un cos K. Es tracta de trobar les n-ples
(z!,...,2™) de K™ que satisfan totes aquestes equacions. Posem
ai ... a} B! z!
a=| | oe=l | =
a ay o™ z"

Podem escriure llavors el sistema anterior aixi:
Az =b.

Aquest mateix problema es pot plantejar d’una altra forma. Siguin E i F' dos espais
vectorials sobre K amb bases uy,...,upn 1 v1,...,0,, respectivament. Sabem que
existeix una aplicacid lineal f : E —s F amb matriu associada en aquestes bases
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126 M. CASTELLET, I. LLERENA

Reciprocament, si suposem donada una aplicacié lineal f : E — F' i un vector
b € F, el problema de trobar les antiimatges # de b equival a resoldre el sistema
d’equacions lineals

Az =1b

on A és la matriu associada a f en unes certes bases i b i z sén matrius d’una
columna formades per les coordenades dels vectors corresponents. Tant en la
primera interpretacié com en [’altra el nostre objectiu és:

1. Saber quan el problema té solucié i quan no.
2. Saber quantes solucions té.
3. Donar un metode per a trobar totes les solucions.

Per resoldre cada una d’aquestes qiiestions farem servir la interpretacié que ens
resulti més comoda. En general, els raonaments de tipus teodric sén més simples
en el llenguatge d’aplicacions lineals 1 la resolucié dels casos concrets es fa amb el
llenguatge de matrius. :

VII.2 Existéncia de solucions
En el problema plantejat a l'apartat anterior tenim gque 3z € E amb f(z) =15

& belmf o (f(wi)y.--,flun)) = (flu1),..., f(un),b)
& rangf = dimImf=dim{f(u1),...,f(ua),b).

En la demostraci6 de (V1.5.3) vam veure que rang f = rang A. Analogament,
dim({f(u1),..., f(un),b) = rang(A,bd)

on (4,b) indica la matriu que s’obté afegint a A una columna formada per les
coordenades de b. Aixi doncs, en llenguatge de matrius tenim que el sistema Az = b
té solucié si i només si rang A = rang(4,5). A (VL5) vam donar un métode per a
calcular el rang d’una matriu. Tenim, per tant, resolt el problema de saber si el
sistema té o no solucions. Quantes solucions hi ha? Es a dir, quantes antiimatges
té 3?7 En la demostracié del teorema d’isomorfisme (V.3.1) vam veure que tots els
vectors de E que s’apliquen en el mateix vector de F' formen una classe modul el
nuchi de f : zo+Nuc f. Aix{ doncs, b té tantes antiimatges com vectors té Nuc f. A
més, totes les antiimatges s’obtenen sumant a una solucié particular zq els vectors
de Nue f. Fls vectors_de Nuc f tenen ner coardenades les solucions del sistema
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VII.3 Regla de Cramer

Anem a donar en aquest apartat un metode per a trobar les solucions d’un sistema
d’equacions lineals en un cas molt particular. Suposem que a

Az =10

la matriu A és quadrada, és a dir, nxn,idet A # 0. O bé, equivalentment, suposem
que a f(z) = b f és un isomorfisme. Hi ha, aleshores, una solucié i només una, que

és
z=A"1b.

Vam veure a (V1.4.4) que si A7' = (cf), 4 = X}(det A)™, on X} és I'adjunt de
Pelement af de A. Per tant,
z' = XIb/(det A)7.
i=1

Ara bé, E;-l:l X f b7 és el desenvolupament pels termes de la columna ¢ del de-
terminant d’una matriu amb els mateixos elements que A, llevat de la columna

i que ha estat substituida per (b%,...,b"). Designem aquest determinant per
det(ay,...,a;-1,b,ai41,...,0,). Llavors
i det(a1,...,ai—1,b,@it1,...,0n) P n
det A v

Aquesta férmula es coneix amb el nom de regla de Cramer .

VII.4 Resolucié d’un sistema d’equacions lineals

Donat el sistema Az = b,

ale' +... +alz® = b
alzt +...+altz” = b7,

suposem que existeixen solucions, és a dir, que

rang A = rang(A,b) = r.
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128 M. CASTELLET, I. LLERENA

A lamatriu (A4, b), les m—r dltimes files sén combinacions lineals de les anteriors;
és a dir, en el sistema donat, les m — r 1ltimes equacions sén combinacions lineals
de les 7 primeres. Per tant, el sistema original té exactament les mateixes solucions
que el sistema

a%zl—}- +a}):c" =
a{wl-i—...—}-a;x’ = b

format per les r primeres equacions. N’hi ha prou, doncs, amb trobar les solucions
d’aquest sistema parcial.
Escriurem el sistema anterior en la forma

ale’ +...+alz” = M -al 27— —al2”
afe’ +...+alz” = bV —al 3" — . —alz™
Per a cada un dels conjunts de valors que donem a ™1, .. 2™ arbitrariament,

aixd és un sistema de r equacions amb r incognites. El determinant de la seva
matriu és M # 0. Podem aplicar, doncs, la regla de Cramer i obtenim uns valors

tnics per a les incognites z!,...,z":
i_M—ldt . b— r+1 . n . ) 1
Tt = et(ar, ..., a1, Q1T B AT AL PR DY, 20 B ) ey
; 1 co (1
(Aqui b= (b',...,0") i a; = (aj,...,a})).
Ara bé,
det(ag,..-,b— @rp1z™ — .. —anz™, ..., a,) =det(as,. ., b, ... a0)—
—det(a,. ., 8rp1,--.,a)2" T — ... —det(ag, ..., apn,...,a.)z".

Observem que aquests determinants s’obtenen substituint a M la columna ¢ per b,
@rti, - - - Oy Successivament. Posem

Mi = M~ Ydet(ay,...,b,...a,), M’]’: = M det(ay,...,a;,...,a);

aleshores
2

gt= M- Mz - Mz  i=1,...,r
Aquesta expressié ens déna la solucid general del sistema en funcié de les n —r

incognites arbitraries 2™, ... 2™
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2. Per resoldre el sistema homogeni Az = 0 associat al nostre, hem de
substituir b per (0,...,0) en tot I'anterior. Resulta aleshores
2t = — :_,_lxrﬂ—...—M,’;z” i=1,...,m

El conjunt d’aquestes solucions forma un espai vectorial (que correspon a
Nucf tal com vam veure a ’apartat 1). Podem obtenir una base d’aquest
espai de les solucions del sistema homogeni, donant a les incognites ar-

bitraries z™F1,..., 2™ valors 0 llevat d’'una amb valor 1:
(—M:+1’ ey —M:+17 1, 0, vy 0)
(—Alg—f—Za""—' :_{_2,0, 1,...,0)
(M3, ME,0,0,.., 1),

Aquestes solucions sén, en efecte, linealment independents i el seu nom-
bre és
n—r=n—rangA=n—dmln f = dim Nuc f.

3. La solucié general obtinguda és suma de la solucié particular
(Mg,...,M],0,...,0)

ila solucié general del sistema homogeni associat, cosa que ja sabem des
de P’apartat 2.

VII.5 Metode de Gauss

Un altre métode per a resoldre sistemes d’equacions és el de reduccié o de Gauss-
Jordan. La seva justificacié tedrica rau en uns raonaments molt simples. Sigui
f + B — F una aplicacié lineal i siguin uy,...,un 1 v4,...,0,, bases de E 1 F
respectivament. Denotem, com sempre, per A la matriu associada a f en aquestes

bases 1 per b el vector de F de coordenades (b%,...,b™). Volem trobar les anti-
imatees ¢ de b :_flz) — b Fls canvis en 1a hase de F danen lloc a capvis en 1a
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130 M. CASTELLET, I. LLERENA

1. Permutacié de Pordre dels vectors de la base de F. Naturalment, aleshores,
les coordenades de
flu;) = ajvy + ...+ alvy,
ide -
b=>blvy +...+ ™0,

queden permutades, que equival al fet que a (A, b) les files quedin permutades.

2. Substitucié d’un vector v; de la base per kv; amb k # 0. Llavors
flu)=alvi+...+ (a{k‘l)kvj +. . Falvy,
b=1blvy +...+ (bjk"l)kvj + .+,

Es a dir, a la matriu (4,b) la fila j queda multiplicada per k1.

3. Substitucié d’un vector v; de la base de F' per v; + kvp(h # 7). Llavors
Flui) = aloy + ...+ al(vy + kop) + ...+ (aF — alk)yop + ... 4+ aPvm
b="bvg +...+ (v +hvp)+ ...+ (B" — B R)op + .. D0,
Es a dir, a la matria (A,b), alafila & se li resta la fila j multiplicada per k.

Fent canvis del tipus 1, 21 3 i permutant, si convé, ordre de les incognites, que
equival a permutar 'ordre de les n primeres columnes a (4, b), obtenim una matriu
de la forma

10 0 clyy ... b &
01 0 2, ¢ 2
0 0 ... 1 cJyy c, d
00 ... 0 0 .. 0 gt
¢6o0 ...0 0o ... 0 d4dm
El sistema
el iz 4 ekt = 4
TTel gz b et = 4T
0 = art
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i, en aquest cas, la soluci6 general és

gt=d' —cly ™t — . —cha”

Nota:

Els canvis en la matriu (A,b) es fan de la manera seglient: si la primera
columna és tota 0 es passa al lloc n. Si hi ha un element no nul, es permuten
les files de forma que quedi en primer lloc. Amb un canvi del tipus 2 es
pot aconseguir que aquest element passi a ser un 1 1 amb canvis del tipus
3 es pot aconseguir que la resta de la columna sigui 0. La primera columna
queda, aixi, en la forma desitjada. Suposem que tenim A columnes en la forma
desitjada. Si a la columna A + 1 els els elements de les files A+ 1,...,m sén
0, la posem al lloc n. En cas contrari col-loquem un element no nul a la fila
h + 1, permutant tinicament les files A+ 1,...,m. Amb canvis del tipus 2 1
3 podem aconseguir que aquest element sigui 1 1 la resta de la columna sigui
0. Observem que d’aquesta forma les columnes anteriors no varien. El procés
pot continuar fins a obtenir una matriu com la que hem escrit més amunt.

Un dels avantatges del metode de Gauss és que es pot aplicar simulta-
niament a sistemes d’equacions amb la mateixa matriu i diferents termes
independents. Siguin, per exemple, Az = b 1 Az = ¢ dos sistemes amb
matriu A. Si fem els canvis necessaris a la matriu (A4, b,¢) resoldrem a la
vegada els dos sistemes.

Exemple:

Considerem el sistema

z! — 222 + 323 + 5z —42° = B!
2z — 402 + 62 + 5zt + 225 = B2
20 — B2+ T2 + 7244325 = b
—zl 422223 — 324+ 525 = ¢

i suposem que ens interessen les solucions quan els termes (5!, 5%, 6%, b%) sén
(2,-6,-7,-3)1(-3,~1,1,2). Escrivim:

1 2 3 4 5
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132 M. CASTELLET, I. LLERENA

fila la primera multiplicada per 2, 2 i —1 respectivament:

1 23 4 5

1 -2 3 5 —4 2 -3

0 00 -5 10 -10 5
1
1

0 -1 -3 1 -11 7
0 -1 2 1 -1 -1

Per continuar hem de canviar l'ordre, per exemple, de les files segona i
tercera. Fent llavors canvis del tipus 2 1 3 obtenim:

12 3 4 5

10 1 11 -26 24 -—-17
01 -1 3 11 11 -7
00 0 -5 10 -10 5
0 0 0 5 -10 10 -8

Per poder continnar amb el métode general explicat a la nota hem de canviar
lordre de les columnes. Fixem-nos, perd, que si aqui sumem les dues tltimes
files, obtenim com a tltima fila

(0000 U0 —3)

Aixo ens diu que el sistema, amb la segona série de termes independents,
és incompatible. Continuem, per tant, només amb la primera columna de
termes independents. Suprimim també 'iltima fila de zeros que correspon a
I"“equacié” 0 = 0. Queda

1 2 4 3 5
0 11 1 -26 24)

1 3 -1 -11 11
0 -5 0 10 -10

e
OO =

d’on resulta
1 2 4 3 5
( 100 1 -4 2 \
0610 -1 -5 5
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és a dir,

zr = 2-z°+45°
2 = 5+ 2° +52°
¥ = 24215,

VII.6 Calcul de la matriu inversa

Donada A € M, ., (K) es tracta de trobar, si existeix, una matriu B = (bf) que
faci AB = I. Aix0 equival a buscar les n columnes & = (b},...,b7) de B de forma

que
Ab,‘ = €
one =(0,...,1,...,0) é la columna 7 de I. En altres paraules, hem de resoldre
els n sistemes
Az =¢; 1=1,...,n,

tots amb la mateixa matriu. Fem-ho pel métode de Gauss. Considerem la matriu
(A,ey,...,¢e,) i modifiquem-la com a ’apartat anterior. Observem que (e;,...,€,)
és precisament la matriu identitat. Partim, doncs, de

(4,1)

i arribarem a una matriu del tipus (7, B):
1 ... 0 ¥ ... b

S

0 ... 1 b .. b

La solucié del primer sistema, és a dir, la primera columna de B, és * = b4, ¢ =
1,...,n,etc. En resum, resulta que la matriu (bi ) que hem obtingut és precisament
la matriu inversa buscada. Naturalment, pot passar que la matriu 4 no es pugui
transformar en la matriu identitat I. Aleshores un dels sistemes Az = e; resulta
incompatible i A no té matriu inversa.

Exercici:

Proveu que si A no té inversa un dels sistemes Az = ¢; és incompatible.
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134 M. CASTELLET, I. LLERENA

La solucié de sistemes d’equacions lineals utilitzant el que avui anomenemen
determinants fou ideada per Colin Maclaurin (1698-1746) el 1729. Gabriel Cramer
(1704-1752) primer, i després el 1764 Etienne Bézout (1730-1783), van demostrar
que un sistema homogeni quadrat té solucié no trivial si i només si el determinant
del sistema s’anulla. També durant aquest segle Jean-Baptiste le Rond d’Alembert
(1717-1783) demostra que la solucié general d’un sistema s’obté sumant una solucié
particular a les solucions del sistema homogeni associat.

L’existéncia i nombre de solucions foren temes discutits per Henry J.S. Smith
(1826-1883) el 1861 en termes dels rangs de la matriu del sistema i de la matriu
ampliada. La major part de resultats en aquest sentit es deuen a Leopold Kro-
necker (1823-1891) i a Arthur Cayley (1821-1895) i apareixen ja el 1867 en el llibre
de Charles L. Dodgson (Lewis Carroll (1832-1898), 'autor d’Alicia al pafs de les
meravelles) An elementary theory of determinants.

VII.8 Exercicis

1. Donat el sistema

z+by+az = 1
ar+by+z = a
z+aby+2 = b

a) Per a quins valors de a i b el sistema té solucié?

b) Resoleu-lo i determineu quan té una tnica solucié.

2. Discutiu el sistema homogeni

—6z—6y+(11—a)z = 0
3z+(12—a)y—62z = 0
2—a)z+3y—6z = 0

i trobeu-ne les solucions.
3. Resoleu els sisteme: de congruéncies
z+2y+2z=1
a) 20 +y +4+22z=1 } modb
y+2z =1

T+ 2y+z2=-1
2z 4+y+22=1 mod 3.
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5. Discutiu segons els valors del parametre a el sistema de congruéncies modul 5

z+y+3z =2
2z + 3y + 42=0
3z + 4y + az=3

6. Resoleu el sistema d’equacions lineals complexes

z+y+iz+t = 0
20 —y+2z—~t = 1
z+iwy—z+it = 2
z+y+z—-t = 0.

7. Determineu a € R per tal que 'endomorfisme f de R3 definit per
flz,y,z2)=(ac+y+z,c+ay+z,c+y+az)
tingul nucli de la maxima dimensié possible, i doneu-ne una base.

8. Sigui A € Mpx.(K) una matriu de rang r < n. Demostreu que existeix una
matriu B € Mpxn(K), com a minim, B # 0, tal que AB = 0. Quin és el
maxim rang d’una tal matriu B?

9. Sigui A € Mpxn(K) una matriu de rang n — 1. Demostreu que, escollides
dues files qualssevol de A, les n-ples formades pels adjunts dels seus elements
s6n proporcionals.

10. Discutiu i resoleu el sistema

az® + a;z"™ ! b; 1=1,2,...,n
arzl + ...+ apz™ + az™t!

i

per als diferents valors de a, a;, b;.

VII.9 Exercicis de programar

1. Escriviu un programa que doni la solucié de sistemes 2x2 o bé 3x 3 (reals) amb

1
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136 M. CASTELLET, I. LLERENA

12. (Metode de Gauss). Aquest programa ha de servir per a

a) Donar la solucié general d’un sistema d’equacions.
b) Calcular el rang d’una matriu (VL5).
c) Invertir una matriu (VIL6).

d) Trobar una base de 'espai de solucions d'un sistema homogeni.
Preparacié:

¢ Entreu una matriu real A no necessariament quadrada.
e Entreu una familia de vectors by,...,b0; de R™ .

s Construiu la matriu ampliada (A4,b1,...,0%). Efectueu-hi els canvis 1,
2, 3 del § 5 per reduir A a una matriu de la forma corresponent.

¢ Apliqueu aquesta situacié a cada un dels tres primers temes esmentats.

e Siel sistema és homogeni (z = 1, b; = 6), llavors la dimensi6 de 'espai de
solucions és m—r. Una base d’aquest espai s’obté donant successivament
el valor 1 a cada una de les incognites lliures i 0 a les restants.

Notes:

a) Convé preparar aquest programa de manera que pugui ésser utilitzat
dins d’altres programes serapre que convingui.

b) Si anem guardant els canvis de signe i els escalars eliminats, podem
utilitzar aquest programa per calcular det A.

¢) Els elements que van quedant a la diagonal de A s’anomenen “pi-
vots”. Per tal de minimitzar la propagacié d’errors d’arrodoniment,
és convenient efectuar a cada etapa permutacions de files de manera
que quedi com a pivot ’element de valor absolut més gran entre tots
els disponibles a la columna corresponent.
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Capitol VIII

Estructura dels endomorfismes

Donada una aplicacié lineal f : E — F podem sempre escollir bases de F i
F en les quals la matriu de f sigui extraordinariament simple. En efecte, sigui

U1,...,ur una base de Nuc f i uy,...,Ug, %g41,...,U, una base de E. Llavors,
(V.1.1), f(ugks1)s-- -, f(un) sén vectors de F linealment independents. Completem-
los a una base de F: f(ugy1),..-, f(un), Un—k+1,---,Vm. La matriu de f en aques-
tes bases és:

0 ... 0610 ... 0

0 ... 001 ... 0

0 0 0 0 1

0 0 0 O 0

0 ... 000 ... 0

En estudiar endomorfismes f : E — F és natural, perd, exigir que els vectors
u € E i llurs imatges estiguin expressats en la mateixa base. Aleshores no es pot
aconseguir, en general, una matriu tan simple com la que acabem de trobar. En
tot aquest capitol, E denotard un espai vectorial de dimensié n sobre un cos K.

VIII.1 Vectors propis i valors propis.

Palinnmi caractorictic - =
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138 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemples:

1. Els vectors de Nuc f diferents de 0 sén vectors propis de valor propi 0.
2. Si f = kI (homotecia de rad k), tot v # 0 és un vector propi de f, i k

és I'dnic valor propi de f.
Exercici:
Sitot v € E, v+ 0, és vector propi de f, f és una homotécia.

Un vector v # 0 és vector propi de f de valor propi k si i només si f(v)=kv =0,
és a dir, si i només si v € Nue(f — kI). Un element ¥ € K és un valor propi si i
només si Nuc(f — kI) # {0}. Es diu multiplicitat del valor propi k la dimensié de
Nue(f — kI).

Proposicid 1.1 k € K és valor propi de f si i només si det(f — kI) = 0.
DEMOSTRACIO: & és valor propi « Nuc(f — kI) # {0} < det(f — kI) = 0 per

(V1.34). O
Sigui A = (a{) la matriu de f en una certa base ey, ..., e, de E. Llavors,
a; —k a3 al,
det(f — kI) = a:% a%jk a?‘ =0.
a.{‘ aé‘ ...oapy - k

Aquesta expressid és una equacié de grau n en la incognita k, €l costat esquerre de
la qual és el valor a k d’un polinomi p4(z), que anomenarem polinomi caracteristic
de A. Si B ésla matrin associada a f en una altra base, veurem que pp(z) = pa(z).
Aixd ens permetra parlar del polinoms caracteristic de f, pg(z). Tenim

det(B — kI) = det(f — kI) = det(A —kI) Vk€ K.

Es a dir, pp(k) = pa(k), Vk € K. Si K té més de n elements, resulta que pp(z) =
pa(z) (I15.3). Si K té menys de n elements aquesta demostracié no serveix, perd el
resultat continua essent cert. Una manera de provar-ho és considerant p4(z) com
un determinant amb elements a I’anell K{z]:

1 1 1
al—z af ... &}
a2 ai-z ... al
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 139

particular, es compleix que el determinant d’un producte de matrius és el producte
de llurs determinants. Llavors, si A 1 B sén matrius del mateix endomorfisme,
B = P~1AP (on P és una matriu invertible) i

det(B — zI) = det(P7'AP — zI) =
=det(P7Y(A—z)P) =det P! - det(A — zI) - det P = det(4 — zI).

Proposicié 1.2 El polinomi caracteristic de A és
palz) = (=" "+ (=) Yal + - +aMz" -+ (=1)"4, 2" +... + det A

on Ay és la suma dels determinants dels menors d’ordre n—r formats pels elements

de A de (n —r) files i (n —r) columnes corresponents als mateizos indezs: al
. . . . . . 4 . ,
L=y enylpery J =21y-eeytn—p. B a dir, son els menors d’ordre n — r que tenen

la diagonal principal sobre la diagonal principal de A.

No farem el calcul dels A,, que és llarg i pesat. A més a més, existeixen formes
més comodes de trobar-los que les que podriem donar amb els coneixements que
tenim ara. Ens limitarem a calcular el coeficient de ™1 i el terme independent.

De la definicié de determinant resulta

al—-k al al
a?  di—k a?

| T S @R R @B S
ay ajy ap —k

on S és una suma de productes a cada un dels quals hi ha » — 2 0 menys elements
de la diagonal. Els termes de grau n in — 1 en k sén, per tant,

(D™ + (=1)" o] +--- +ap)k" L

El terme independent de p4(z) és p4(0) = det(4 — 0I) = det A.
Dues matrius A i B associades al mateix endomorfisme, és a dir, tals que
B = P 'AP amb P invertible, es diuen equivalents. Aleshores, de (1.2) i de la
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140 M. CASTELLET, I. LLERENA

VIII.2 Diagonalitzacié de matrius

Sigui f € End(E). Si aconseguim una base de F amb vectors propis de f, la matriu
de f tindra una forma molt simple

k& 0 ... O
0 k ... 0
0 0 ... kn
Tots els elements no situats sobre la diagonal seran 01 ky, ko, .. ., k,, seran els valors

propis dels vectors propis de la base.

Una matriu d’aquest tipus es diu una matriu diegonel Diagonalitzar f wvol
dir trobar una base de vectors propis de f; diagonalitzar una matriu A vol dir
trobar una matriu diagonal equivalent a A. Direm que un endomorfisme f és
diagonalitzable si es pot trobar una base de vectors propis de f. Una matriu es pot
diagonalitzar si i només si 'endomorfisme associat és diagonalitzable.

A Dapartat anterior hem donat ja una manera de trobar els valors propis i
els vectors propis: els valors propis sén els zeros del polinomi caracteristic (1.1) i
Nuc(f — kI) és el conjunt de vectors propis de valor propi k (més el 0). Només
resta, doncs, veure si hi ha n vectors propis linealment independents.

Proposicié 2.1 Vectors propis de valors propis diferents son linealment indepen-
dents.

DEMOSTRACIO: Siguin vy, ..., v, vectors propis de valors propis ky, . . ., ky, difer-
ents. Procedirem per induccid sobre m. Sim = 1, v; # 0 és linealment independent.
En general sigui a'v; + - -+ + a™v,, = 0; aleshores

6: (f — klI)(a1v1 + v + a’"vm) = G,Z(k'g — kl)l}2 + e + am(km _ kl)vm.

Per hipotesi d’induccié vz, . . . , Uy, $6n linealment independents, d’on a?(k;j—k;) = 0,
j=2,...,m. Com que kj # k1 si j # 1, cal que

a’ =0 peraj=2,...,m.
Llavors alv; = 0, d’on també a! = 0. O

Corol-lari 2.2 El nombre de valors propis diferents és < n. St hi ha ezactament
n valors propis diferents, Uendomorfisme és diagonalitzable. D -~
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 141

en la base usual (1,0), (0,1). El seu polinomi caracteristic és
2?2~ 1= (z—1)(z +1).

f té, per tant, dos valors propis: +1 i —1. El subespai de vectors propis
de valor propi 41 és Nuce(f — I). La matriu de (f — I) és

-2/5  4/5\
4/5 —8/5 )
D’on resulta que Nuc(f —I) = {(2y, )} = {((2,1)). Andlogament, es veu

que Nuc(f+1I) = {(—1,2)) és el subespai de vectors propis de valor propi
—1. Els vectors (2,1), (—1,2) formen una base en la qual la matriu de

f és
1 0
(5 4)

La imatge d'un v € F es pot trobar geometricament de la forma segiient:
descomponem v com a suma d’un vector vy de {(2,1)) i un vector vy de
((-1,2)): v = vy + vo. Llavors f(v) = vy — ve. Aixd és una simetria
d’eix {(2,1)).

2. Considerem ara f : R? — R? amb matriu

(51)

en la base usual (1,0),(0,1). El polinomi caracteristic és (1 — z)? i, per
tant, Iinic valor propi és 1. Si f diagonalitzés, la seva matriu diagonal

seria
1 0
01/

f seria la identitat 1 aixd no és cert. De fet, el subespai de vectors propis

és de dimensié 1: Nuc(f — I} = {(1,0)).

Proposicié 2.3 Si r és la multiplicitat del valor propi k, és a dir, si es té r =
dim Nuc(f — k1), i s €3 la multiplicitat del zero k del polinomi caracteristic, ales-
hores, r < s.

DEMOSTRACIO:  Sigui vi,...,v, una base de Nuc(f — kI). Completem-la fins a
obtenir una base de E: v1,...,v,. En aquesta base la matriu de f és de la forma
/k 0 ... 0 alyy ... a}l\\
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142 M. CASTELLET, I. LLERENA

El polinomi caracteristic és, doncs, p(z) = (k—z)"-¢(z), que demostra ’enunciat.0

Suposem ara que f és diagonalitzable 1 sigui

By ... O
0 ... k,
la seva matriu diagonal (ky,...,k, no necessariament diferents). El polinomi ca-

racteristic és

p(z)=(k1—z)-- (ko —z)
i descompon, per tant, en factors lineals. Si un valor propi k; surt s vegades a la
diagonal, la multiplicitat del zero &; de p(z) és s. D’altra banda, (f—k;I) tindra una
matriu diagonal amb exactament s zeros a la diagonal; d’on dim Nuc(f — k;I) = s.
Aquests fets caracteritzen els endomorfismes diagonalitzables, com ho demostra el
seglient teorema.

Teorema 2.4 (de diagonalitzacid) Un endomorfisme f és diagonalitzable si 1
només si el seu polinom: caracteristic descompon en factors lineals i la multiplicitat
de cade un dels seus zeros coincideiz amb la seva multiplicitat com o valor propi

de f.

DEMOSTRACIO: Hem vist ja que aquestes condicions sén necessaries. Demostrem
ara que sén suficients perqué f sigui diagonalitzable. Sigui

p2y=(-D"z—k)" - (z—k)" mi+...+n.=n
el polinomi caracteristic de f. Posem Ei, = Nuc(f — k;I). Anem a veure que
E=E, & - @ E,.

Un cop vist aixd, podrem obtenir una base de vectors propis agafant bases a
Eg,,..., Er,. En aquesta base la matriu de f serd diagonal. Provem, doncs, que
Pexpressié dels vectors de E com a suma de vectors dels Ey, és tnica (IV.4). En
efecte,
n+...+tv,=wi+...+w,

amb v, w; € By, ¢ =1,...,r, implica (v; —wy) + -+ - + (v, — w,) = 0. Els vectors
v; — w; sén vectors propis de valors propis diferents, o 0. Per (2.1) han d’ésser tots
ZEro! Vi — Wi = 6; és a dir, v; = wy, ¢t = 1,...,r. La suma dels Ey, és, doncs, directa
ila seva dimensié ny + ...+ n, = n. Per tant,
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 143

Teorema 2.5 (de triangulacié) Un endomorfisme és triangulable st 1 només si
el seu polinomi caracteristic descompon en factors de primer grau.

DEMOSTRACIO: Si 'endomorfisme f té una matriu triangular

1,1 1 1
ay a% a% ag
0 a3 a3z ... a,g
3
0 0 a3 ... ai ’
0 0 0 ... af

n

el seu polinomi caracteristic, p(z) = (al — z)(a2 — z)--- (a® — z), descompon en
factors lineals. Provarem el reciproc per induccié sobre n. Per a n = 1, tota matriu
és triangular. Sigui n > 2 qualsevol. El polinomi caracteristic té com a minim
una arrel; hi ha doncs, com a minim, un valor propi. Sigui v; un vector propi, i

v1,V2,...,V, una base de E. La matriu de f en aquesta base és del tipus
1 1
k ag et ag
0 a5 ... aj
n n
0 aj an

Considerem ara 'aplicacié

g:{v2,...,0,) — {va,...,Vn)
de matriu
a3 ay
ay ... ap

Tenim que det(f—zI) = (k—z)-det(¢g—=xI), i, per tant, el polinomi caracteristic de
g, det(g—zI), descompon també en factors de primer grau. Per hipotesi d’induccié
existeix llavors una base ug, -, u, de (v, --,v,) en la qual la matriu de ¢ és

triangular:
2R ... b
0 & ... 8
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144 M. CASTELLET, I. LLERENA

amb j =2,...,n. La matriu de f en la base vy, uq,...,u, s’obté, doncs, afegint

a la matriu de g una primera columna (k,0,...,0) i una primera fila (k,4%,...,b1)

on b} =37, c;'-a}, 7 > 2. Es, per tant, una matriu triangular. O

Corol-lari 2.6 Tot endomorfisme d’un espai vectorial sobre els complezos és tri-
angulable.0]

VIII.3 Polinomi minim

L’estudi dels vectors propis ens ha permeés simplificar la matriu d’un endomorfisme
en molts casos. Queda, pero, sense resoldre el cas general. Els nostres passos
s’encaminen ara cap a ’obtencié d’uns teoremes de descomposicié de E en suma.
directa de subespais que permetin obtenir bases convenients on es pugui expressar
I’endomorfisme. Observem que una descomposicié d’aquest tipus és la que ens ha
permeés demostrar el teorema de diagonalitzacié (2.4).

Considerem les poténcies de f: f7,r=0,1,2...,

=1, =, fT=fof™

Si la dimensié de B és n, espai vectorial End(F) és de dimensi6 n?, i les poténcies
f7 no poden ésser totes linealment independents. Les combinacions lineals

apl+a1f+...+a,f°=0
ens porten a considerar el nucli de Paplicacié

®;: Kfz] — End(E)
p(z)=as+aiz+...+az” = p(f)=aol+arf+...+arf".

Es compleixen les segiients propietats:
o &5(p(z) +g(2)) = p(f) + o(f) = B5(p(2)) + 2 5(g(2)).
o &s(p(z)- ¢(z)) = p(f) 0 4(f) = B ¢(p(2)) 0 B 5(g()).
o 3s(kp(z)) = kp(f) = k2 £(p(z)).

@ és, doncs, un morfisme d’algebres (V.5). De la commutativitat del producte de
K|[z] es dedueix que dos endomorfismes de la imatge sempre commuten:

p(f) o g(f) = 9(f) o p(f)-
El nucli de ®; és un ideal de K|[z] i per (I1.2.2)
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 145

Exemples:

1. Si E = {0} i f és I’inic endomorfisme de {0}, Nuc®; = K[z] = (ao),
ap ;é 0
Reciprocament, si el polinomi minim de f és ag € K, Nuc®s = (ag) =
K|z] i, en particular, 0 = ® ;(1) = I. Aixd implica que F = {0}.

2.5 E£{0}if=0, Nucd, = (2).

3.5 E£{0})if=Iz—-1¢€ Nuc®y i mg(z) | (z —1). Perd, com que
my¢(z) no és constant, cal que myg(z) =z — 1.

4. Si E # {0}, f = kI si i només si mg(z) =z — k.
Fixat un vector v € E considerem ara ’aplicacié

®,: Klz] — E
p(e) —  p(f)(u).

El nucli de ®,, és un ideal de K|z]
Nuc ¢ = {p(2) € K] | p(£)(w) = 0} = (mau(2)).

my(z) es diu el polinomi minim de f a v o simplement el polinomi minim de
v (s1 no hi ha confusié sobre qué és f); esta determinat llevat de factors de K i
generalment s’agafa monic.

Proposicié 3.1 Sigus
my(z) =ao + a1z + ... + a,z°

el polinoms ménim de u. Aleshores u, f(u),..., f*"(u) sdén linealment independents
sty F(u), ..o, £57 (), FYu) (£ 2 8) son linealment dependents.

DEMOSTRACIO:  Siw, f(u),..., ff (u) fossin linealment dependents hi hauria un
polinomi p(z), de grau < s, tal que p(f)(u) = 0. Aixd contradiu la definicié de

Sit = s, mu(f){(u) = aguta; f(u)+...+asf*(u) = 0 ens diu que aquests vectors
sén linealment dependents. Per a t > s procedirem per induccié. Aleshores,
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146 M. CASTELLET, I. LLERENA

VIII.4 Su.bespais invariants

Sigui f € End(E). Un subespai F' de E es diu invariant per f si f(F) C F. En
aquest cas f indueix un endomorfisme de F'

fl=f|F:F — F
vV — f(v)
que anomenarem restricerd de f o F.
Proposicié 4.1 mp(z) divideiz ms(z).

PEMOSTRACIC'): ms(f) = 0= mp(f)(u) =0Vu € E = ms(f)(v) = ms(f)(v) =
0Yv € F = my{z) € (mp(x)). O

Corol'lari 4.2 Si dos subespais F' i G de E, invariants per f, tenen polinomis
minims primers entre ells, FNG = {0}.

DEMOSTRACIS: Clarament F'N @ és també invariant i per (4.1) el seu polinomi
minim és 1. Als exemples del §3 vam veure que, aleshores, espai ha d’ésser {0}.00

Proposicié 4.3 Per a tot polinomi p(z) € K[z, els subespais Nucp(f) ¢ Imp(f)
sén invariants per f.

DEMOSTRACIO:  Si u € Nucp(f), p()(f(v) = f(p(f)(u))
f(u) € Nuep(f). Siu=p(f)(v) € Imp(f), f(u) = f(p(f)(v))
fu) €Imp(f). &

Suposem ara que el polinomi minim de f, m¢(z), descompon en producte de
dos factors primers entre ells:

f(ﬁ) = 0, d’on
p(f)(f(v)), don

I

mg(z) = p(z) - q(z).
Considerem els subespais invariants Nuc(p(f)) 1 Nuc(g(f)). Els polinomis p(z) 1
g{z) sén anul-ladors de la restriccid de f a aquests subespais. Per tant, (4.2),

Nue p(f) N Nucg(f) = {0}.

Arabé, és ficil veure que Nue p(f) D Img(f) i que Nucg(f) D Imp(f). Comprovem
la primera inclusié: si u = ¢(f)(v) € Img(f), aleshores p(f)(u) = p(f)e(f)(v) =
mg(f)(v) =01, per tant, u € Nucp(f). Aquestes inclusions indiquen que
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Quins sén els polinomis minims de la restriccié de f a aquests dos subespais invari-
ants en qué es descompon E? Ja hem dit abans que han d’ésser divisors de p(z) 1 de
¢(z) (aquests polinomis sén anul-ladors): siguin p(z) i g(z). Pero, lavors, p(z)-§(z)
és un anul-lador de f: si u € E, u = u; + up amb uy € Nucp(f), uz € Nucg(f), i,
aleshores,

BHT)(u) = @B )ur) +5(F)a(f)(uz) =0+0 = 0.

Per tant, per una banda p(z) - g(z) € (my(z)) i per laltra divideix my(z) =
P(2) - g(2). cal, doncs, que ple) - a(z) = my(z); és a dir, p(z) = p(z) i (x) = g(x)
sén els polinomis minims buscats.

Naturalment, si ara p(z) (o ¢(z)) descompon en factors primers, podem des-
compondre Nuc p(f) (o Nucg(f)) en suma de subespais invariants i procedir aix{
tantes vegades com puguem. Tenim d’aquesta forma el

Teorema 4.4 (primer teorema de descomposicié) Si el polinomi minim de
f € End(E) és

ms(z) = my(e)™ - -m.(2)"™,
onmy(z),...,m(x) sdn factors irreductidbles, ’espai E és suma directa de subespats
mvarignis

E=EFE'@®.--9E",

de forma que el polinomi minim de la restriccid de f o E* és my(a)™. Aquesta
descomposicid és dnica:

E' = Nuc(mi(f)™) 1=1,...,m

DEMOSTRACIO: Llinic que resta per demostrar és la unicitat de la descomposicié.
Suposem, doncs, que tenim donada una descomposicié en subespais invariants

EzEl@...@Er

de la qual només sabem que el polinomi minim de la restriccié de f a E* és my(z)™,
perai=1,...,7. Aquesta darrera condicié implica que E* C Nuc(m;(f)™); d’on

n=dimE'+... +dimE"
< dim Nuce(mi(f)™) + ... + dimNue (m.(f)" ) =n.
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148 M. CASTELLET, I. LLERENA

Si escrivim la matriu de f en una base de E formada per bases de cada un dels
subespais, obtenim

Ay
A, 0
0 A,
La matriu A esta formada per unes matrius A;i,..., A, amb la diagonal sobre la

de 4,10 a la resta de llocs. L’estudi de A es redueix, doncs, al de les matrius 4;,
que sén precisament les matrius de les restriccions de f a cada un dels subespais
en qué es descompon E.

Aplicarem ara (4.4) a diferents exemples conerets.

Exemples:

1. Considerem 'endomorfisme f : R? — R? amb matriu
A= 3/5 4/5
T\ 4/5 -3/5
en la base (1,0),(0,1). (Veure §2). L'estudi de les combinacions lineals
entre les seves poténcies A™ resulta aqui trivial. Tenim A% = T i, per
tant, 22 — 1 és un polinomi anullador. Si my(z) = = — 1, m(f) =

f—I=0,don f=1I Simga)=c+1 me(f)=f+1=0,don

f =—1. Cap dels dos casos no és el nostre. Per tant,
my(z) =(z —1)(z+1) i E=E'@FE,

on B! = Nuc(f — I) = ((2,1)), E? = Nuc(f +I) = {(1,-2)). La
restriccié de f a E' és Igi; la restriccié a E? és —Ip2. Es a dir, B! i
E? s6n precisament els subespais dels vectors propis de valors propis 1 i
—1 que vam obtenir al §2. Com alld, en la base (2,1), (1, —2) la matriu

resulta ésser
1 0
0 -1 /"

2. Com a generalitzacié de 'exemple anterior, considerem un endomorfisme
f tal que f2 = I (es diu una involucié). my(z) divideix 22 — 1 =
(z —1)(z +1) i, com a l'exemple 1,
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Cﬂftﬂ 9l

base de E'1iepy1,...,e, una base de E?, la matriu de F en la base que
resulta de la unié d’aquestes dues és

1
0 r files

0 n — r files.
-1

Observem que aquf també E*, E? sén els subespais de vectors propis de
valors propis 1, —1 1 que la matriu obtinguda és una matriu diagonal.

. Modifiquem l’exemple anterior estudiant endomorfismes f tals que f2 =
-I

El polinomi minim ara és divisor de z2 + 1. Si el cos sobre el qual
q

treballem és el complex C, 22 +1 = (z —i)(x +1), i obtenim una situacié
molt similar a la de I’exemple 2. El polinomi m(z) pot ser

mg{z) =z — 1, d’on f =il;

my(z) =z +1, don f = —il;

mys(z) = (z —i)(z +1), don E = E* @ E?. La restriccié de f a E*
és ilpi;lade f a E? és —ilge.

Agafant bases de E! i E? obtenim una base de E en la qual f té una
matriu diagonal:

—1

-1

Si el cos sobre el qual treballem és el real R, z% + 1 és irreductible:
mys(z) = z2 + 1 i (4.4) no déna cap descomposicié propia. Podria ser,
perd, que aconseguissim simplificar la matriu de f agafant vectors propis

per formar una base, tal com hem estudiat al §1. Tampoc no és possible.
Per emé? Si k fos un valor nroni. el subesnai de vectors nranis Nuel f —
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150 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemple:

1. Sigui f € End(FE) tal que f3 = I. El polinomi z* — 1 és un anul-lador i
myg(z) | x> —1. Siel cos és C

o+ 2 ‘2”5).

Un estudi semblant al dels exemples anteriors ens déna, per a tots els
possibles m¢(z), bases de E en queé la matriu de f és diagonal i els valors

propis sén
{1 ~1+iV3 —1—ix/§}

x3——1=(x——1)(a:+1+2“/§

2 2

o un subconjunt d’aquest.

Sielcosés R,z —1=(z—1)(22 4+ =2 + 1)}, per tant, E = E' @ E?.
El polinomi minim de f sobre E! és £ — 1 i, per tant, f sobre E! és
Iz, El polinomi minim de f sobre EZ és 2% + z + 1, irreductible. Sigui

€1,-..,¢, una base de E!, i €,41,...,e, una base de E?. La matriu de
f enla base eg,..., e, és de la forma
1 0
1
0 A,

Com a Pexemple 3 es veu que cap valor propi no permet simplificar A,.
2. Sigui f:R? — R? amb matriu

11
=(o 1)
en la base (1,0),(0,1). Es facil veure que m¢(z) = (z —1)2. El teorema
(4.4) no permet descompondre E en suma de subespais invariants. Hi

ha, perd, un subespai invariant: el subespai de vectors propis de valor
propi 1, {(1,0)). Si f tingués una matriu diagonal hauria d’ésser

(61):

ja que 1 és l'unic valor propi de f. Perd f # I i no pot tenir mai la
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 151

en la base ey, e5,e3. En calcular les poténcies A™ es veu de seguida que
f3 = f%1i, per tant, 2% — 2? és un polinomi anul-lador. Aixi, doncs,
my(z) | 2® — 2% =2%(z — 1).

Simp(z)=2—1, f =1, que és fals.

Simyg(z) =z, m(f) = f =0, que és fals.

Si mg(z) = 22, % =0, que és fals.

Simg(z) = (z — 1)z, f2 = f, que és fals.
Aix{ dones, ms(z) = (z—1)221 E = E* ® E?. Sobre E! f és Ig:. Sobre
E?, f té polinomi minim z?. El calcul de B! i E? ens déna

E' =Nuc(f —I) = {e1) E? = Nuc f? = (e, e3).

En la base ey, 2, €3 la matriu de f és la matriu 4 donada. I els valors
propis, quins sén? Doncs sén 1 1 0; els subespais de vectors propis
respectius sén {e1) 1 (ez + es). Si completem aquests dos vectors fins a
obtenir una base de E: ey, €3 + €3, e3 obtenim la matriu de f

100
00 1],
00 0

Tots aquests exemples estudiats ens porten de manera natural a la segiient
conclusid.

que és triangular.

Teorema 4.6 (de diagonalitzacié.) Un endomorfisme és diagonalitzable si i no-
més si el seu polinomi minim descompon en factors lineals no repetits.

DEMOSTRACIO: Sigui mg(z) = (z—a1)---(z —ar), on a; # a; sii # j. Per (4.4),
E=E'9.--®E",on :

Ei= Nue(f — ail)
és el subespai de vectors propis de valor propi a;. Existeix, doncs, una base de
vectors propis de E formada a partir de bases de cada un dels subespais E*,..., E".
Reciprocament, suposem ara que E té una base formada per vectors propis:

1 12 2 T T
€11+ +2€nysClyrersCnyprrecr€lyeserEp

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (04

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCI
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docu
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



152 M. CASTELLET, I. LLERENA

Arabé, (z—a1)- (2 —a,) és un anullador, ja que si u = w1 +...+u, amb u; € Ef,
1=1,...,r, es té

(f—aid)---(f — arI)(v)
=(f—al) - (f - a;I)(f — aal)(1)
Hf —arD)(f = asI)- - (f — arI)(f — azT)(uz)
+o 4
Hf-arl)-(f—arD)(us) =0+0+...+0=0.

Don me(z)=(z—a1) - (z —a,). O

VIII.5 Grau del polinomi minim

Per la seva definicié (§3) el polinomi minim té grau < n? = dimEnd(E). Aquesta
cota és, perd, molt gran a I’hora de trobar el polinomi minim d’un endomorfisme.

Proposicié 5.1 grau mg(z) < n.

DEMOSTRACIO:  Sigui my(z) = my(z)™ - -m(z)* i E = E'@®--- 9 E" la
descomposicié de (4.4). Es suficient veure que grm;(z)™ < dimE' per a i =
1,...,r.

Com que m;(z)™ és el polinomi minim de la restriccié de f a E?, hi ha un
v; € E* tal que m;i(f)™(v;) = 0 perd m;(f)™ ~*(v;) # 0. Llavors el polinomi minim
de v; és my(z)™ 1 per (3.1) tindrem que vi,f(v,-),...‘,fk""l(vi) sén linealment
independents, on k; = grm;(z)™. Per tant, k; < dim E*.O

VIIL.6 El teorema de Cayley-Hamilton

A (4.5) hem vist que els zeros del polinomi caracteristic, que designarem per py(z),
sén també zeros del polinomi minim, m¢{z). Demostrarem ara el reciproc.

Proposicid 6.1 a €s un zero de mp(z) 3t ¢ nomesd st és un zero de py(z).

DEMOSTRACIO:  Si a és un zero de my(z), mg(z) = (z — a) - my(z). Existeix
un u € E tal que m1(f)(u) # 0 (en cas contrari el polinomi minim seria m1(z)).
Aleshores el vector w = mq(f)(u) té valor propi a:

(f ~ alhw = (f — aDNma(H(w) = m (£ w) = . , ,
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 153

DEMOSTRACIO: Sigui mg(z) = (2 ~a1)™ - (z —a,)> isigin E=E'"@---§ E"
la descomposicié de (4.4). La matriu de f en una base formada per bases dels E*
és de la forma

Aq 0
Az

0 A,
Ara bé, si pi(z) és el polinomi caracteristic de A; (és a dir, de la restricié de f a
E*),
ps(z) = pi(z) - p2(z) - - pr(2).
Cada p;(z) descompon en factors lineals i els seus zeros sén zeros del polinom minim
de E*, que és (x — q;)™. Per tant, p;(z) = (¢ — ¢;)™ amb m; = dim E*. Per (5.1)
n; < my, d’on resulta que
m(z) [ ps(z),

i py(z) és un anul-lador. O

El resultat de (6.2) val en condicions molt més generals. Per veure-ho, ob-
servem que si A és una matriu n X n sobre un cos K, podem parlar del polinomi
caracterfstic de A, pa(z), i del polinomi minim de A4, ma(z), tal com ho hem
fet per endomorfismes. Aix{ m4(z) serd un polinomi de grau minim de ’ideal
{p(z) € K[z] | p(4) =0} on, si p(¢) = ap + ayz + ... + a,z", posem

plA) =acl +a1A+ ...+ a, A™
Si pa(z) i m4(z) descomponen en factors lineals, (6.2) assegura que
pa(4)=0.

Sigui ara A una matriu real. A serd també una matriu complexa i el polinomi
caracteristic és el mateix p4(z) = det(A — #I). Aleshores, a C,

pa(Ay=0

i, naturalment, aquesta igualtat val també a R. Aquest raonament fet per a R
i C, serveix per a dos cossos qualssevol K C K', tals que tot polinomi de K’
descompongui en factors lineals. Vam veure a (IL.7) que si un polinomi no tenia

zeros a K podiem construir un cos K; =) K on aquest pohnoxm tingués un zero.
T in ot Jmimmndam e e IZL
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154 M. CASTELLET, I. LLERENA

Observacio:

Aquest teorema proporciona un metode practic per a calcular el polinomi
minim d’un endomorfisme f donat. Sigui A la matriu de f en una base qual-
sevol. Calculeu el polinomi caracteristic p4(z), descomponeu-lo en factors
irreductibles i busqueu el més petit dels seus divisors g(z) tals que ¢(f) =0
(tal com s’ha fet als exemples del §4). Aquest serd m¢(z).

VIIL.7 Matriu canonica (general) d’un endomorfisme

El teorema de descomposicié en subespais invariants (4.4) permet reduir Pestudi
d’un endomorfisme f a 'estudi de les seves restriccions a certs subespais invariants
E'. En casos molt particulars, (4.6), els espais E sén subespais de vectors propis
i podem obtenir una matriu de f diagonal. Anem ara a estudiar les restriccions de
f als E? en el cas general. Concretament, anem a descompondre cada subespai E*
en suma de subespais invariants sobre els quals Pactuacié de f és molt clara: els
subespais f-ciclics.

Un subespai F' de E és f-ciclic si existeix un vector u € E tal que F =
{u, f(u), f2(u),...). F és invariant per f i, per (3.1), la seva dimensié és el grau
del polinomi minim de f a ». Si aquest polinomi és

-1
ap+ a1z + -+ ap128° + 2%

Havors {u, f(u),...,f* " (u)} és una base de F i, en aquesta base, la matriu de la
restriccié de f és

00 - 0 —ao

16 -+ 0 —a

01 - 0 —ay

0 0 -+ 1 —a,4

Teorema 7.1 (segon teorema de descomposicié) Si f € End(E), F és suma
directa de subespais f-ciclics.

DEMOSTRACIO: Per (4.4) només cal considerar el cas en qué el polinomi minim de
f és una poténcia d’un polinomi primer: myg(z) = ¢(z)*, ¢(z) primer.

Farem induccié sobre la dimensié de E. Sidim E =1, E és ja f-ciclic. Suposem
el teorema, cert per a tots els espais de dimensio < n —1.

Sigui dim E = n. En la demostracié de (5.1) vam provar que existeix un ug € £
tal que el polinomi minim de f a ug és el mateix ms(z). Sigui
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 155

ben definit ja que la imatge per f de tots els representants de [v] és a [f(v)]:
F(lo]) = F(v + Fo) = £(v) + f(Fo) C f(0) + Fo = [f(v)].
Ara bé, dim E < n = dim E i, per hipdtesi d’induccid,
E=Fo - oF
amb F; f-ciclic,7=1,...,7. Sigui Fy = ([ul], flul],...).

Lema 7.2 Hi ha un representant u; de [ul] tal que 31 denotem per F; el subespai
{ui, f(ui),...) la projeccid

a H—w’]

e 3

€s un 1somorfisme.

Suposem, de moment, demostrat aquest lema. Aleshores
E=FReho  -OF.

Comprovem-ho: siv € E, [v] = [v;] 4+ -+ +[v,] amb [v;] € F; . Ellema ens assegura
aleshores que podem suposar que v; € F;. Aixi doncs E = Fy + Fy +--- + Fy. Per
veure que la suma és directa, suposem que v € F s’expressa de dues maneres com

a suma de vectors de Fy, ..., Fp:

v—v0+v1+...+v,=wg+w1+ +wr,v1,wteFl,1—0,1, ,T =
[]:[] '+[vr]:[w1]+~-+[wr]aE Fl@ @F :>[vz] wil,
t=1,...,7. Pero, pel lema, v; = w;, 1 = 1,...,r; d’on també vy = we.O

Nomeés resta demostrar el lema. Fem abans dues observacions generals:

o Sim(z)im(z) sén els polinomis minims de f i f a v i a [v] respectivament,
m(z) | m(z), ja que _ .
m(f)([v]) = [m(f)(v)] = [0].

e El polinomi minim de f a v divideix el polinomi minim de f. Aixo implica,
en el nostre cas, que aquell polinomi és una poténcia de g{(z) amb exponent
<s.

DEMOSTRACIO: del lema. Siguin q(z) i q(z)? els polinomis minims de i fau'i
[ull, s < ' <'s. Llavors g(f)*([ul)) = [0] = ¢(f)*(u}) € Fy = ¢(f)*(ul) = a{ £)(uo)
= q(f)*a(f)(ug) = ¢(£)*(u) = 0 = g(=)* | ¢(z)*"*a(z) (ja que el polinomi
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156 M. CASTELLET, I. LLERENA

vectors us, f{ui), ..., f77w;), on t = § - graug(z), formen, per (3.1), una base de
F;. Les classes

[, F([wi])s - F 7N ([

formen, també per (3.1), una base de F;, i per tant la projeccié m; : F; — F; és
un isomorfisme.O

Fins a quin punt és dnica la descomposicié obtinguda a (7.1)? Suposem que
E=G0G1D - &Gn,

on els subespais G; sén f-ciclics i1 el polinomi minim de la restriccié de f a G; és
gi(z)™ amb g;(z) irreductible. Agrupem els sumands que corresponen a poténcies

del mateix ¢;(z). Per exemple, suposem ¢o(z) = ¢1(z) = ... = ¢s{z) 1 considerem
E® =Gy ® - ® G, El polinomi minim de la restriccié de f a E° és go(2)?, on
t = max(nog,...,ns). Agrupant d’aquesta forma els G; obtenim una descomposicié
de E,

E=FE'¢FE'@.-..-®E",

que és precisament la de (4.4). Aixi, doncs, els subespais E' estan univocament de-
terminats i les diferents descomposicions de E en subespais f-ciclics correspondran
a les diferents descomposicions dels E?,

Considerem, doncs, €l cas en que el polinomi minim de f € End(E) és ¢(z)*,
g{z) primer. La primera observacié que cal fer és que no podem aspirar a demostrar
la unicitat de la descomposicié de (7.1). Ho veurem amb un exemple.

Exemple:

Si f = kIg, qualsevol base uy,...,u, déna lloc a una descomposicié en sub-
espais f-ciclics:
E=(u1)®- & (un).

Anem a veure, perd, que, en totes les possibles descomposicions de E
en subespais f-cicli~s el nombre n; de subespais als quals correspon un cert
polinomi minim ¢(z)* és el mateix. Recordem que estem considerant el cas
en qué el polinomi minim de f és ¢(z)°. Suposem que

E=F,&---®F,

és una descomposicié de E en suma de subespais f-ciclics Fj. Sigui ¢(z)% el

~nlinami minim dala ractriceid do £ a0 B (o < o)
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i, per tant,

dim (¢(f)"(E)) = D _ dim(g(£)"(F)),

b) Sis; > t, el polinomi minim de la restriccié de f a q(f)'(F;) és ¢(z)* .
Llavors,

dim(q(f)"(Fi)) = (si —t) - gra(z) = dim F; — t - grg(z).
¢) Sis; <t, q(f)*(F;) = {0}. Aleshores,
dim(g(f)'(F)) =0=dim F; — s; - grq(z).
Substituint les expressions de b) i ¢) en el sumatori de a) obtenim
dim(g(f)"(E)) = dim E — Y " min(s;,¢) - grq(z).
=0
Observem ara que

0 sig; <t—1

min(s;,t) — min(s;,t — 1)) = { 1 sis >t

d’on Y0_o(min(s;,t).— min(s;,t — 1)) = n¢ + ngpy + -+ - + ns. Denotem per g; la
dimensié de ¢(f)*(E). Tenim llavors

Gi—1 — Gz = (g + Nggr + - - +10,) - gro(z),
d’on resulta que
1
ne = ———(qt—1 — 2¢¢ + qz+1)-
gr Q(w)( )
Aquesta expressid de ny no depén de la descomposicié de E considerada.
Observacid:

Es compleix
{0} C Nucg(f) € Nucg(f)2 C ... C Nucg(f)* = Nucg(f)**'=... = E.

Sigui ¢ = dim Nucg( £} =n — g; i designem per
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158 M. CAsTELLET, I. LLERENA

VIII.8 Matriu canonica de Jordan

Suposem ara que el polinomi minim de f descompon en factors lineals. Sigui
E=F&---0F.

la descomposicié de (7.1) en subespais f-ciclics i (z — ;)% el polinomi minim de

la restriccié de f a F;. Triem per a cada F; un vector u; amb polinomi minim

(z — @:)%. Aleshores,

ui, {(f — ail)(ui), ..o, (f — ail)* =1 (us)

sén linealment independents. Ara bé, per (3.1), dimF; = s; 1 per tant aquests
vectors formen una base. La matriu de la restriccié de f a F; en aquesta base és

a; 0 - 0 O

1 a; ‘- 0 0

0 1 --- 0 O
Japs)=1 . . . . . Si-

0 0 -+ a O

0 0 -+ 1 a;

Tenim aixi com a conseqiiéncia de (7.1)

Teorema 8.1 $i el polinomi minim de f € End(E) descompon en factors lineals,
existesz unae base de B en lo qual la matriv de f €3 de la forma

J(GQ,SO)I 0
;e ensn] -

0 |

La matriu J es diu la matriu candnica de Jordan de f.

Observem que els elements a; que apareixen a la diagonal de la matriu canonica
de Jordan sén els valors propis de f (possiblement repetits). Per obtenir una base
de E en qué la matriu de f sigui la matriu candnica de Jordan procedirem de la
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ESTRUCTURA DELS ENDOMORFISMES 159

els polinomis caracterfstic i minim de f. Recordem que oy + -+ o, =n=dimE
is; <o Vi. Els enters s; estan caracteritzats pel fet que

{0} € Nuc(f — \I) € Nuc(f — A2 C
C...C Nuc(f - AI)" ! % Nuc(f — X\ I)*

iVt Z 8;
Nuc(f — A)* = Nuce(f — X))t = E*.

A més a més,
E=E@®---@FE.

La base que busquem és unié de bases convenients dels subespais invariants E;.
Restringint-nos a aquests espais, podem suposar que el polinomi caracteristic de
f € End(E} é (z — A)” i el polinomi minim (z — A)*, s < n. Per a qual-
sevol u € E designarem (f — AI)(u) per g(u). Considerem el requadre de vec-

tors de la pagina 160. u,,,... s Uig, determinen classes que formen una base de
Nuc(f — AM)* /Nuc(f — AI)°*~*. Es facil veure que u;;,...,u;,, s6n linealment
independents i que ¢(u11),...,¢(t%i, ) € Nue(f —AI)*~! determinen classes lineal-

ment independents a Nuc{f — AI)*™ '/ Nuc(f — AI})*~?. Els vectors uzy,. .., Uz,

sén vectors representants de classes que, juntament amb les anteriors, formen una

base de Nuc(f — AI)*~!/Nuc(f — AI)*~2. Repetim ara aquest procés fins obtenir

una base de Nuc(f — AI) formada pels vectors situats a 'dltima fila del requadre.
Tenim aleshores:

i) El conjunt de tots els vectors que apareixen en el requadre formen una base
de FE.

ii) El nombre de columnes és la multiplicitat del valor propi A.
iii) El nombre de files és ’exponent del polinomi minim.

iv) El nombre de vectors a cada fila és

dim(Nuc{f — AI)*/Nuc(f - X)) =¢ — ¢, =pi.

v) El nombre de matrius J(A,¢) que apareixen en la matriu candnica de Jordan
de f és n, = p, — p;+1, que és la diferéncia de vectors en files consecutives.

g DR DGR SR
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Exemple:

Considerem un endomorfisme f € End(E) amb matriu

1 -1 -1 -1 -1
1 3 1 1 1
0 0 2 0 O
0 0 0 1 -1
0 0 O 1 3

El seu polinomi caracteristic és (2 — z)®. El rang de (f —2I) és 2 i, per tant,
dim Nue(f — 2I) = 3. A mes a més,

(f —2I)? =0,

i el polinomi minim de f és (z — 2)?. El requadre considerat anteriorment té,
en aquest cas, dues files i tres elements a la fila inferior:

U1 U2
q(uar) | q(uag) [ ue |

Podem agafar 111 = (1,0,0,0,0), u12 = (0,0,0,1,0). Llavors,

(f - 21)(“11) = (_17150a0’0)
(f —2D)(u12) = (-1,1,0,-1,1)

sén dos vectors propis que, juntament amb us = (0,0,1,0,0), formen una
base de vectors propis. En la base

¢(u11)
g(u12)

Y11, Q(Un), Uiz, Q(u12), U2,

la matriu de f és

2 0 0 00
12000
00 200
00120
00 00 2

El problema de trobar la matriu candnica de Jordan d’un endomorfisme f donat
queda, doncs, resolt, si el polinomi minim de f descompon en factors lineals:
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162 M. CASTELLET, . LLERENA

VIII.9 Nota historica

El 1858 Arthur Cayley (1821-1895) va enunciar en general €l teorema que ara es
coneix amb el nom de Cayley-Hamilton, demostrant-lo per matrius 3x 3 i introduint
el polinomi caracteristic d’una matriu i les seves arrels (valors propis).

Henry Taber (1860-?) va enunciar la proposicié 1.2, i, en particular, que el terme-
independent del polinomi caracteristic és el determinant de la matriu, ifitroduint
també la traca. La demostracié del teorema la va fer William Henry Metzler (1863—
?) el 1891.

Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917) va introduir el 1878 el polinomi minim
1 Kurt Hensel (1861-1941) en va demostrar, el 1904, les principals propietats; en
particular, que qualsevol altre anul-lador és miltiple del polinomi minim.

Utilitzant el concepte de matrius equivalents i el polinomi caracteristic, Camille
Jordan (1838-1922) va demostrar el 1870 que tota matriu és equivalent a una de
forma canomica (la forma candnica de Jordan).

El desenvolupament algebraic dels temes d’aquest capitol fou de gran transcen-
deéncia per a la fisica. Com va profetitzar Peter G. Tait (1831-1901), “Cayley is
forging the weapons for future generations of physicists”,

VIII.10 Exercicis
1. Sigul A la matriu de M,x»(K) formada integrament per uns. Calculeu els
polinomis caracteristic i minim de A. Proveu que A és diagonalitzable i trobeu

una matriu diagonal D i una invertible M tals que A = M DM 1.

2.  a) Determineu totes les matrius 4 € Myx2(R) tals que

i)A2=<8 8); ii)A2:<_(1) _(1)>;
11y 1 -2
111)A2:<1 _1>; 1V)A2=<1 __1>.

b) Determineu totes les matrius 4 € M, x4(R) tals que

A? _34+2I=0.

¢) Determineu totes les matrius A € M, x.(R) tals que A% = A,
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10.

11.

Carta 04

Sigui ey,...,en una base de I'espai vectorial E 1 f € End(E) tal que

n

fler) = ... = flea) = Y des.

=1
Demostreu que f és diagonalitzable si i només si ) - a’ # 0.

Determineu la forma general de les matrius que commuten amb les matrius
diagonals i de les que commuten amb les diagonalitzables.

Demostreu que f € End(E) és diagonalitzable si i només si tot subespai
invariant per f admet un complementari també invariant per f.

Construiu un endomorfisme f de C* tal que
ps(z) = mys(z) = c*(z — a),a # 0.
Demostreu que si u és un vector propi de valor propi a i v € Nuc f2 - Nuc f,

aleshores u,v, f(v) és una base de C3 . Trobeu la matriu de f en aquesta
base i calculeu f™.

Sigui f € Endg(E). Demostreu que si dim E és senar, aleshores f t¢ algun
valor propi i que si f és parell i det f < 0, f té almenys dos valors propis.
Doneu un exemple d’un endomorfisme sense valors propis.

Demostreu que si f € End(E) és diagonalitzable i F' és un subespai invariant
per f, aleshores f | F també és diagonalitzable.

Demostreu que si f,¢ € End(F) commuten, els subespais de vectors propis
de g s6n invariants per f i rec{procament.

Es diu que dos endomorfismes f, g € End(E) sén simultdniament diagonalit-
zables si podem trobar una base de E respecte a la qual les dues matrius de
f i g siguin diagonals.

a) Demostreu que f i g sén simultdnjament diagonalitzables si i només si
sén diagonalitzables i commuten.
(Indicacié: utilitzeu els dos exercicis anteriors).

b) Diagonalitzeu simultiniament els dos endomorfismes de R3 :

flz,y,2) =(z+y+z2z+5y+2z,—2z — 5y — 22)
i alr u = {9y 95 (} 21 1 2)

)
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164 M. CASTELLET, I. LLERENA

és a dir, busquem n funcions diferenciables z; : R — R que satisfan una
determinada relacid entre elles i les seves derivades.

a) Convenceu-vos que si A és diagonal (i, per tant, si A és diagonalitzable)
sabem resoldre qualsevol equacié diferencial d’aquest tipus.

b) Resoleu les segiients equacions diferencials:

. r'=—z— 2z
i) { y’=i ; ) { y'=6z+y+6z ; ili) v —y'=y .
2=z + 2z

(Indicacié: a iii) introduiu la nova variable z = y').

13. Siguin (a,), (bs),..., m successions tals que
a‘n+1 an
bn.+ 1 = A by,

amb A € M,, x . (K). Trobeu una expressié (no recurrent) del terme general
de cada una d’aquestes successions quan A és diagonal. Com es pot trobar
aquest terme general quan A és diagonalitzable?

Apliqueu-ho als segiients casos:
a) Trobeu totes les successions (a, ) tals que a,,; = 2a, +a,_,. (Indicacié:
introduiu una nova successié b, =@, _,).

b) Trobeu el terme general de la successié de Fibonacci 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8,
13,...

c) Discutiu la convergéncia de les successions complexes (a, ), (b, ) donades
per
Grs = ofan +V3h) T buyy = a(—V3a, +b,)

segons els valors de «, aq 1 by.

14. Quines de les matrius

1 -1 3 1 2 3 110
A=[0 2 1|,B={0 2 0],c=|0 2 3
0 0 2 0 0 2 0 0 2

poden ésser associades al mateix endomorfisme? Per a aquestes busqueu la

drtagens
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18. Estudieu els endomorfismes f que cumpleixen f® = a?f, a € R.

17. Un endomorfisme f € End(E) es diu nilpotent si existeix un n € N tal que
f* =0. Si f és nilpotent, demostreu:

a) traga f = 0;
b} det(f + 1) =1;
¢) Vg € End(E) que commuti amb f, det(f + g) = detg (Indicacié: con-

sidereu per separat els casos ¢ invertible o no);

d) Si g € End(E), aleshores E = F @ G amb g | G isomorfisme i g | F

nilpotent (descomposicié de Fitting).

18. Sigui f : R,[z] — R, [z] I’endomorfisme que fa correspondre f(p) = p+p' a
cada polinomi real p de grau més petit que 3.

a) Trobeu la forma candnica de Jordan de f.

b) Demostreu que f~' és una expressié polindmica en f.

¢) Trobeu la matriu de f~! en la base 1, z,2%. (Indicacié: feu servir b)).

19. Sigui ¢(z) un polinomi qualsevol. Demostreu que si el polinomi caracteristic
d’un endomorfisme f és (z —a;)"* - -+ (z — @, )", el polinomi caracteristic de

q(f) és (z = glas))™ -+~ (2 = g(a))""

20. Trobeu la forma candnica de Jordan de I"endomorfisme f de M, ,(C) que

. a
cnvia
[4

b 264+ 5¢—~6d —a-+3b+4c—5d
d —4¢+9d ~4c¢+4d

VIII.11 Exercicis de programar

21. Prepareu un programa que calculi els coeficients del polinomi caracteristic
d’una matriu A € M,.,(R) (n.< 5) fent servir 'expressié donada a la
proposicié 1.2.

22. Prepareu un programa que donada una matriu 4 € M, ., (R) calculi el poli-
nomi minim pel segilent procediment:

Calculeu

(g

v = dim(I A4 A2 4%\ dim M (R E—1 902
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23. Donada A € Myx2(R), calculeu els seus valors propis k1,k2 (que poden ésser
reals o complexos).

e Sik; # ko, trobeu una base de vectors propis.

e Siky = k; i A noésunahomotécia, no pot ésser diagonalitzable. Trobeu
I'Gnic subespai de vectors propis.

24. Donada A € M343(R), calculeu tots els seus valors propis pel segiient proce-
diment:

El polinomi caracteristic ha de tenir almenys una arrel real . Trobeu-la,
dividiu per # — « 1 calculeu les dues arrels restants.

Per a un calcul aproximat de o podeu fer servir el seglient meétode: si p(z) =
ag + a1z + asz? — 2 és el polinomi caracteristic de A, totes les seves arrels
sén a linterval (—b,b) on b =14 |ao| + |a1| + laz]. Per tant, p(—b) - p(b) < 0.
Anem dividint successivament 'interval per la meitat quedant-nos a la part
que contingui un canvi de signe. (Els calculs sén més senzills si es posa
p(z) = ag + z(a1 + z(az — ) ).

25. Donada A € M, x»(R), de la qual coneixem un valor propi real k, trobeu una
base del subespai de vectors propis corresponents. (Indicacié: plantegeu el
sistema homogeni (A — kI)z = 0 1 resoleu-lo amb el programa de l'exercici

VIL12).

A la practica, per a n gran , els valors propis reals d’una matriu A € M, x.(R)
no es busquen a partir del polinomi caracteristic, siné que s’aproximen per
metodes iteratius. Descriurem a continuacié un d’ells i la resta al capitol XII.

26. Metode LU
Escrivim A = LU com a Pexercici IV.17. Sigui A; = UL. L’algorisme con-
sisteix a repetir aquest calcul: descompondre Ay = LUy ifer Ayyy = UrlLy,
k=1,2,...
Les matrius que es van obtenint sén totes equivalents a A, ja que Agyy =
(Lk)_lAkLk Vk.
Sota certes hipotesis, la successié {A;} tendeix a una matriu triangular su-
perior (i, per tant, a la diagonal quedaran els valors propis de A4).

Aquestes hipotesis sén técniques i no hi ha manera de comprovar-les a priors.
L’algorisme fallara, doncs, en alguns casos. D’entrada hi ha dues condicions
necessaries Obvies:
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Capitol IX

Espais afins

Tots nosaltres estem ja acostumats, a hores d’ara, a associar la “recta”, el “pla”
i I“espai” amb R, R? i R?, respectivament, i tenim, fins i tot, una certa visié
geométrica de R™ (IV.1. Exemple 2). Un subespai F' de dimensié 1 és, “geo-
métricament”, una recta que passa per (0,0); les rectes paral-leles a aquesta sén,
precisament, els subconjunts v + F de R? (recordem que la suma de vectors corres-
pon geométricament a la “llei del paral-lelogram”). De la mateixa manera, les
rectes (plans) de R® sén els subconjunts u + F, on F' és un subespai vectorial de
dimensié 1 (2). Podem considerar, per tant, la “geometria afi” com ’estudi de R™
i dels seus subconjunts u + F.

El fet d’identificar I’estudi de la geometria amb 'estudi de 'espai vectorial R™
té, perd, inconvenients. Al pla, per exemple, no hi ha cap criteri que permeti
diferenciar una recta o una familia de rectes entre totes; totes les rectes tenen
exactament les mateixes caracteristiques i una eleccid seria, per tant, totalment
arbitraria. A R?, en canvi, els subconjunts u + F' sén de dos tipus ben diferenciats:
uns sén subespais vectorials (0 + F = F) i els altres no. Aquesta diferenciacié no
correspon a cap fet geometric i 'hauriem d’evitar.

u+F

u+v
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168 M. CASTELLET, I. LLERENA

Si no hi ha cap motiu per a escollir una entre totes les rectes que passen per
un punt-origen, fem que qualsevol punt pugui ésser aquest origen. Aixi, un pla aff
sera, per definicié, un conjunt A i, per a cada p € A, una aplicacié bijectiva

0, A— R?

tal que 9,(p) = (0,0). Naturalment les aplicacions ¢, no poden ésser totalment ar-
bitraries; haurem d’exigir algunes condicions que les relacionin. (De fet imposarem
només una condicid).

La geometria a la qual ens hem referit fins aqui és la “geometria aff real”. En
principi, no hi ha cap inconvenient en el fet de considerar, en lloc de R, qualsevol
cos K i, en lloc de R? (0 R"), qualsevol espai vectorial sobre K.

IX.1 Definicié d’espai afi
Un espai afi sobre un cos K és un conjunt A # §, un espai vectorial F i una

aplicacié
w:AxXA—FE

que compleix:

1.
¢ A — B . és bijectiva ¥p € A.
g — (p,g)
2.
o(p,q) + ¢(g,r) = ¢(p,7)  Vp,q,7 € A
Escriurem

e(p,q) = D¢

i direm que p i ¢ sén, respectivament, ['origen i l’eztrem del vector pg. Amb aquesta
notacid, la condicié 2 diu que
—= =~
pq+qr = pr.
Els elements de A es diuen punis. E es diu ['espai vectorial associat ¢ A, 1
definim la dimensié de A com la dimensi6 de E.

Exemple:
Sigui K uncosi1 A=K® E=K",
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Proposicié 1.1 o) pd=0op=g¢.

b) p{=—-qp Vp,g€ A

c) pi=13 & pf=¢.

DEMOSTRACIO: La condicié 2. a la definicié d’espai aff ens diu que pp + pp = pp.
D’aqui resulta pp = 0. Reciprocament, pg = 0 implica wp(q) = 0; perd com que

wp(p) = pp = 6, de la bijectivitat de @, resulta p = ¢, que demostra a).
Per provar b) observem que

]Tq>+@=§f))=6 ésadir, pgd = —gp

Finalment, per demostrar ¢) posem

PP=pi+q, B=0"+73
r S
P q

D’aqui resulta que prf = g3 si i només si pg = 74.0

IX.2 Translacions. Una altra definicié d’espai afi

Sigui (A, E, ) un espai afi. Donat u € E, anomenarem translacid de wvector u
Paplicacié:

Ty: A —s A
P — oy (u);
és a dir, Ty(p) és un punt ¢ tal que pg = u.
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170 M. CASTELLET, I. LLERENA

C} Tu OTv = Tu+v
d) T_, =T,
e) Donats p,q € A, ezisteiz un u € E i només un tal que Ty(p) = ¢.

DEMOSTRACIO: T, és injectiva, ja que
—

Tup)=Tu(p)=q = Pi=u=plq=>
—
= op)=wB=qp =¢p)=>p=p"

T, és exhaustiva, ja que donat ¢ € 4, el punt p = p!(—u) compleix D = —u;
per tant, pd = u i ¢ = Ty(p).

Per provar b) observem que de Ty(p) = Ty(p) = g es dedueix p¢ = u i pd = v,
i per tant v = v. :

Sigui p € A i posem ¢ = Ty(p), r = Tu(q). Aleshores T, o T,(p) = r. Ara bé,
pF = pd + qf = u + v i, per tant, Ty 0 To(p) = Ty o(p). Aquest raonament es pot
fer per a tot p € A i ens demostra c).

d) resulta de ¢)ide Tz = I.

A e), T,(p) = ¢ & u = pg i, per tant, aquest és el vector demanat.

L altim apartat de la proposicié (2.1) ens diu que les translacions d’un espai aff
A, {Ty;u € E} determinen Paplicacié ¢ : A x A — E; ¢(p,q) és precisament el
vector l'existéncia del qual estd assegurada per e). Perd encara es compleix més,
com ho prova la proposicié segiient.

Proposicié 2.2 Donat un conjunt A, un espas vectorial E 1 una familia d’aplica-
cions T = {1 : A — A;Vu € E} que compleizen

1. Tu OTv = dytv;
2. Vp,q € A, ezisteiz un u € E i només un tal que T,(p) = ¢;

aleshores existeiz un dnic espai afi (A, E, ) tal gue T és precisament el seu conjunt
de translacions.

DEMOSTRACIO: Naturalment ¢ ha d’ésser 'aplicacié
p:AxA—F

tal que w(p, ¢) = u és el vector donat per 2. Només hem de comprovar, per tant,
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Tenim també

o(p,q) = u, p(g,7) =v = Tu(p)=gq, To(q) =7 =1 =T, 0 Ty(p) = Toyu(p) =
= o(p,r)=u+v =09 +p(gr).

Comprovem finalment que 7 és el conjunt de translacions de (4, E,¢) : si
T'y: A — A ésYaplicacié T'y(p) = ¢, (u), avors
T'(p) = ¢4 ¢(p,q) =u & Tu(p) =4¢.
Per tant, 7', =T, Vu € E. O

Aquesta proposicid ens diu que un espai off també es pot definir com un conjunt
A, un espai vectorial E i una familia d’aplicacions 7 = {T, : A — A4; Vu € E}
que compleixin les dues propietats de (2.2).

IX.3 Varietats lineals

Sigui (4, E, ) un espai aff. Sigui @ € A1 F un subespai vectorial de E. Es diu
varietat lineal que passa per a i té la direccid F el subconjunt de A

{bec A; abeF}

Per indicar u = :z%, farem servir les notacions
u=b—a b=a+u.

Amb aquesta notacid, per exemple, Ty(a) = a + u.
Una varietat lineal és, doncs, un conjunt del tipus {b € 4; b =a + u, u € F},
que designarem per

a+ F.

Observemn que A = o + E és també una varietat lineal.

La dimensid d’'una varietat lineal o + F' és la dimensié de la seva direccid F.
Les varietats de dimensié 0 sén els punts de A. Les varietats de dimensions 1, 2 1
(n — 1) es diuen rectes, plans i hiperplans, respectivament (n = dim E).

Proposicié 3.1 bca+F=a+F=0+F.
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172 M. CASTELLET, I. LLERENA

Corol'lari 3.2 p,g€a+F = pd € F.

DEMOSTRACIO: Sip € a+ F, per (3.1) a+ F =p+ F; com que ¢ € p+ F,

pg € F.O
Proposicié 3.3 Donats ay,...,a; € A ezisteiz una varietat lineal minima que
conté ay,...,ar 1 que denominarem varietat generada per ay,...,ax.

Aqui “minima” vol dir “continguda en qualsevol altra varietat que contingui
també ay,...,ax”.
DEMOSTRACIO:  Sigui a; + F una varietat que conté ay,...,a; (n’existeix una:
tot A). Per (32)ara; € F i=2,...,k, d’on (a1as,...,a1a1) C F.

La varietat

— —s
a; + {agas,...,a1az)
conté a1, a; = a1 + ara; (¢ = 2,...,k) i estd continguda a a; + F; és, doncs, la
varietat generada per aj,...,ar. O

Per cada punt a € A passa una varietat lineal (i només una!) amb una direccié
donada F'. Dues varietats lineals amb la mateixa direccié direm que sén paral-leles.
Més en general, direm que dues varietats lineals a + F, b + G sén paral-leles st

FCG o G CF.

Nota:

Quan estudiavem els espais vectorials o els grups ens ocupavem també dels
subconjunts que eren ells mateixos espais vectorials o grups amb les “ma-
teixes” operacions del conjunt total: els subespais vectorials o els subgrups,
respectivament. Qué és ara un “subespai afi” d’un espai afi (4, E, )7 Serd
un espai aff (L, F,¢') on L C A, F sigui un subespai de E i

o' :LxL—F
sigui la restriccié de ¢. Bs a dir, s’haurd de complir
Vpa€L, pi=wlpgEF

1, lavors, ¢'(p, ¢) = ¢(p, q). En particular, si p € L, tot altre ¢ € L és de la

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7(Q

(iapagy ="

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doc
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronice
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



ESPAIS AFINS 173

IX.4 Interseccidé i suma de varietats lineals

Proposicié 4.1 Dues varietats lineals a + F, b+ G es tallen si i només si

b eF+6G.

DEMOSTRACIO: Suposem primer que es tallen 1 sigui ¢ un punt de la intersecci6
=
(a+F)N(b+G). Llavors a2 € F i be € G, d'on ab=aé — be € F + G.
Suposem ara que ab = u +vambu € Fiv €G. Sigul ¢ un punt tal que
— . — - — .
aé = u (en particular, ¢ € a + F). Llavors v = ab —u = ab — a¢ = cb i, per

tant, Be = —v € G, don ¢ € b+ G. El punt ¢ és, doncs, un punt comd a les dues
varietats.O0

Corol-lari 4.2 Dues varietais paral-leles o no es tallen o una estd continguda en
Ualtra.

DEMOSTRACIO: Siguia+ F, b+ G amb F C G.

(a+F)NG+G) £V abe F+G=Gsacb+G e
Sa+FCa+G=b0+G.O

Proposicié 4.3 Sia+ F i b+ G tenen un punt en comd, c,
(a+F)N(b+G)=c+(FNG).
DEMOSTRACIO: Per (3.1) a+ F =c¢+ Fib+ G =c+ G. Llavors
z€(c+F)N(c+@) o @cFideGe@eFNG s

szrzcc+(FNG).D

Es diu que dues varietats lineals es creuen si no sén paral-leles ni es tallen.
Acabem de veure que la interseccié de dues varietats lineals, si no és buida,
és una varietat lineal (4.3). La unié de dues varietats lineals, en canvi, no és en

general una varietat.

Exempble:
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174 M. CASTELLET, I. LLERENA

Donades dues varietats lineals ¢ + F i b + G, quina és la varietat lineal “mini-
ma”que les conté? Suposem que a + H conté a + F i b+ G. Llavors

HD>F+G+(ab).
En efecte, a,b € a+ H, d’on ab € H. A més a més,

vEF = p=a+v€a+FCa+H=>u=apcH
vEG = q=bt+veEb+GCa+H=ajcH

> v= 53 —ad—abe H.
Per altra banda, la varietat
a+F+G + (ab)

conté clarament @ + F i b + G. Aquesta és, per tant, la varietat lineal “minima”

que conté a + F i b+ G i en direm varietat suma: (a + F) + {b+ G).

Proposicié 4.4 (Férmules de Grassmann) Siguin L, =a+F i L, = b+ G
dues vartetats lineals 1 sigui L, + L, la seva suma. Aleshores, si L, N Ly # 0,

dim (L, + L,) = dim L, + dim L, — dim (L, N L;),
isiL,NL, =0,
dim (L, + L,) = dim L, + dim L, — dim (FNG) +1.

DEMOSTRACIO:  Clarament dim (L; + L;) = dim (F + G + (ab)). Per (4.1), si
LiNL,#0,ab e F+Gi

dim (L, + L;) = dim (F + G) = dim F + dim G —~ dim (FNG).

En aquest cas, L; 0 L, és una varietat lineal de direccié FN G idim (FNG) =
dim (L; N L;). Llavors

dim (L, + L;) = dim L, + dim L, — dim (L, N Ly).

SiL,NL,=0,per (4.1),ab¢ F+Gi
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Exemple:
Sigui A un espai afi de dimensié 3. Siguin
r=a+F m=b+G
unartectaiunplade A: dm F=1,dm G=2. SirN7 =40,
dim (r+7)=4- dim (FNG).

Perd aquesta dimensid ha d’ésser més petita que 3; per tant, dim (FNG) =1,
d’on F C Girinx sén paral-leles.

Sirnz#£40,
dim (r + ) =3 — dim (r N 7).

Per tant,

6bé dim(r+7)=3= dim(rN7)=0 = rN==un punt,
6bé dim(r+7)=2= dm{rNr)=1 =rCmr.
En aquest segon cas (r C 7), r i 7 sén paral-leles. Aixi doncs, en un espai

aff de dimensié 3 una recta i un pla no paral-lels sempre es tallen en un punt.

Exercici:

Demostreu que en un espai aff de dimensid 2 dues rectes no paral-leles sempre
es tallen en un punt.

IX.5 Dependéncia lineal de punts

Proposicié 5.1 Sigui (A, E) un espai aff i siguin a1,...,ar € A. Les segients
condicions sén equivalents:

a) Els vectors @ids,...,a1a; de E sén linealment independents.
b) Fizat qualsevol i, els vectors {a;ay, h # i} son linealment independents.

¢) Peratotpce A

1 LNk

_ o)
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176 M. CASTELLET, I. LLERENA

resulta

> M arar — man) = Y Aaa) - (Z A”) @ma; =0.

h#i h#ti h#i

a) ens diu aleshores que A\* = 0 VA # i, 1. Perd Z/\h = 0 implica també \! = 0.
h#i
b) = a). En efecte, a) coincideix amb b) perai = 1.
a) = c). En efecte, de

Apar +...+ \epaz =0
A4 +A=0

es dedueix que

(=2 — ... =2®pa} + X'pas + ... + Akpaj =
= A2(pas — pa;) + ...+ A¥(pai — paj) =
=)\2a1a2+...+)\ka1ak =6

a) ens diu llavors que A2 = ... = AF =0 i, també, que A\l = 2% — .. - XF =0,
c) = a). En dfecte, de

s’obté

En aquesta expressié la suma dels coeficients és 0 1, per tant, ¢) assegura que

M =0,VA>2. O

Direm que els punts ay,...,ax € A sén lnealment independents si compleixen
qualsevol de les condicions de (5.1).

Observacions:

1. Dos punts sén linealment independents si 1 només si sén diferents.
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DEMOSTRACIO: Siay,...,a sén linealment independents, llavors també ho sén
els vectors @;a3,...,a, G, . Siguin uy,...,u, vectors tals que

s -

Q102,301 8k, Ugy. ooy Uy

sigui una base de l’espai vectorial associat a A. Considerem punts a; tals que
aja; = u;_;,t=k+1,...,n+1. Els punts a,,...,ax,...,8,4 sén clarament
linealment independents. O

IX.6 Coordenades baricéntriques

Sigui (A, E) un espai aff de dimensié n i siguin p,pi,...,p. punts linealment
independents de A. Donat un z € A, els punts py,p1,-..,Pn,Z no poden ser
linealment independents i, per tant, existeixen p € A i elements k, k°,..., k" € K,

no tots zero, tals que

kp? + kpp + ...+ k" =0 |
k+Kk +...+k*=0

Sik = 0, aquestes igualtats implicarien que py, ..., p, fossin linealment dependents,
i no ho sén per hipdtesi. Per tant, k # 0 i, posant z* = —k' /k, tenim

pE = z°pps + ...+ " pp,
2+ ..tz =1 ’

Anem a veure que aquests z°,...,z" no depenen del punt p.

Proposicié 6.1 Siguin py,p;,...,px punts d’un espai afi (A, E) de dimensié n.
Suposem que, donat z € A, existeizenp € A1 z°,...,zF € K tals que

pt = 2°pps + ...+ =" ppy
2 +...+zF =1 )

Aleshores

t) Aquestes expressions també son certes st substituim p per qualsevol altre q €
A.

11) Els valors z°,...,2*

estan univocament determinats, sempre que Po,...,Px
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178 M. CASTELLET, I. LLERENA

Aixd demostra i). Per provar ii) apliquem i) al cas ¢ = pg; obtenim

Pot = z'popi + ... + z*Popi.

DoP1s- -+ DoPk s6n vectors linealment independents i, per tant, z',..., 2% estan
unfvocament determinats. D’aqui que z° = 1 — 2 — ... — ¥ també estigui deter-

minat. O

Anomenarem sistema de referéncia baricéntric o sistema de coordenades bari-
céntric d'un espai aff (A, E) de dimensié n tot conjunt de (n + 1) punts linealment
independents {po, ...,pn}. Anomenarem coordenades baricéntrigues d’'un punt = €
A en el sistema {pg,...,pn} la (n+ 1)-pla (2°,...,27) € K"t tal que

pF = 299p + ... + =0y,
204 . 4zt =1 ’

Per (6.1) aquesta (n+1)-pla és independent del punt p € A i esta ben determinada.

Notacié:
Donats pg,...,px, s
P2 = ppg + ... + =*ppi }
2+ ... +zF=1 ’
escriurem

a::a:“po—i—...—l—xkpk.

Tinguem en compte, perd, que aquesta expressidé no té cap sentit si la suma
dels coeficients no és 1.

Es diu baricentre de m punts ay,...,e, € 4 un punt & = blay + ...+ b™am,

S°0t = 1, tal que ' = ... = b™. Perqué existeixi el baricentre de m punts ha
m

o am—— . ,
d’haver-hi un element d € K tal que d+...+d = 1. Designem també per m
I’element de K que resulta de sumar m vegades 1 € K:

m

prm— —
m=1+...+1€K.
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Nota:

El nucli de l'aplicacié f : Z — K tal que f(m) = msim > 0, f(m) =
~f(—m) sim < 01 f(0) = 0 és un ideal (p), p > 0. En aquesta situacié
es diu que K és un cos de caracteristica p. 5i p # 0, p és el més petit enter
positiu que és 0 a K. Ha d’ésser un nombre primer, ja que en cas contrari, si
p=r-m,tindrlemquea KO=r-mambr # 0, m#0. Els cossos Q, R i
C s6n de caracteristica 0; per a p primer, el cos Z/(p) és de caracteristica p.

Exemples:

1. En el sistema de referéncia baricéntric {p,,...,p, } les coordenades ba-
ricentriques de p, sén (1,0,...,0); les de p, sén (0,1,0,...,0);...; les
de p, sé6n (0,...,0,1).

2. Sigui (R,R) la recta aff real. Sigui {p,,p;} una referéncia baricéntrica
de R. Sigui z un punt de coordenades (z°,z') (amb z° + z' = 1) en
aquest sistema.

Llavors p% = z°pps + z*Pp;, Vp, i, en particular, Ho# = z' pgps.

Aixo ens permet conéixer la posicié de x respecte als punts p,, p; , segons
que les seves coordenades siguin positives o negatives (veure figura). En
particular, el segment determinat per py i p; és el conjunt

o ={z€A|z=12"p, +2'p,,2° +2' =1,0< 2%, 2* <1}.

Es diu nuntmiodel segment ficn_al nunt In L la  Ac o dir ol hasicanis

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNI
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta it |

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCHE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion gontehida en el presente docur
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero |



180 M. CASTELLET, I. LLERENA

Sie®=1, 22 =—2'1

pZ =ppo + = (pp1 — PP3) =ppo + 2'P2p1 Vb
—

Per tant, peZ = z'papi; és a dir, = esta sobre la recta po+ <pzrp; > (veure
figura).
Si 2% < 1, resulta que, per a tot p,

.’El $2
7t = 2%+ (1 =) (T2 + 1) -

Sigui g el punt tal que

— z! 557 + @
9= 7P T T oPPr

La suma de coeficients d’aquesta expressié és 1 i, per tant, de (6.1)

IeSll]ta que
N 222 5

P1q4 = 1_ xoplpz

i ¢ és un punt de la recta py + (p1pz): Si apliquem ara els resultats de
Pexemple anterior a

pz = 2°ppo + (1 — 2°)pg,

podem deduir la posicié de z segons que 2° < 0,0 < 2% <102 > 1,
tal com estd indicat a la figura. Naturalment, podem obtenir resultats
analegs per a les dues altres coordenades 1, d’aquesta forma, determinar
la regié del pla on és el punt z, segons els signes de les seves coordenades.

Exercici:

Generalitzeu P'estudi fet a Pexemple 2 a espai afif R?, estudiant la regié on és
un punt z segons els signes de les seves coordenades baricéntriques respecte
a un sistema de referéncia {po, p1,p2,p3}-

Acabarem aquest apartat estudiant com canvien les coordenades baricéntriques

d’un punt en canviar el sistema de referéncia. Siguin {pg,...,pn}1{q0,...,qn} dos
sistemes de referéncia baricéntrics d’un espai aff A. Siguin (¢%,...,¢") les coorde-
nades baricéntriques de ¢; en el sistema {py.....p}t. 1 =10.....n. Donat z € 4
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amb suma de coeficients
n n . n n . n
> (Sow) =3 (S) =
=0 \i=0 i ; ;
Per_tant,
qujfi:xj 7=0,...,n.
1=0
Aquestes (n + 1) expressions equivalen a la igualtat matricial
Qi =,

on @ = (ql] ) és la matriu que té per columnes les coordenades baricéntriques de

Gos---yqn, 1 T,  sén les matrius d’una columna formades per les coordenades de z
en els sistemes {go,...,qn} 1 {po,...,Pn}, respectivament.

Observacié:
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182 M. CASTELLET, I. LLERENA

(sumant totes les files a la primera)

1 ... 1 10 ... 0
% @] % oa-d - w6 |
@ - dn @ H-9 - 90

det Tqs .-, To0) # 0.
m)(%m qdoq )#

IX.7 Equacions d’una varietat en coordenades baricéntri-

ques
Sigui (4, E) un espai aff de dimensié n 1 {po,...,pn} un sistema de referéncia
baricéntric de A. Donats £ punts ay,...,at, les seves coordenades baricéntriques
(a?,...,a?) compleixen
0 0 1 .. 1
aj ... a
B k al ... a}
rang = rang . . =
a} al ) )
i ¢ o ..o
1 0 .. 0
11 1 1 1
ay az—ay ... ap—aj
= rang =
n n n n n
al af —al ... af —af
. —— —
= dim {a1a3,...,a16%) + 1.
En particular, ay,...,ax sén linealment independents si 1 només si aquest rang
és k.
Designem per L la varietat lineal generada per ay,...,ax (3.3). Tenim
L={z€A; &2 = XNaa +... +  ajai}.
Ara bé,
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on Al=1—)2~...— )k Esadir
L={z€Alz=Xar+...4+ Xap, X' +... + 2 =1}.
D’aqui resulta immediatament que

et =Alal 4 ... 4 Akal t=0,...,n,

on (z), (ai),..., (a%) sén les coordenades baricentriques de z,ay, ... ,a; respecti-
vament en un cert sistema de referéncia {pq,...,pn}-

Suposem que a1, ..., a sén linealment independents i, per tant, dim L =4 —1
(8.3). Llavors z € L si i només si z,az,...,ar sén linealment dependents, és a dir,
si

a ... a a ... a) 2°
k = rang : : = rang : :
a ... af af ag z™

Fixem un menor d’ordre k de la primera matriu, que tingui determinant diferent
de zero. Per comoditat suposarem que esta format per les k primeres files. Aleshores
una (n+1)—pla (z°,...,z") és el conjunt de coordenades baricéntriques d’un punt
z € L si i només si compleix:

al ad z°
: = 0 i=k,...,n
k—1 k—1 E—1 ) 3
a a T
1 k
al al
1 3 <
n
J —
Ej:ox - 1

Aquestes sén les equacions baricéniriques de la varietat lineal L.
Exemple:

Les equacions de Phiperpla determinat pels punts del sistema de referéncia
Do, - - ., P Hevat d’'un d’ells, p;, sén

¢ = 0
204,42 = 1 (-
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184 M. CASTELLET, I. LLERENA

sabem que és bijectiva i, per tant, fixada una base de E ey,...,e,, el punt q queda
completament determinat per les coordenades de pd en aquesta base

—

pd=qler +...+¢"en.

Anomenarem referéncia cartesiana o sistema de coordenades cartesianes de

(A, E) el conjunt {p;e1,...,e,} format per un punt p € A i una base ej,...,e,
de E. Anomenarem coordenades cartesianes d’un punt ¢ en aquest sistema les
coordenades de pg en la base ey, ..., en.
Exemple:
Les coordenades de p en el sistema {p;ey,...,en} sén (0,...,0).
Observacié:
.
Les coordenades d’un vector ab en la base €1, ..., ¢e,, sén les coordenades de
— =
ab = pb — pd i, per tant, sén la diferéncia de les coordenades cartesianes de
b1 aen el sistema {p;e1,...,e,}. Aquest fet justifica la notacié introduida
al §3:

— —
ab=b—a b=a+ ab.

Considerem ara dos sistemes de referéncia {p;e1,...,en}, {g;v1,.-.,0n} i su-
posem conegut €l segon en funcié del primer:

k3
—3 1 ; .
d=qe1+...+q"%, v,-:i vle; i=1,...,n
Jj=1

Donat z € A, volem estudiar la relacié entre les seves coordenades en un sistema i

en Paltre.
—_— _ —
P2 =zle;+... +z", @=8'v+.. . 3%,
Tenim ‘
7r = noZt,, N5 i n Jo. ) —
gz = YL Ti= 7 (Zj:l v e]) =
_ n n Fai X
= Ej:l (Zi=1 v; T ) €j ’
— — = n ; i
g = pt—pg=7;_ (¢l —¢')e;
) ) n ili
dona? =¢g?+ 3" viz',j=1,...,n
Aquestes equacions es poden expressar matricialment aixi: sigui V = (vf)

1z, Z, q les matrius d’una columna formades per les coordenades de z, 7 i ¢,
respectivament. Aleshores
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IX.9 Equacions d’una varietat en coordenades
cartesianes

Sigui L = a + (v1,...,vk) una varietat lineal de dimensié k de l'espai aff (A, F).
Fixat un sistema de referéncia cartesia {p;e;,...,e,}, ens proposem trobar les
condicions que han de complir les coordenades d’un punt z perqué sigui de la
varietat L. Tenim

—
z€a+{vy,...,0) & a% € (v1,...,0k) &
zl —al o] v v} vi
rang : . = rang : : = k.
" —a™ op vy vl vg

De la segona matriu, escollim un menor d’ordre & amb determinant diferent de
zero. Per simplificar la notacié suposarem que esta format per les &k primeres files:

vy vy,
L | £0.
k k
of ... Vf
Aleshores, les condicions que han de complir les coordenades (z1,...,2") de
2 € L sén
' —a' vl L. v}

P =0 i=k+1,...,n.

efF —aF ofF L of
zt—a' vy ... v}

Observem que aquests determinants formen un sistema de n — k£ equacions amb n
incognites.
Reciprocament, sigui

a%zl—{— +a},m" bt
a‘lixl—f— . —i—aiw" = b
un sistema d’equacions lineals qualsevol. Les solucions del sistema homogeni asso-

rivt amtareeatadas 4
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186 M. CASTELLET, I. LLERENA

En aquestes circumstancies direm que el sistema donat sén les equacions de la
varietat a 4 F en el sistema de referéncia cartesia {p;ey,...,en}. Observem que la

dimensié d’aquesta varietat és n—rang (af .
Exemples:

1. Una equacié ajz! 4 ...+ apz™ = b no trivial (és a dir, amb no tots els
coeficients a; zero) representa un hiperpla.

En general, si
alz’+ ... +alz® = ¥!

a‘li:vl—i— —}—aiz" =
sén les equacions d’una varietat L, cada una de les equacions representa
un hiperpla H; i la varietat L resulta ésser la interseccié d’aquests d
hiperplans. L’equacié de qualsevol altre hiperpla que contingui L sera

tal que, afegida al sistema, aquest tindra les mateixes solucions; és a dir,
sera una combinacié lineal de les equacions del sistema:

Male? +... +alz™ +... + 2%l + .. +alz™) =

= AT ... 2
Aquest conjunt d’hiperplans es diu el feiz d’hiperplans que passben per
L.
2. Les equacions d’una recta a + (v} sén
zi—at v

Es a dir, (2t — a)w? = (27 — a?)v' Vi, j. Aquestes equacions les podem

escriure aixi:
z! —al z

- - 3

vl v
amb el conveni que si algun v’ = 0 el quocient corresponent té numerador
zero: z7 —a’ = 0.
L’estudi dels sistemes d’equacions de dues varietats permet estudiar facilment

qiiestions com interseccié o paral-lelisme. Anem a veure dos casos de paral-lelisme
particularment senzills.
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passa si els coeficients §6n proporcionals; Jc tal que a; = ca@;, ¢ = 1,...,n.
Si, a més a més, b = cb, els dos hiperplans coincideixen; en cas contrari, si
b # cb, no es tallen. (Compareu amb (4.2)).

II. Una recta i un hiperpla d’equacions

21 — ol

=...= , byzl+...+bz"=b

vl vn

sén paral-lels si la direccié de la recta, {{v1,...,v™)), estd continguda en la
direccid del pla; és a dir, si

bivl + ...+ bw™ = 0.

IX.10 Raé simple

Donats tres punts alineats ay,ag,a3 d’un espai aff (4, E), es diu rad simple de
ai,as,as, 1 s’escriu (ajaqzasz), Velement r € K tal que

(arazaz) = r estd definit sempre que a1 # aq,és 0si a; = az i és 1 sl ay = as.

Proposicié 10.1 57 as # a3 i (o, 8) sdn les coordenades baricéntriques de a1 en
el sistema de referéncia de la recta {aq, a3z}, lavors

(alagag) = :ﬁg

DEMOSTRACIO: Per a cada p,
pa3 = apas + fpaz amb a+ 6 = 1.

: —_— — ey —
En particular, 0 = aaa; + faiaz, d’on azaz = —%alag. m}
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188 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exemples:

1. Considerem la recta afi (K, K) i siguin ¢, 2,73 € K tres punts quals-

sevol. Recordem (§1) que Z;7; = z; — z; € K. Per tant, si z; # z,
T3 — I

(3212)2.’[3) = ———
T2 — 1

2. En el cas particular K = C, donats z1, 29,23 € C amb 21 # 2,

_ 23—z
(212223) = 72 — 21 .

Observem que el modul de la rad és el quocient dels moduls de 23 — 27 1
zg — z1, 1 argument del complex (212223) és la diferencia

arg (z3 —z1) — arg (z2 — z1).
Aixi, per exemple, z1, 22, 23 formen un triangle equilater si i només si
(212223) = 1:[:60°

Z,

60

Z1 > 23

Teorema 10.3 (de Menelao) Siguin ag, a1, as punts linealment independents
d’un espai ofi (A, E) 1 siguin by, b1, by punts de les rectes determinades per ajas,
agaz 1 agay respectivament, alineats i diferents de ag, ay, az. Aleshores

(boaiaz) - (brazag) - (baapa;) = 1.
DEMOSTRACIO: Les coordenades baricentriques dels punts bg, b1, by en el sistema

{ag,a1,a2} sén del tipus
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d’on ,
¢4 o
(boaras) - (b1az2a0) - (b2aear) = _ﬁzaiﬂz.
Pero, d’altra banda, vam veure al §7 que
0 o1 a
bo,b1,b alineats < 0=| ar 0 By |=afrog+a10:5
Bo B O
_aobron
aifafo

Aixd demostra el teorema. O

Corol-lari 10.4 Suposem K = R. Amb les notacions del teorema anterior, no és
possible
bo € ajas, b € asdg, b3 € apay

simulténiament. En altres paraules, una recta real no pot tallar simultiniament els
tres “costats” d’un triangle.

DEMOSTRACIG: Es conseqiiéncia de 10.3 i 10.2. O
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190 M. CASTELLET, I. LLERENA

a2

b, ; ;30 ay

DeEMOSTRACIO: Si{a, 3,7) sén les coordenades baricéntriques de p en el sistema
{ao, @1,az}, resulta que

by té per coordenades (0, T@;, =), d’on (boaras) = _%
b, té per coordenades (1%"/3,0, 1—_7—ﬁ), d’on (braza) = —Z;
by té per coordenades (Tf_w TiLy’ 0), d’on (baga;) = _%_
Per tant,
Bra
boaraz) - (br1aszap) - (baapay) = ~—— = -1.0
(boaras) - (bazao) - (bacnay) = ~225
IX.11 Orientacié d’un espai afi real
Sigui £ un espai vectorial de dimensié n sobre R. Direm que dues bases {e1,...,e,}

i{ug,...,un} sén dela mateiza orientacid si
detey(ut,. .., un) > 0.

En cas contrari direm que sén d’orientacions oposades. “Tenir la mateixa ori-
entacié” és un relacié d’equivaléncia en el conjunt de bases de E, i déna lloc a

dues classes d’equivaléncia que denominarem orientacions de E. Orientar Uespai
mnndamind B Ae Ananslll H aalli d
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Un automorfisme f : E — E conserva [orientacid si les bases eq,...,e, i
fle1),. .., f(exn) sén de la mateixa orientacié: és a dir, si

detey(f(e1),..., flen)) = det f>0.

La definicié anterior és, doncs, independent de la base ey, ..., e,.

Sidet f < 0 direm que f inverieiz 'orientactd.

Orientar un espai afi (A, E) és escollir una orientacié de E. Orientar una
varietat lineal a + F és escollir una orientacié de F.

IX.12 Semiespais

En un espai afi real (A4, F) de dimensié n cada hiperpla H divideix la resta de punts
de A en dues zones de la seglient manera: considerem a A — H la relacié

p~ q< el segment pg no talla H.
Les propietats reflexiva (p ~ p, Vp € A — H) i simétrica (p ~ ¢ = ¢ ~ p) d’aquesta
relaci6 sén Obvies. Abans de demostrar la propietat transitiva anem a caracteritzar
la relacié p ~ ¢ d’una altra forma. Sigui ajz! + ... 4+ anz™ + b = 0 Pequacié de
Phiperpla H en un cert sistema de referéncia cartesia. Per a tot punt y € A — H
de coordenades (y!,...,y™) designarem per a, el nombre real
ay=a1y1+...+any"+b#0.

S5i el segment

pi={zecdai=(1—-t)p +t¢',i=1,...,n,0<t <1}
talla H, existeix un valor de t, 0 < t < 1, tal que

ar(1—t)p' +tg") + ...+ an (1= t)p" +tq™) + b=0.

Podem escriure aquesta expressié aixi

(1—t)ap +tag =0,
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a nocid de semiespai esta iona 3ol e d’orientacié defini
L d es sta relacionada amb el concepte d’ t definit al

§11. En efecte, sigui v1,...,v,—1 una base de la direccié de H i sigui ¢ € H. Posem
2t = v Up_y
. . . —
a, = : : : = det (cx,vl,...,vn_l).
" —c™ ] vy

Aixi a, =0 és una equacié de H i,sipe A — H,
a, = det (p,v1,...,05-1) # 0.
Dos punts p, ¢ sén, per tant, del mateix semiespai si i només si les bases
{eB,v1,.--,vn-1} 1 {ed,v1,. - vn1}

sén de la mateixa orientacié.

IX.13 Nota historica

Pierre de Fermat (1601-1665) i René Descartes (1596-1650), obsessionats per la
necessitat de métodes quantitatius a la geometria 1 impressionats pel poder de
I’algebra, van iniciar 'aplicabilitat d’aquesta en l'estudi de la geometria, creant
els sistemes de coordenades associant equacions algebraiques a corbes 1 superficies.
Aquesta idea ha estat una de les més riques i fructiferes en el desenvolupament de
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Les primeres nocions nebuloses d’un hiperespai de dimensié n > 3 es perden
en 'obscuritat del passat i es barregen amb consideracions metafisiques. El primer
article cientific que tracta explicitament el tema es deu a Arthur Cayley (1821-
1895) i és de 1843. El segueixen una série de treballs d’ell mateix, de James Joseph
Sylvester (1814-1897) i de William Kingdom Clifford (1845-1879) a Anglaterra i de
Hermann Giinther Grassmann (1809-1877) i Ludwig Schlafli (1814-1895) al conti-
nent. La introduccié de coordenades es fa durant la segona meitat del segle 19 via
I’estudi dels espais aritmetics.

El 1818 August Ferdinand Mobius (1790-1868) ja havia tingut la idea d’una
analisi geométrica en els espais de dimensié 2 1 3, que desenvolupa a partir del 1823
sota el nom de “calcul baricéntric”, inspirat per la teoria de centres de gravetat. Es
el que avui anomenem un sistema de coordenades baricéntriques. No és pero fins a
finals de segle que Schlafli i Camille Jordan (1838-1922) desenvolupen explicitament
les nocions de la geometria aff (i de 'euclidiana) de dimensié n. La linealitzacié de
la geometria és un fet.

IX.14 Exercicis

1. En plena guerra, el servei de contraespionatge dels bons intercepta un mis-
satge dels dolents que diu: “El dia 23 del proper mes de febrer, a les 6.25
hores p.m. iniciarem un atac contra els bons. Comengard amb el foc intens
d’una bateria d’artilleria de campanya que tenim situada al punt (2.3, —5). Al
punt (—11,0.3) tenim preparada un divisié d’infanteria disposada a entrar en
combat després del bombardeig inicial i, finalment, al punt (9, 7.1) tenim una
bateria d’artilleria antiaéria per defensar les unitats suara citades de atac
dels avions bons. Dirigira 'operacié des de Porigen de coordenades el general
Bum-Bum.”

El cap de defensa dels bons ordena urgentment que surtin escamots de re-
coneixement a localitzar les unitats enemigues. Les patrulles dels bons desco-
breixen que la bateria d’artilleria de campanya esta situada al punt (15, 7.5),
la divisié d’infanteria esta acampada al punt (19, —2.7) i la bateria d’artilleria
antiaeria s’ha aposentat al punt (—14,9.2). Totes les dades segons el sistema
de referéncia dels bons, és clar. Un cop rebuda aquesta informacié el ge-
neral bo fa que i portin un matematic i i pregunta si és possible esbrinar
quin és l'origen de coordenades dels dolents, per tal de carregar-se el general
Bum-Bum i desmoralitzar aixi els dolents, els quals molt probablement ja no
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194 M. CASTELLET, I. LLERENA

b) Demostreu que un quadrilater és un parallelogram si i només si les
diagonals es tallen al punt mig,.

3. Siguin 4; = (ai,bi,ci), 7 = 1,2,3,4, punts d’un espai afi de dimensié 3.
Demostreu que els A; sén coplanaris si i només si

ay bl i 1
ag 1)2 Cao 1
=0.
ag 173 Cy 1
ayg b4 Cq 1
4. Siguin ay,...,a, punts d'un espai aff. Demostreu que les rectes que uneixen
cada a;, 7 = 1,...,n, amb el baricentre dels altres punts sén concurrents ( en

el baricentre de ay,...,a,).

5. Donat un triangle abc del pla aff real i tres punts a', b, ¢’ sobre els costats
be, ca, ab respectivament, trobeu utna condicid necessaria i suficient perqué
els triangles a,b,c 1 d/,¥', ¢ tinguin el mateix baricentre.

6. Calculeu les sis raons simples que s’obtenen en permutar tres punts alineats.

7. Sigui A una recta aff sobre R o C. En quines condicions les sis raons simples
de tres punts de A prenen com a maxim tres valors diferents?

8. (Teorema de Desargues). Considerem dos triangles ABC i1 A'B'C’ delx‘pla
aff real 1 denotem per a,b,c (resp. a',¥,¢') les rectes BC, AC, AB (resp.
B'C', A'C', A'B"). Demostreu que les rectes AA', BB' i C'C” sén paralleles
o concurrents si i només si els punts aNa', 5N b’ i cN ' estan alineats.

9. (Teorema de Papus). Siguin 4, B,Ci A’, B’, C’ dues ternes de punts alineats
i denotem per a,b,c (resp. a',b',c') les rectes BC', AC', AB' (resp. B'C,
A'C, A'B). Demostreu que els punts aNa’, bN 3" i ¢cN ¢’ estan alineats.

10. Demostreu que un subconjunt d’un espai aff és una varietat lineal si i només
si conté, amb cada parella de punts, la recta que determinen.

11. Enelplaafi A= 2/(3)x Z/(3) sobre €l cos Z/(3),

a) Quants punts hi ha ?
b) Quantes rectes hi ha ?

¢) Quants punts té cada recta ?

AN Onantes rectes hi bha naralleles o 1ina donada ?
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ESPAIS AFINS 195

13. Siguin A;z+b; = 6, 7 = 1,2, les equacions de dues varietats lineals. Demostreu
que les equacions de la varietat interseccié s’obtenen reduint pel metode de

Gauss la matriu
A b
A, by |7
Si el sistema és incompatible les dues varietats no es tallen i

a) sirang < il > = max ( rang 4,, rang A,), les varietats sén paral-leles,
2

. A . .
b) si rang ( Al ) > rang A;, 1 = 1,2, les varietats es creuen.
2

14. Siguin Az+b=0amb A € M. _yxa(K), b€ K* %, rang A = n — k, les
equacions d’una varietat lineal de dimensié k£ en un-espai afi de dimensié n,
en un sistema de referéncia cartesia.

Si Az + b = 0 sén les equacions en un altre sistema de referéncia, demostreu
que, aleshores,

on V és la matriu del canvi de base i ¢ les coordenades de ’origen.

= AV
= b+ Agq

SN

15. Donades tres rectes del pla afi real d’equacions
3z+2y=1,y=35, 6z +y=—-13,

trobeu els triangles abe que tenen les seves mitjanes (XII.11) sobre aquestes
rectes, el vértex a sobre la primera recta i el punt (—1,2) com a punt mig del
costat be.

16. Les cares d’un tetraedre abed sén tallades per una recta en quatre punts
a',b,c,d'. Proveu que els punts mitjos dels segments aa’,bd’,cc’,dd’ sén
coplanaris.

17. Pels vértexs d’un tetraedre abed de Pespai aff real es tracen quatre rectes

mamallalan ~asnaball 1 A VI VI R T I Y
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196 M. CASTELLET, I LLERENA

IX.15 Exercicis de pregramar

19. Siguin po,...,p, punts donats de D'espai aff real R™. Feu un programa que
permeti:

a) Comprovar que sén linealment independents.

b) Donat un punt £ € R™ qualsevol, trobar les seves coordenades baricen-
triques respecte al sistema {po,...,pn}.

20. Com a aplicacié de 'exercici 19, prepareu tres programes que permetin:

a) Decidir si un punt z donat del pla aff real és interior, exterior o esti en
un costat del triangle déterminat per tres punts po,p1,p2. (Veure §6,
exemple 3).

b) El mateix a l'espai aff amb quatre punts linealment independents.
c¢) Donat un poligon convex del pla aff per la successié ordenada dels seus
vertexs, decidir si un punt z donat és interior, exterior o estd en un

costat. (Indicacié: descomponeu el poligon en triangles amb un vertex
comil).

21. Sigui {p;e1,...,e,} el sistema de referéncia cartesia candnic de 'espai afi R™
(p=1(0,...,0) , e, =(0,...,1,...,0), ¢ = 1,...,n). Sigui {g;v1,...,v,} un
altre sistema, de referéncia donat.

a) Feu un programa que transporti les coordenades d’un punt donat d’un
sistema a Valtre. (Caldra utilitzar Pexercici VII.12 per invertir la matriu

0

nou origen).

( v g ), on V és la matriu del canvi de base i ¢ les coordenades del

b) Feu un programa que canvii de sistema de referéncia les equacions carte-
sianes d’una varietat lineal. (§9 1 exercici 14).

22. Donades les equacions cartesianes de dues varietats lineals de R" en el sistema
de referéncia canonic, feu un programa que permeti decidir si es tallen, es
creuen o sén paral-leles. Si es tallen doneu les equacions simplificades de la
interseccid. {Veure exercici 13).

23. Feu un programa que calculi la radé simple de tres punts alineats de R” i
estudii Pefecte de permutar els punts.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEC
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7(Q

Cﬂftﬂ 04

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

N

=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente doct

Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electroni

CC

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



Capitol X

Afinitats

De la mateixa manera que en el capitol de grups consideravem les aplicacions entre
ells que “respectaven” llurs operacions (els homomorfismes), i que en estudiar espais
vectorials ens interessavem per les aplicacions que conservaven les dues operaci-
ons (les aplicacions lineals), volem ara estudiar aplicacions entre espais afins que
respectin llur estructura afi: les aplicacions afins o afinitats.

X.1 Definici6 i primeres propietats

Siguin (A1, E1,¢1) i (As, B2, 2) dos espais afins sobre el mateix cos K. Una
aplicacid ofi o afinitat entre aquests espais és una aplicacié

fi1A— 4

1 una aplicacié lineal

f : El —_ E2
tals que el diagrama d’aplicacions
Al X A1 -—(P—l) E1

sl Vi
Ag X Az ﬂ) E2
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198 M. CASTELLET, I. LLERENA

seria logic exigir que les aplicacions f i f fessin commutatiu el diagrama

Al X El —Tl—) A1
<l Ls
A2 X E2 —TL A2 ;

ésadir, foTy = Tyo(f x f). Aixd equival a dir que Va € A i Vu € E;
flatu) = fla) + f(u).

La proposicid seglient demostra que aquesta condicié equival a la que hem im-
posat en la definicid.

Proposicié 1.1 Les condicions
T —_—
i) fab) = f(a)f(b)  Va,be A
i) fla+u) = fla)+ f(u) Va € A;,Vu € E;

. .
sén equivalents.

DEMOSTRACIO: 1) = ii). En efecte, donats a € 4;, u € Ey, sigui b € A; tal que
— e —_——
ab = u. Llavors, per i), f(ab) = f(a)f(b) i, per tant,

Fla+u) = f(b) = f(a) + f(ab) = f(a) + f(u).

ii) = i). En efecte, donatsa,b € A;,deb = a+ab es dedueix HOE f(a)—f—f(%)
1, per tant,

F(@)f(b) = f(ab).0

Per abus de llenguatge es diu que una aplicacié f : 4; — A; és una afinitat si
existeix una aplicacié lineal f : E; — F3 que compleix una de les condicions de
(1.1). f es diu aplicacid lineal associada a f.

Anem a demostrar ara uns quants fets que es dedueixen immediatament de les
definicions.

Proposicié 1.2 Siguin f,g: Ay — Az dues afinitats que coincideizen sobre un
punt p, f(p) = g(p), ¢ que tenen la mateiza aplicacid lineal associada, f = §.
Aleshores f = g.

DEMOSTRACIO: Per atot a € 4;,
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AFINITATS 199

DEMOSTRACIO:  Si existeix, f és tnica per (1.2). Definim f: Ay — A; per
fla)=g+p(pd), Vac€A.

_ — —
En particular £(p) = ¢i F(@)f(5) = af (6)—af(a) = 0(pB)—¢(pd) = p(ab) Va,be
A;1. Aixd demostra que f és una afinitat amb aplicacié lineal associada ¢ que
transforma p en ¢.0

Proposicié 1.4 Suposem A; de dimensid n. Donats (n + 1) punts linealment
independents ag,...,an de Ay, i (n+ 1) punts arbitraris by,..., b, de Ay, existeiz
una afinitat f: Ay — Ag, i només una, tal que f(a;)=b;, i=0,...,n.

DEMOSTRACIO:  Si existeix I'afinitat f, la seva aplicacié lineal associada ha d’ésser

, . . «s oqe x rf— T .
I'inica aplicacié lineal f : By — E, tal que f(@oa;) = bob; perai=1,...,n.
Definim dones f : Ay — A, com I'finica aplicacié afi que té per aplicacié lineal
associada aquesta f i que transforma aq en bo @ f(ao) = bo (1.3). f compleix

flai) = flao +@3a}) = f(ao) + F(@oaL) = bo + bob; = by

i és, per tant, Paplicacié buscada.O

Proposicié 1.5 §i f: Ay —/_’\_{12 1g: Ay — Az son afinitats, aleshores go f :

Ay — Az €3 una afinitat, tgo f =Go f.

DEMOSTRACIO: Va,b € A,

g o f(ab) = §(F(a)f(5)) = gof(a) go F ().

L’aplicaci6 § o f compleix, per tant, ¢) de (1.1) i és 'aplicacié lineal associada 2
go f.O

La proposicié seglient demostra que hi ha una relacié molt estreta entre una
afinitat i la seva aplicacié lineal associada.

Proposicié 1.6 Donada una afinitat (f,f) de (A1, B1) en (As, Ea),
a) f ésinjectiva < [ és injectiva;
b) f és ezhaustiva < f és ezhaustive;
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200 M. CASTELLET, I. LLERENA

Suposem f injectiva. Llavors,

fla)=f() = 0=F@)fF) =f(ad) =
= abeNucf={0} = ab=0 = a=b

Tenim aixi demostrat a).
Suposem f exhaustiva. Donat u € E,, posem u = cd. Siguin a,b € A;, tals
que f(a) = ¢, f(b) = d. Llavors u = f(a)f( j = f(%), per tant, f és exhaustiva.

Suposem f exhaustiva. Donat ¢ € Ag, considerem un vector u = f(a)c, on a és
un punt qualsevol de A,;. Per ésser f exhaustiva existeix v € E, tal que f(v) = u.
Escrivim v = ab. Llavors fla)e =uv = f(v) = f{a)F(b], d’on f(b) = c. Per tant, f
també és exhaustiva. Aixd demostra b).

L’afirmacié c) és conseqiiéncia de les dues anteriors.

Corol-lari 1.7 St f €s una afinitat bijectiva amb aplicacié lineal associada f, lla-
vors f~1 és una afinitat amb aplicacid lineal assoctada f~1.

DEMOSTRACIO:  En virtut de la proposicié (1.6) només resta demostrar que

~ R ——
f! (Z&) = f~*(c)f™*{d); perd aixd es dedueix immediatament de

FU ) ) = ff (e)ff~*(d) = cd.O0

D’una afinitat bijectiva en direm isomorfisme afi. Dos espais afins sén ssomorfs
si existeix un isomorfisme aff entre ells. De (1.6) resulta que, si A; i 4; sén
‘isomorfs, els seus espais vectorials associats E,, E, també ho sén. Reciprocament, si
¢ : B, — E; és un isomorfisme, (1.3) i (1.6) aseguren l’existéncia d’un isomorfisme
affl f: A, — A;. 8i els espais s6n de dimensié finita obtenim, en particular, el
segilient resultat.

Proposicié 1.8 Dos espais afins de dimensié finita sobre el mateiz cos sén iso-
morfs st 1 només st tenen la mateiza dimensid.[)

De (1.8) es dedueix que tot espali aff de dimensié finita és isomorf a un espai aff
estandard K™ (IX.1).
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AFINITATS 201

I Translacions
Sigui T, una translacié de vector v € E. Va,b € A.

To(a)To(b) = To(a)a + ab + bTy(b) = —v + ab +v = ab = Ig(ab),

on Ig indica Paplicacié identitat de E. Aixd demostra que T, és una afinitat amb
aplicacié lineal associada Ig.
Reciprocament, si f : A — A és una afinitat i f = Ig, Va,b

F@)f () = f(ab) = ab;

d’on
—_— —
af(a) =bf(b).
Es a dir, el vector v determinat per un punt i la seva imatge és independent

del punt escollit: v = af(a). Aixi doncs, per a tot a , f(a) = a +v = Ty(a), d'on
f=1T,.

Proposicié 2.1 Una afinitat f : A — A és una translacid si 1 només s1 f = Ig.0

ITI Projeccions

Una afinitat f: A — A es diu una projeccid si f2 = f.

Observem, primer de tot, que tot punt de Im f és fix: ff(a) = f(a) Va. A més,
si b és fix, b= f(b) € Im f. Aix{ doncs, Im f és €l conjunt de punts fixos de f.

Estudiem ara f. Yab e E

~oy ~ —_— ~ —
FH(ab) = F(F(a)f(8)) = f*(a)F*(b) = f(a)f(b) = f(ab).

Aix{ dones, f2 = f i el polinomi minim de f és un divisor de 22 — 7. Apliquem els
metodes de (VIIL.5) a I'estudi de f. Es poden donar tres casos:

~ . —_ U —~
¢ Siel polinomi minim de f ész, f =01 f(a)f(b) = f(ab) =0 Va,be A. Aixi
doncs, f(a) = f(b) Va,b € A1, per tant, f aplica tot A en el mateix punt.

e Si el polinomi minim de fés z—1, f=1Igi f és una translacié (2.1). Ara
bé, f té punts fixos; per tant, és una translacié de vector 0; és a dir, f és la
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202 M. CASTELLET, I. LLERENA

Sipi=v+uambv € Fiu€ G, f(a)=p+u. El conjunt de punts fixos

de f és en aquest cas p+ G (3.3). Per altra banda, f(a)a = f(a)p + pd =
—u+(v+u)=v,don f(a) € a+ F. El punt f(a) és, per tant, la interseccié
dea+Filmf = p+ G. Observem que E = F & G implica que aguesta
interseccié es redueix sempre a un sol punt (IX.4.4).

f{a)

p+G

a+F

111 Simetries

Una afinitat f : A — A es diu una simetrie si f2 = I4.

Suposem que el cos K no és de caracteristica 2 (IX.6); els punts mitjos dels
parells formats per un punt a i la seva imatge f(a) sén fixos:

-_— 4 s
m=1a+1f(a) & am=iaf(a) © fla)f(m)=1f(a)a
&  f(m)=3f(a)+ 3a=m.
Estudiem ara f. Com que f? = I4, també f? = Ig i el polinomi minim de f és
un divisor de 2 — 1 (VIIL.4. Exemple 2). Hi ha tres possibilitats:
o Si el polinomi minim de f és (z — 1), f = Ir i f és una translacié amb punts
fixos; per tant, f = 4.

¢ Si el polinomi minim de f és (z+1), f =~Ig. Sipésun punt fix, aleshores
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AFINITATS 203

—Ig. Sigui pun punt fix; Va € 4, sipd =u+vambu € FiveQG,
f@)=f(p+pd)=p+ flu+v)=p+u—nu.

D’aqui resulta que els punts fixos de f sén de la varietat p + F (Prop. 3.3).
Per altra banda,

F@a=20 = f(a)€a+G

1 1 1 1
u=§ﬁ+'2-l)f(as = §a+§f(a)=P+u€P+F,

1 aquestes dues condicions determinen f(a).

L
/

a+G
a
/
;!
/f (a)
IV Homotécies

Una afinitat f: A — A es diu una homotécia de rad r # 0,1 si f =rlp.

/f’(b)
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204 M. CASTELLET, I. LLERENA

Per estudiar els possibles punts fixos, escollim un punt auxiliar p € A. Aleshores
a € A és fix si

a=f(a)=fp+pd)=fp)+rpd & P=pfP)+rid ©

Aquest és, per tant, Pinic punt fix de f; és diu el centre de 'homotécia. La imatge
de qualsevol altre punt 5 € A4 és

£(b) = a+rab.

X.3 Més propietats de les afinitats

Proposicié 3.1 Si f: Ay — A2 és una afinitat ¢ a + F €s una varietat lineal de
Al;
fla+ F) = f(a) + J(F).

Si b+ G és una varietat lineal de Ay ia € f71H(b+G),
P+ G) = at FHE)

DEMOSTRACIO: La primera part és una conseqiiéncia immediata de la definicié
d’afinitat. Per demostrar la segona part observem que

fla+FH))=fl@)+CG=b+G = [fo+G)da+fHE).
Per altra banda,
c€fHb+G) = floeb+G=fla)+G =
= W:f(a‘c’)e(; =
= cdefHG) = cea+fHEG),

d'on f7Y(b+ @) C a+ f~Y(G). Aixd demostra la segona igualtat de enunciat.O

Corol-lari 3.2 _
a) Im f és una varietat lineal de dimensid rang f.

TN £ o2 .F. 131 1 11.1 knl
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DEMOSTRACIO:  Sigui ¢ un punt fix de f, f(a) = a, i E; el subespai de vectors

propis de valor propi +1. Vu € Eq, f(a+u) = f(a)+ f(v) = a + u; els punts de

a + Ey sén, doncs, tots fixes. Reciprocament, si b és fix, b = f(b) = f(a + 213) =
~ U — —

a+f(;3) = flab)=ab = ab€E = bc€a+E.O

r
Proposicié 3.4 S5i f: A1 — A, és una afinilat iz = Eaz"a; amb gl T =
i=1
T

1, aleshores f(z) = Zwif(ai).

=1

DEMOSTRACIG:  Sigui p € A1 un punt qualsevol. Tenim p2 = Zmiﬁtﬁ; d’on
i=1
~ ) r .o~ r o ————)
Fo)f(e) = f(B2) = Y 2'f(pa}) = Y 2*f(p)f(as),
i=1 =1

com voliem demostrar.O

(3.4) ens diu, en particular, que tota afinitat transforma el baricentre de r punts

en el baricentre de llurs imatges.
Anem a provar ara que la propietat (3.4) és suficientment restrictiva per a
caracteritzar les afinitats.

‘Proposicid 3.5 Una aplicacid de conjunts f : Ay — As €s una afinitat s1 ¢ només
si, sempre que ' + -+ 2% =1,

FO_ 2ty =D ' fla).
=1 i=1

DEMOSTRACIO:  El primer pas ha d’ésser definir el que serd l'aplicacié lineal

. . e rs -3 . . rs
associada a f. Observem que la condicié f(Z{é) = f(a)f(b) ens determina ja f.
L*inic problema és que cada vector u € E; admet moltes representacions de la

—
forma u = ab. Per evitar aquesta pluralitat fixem un punt p € A; i prenguem tots
els vectors amb origen p. Aix{ doncs, definim

f B E1 — E2
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206 M. CASTELLET, 1. LLERENA

i haurfem de veure que f(p)f(z) = f(p)f(z) + f(p)f(y). Aixd equival a veure que
f(z) = =f(p) + f(z) + f(y). La condicié de 'enunciat ens diu que aixo serd cert si

z=—p+z+y,ésadir, si pZ = pz + py, que és precisament d’on hem partit.
I — — 7 rTRYTRGY e ,

Sigui ara v = pz, ku = py. f(u) = f(p)f(z), f(ku) = f(p)f(y)ihauriem de
veure que 7(p)F(y) = k F(p)f(a). Aixd vol dir que f(y) = (1 - E)f(p) + kf(a).
N’hi ha prou amb veure que y = (1 — k)p + k=, és a dir, que py = kpZ, i aixd és
cert per hipotesi.

Només resta ara comprovar que f és I’aplicacid lineal associada a f. En efecte,
Ya,be A

f(ab) = f(pb — 5a) = f(pb) — F(32) = () F(5) — F(P)f(a) = F(a) F(5).0

Proposicié 3.6 Les afinitats conserven la rad simple.

DEMOSTRACIO: Sigui r = (a1aza3). Tenim

aia; =rata; = fla)f(as) =rf(a)f(az) & (f(a1)f(az)f(as)) =r.0

Agquesta proposicié, en el cas particular en qué f sigui una projeccié (8§2,II), es
coneix com el teorema de Tales.
La propietat (3.6) també caracteritza les afinitats.

Pronosicid 3.7 i el cos K no £z de caracteristica 2 una gplicacid £: A —— Ao
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AFINITATS 207

(Veure el comengament de la demostracié de (3.5)). Provem que f és lineal. Siguin
u=pf, v=2Z=py i u+v=Dpt—+zz = pz. Designem per d el punt mig
del parell p, z 1 per dj el del parell y, z. Aquests punts existeixen sempre que a K
2 # 0 (IX.6). La condicié pz + py = p? equival a d = dy; en efecte,

Per tant, si d = dy, les segones igualtats donen pZ = Py + pZ. Reciprocament, si

f(y) f(z)

(p)
£(x)

p2 = py + pt, obtenim p_gi =}E; és a dir, d = dy.

Observem també que les expressions anteriors ens diuen que d és el punt mig
de p,z si i només si (pzd) = % Analogament, que d sigui el punt mig de y,z
equival a (yzd) = % Ara bé, per hipotesi, f conserva les raons simples; per tant,

(f)f(2)f(d) = 31 (F(y)f(z)f(d)) = %, que equival al fet que f(d) sigui el punt
mig dels parells f(p), f(2) 1 f(y), f(z). Perd més amunt ja hem vist que si aquests

punts mitjos coincideixen f(p)f(z) = f(p)f(a + f(p)f(z). Per la definicié de 7

aixo no és res més que

flutv) = f(o) + f(w).
Sigui ara ku = kpZ = py. Llavors,
(pey) =k = (f)f(e)fw)=Fk <&
& @) =kfp)f) & flku)=kf(u).
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208 M. CASTELLET, 1. LLERENA

X.4 Equacions d’una afinitat en una referéncia cartesiana

Sigui f : Ay — Aj; una afinitat. Considerem sistemes de referéncia cartesians
{p; €1,---s€n}, 1¢; U1,...,um} dels espais Ay, Ay respectivament. Sabem que

V€ A; ~

f(z) = f(p) + f(P2).
Si les coordenades de  en el sistema {p; e1,...,ex} s6n (z!,...,2™")i M = (ag) és
la matriu de f en les bases {ey,...,en} 1 {u,...,un} dels espais vectorial associats
E4, B, les coordenades del vector f(p2) sén els termes de la matriu-columna

z
Mz on z=
zn
Siguin ara (b1,...,b™) les coordenades del punt f(p) en el sistema de referéncia
{g; u1,...,um}, 1 indiquem per b la matriu-columna formada per aquestes coorde-
nades. Aleshores, clarament, les coordenades (z*,...,2™) de f(z) sén els elements
de la matriu-columna
T=b+ Mz.
Aquesta expressié s’escriu sovint de la segiient forma: siguin
al ... a} ¥
el o
a™ ... a™ ™ 0
0 0 1
.'El xl
[z (=
fm - 1 ’ wn - 1 :
1 1

Aleshores,
N _ (M b T
1 - 0 1 1/

La matriu M i’ ) es diu la matriv de Uafinitat f en els sistemes de referéncia

0

{p; e1,---ren}s {@ v1,...,um}. Lexpressié desenvolupada
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AFINITATS 209

Observacid:

Com acabem de veure, fixats sistemes de referéncia, tota afinitat té unes equa-
cions lineals que permeten calcular les coordenades de la imatge d'un punt
f{z) a partir de les coordenades del punt z. Reciprocament, tota aplicacié
g : A; — A, donada per unes equacions d’aquest tipus

#l=clal 4+ clz™ + d*

™ =cPzl 4 Pz +d™

és una afinitat. En efecte, considerem ’aplicacié lineal ¢ : By — E, que
té per matriu C = (c!) en les bases corresponents als sistemes de referéncia
fixats. Si (z!,...,2") s6n les coordenades de z € Ay, les coordenades de

o 4 .
(pZ) sén
cizt+---+eclzm

Cz = :
L R e
La imatge del punt p = (0,...,0) per g és el punt de coordenades
dl
d= :
dm
Per tant, la imatge de qualsevol punt 2 té per coordenades Cz + d. Es a dir,
9(z) = g(p) + ¢(p2).
Aixd ens diu que g és una afinitat amb aplicacié lineal associada ¢.

Aquests arguments proven també que la matriu i les equacions d’una afini-
tat en uns sistemes de referéncia fixats estan univocament determinades.

Proposicié 4.1 Siguin N = A04 Il) ), R= ( g f ) les matrius de les afini-

tats f : A1 — Az, g : Ay — A3z en uns certs sistemes de referéncia de Ay, Ao,
Aj. Aleshores RN €s la matriu de Uafinttat go f.

DEMOSTRACIO: Vz € A; tenim, amb les notacions usuals,

L g(feN N o @Y Sz
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210 M. CASTELLET, I. LLERENA

Corol-lari 4.2 §i f : A — A é3 una afinitat bijectiva amb matriu N, f~ és una
afinitat bijectiva emb matriu N~10

Considerem ara el cas particular de ’aplicacié identitat
‘I : A — A

Si fixem el mateix sistema de referéncia {p; eq,...,e,} per escriure les coordenades
dels punts z € A i de les seves imatges, la matriu de I és, clarament, la matriu
identitat. Si, al contrari, considerem les coordenades dels punts z € A en un sistema
{¢; v1,..-,v,} 1 les de les seves imatges f(z) en un altre sistema {p; e;,...,e,},

obtenim una matriu
V ¢
0 1

n
I(’U,‘) =v; = Z’Ugei
j=1

on V = (v?) és la matriu de [:

ig= sén les coordenades de I(q) = ¢ en el sistema {p; e1,...,en}.

).

Obtenim aix{
que ens déna les coordenades & de I{(z) = = en el sistema {p; e1,...,e,} a partir
de les coordenades z del punt = € A en el sistema {g; vy,...,v,}. Aquest resultat
Phaviem obtingut ja a (IX.8).
M b
(% 1)

Suposem ara que
és la matriu de f : A1 — A; en els sistemes de referéncia {p; ei1,...,en} i
{g; u1,...,Upn} de A1 1 A; respectivament. Quina és, aleshores, la matriu de f en
uns altres sistemes de referéncia {p;; v1,...,%,}, {g1; w1,...,wm}? Considerem
f descomposta en la forma

n

F T,
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”
Jp—— . ] . . 7
Sippi =cley+ -+ clepiv; = E rle;,i=1,...,n, la matriu de Iy, és
i=1

(1)

m

Sigql =dlug+ -+ d™um i wi= Y sluj,i=1,...,m, la matriu de L, és

i=1
S d\"!
0 1 )
La matriu de f en els sistemes {py; v1,...,v.}, {q1; w1,...,w,} és doncs

(24 ( DD ),

one=S"YMc+b—d).

X.5 El grup afi

Donat un espai afi A de dimensié n, denotarem per GA(A) o simplement GA(n)
el grup de les aplicacions afins bijectives de A en A amb la composicié.

Exercici:
Demostreu que si A; & Ay com a espais afins llavors GA(A4;) i GA(A2) sén
isomorfs com a grups.

Aquest fet justifica la notacié GA(n), ja que tots els espais afins de di-
mensié n donen lloc a grups isomorfs.

Considerem ’aplicacié
&: GA(n) — GL(n)
f — f

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta 04

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doct
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



212 M. CASTELLET, I. LLERENA

A cada classe d’equivaléncia respecte a 7 hi ha totes les afinitats amb la mateixa
aplicaci6 lineal associada. Aixi, si

Fl=alzl + - +alae™ 4+ b
:E”zaf:vl—l—---—i—az.?:"—kb"

s6n les equacions d’una afinitat f : A — A en un determinat sistema de referéncia,
la classe de f esta formada per totes les afinitats amb equacions que difereixen
d’aquestes només en els “termes independents” b', ..., b™. En particular, una afini-
tat de la classe és I’afinitat g donada per

ilza%ml+'--+a}1m"

que transforma el punt (0,...,0) en el punt (0,...,0). Es a dir, si hem escollit un
dnic sistema de referéncia per escriure tots els punts, aquesta afinitat ¢ deixa fix
Porigen del sistema. L’afinitat original f s’obté component g amb una translacié
de vector v = (&t,...,5")
f=T,o0g4.
Observem, pero, que f # g o T,.
Exemple:
Sigui A un espai afi real tridimensional i siguin

=z+4+2y+z+1
=y—z+2
=z+32z—-1

N @8

les equacions d’una afinitat f : A — A en un cert sistema de referéncia

{p; e1,e2, €3}
Estudiem primer f : E — E. La seva matriu és
1 2 1
01 -1
1 0 3

f té tres valors propis 0, 2, 3 i els seus subespais de vectors propis sén respec-

tivament
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Suposem ara que g : A — A és P'afinitat d’equacions
T=z+2y+z
v
z

y—z
T+ 3z,
Esadir,j=f1i g(p) = p. Aleshores Vz € A
9(z) = 9(p) + §(p2) = p + §(P7)

o

isipd =wug+ ug+us amb u; € E;,1=0,2,3,

g(z) =p+2us+3us.  (Veure la figura).

L’afinitat inicial f s’obté component g amb la translacié de vector (1,2, ~1) =

f(p)-
Estudiem els punts fixos de f. Seran les solucions del sistema
z=z+2y+z+1
y=y—z+2
z=z+3z—-1

Existeix, per tant, un tnic punt fix que és ¢ = (—3,—3/2,2). Aleshores,
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214 M. CASTELLET, I. LLERENA

X.6 Varietats invariants

Donada una afinitat f : A — A d’un espai afi (A E) en ell mateix, direm que la
varietat lineal ¢ + F és tnvariant o doble per f si

flg+ F)Cqg+F
Per (3.1), f(g+F) = f(q)+ f(F). Resulta, doncs, que la varictat ¢+ F és invariant
si 1 només si

1. f(F)CF.

2. afld eF

La primera condicié ens diu que les direccions de les varietats dobles sén subespais
invariants. En particular, si la varietat és una recta i F' = (u), és necessari que u
sigui un vector propi perque la recta pugui ésser doble.

Exemple:

Estudiem les rectes invariants per afinitat

T=-2y+1
y=z+3y—1.

L’aplicacié lineal associada té dos valors propis: 11 2. Els subespais de vectors
propis sén E; = {(2,-1)), E» = ((1,—1)). Qualsevol recta invariant ha de
tenir com a direccié un d’aquests dos subespais. A més a més, si g és un punt

de la recta, c}—f—@j € E;, i =10 2. Siles coordenades de ¢ s6n (z,yo) les de
m sén

(Zo —x0,%0 —Yo) = (2o — 2y0 + 1,20 + 2yo — 1).
Aquest vector sempre és de E;. Per tant, totes les rectes amb aquesta direccié
sén invariants. En canvi, m és de Ey només si 9+ 2y — 1 =0. Esa dir,

Minica recta invarient amb direccié F; és la recta

z+4+2y—1=0.

Un punt és una varietat lineal de dimensié 0, i és “invariant” si i només si es
transforma en ell mateix; és a dir, si és un punt fix. Els punts fixos d’una afinitat

f d’equacié
T =M+ L h
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Exemple:

La varietat de punts fixos de afinitat de I’exemnple anterior estd donada pel
sistema,

—z—-2y+1=0
r+2—1=0.

Es tracta, doncs, de la recta z + 2y — 1 = 0. Observem que, naturalment,
aquesta és una de les rectes invariants de [’afinitat.

El sistema (M —I)z +b = 0, que déna els punts fixos, té solucié dnica si i només
si det(M — I) # 0. Aixd demostra la segiient proposicié:

Proposicié 6.1 Una afinitat 1€ un tdnic punt fic si ¢ només si Uaplicacid lineal
associada no té el valor propi 1.0

Acabarem aquest apartat donant un meétode per a calcular els hiperplans in-
variants per una afinitat bijectiva f d’equacions

gl =alzl +..- falz" + B!

Ft=afzl 4. +alz™ 7.

Considerem un hiperpla H d’equacié cjzl+---+cnz®+c¢= 0. Unpunt (z?,...,2")
s’aplica en H sl i només si

0=czl+ -+ e +ec=c¢(alzt +- - +alz™ +81) + -
st eplatzt 4+ alzt + )+ e =

=(c1a + -+ cpal)zt + -+ (cral + - Fepaf)a + bl + - cpb™ + e

Aquesta és, doncs, 'equacié de 'hiperpla f~Y(H). H és invariant quan H =
F~Y(H); les equacions de H i f~}(H) han de tenir, per tant, coeficients propor-
cionals:

c1 Cn c

c1al + -+ epal cral + - tcepal? b+ Fe bt e

Sén hiperplans invariants per f tots els que tenen equacions amb coeficients que
compleixen aquestes igualtats.

Exemple:

Tornem a calcular les rectes invariants de ’afinitat del primer exemple d’a-
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216 M. CASTELLET, I. LLERENA

Esadir, si
b _ c .
—2a+36 a—b+e

Clarament a = 0 siinomés si b = 0. Perd ¢ i b no poden ésser simultaniament

a —
7 =
zero; per tant, cap d’elles no ho és. Posem k = 2 la primera igualtat déna:

b

1
T 2k +3

& 282 -3k+1=0 & k:l,%.

k

Sik =1, a=>01les dues igualtats es compleixen per a tot c¢. Aixi doncs totes
les rectes ax + ay + ¢ = 0 sén invariants. Si k = %, b = 2ai, per tant, c = ~a.
La recta az + 2ay — a = 0, a # 0, és invariant.

X.7 Classificacié de les afinitats d’un espai afi A en ell
mateix

Hi ha moltes maneres de classificar les afinitats 1 cada una d’elles correspon a una
relacié d’equivaléncia (1.4). En aquest capitol anem a classificar-les de la segiient
forma: dues afinitats f,g: A — A sén de la mateiza classe si i només si existeix
un isomorfisme d’espais afins ¢ : A — A tal que el diagrama

A o4
el le
4 2

és commutatiu; és a dir, o o f = g o . Es facil veure que aquesta relacié és
d’equivalencia.

Les propietats comunes a totes les afinitats d’una mateixa classe es diuen propi-
etats afins de afinitat. Sén propietats afins, per exemple, la dimensié de la varietat
imatge, la dimensié de la varietat de punts fixos, ésser una simetria (f2 = I), ésser
una projeccié (f? = f), etc. També sén invariants dins de cada classe els valors de
detfitragaf,jaque sigof=gopllavors j=¢o fog~l.

Proposicié 7.1 Dues afinitats f,g: A — A 3én de la mateiza classe st i només
81 exzisteizen dos sistemes de referéncia tals que les equacions de f en un d’ells,
{p; e1,...,en}, coincideizen amb les equacions de g en Ualtre, {g; v1,...,v,}.

MNoarnerDd Arth - Can £fiaobn dala soatniy A
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AFINITATS 217

matriu de g en el sistema {¢(p); @lei),....P(en)}, de la igualtat @ o f = go
resulta

N=IN=RI=R.

Aixd demostra una implicacid.

Suposem ara que N és la matriu de f en el sistema {p; e1,...,en} 1 també la
matriu de g en un altre sistema {q; v1,...,v,}. Considerem lafinitat ¢ : A — A4
tal que ¢(p) = ¢, @(e;) = v;, t = 1,...,n. Clarament, ¢ és un isomorfisme i
la seva matriu, agafant el sistema {p; e1,...,e,} en el primer espai i el sistema
{g; v1,...,vn} en el segon, és la matriu identitat I. La igualtat o f = gop es
dedueix aleshores de IN = NI. O

Exemple:

Dues translacions Ty, T, de vectors no zero sén sempre de [a mateixa classe.
Per demostrar-ho necessitem un isomorfisme tal que @ 0 Ty(a) = T, o¢(a), Va.
Es a dir, tal que ¢(a) + @(u) = ¢(a) + v. N’hi ha prou doncs amb escollir un
isomorfisme d’espais vectorials ¢ que transformi v en v, 1 qualsevol afinitat ¢
amb aquesta aplicacié lineal associada serd un isomorfisme com el buscat.

Les equacions de Ty, v # 0, en una referéncia del tipus {p; u,e2,...,e,}
sén
Fl=gl+1
{ Fl=g! i=2,...,n.

Qualsevol translacid, en un sistema de referéncia convenient, té aquestes equa-
cions.

En els apartats segiients classificarem les afinitats de la recta i del pla afi. Per
fer-ho ens basarem en la proposici6 (7.1): buscarem els diferents tipus d’equacions
que poden tenir les afinitats en cada cas. Comprovarem que no es pot passar d'un
d’aquests tipus a un altre per un canvi del sistema de referéncia; és a dir, que
corresponen a afinitats de classe diferent. Llavors cada un dels tipus d’equacions
correspondra a una classe d’afinitats.

X.8 Afinitats de la recta afi

Qi 4 11 oonai o 4
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218 M. CASTELLET, I. LLERENA

Agafant com a origen del sistema de referéncia aquest punt ¢ = f(a) i una base
qualsevol de P’espai vectorial associat, obtenim 'equacié de f

z=0
Sia=1, f =11, per tant, f és una translacié. Si el vector translaci6 és u #0, en
un sistema {p; u} {p qualsevol), l'equacié de f és
r=z+ 1.

R
Si el vector translacid és 0, f és la identitat i, en qualsevol sistema de referéncia, la
seva equacié és

T==z.

Sia # 1, f és una homotecia de raé a i té només un punt fix (§2). Agafant aquest
punt com a origen i una base qualsevol de ’espai vectorial associat, I’equacié de f
és

T = az.
Observem que hem obtingut una classe per a cada valor de a = det f, llevat del cas
a = 1 que correspon a dues classes diferents. '

X.9 Afinitats del pla afi

Sigui 4 un espai afi de dimensié 2. Farem ’estudi de les classes d’afinitats de 4 en
tres etapes:

¢ Afinitats amb una recta de punts fixos.
¢ Afinitats sense cap punt fix.
o Afinitats amb un dnic punt fix.

Suposem, primer, que f : A — A té una recta ¢ + (u) de punts fixos. En un
sistema de referéncia {g; u,v} (v qualsevol que formi base amb u), les equacions

de f sén

Sin # 1, n és un altre valor propi de f i podem escollir com a segon vector de la
base un vector v de valor propi n. Les equacions de f sén llavors
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AFINITATS 219

facil veure que una homologia general f deixa invariants totes les rectes de direccié
(v) 1la recta de punts fixos ¢+ (u). Per altra banda, la imatge d’un punt ¢ = (z,y)
és f(a) = (z,7) = (z,ny). La recta determinada per a i f(a) s’interseca amb la

recta de punts fixos en un punt b = (z,0), que compleix bf(a,i =nba. Es a dir,
(b,a, f(a)) = n.

Considerem ara el cas en qué n = 1. L’inic valor propi de ’aplicacié lineal associada

f és 1. Si aquest valor propi té multiplicitat 2, f = Ii f és una translacié amb una
recta de punts fixos; és a dir, f = I. Les seves equacions en qualsevol sistema sén:

=z
v=uy.
Si la multiplicitat del valor propi 1 és 1, les equacions de f en el sistema {q; u,v}

sén
{ T=z+by
g=y
amb b # 0. Per tant, en la referéncia {g; bu,v}, les equacions de f sén
{ I=z+y
=y
L’afinitat es diu llavors una homologia especial. Totes les homologies especials
pertanven a la matej i i de direccid:

ixa classe. lies seves rectes invariants sén toies les
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220 M. CASTELLET, 1. LLERENA

Sin # 1, n és un altre valor propi de f i podem escollir, com a segon vector de
la base, un vector de valor propi n. Les equacions seran llavors

T=zxz+c¢
y=ny+d

amb ¢ # 0 perqué no hi hagi punts fixos. L’dnica recta invariant té equacié

Si escollim ’origen p del sistema de referéncia sobre aquesta recta, sigui p =

d
(2o, =——), resulta que pf(pi = {¢,0) = cu. D’aqui resulta que en el sistema

de referéncia {p; cu,v} les equacions de f sén

{ T=z+1
¥ =ny,
n = det f i, per tant, hi ha tantes classes diferents com parametres n % 1. Aquestes
afinitats sén homologies generals seguides d’una translacié de direccié la de la recta
de punts fixos de ’homologia. Aquesta composici6 és a més a més commutativa.

Si m = 1, I’tnic valor propi és 1. Si aquest és de multiplicitat 2, f = I i
Pafinitat és una translacié de vector w # 0. En una referéncia del tipus {p; w,v},
les equacions de f sén

{ T=zr+1
¥y=y.

Si la multiplicitat del valor propi 1 és 1, a les equacions de f en el sistema {p; u,v}
(v vector propi de valor propi 1)

T=z+by+c
g=y+d

b ha d’ésser diferent de zero. A més a més, com que no existeixen punts fixos,
d # 0. En aquestes circumstancies ’afinitat no té tampoc cap recta invariant.
Podem escollir, pero, el vector m = cu + dv = w com a segon vector de la base;
aleshores
flw) = cf(u) + df (v) = cu+ d(bu + v) = dbu + w.
1 oiad ] fordnoio Lo dhoe o201 1 auaciance da £ cln
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AFINITATS 221

Suposem, finalment, que f : A — A té un dnic punt fix gq. Considerem dos
casos:

1. Existeix un vector u tal que u, f(u) sén linealment independents. En el
sistema, de referéncia {g; u, f(u)} les equacions de f sén

Observem que n = traga f, b= —det f. Per tant, hi ha tantes classes d’afinitats
d’aquest tipus com parametres b i n. Aquests parametres no poden, perd, prendre
tots els valors de K : la condicié que f tingui un dnic punt fix imposa b+ n # 1.
El polinomi caracteristic de f és 22 — nz — b. Anem a donar expressions més
senzilles de les equacions de f en els casos en qué f té valors propis.
Si f té dos valors propis diferents ((n2+4b) > 0 quan K = R), és diagonalitzable
en una certa base {w,v}. Les equacions de f en un sistema {g; w,v} sén del tipus

{

Si n? +4b =0, f té un dnic valor propi a. Sigui w un vector propi i {w,v} una
base. En el sistema {¢; w,v} les equacions de f sén

az
cy a #ec.

QO8I
Il

amb n' = g (en cas contrari n' seria un altre valor prop1) A més a més, b' £ 0, ja
que en cas contrari f = al i tots els parells u, f(u) serien linealment dependents
Podem, doncs, agafar el sistema de referéncia {g; b'w, v} i obtenim com a equacions

de f

2. Si per a tot vector u {u, f(u)} sén linealment dependents, f ha d’ésser una
homotécia vectorial. En efecte, sigui {u,v} una base i f(u) = au, f(v) = bv. Cal
dones que f(u 4+ v) = au + bv = ¢(u +v), don a = ¢ = b. Tots els vectors sén,
per tant, vectors propis del mateix valor propii f = al (a # 1 perqué f té un dnic
punt fix). L’afinitat f és una homotécia de rad a (82), i les seves equacions en el

az +y
ay a#1.

8
1
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222 M. CASTELLET, I. LLERENA

X.10 Nota historica

L’estudi de les transformacions adequades entre certes estructures adquireix tota
la seva importancia arran de la conferéncia que Felix Klein (1849-1925) va donar
el 1872, amb motiu de la seva admissié a la Universitat d’Erlangen, amb el titol
“Vergleichende Betrachtungen {iber neuere geometrische Forschungen” (Una revisié
comparativa de recerques recents a geometria). Els punts de vista expressats en
aquesta conferéncia es coneixen avui com el “Programa d’Erlangen”.

La idea bisica de Klein és que tota geometria pot ésser caracteritzada per un
grup de transformacions i que la geometria tracta essencialment dels invariants per
aquest grup de transformacions. La geometria afi queda caracteritzada pel grup de
les afinitats (pel grup aff) i no és més que Pestudi dels invariants per aguest grup.

X.11 Exercicis

1. Sigui A un pla aff. Demostreu que donades dues rectes que es tallen i un
punt que no pertany a cap de les dues rectes, i donada una altra configuracié
aniloga, existeixen dos afinitats de A que transformen una configuracié en
[altra. Trobeu aquestes afinitats en el cas

riz—y=2 s:z-2y=-1, p=/(0,0)
rriz=1, §d:z—y=1, p =(2,2).

2. Escriviu ’equacié de totes les homologies generals de R® que tenen l’eix
d’homologia paral-lel a I’eix d’abscisses.

8. Egquacions de les afinitats del pla que transformen les rectes r;,r,,7; en
rz,%s,T; respectivament, on

rnizt+y=1, r:z+2y=0, r:dz-y=2
Classifiqueu aquestes afinitats.
4. Estudieu les afinitats de R? que deixen fixa la hipérbola zy = 1.

5. Sigui Z la unié de dues rectes del pla aff A que es tallen. Descriviu el grup
de les afinitats bijectives que deixen Z fix. Expliciteu aquest grup en el cas
de les rectes de ’exercici 1.
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AFINITATS 223

8. Determineu €l lloc geometric de les imatges d'un punt donat z per totes les
afinitats que tenen una recta donada r de punts fixos i una recta donada s,
que es creua amb 7, fixa.

9. Demostreu que hi ha una dnica afinitat del pla que transforma cadascun dels
vertexs d’un triangle donat en el punt mig del costat oposat. Estudieu aquesta
afinitat.

10. Sigui f una afinitat d’un espai aff real. Demostreu:
a) Si f? té algun punt fix, f també.
b) Si existeix un n € N tal que f* té algun punt fix, aleshores f també.

11. Sigui f una afinitat i f I'endomorfisme associat. Demostreu:
a) e € Nuc f si i només si totes les rectes de direccié (e) es transformen per
f en un punt. _
b) e és un vector propi de f de valor propi diferent de zero si i només si totes
les rectes de direccid (e} es transformen per f en una recta paral-lela.

12. Considerem tres rectes concurrents r,s,t del pla aff ordinari i dues rectes
paral-leles [’ que tallen r, s, en els punts a,b,¢ i a', ¥, ¢’ respectivament.
Demostreu que (abe) = (a'b'c’).

13. A la familia d’afinitats del pla d’equacions

{

hi ha quatre homologies, els eixos de les quals sén els costats d’un paral-lelo-
gram. Determineu els vértexs d’aquest paral-lelogram.

= ar+ay+b
= az +6y+b?

@ 8

14. Estudieu segons els valors del parametre a les afinitats donades per les equa-

cions
I = ar+y+z2+4+1
gy = z4+ay+z+1
z = z+y+taz+1.
15. Estudieu lafinitat d’equacions
g o= Togy—3
g = 2z— %

i expresseu-la com a producte d'una homoteécia i una homologia.
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17.

18.

Estudieu les afinitats d’equacions

{

que no tenen punts fixos.

(1+a)z—ay+1
a?z+ (1+2a—4a® +a®)y

@ &
ol

Demostreu que un subconjunt de l’espai aff K® és una varietat lineal de
dimensié r si i només si és el conjunt de zeros d’una afinitat exhaustiva f :
Kn s Kn—r

X.12 Exercicis de programar

19.

20.

21.

22,

23.

Feu un programa que canvii de sistemes de referéncia les equacions cartesianes
d’una afinitat f : R® — R™. (Indicacié: seguiu el métode explicat al final

del §4.)

Apliqueu D’exercici 19 per canviar de sistema de referéncia les coordenades
dels punts de R" . (Indicacié: considereu I’aplicacié identitat 7 : R» — R™
i les seves equacions cartesianes agafant sistemes de referéncia diferents a
dreta i a esquerra).

Apliqueu exercici 19 per canviar de sistema de referéncia les equacions carte-
sianes d’una varietat lineal de R™ . (Indicaci: feu servir els exercicis 1X.14
i X.18).

Feu un programa que permeti trobar les equacions de la varietat de punts
fixos d’una afinitat f : R* — R donada per les seves equacions cartesianes
en una certa referéncia. (Indicacié: si f(z) = Az + b, reduiu pel métode de
Gauss el sistema d’equacions (4 ~ I}z + b = 0).

Sigui f : R? — R? una afinitat donada per f(z) = Az+b. Feu un programa
que calculi:

a) La varietat de punts fixos de f (exercici 22).

b) Els valors propis i els vectors propis reals de A (exercici VIIL.23).

Seguint la classificacié feta al §9, podeu obtenir les equacions simplificades de
f ila referéncia en qué s’obtenen.

drtagent

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEC]
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docul
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico,
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



Capitol XI

Espais vectorials euclidians i unitaris

XI.1 Formes bilineals i sesquilineals

Sigui F un espai vectorial sobre R. Una aplicacid del producte cartesia £ x E a
R
¢:ExE—R

es diu una forma bilineal si compleix
1) ¢(u1 + u2av) = ¢(u17v) + ¢(u2,v) Vu17u2av € E
$(ku,v) = kd(u,v) Vu,v€E VEeER,; .
i) ¢(u,v1+v2) = $(u,v1) + ¢(u,v2) Vu,v1,02 €F
Hu, kv) = kp(u,v) Vu,v€E VkeR.
Proposicié 1.1 Sigui ey,...,e, una base de Uespai vectorial real E.

1. La maﬁ"z'u B = (bf), on bf = ¢(ej,ei), determina ¢. Més concretament, si
U= i ue, V=300 v

{2\ [ ut
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226 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO:

1. Aplicant les condicions 1) 1 ii) de forma bilineal obtenim
$(u,v) =¢ (22‘;1 u'e;, Z;‘l=1 ”jej) =Y (ei’ Z?:l Ujej) =
=3r v (Z;;l Uj¢(8i,6j)) =3 =1 u'bév? = u'Bv.
2. Donada B definim ¢ : E X E — R per
#(u,v) = u'Bo
(amb les notacions de I’enunciat). Es facil provar que ¢ és bilineal. O

La matriu B de (1.1) es diu matriu de ¢ en la base eq,. .., ep. Sigui C la matriu
de ¢ en una altra base u1,...,u, isigui A = (af) la matriu del canvi de base:

n

ui=E ale; 1=1,...,n.

=1

Per (1.1), ¢} = ¢(ui,u;) = atBaj on a; representa la matriu formada per la i-&ssima,
columna de A (és a dir les coordenades de u; en la base (es, ..., e,). D’aqui que

C :AAtBA.
Sigui £ un espai vectorial sobre els complexos C. Una aplicacié ¢ : EXE — C
es diu una forma sesquilineal si compleix
i) $(us +uz,v) = $(ur,v) + ¢(uz,v) Yur,uz,v € E
$(ku,v) = kd(u,v) Vu,v € E Vk€ C;

i) ¢(u, v +v2) = ¢(u,v1) + ¢(u,v3) Yu,v1,05 € E
B(u, kv) = k¢(u,v) Yu,v € E Vk € C, on k indica el conjugat de k € C.

Proposicié 1.2 Sigut e1,..., e, una base de E (espat vectorial sobre C).

1. La matriu B = (b{), on b;-i = ¢(ej, e;), determina ¢ . Més concretament, si
-5\ fo. g — S0 Je.
u=y o ute, v= 0 vle;

#(u,v) = u' By,

[ o\ A
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ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS I UNITARIS 227

La demostracié és una adaptacié facil de la de (1.1).0

La matriu B de (1.2) es diu matriu de ¢ en la base eq,..., e, . Sigui C la matriu
de ¢ en una altra base ug,...,u, i sigui A = (a}) la matriu del canvi de base:

n
u; = E ale; t=1,...,n.
=1

Com en €l cas real, es dedueix que
C = A'BA.

Una forma bilineal en un espai vectorial real F, ¢ : E x E — R, es diu simétrica

si ¢(u,v) = ¢(v,u) Vu,v € E.
Proposicié 1.3 Una forma bilineal €s simétrica st i només si la seva matriu és
simétrica (una matriu B es diu simétrica st B' = B).
DEMOSTRACIO:  Si ¢ és simétrica, b} = d(es, e;) = ¢(ej,e:) = bl. Si B éssimdtrica,
$lu,v) = 7o u'bi? = 38, vbjut = ¢(v,u). O

Una forma sesquilineal sobre un espai vectorial complex E, ¢ : E X E — C,
es diu hermitica st ¢(u,v) = é(v,u) Yu,v € E.

Proposicié 1.4 Una forma sesquilineal és hermitica si i només si la seva matriu
B és hermitica (B es diu hermitica si B* = B).

DEMOSTRACIO: Es procedeix com en el cas real. O

XI.2 Producte escalar

Sigui F un espai vectorial real. Un producte escalar a F és una forma bilineal
simeétrica
¢:ExE—R

que compleix

é(u,u) 20 Yu € E;

dluw=0 <& =0 . .
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228 M. CASTELLET, 1. LLERENA

Sigui F un espai vectorial real o complex amb un producte escalar ¢. Un vector
u es diu unitars si

$(u,u) = 1.
Dos vectors u,v € F es diuen ortogonals si
H(u,v) = 0.
Observacions:
1. Siu # 0, —=—===— és unitari. (Indiquem per /¢(u,u) la determinacié

Vo(u,u)

positiva de ’arrel).

2. Si S és un conjunt de vectors diferents de § i ortogonals dos a dos, S
és linealment independent. En efecte, si Y A'v; = 0 amb v; € S, per a
cada vg tenim

0=9(> Avi,ve) = > N(vs,0) = Mo(vg, vp).

Perd ¢(vk, vx) # 0, ja que vg # 0. Per tant, \¥ = 0 Vk. El nostre objectiu

immediat és demostrar que sempre existeix una base, u1,...,un, en la
qual la matriu del producte escalar és la matriu identitat; és a dir,
(us,uy) = 0 sii#j
B 1 sii=j.
Els vectors ui, ..., U, s0n, doncs, unitaris i ortogonals dos a dos. Direm
llavors que uj,...,u, és una base ortonormal.
3. Siw=wluy+...+wu,iv=vu +... +v%uy,, on ug,...,u, és una

base ortonormal,
Hw,v) = wlvl +... 4+ w™™ en €l cas real;

$lw,v) = wlol + ...+ w"0" en el cas complex.

4. Les coordenades d’un vector v = vluy + ...+ v™u, en una base ortonor-
mal uy,...,up s6n

vt = ¢(v, u;).

Pranncicrid 2.1 Sinui E un eenas nectorial de dimengid finita n cobhre B o C. _gmb
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v¢(61,61)'

¢ Suposem que u1,...,u, és una base ortonormal de E,. Construim una base
ortonormal de E,; = (u1,...,ur er41) de la seglient manera: considerem
un vector de la forma

¢ E; té una base ortonormal que és uy =

Uy =eryr — (Blur + ...+ Euy)

ortogonal a cada u;, Vi = 1,...,7: 0 = @(urys,ui) = ¢(ers1,us) — k' Hem
d’agafar, doncs, k* = é(ery1,ui), ¢ = 1,...,r. L'observacié 2, ens diu que
Ul,...,Ur, Uy, sén linealment independents i formen, per tant, una base de

E,4,. Posem, aleshores,

!
_ Urt1
Urt1 = / T 7
¢(ur+1’ ur+1)
1u1,...,Ur, Upty Serd una base ortonormal de E, ;. Per induccié obtenim,

aixi, que E, = E té una base ortonormal.O

Aquest procés de construccié d’una base ortonormal es coneix amb el nom de
métode de Gram-Schmidt. La proposicié segilient és el reciproc de (2.1):

Proposicié 2.2 Si una forma bilineal o sesquilineal ¢ (sobre R o C respectiva-
ment) té la matriv identitat en una base ui,...,u, , aleshores ¢ és un producte
escalar.

DEMOSTRACIO: Siw =wlu; +...+w™u,iv=2ovlu; +...+ 0%, resulta

H(w,v) = wlvl +...4+w™™ en el cas real;
d(w,v) = wld! +...+ w™" en el cas complex.

D’aqui resulten facilment les propietats que ha de complir un producte escalar. O

Nota:

A partir d’ara, sino indiquem el contrari, per comoditat de motacié, pensarem

spmnre ane ela P.calaman_mmnlmms_m_&c.\_l_esm.m:em L alld on caloi
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230 M. CASTELLET, . LLERENA

DEMOSTRACIO: Designem per E, el subespai {e1,...,e,) i per ¢, la restriccié de
¢aFE.xE,.:
¢r:E,xE, — R (0C)
(u,v) +—  Ju,v).
La matriu de ¢, en la base e1,...,e, és precisament B,. Suposem que ¢ és un
producte escalar a E. Llavors ¢, és un producte escalar a E, i, per (2.1), existeix
una base ortonormal de E,. Si P és la matriu del canvi de la base e1,...,¢e, ala
base ortonormal, tenim '
I=P'B,P,
d’on 1 =det B, | det P | i det B, > 0.

Suposem ara que det B, > 0, Vr, 1 anem a construir una base u1,...,u; tal que
dus,uj) = 0sii # 7, ¢(us,ui) = 1. Aleshores (2.2) ens assegurard que ¢ és un
producte escalar. A

Per construir la base “ortonormal” farem servir el mateix meétode de Gram-
Schmidt utilitzat a (2.1).

o ¢(e1,e;) = b = det By > 0. Per tant, existeix v/¢(eq,e;1) i podem construir

v ¢(61,€1),

que és un vector unitari, base de By = (e1).

Uy =

e Suposem que uj,...,u, és una base de E, tal que
Hlui,u;) =0 sii#j
=1 sti=j.

Com a (2.1) resulta que el vector
u,,.+1 = €p41 — (klul +...+ krur),

amb k! = é(ery1,u:), és ortogonal a cada un dels vectors uy,...,u,. Si
demostrem que ¢(1!1,u5 1) > 0, el vector unitari

!
_ ur+1
Urpl = e
¢(ur+1a ur-}—l)
serd tal que ui,...,Ur, 4p4; formaran una base ortonormal de Eryq. El re-

sultat s’obté, llavors, per induccid. Calculem, doncs,
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ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS I UNITARIS 231

= Blersnerp) = DK d(era,w) = D_K@(ui eria) + D_KE
= Blersnertr) = D Hersr u)d(ertr, ui)

- Z Plerst, ui)b(ui, ery1) + Z $ertr, ui)plertr, i)
= dlersserrn) = D @ersn, u)d(uiserpn)

1 0 $(u1, €ry1)
- 0 = 1 ¢(ur7-€r+1)
dlersr,u) -0 dlerrrur)  dlerpi, ergr)

(Aix0 es pot comprovar, per exemple, desenvolupant per I'dltima fila).

La matriu que apareix aqui és la matriu de ¢,; en la base uy,...,u,, €41
i s’obté, per tant, de la matriu B,4+1 per un canvi de base. Es, doncs, de la
forma

P'B, . P

i el seu -determinant és

det B,y | det P 2> 0

per ésser det Bry1 > 0. Aix0 acaba la demostracié. O

Un espai vectorial euclidic és un espai vectorial sobre R amb un producte es-
calar. Un espai vectorial unitari és un espai vectorial sobre C amb un producte
escalar. En tots dos casos és costum designar ¢(u,v) per (u,v) o per u-v.

Observacié:
Sigui F un espai vectorial sobre R o C isigui uq,.. ., u, una base qualsevol de
E. Per (2.2) existeix sempre un producte escalar ¢ a F amb el qual uy,...,u, -

és una base ortonormal:
JEES P | n=n
Hw,v) =w's" +...+w"o",
on (wl,...,w"), (v!,...,v"™) sén les coordenades de w, v en labase uy,. .., un.

A R™i C™ considerarem com a producte escalar estandard aquell amb el
qual la base (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) és ortonormal.
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232 M. CASTELLET, I. LLERENA

que compleix
L o] =0 v=0;
2. kvl = [&] - loll;
3. lu+ o)) < ull + v]l. (Desigualtat triangular)

|4l indica el valor absolut si k € Riel modulsi k € C.
Sigui F un espal vectorial amb un producte escalar ¢. Farem servir la notacié

S(u,v) =1u-v.

Sabem que u-u és sempre real positiu; designem per 1/u - u la determinacié positiva
de arrel quadrada de u - u. L’aplicacié v — +/u-u és una norma a E. Per
demostrar-ho necessitem un lema.

Lema 3.1 (Desigualtat de Cauchy-Schwarz) Vu,v € E,
|w-v [2< (u-u)(v-v).

DEMOSTRACIS: Siv =0, la desigualtat és certa. Suposem v # 0 i considerem

Llavors
0 < (u—kv)-(u—kv)=u-u—k(v-u)—k(u-v)+kk(v-v)
u_(u-v)(v'u)_(u~v)(u-v)+(u«v)(u-v)
o) o) o-0)
_ _(u-v)(u-v): o fuewf?
) ooy

don ju-v? < (u-u)(v-v).0

Proposicié 3.2 Sigut E un espat vectorial amb un producte escalar. L’aplicactd

I I:E -~ R

DEMOSTRACIO: La condicié 1 de norma resulta del fet que el producte escalar és
definit positiu. Per provar 2 observem que (kv) - (kv) = kk(v-v) =| k |2 (v - v).
Per demostrar 3 fem
(u+v) (vu4v) =v-utu-v+v-utv-v ' ,
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ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS I UNITARIS 233

X1.4 Producte escalar i espai dual

Sigui E un espal vectorial euclidid o unitari de dimensié finita. Per a tot v € E
Paplicacié
v*:E — R{(oC)
U > UV

és lineal. Podem definir, doncs,

p:E — FE
v — U,

que compleix les segiients propietats:

a) ¢ és injectiva, ja que u* = v* = v*(w) = v (w)Yw = w-u=w- v Vw =
w-{u—v)=0Vw=>u—v=0=>u=o.

b) ¢ és exhaustiva En efecte, donat w € E’, considerem una base ortonormal
Ul,..., Uy, 1€l vector

v =w(uus + ...+ w(up)tn.

El vector u és una antiimatge de w, ja que u*(u;) = u; - v = w(u;) Vi; és a
dir,
u* =w.

&) $(o +1) = p(v) + ¢(u), ja que (v + )" (w) = w(o +w) = w-v+w-u
v*(w) + u*(w) = (v* + u*)(w) Vw, i, per tant, (v 4+ u)* = v* + u*.

d) En el cas euclidia, ¢(kv) = ko(v), ja que (kv)*(w) = w - (kv) = k{w - v) =
kE(v*(w)) = (kv*)(w) Vw, d’on (kv)* = kv*.
d’) En el cas unitari, o(kv) = kp(v), ja que (kv)*(w) = w - (kv) = k(w - v) =
k(v*(w)) = (kv*)(w) Yw, d’on (kv)* = kv*.
Hem demostrat, en particular, el

Teorema 4.1 Si E és un espai euclidid, aplicacid

p:E — FE

v — v*
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234 M. CASTELLET, I. LLERENA

XI.5 Subespais ortogonals

Sigui E un espai vectorial euclidia o unitari de dimensié finita i .S un subconjunt
de E. Anomenarem subespai ortogonal de S

St={veE|u-v=0VueS}
Proposicié 5.1 Es complesz
1. S+ és un subespai vectorial de F;
. SCR=R'cSs;
S_L — (S)J‘;
ASYNn &t = {0);
Sy c(sHt

v A o e

Exercici:
Demostreu (5.1).
Proposicié 5.2 Si F' és un subespai vectorial de E,
E=FgFt
DEMOSTRACIO: De 4 de (5.1) es dedueix que F'N F+ = {(}.
Sigui uy,...,u, una base ortonormal de F. Completem-la fins a obtenir una
base uy,...,Us, €r41,-- ., €, de E 1 apliquem el metode de Gram-Schmidt per acon-

seguir una base uy, ..., Uy, Upt1,.- ., Uy ortonormal de E. Observem que u; € F+
sij=r-+1,...,n Aleshores, Vv € E,

v=(viug +. ..+ vTuy) + (0 a4 o u,) € F + Ft,
d’on resulta que E = F @ F+.0

Corol-lari 5.3 dim Ft = dim E — dim F. O
Corol-lari 5.4 §i F és un subespai vectorial de B, F++ = F.

DEMOSTRACIO: Per 5. de (5.1), F C F-+. Per (5.3), F i F-L tenen la mateixa
dimensié. Per tant, F' = Ftlo

Observacid:

La bijeccid ¢ : E — E' definida a l’apartat 4 aplica 'ortogonal d’un subespai
F tal com D’acabem de definir, sobre 'ortogonal de F' a E' definit a V.7. En
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XI.6 Aplicacions adjuntes i autoadjuntes

Sigui F un espai vectorial euclidia o unitari. Un endomorfisme ¢ es diu {’aplicacid

edjunta de f € End(E) si
v-g(u)=f(v)-u Yu,ve k.

L’adjunta, si existeix, és tnica. En efecte, si g; també és una adjunta de f tenim
v-g(u) = fv) -u=v-g1{u) Yo,u, don g{u) = g1{u) Vu; per tant, g = g1.
Existeix sempre l'adjunta de f? Anem a respondre a aquesta qiiestié demostrant
que l'adjunta de f no és res més que la dual f' : B — E' considerada com a
aplicacié de E a E via la bijeccié ¢ de 'apartat 4. Es a dir, veurem que l’aplicacié

g=¢f'o: E—E —E —E

és lineal 1 g(u) - v = u - f(v) Yu,v. En el cas real la linealitat de ¢ és conseqiiencia
de la linealitat de ¢ i de f'. En el cas complex la linealitat respecte a la suma de
@1 f' implica la linealitat respecte a la suma de ¢g,isi k € C

glku)y = ¢ ' flo(ku) = o7 f'(kp(uw)) = @™ (kf'e(w))
= k(e flo(u) = kg(u).
Observem ara quina és la imatge d’un vector u € F per g:

u;——&u*;—iu*of«——f—g(u).

g(u) € E és tal que g(u)* = uv* o f, d’on g(u)*(v) = u* f(v), que equival a
v-g(u)=f(v)-u
Proposicié 6.1 Si g és laplicacié adjunia de f € End(E) i dim E < oo,
Nucg = (Imf)* i Img=(Nucf)*.

DEMOSTRACIO: Nucg = {u € E | g(v) = 0} = {u € E;v-g(u) = 0 Vo}
={u € E| flv) -u=0W} = (Imf)'. D’aqui, agafant ortogonals, obtenim
Im f = (Nucg)L. Ara bé, si g és 'adjunta de f, f és Padjunta de g i, en particular,
es compleix Im g = (Nuc f)+. O

Proposwlo 6.2 Sigui A = (al) la matriu de f : E — E en una base ortonormal
Ure....Un. La matriy de Padiunta de f en lg base s s A en el cas real g
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236 M. CASTELLET, I. LLERENA

d’on
bf = g(u,‘) tUF = Us e f(u]) = Ui <Za;uk) = a;
k=1

Per tant, B = A*. El mateix raonament val en el cas real i s'obté B = A%.O

Una aplicacid autoadjunia f € End(F) és una aplicacié lineal que coincideix
amb la seva adjunta; és a dir, tal que

v flu)=fv) -u Yu,v € E.
De (6.2) resulta immediatament la

Proposicié 6.3 5i A és la matriu de f en una base ortonormal, f és autoadjunta
81 % només st

A=A (A simétrica) en el cas real;
A=A (A hermitica) en el cas complez.O

X1.7 Diagonalitzacié de matrius simétriques i hermitiques

Tota matriu simeétrica real o hermitica complexa és la matrin d’una aplicacié au-
toadjunta en una base ortonormal. Aix6 es dedueix de (6.3) i d’una observacié
feta al final de ’apartat 2. El problema de diagonalitzar aquestes matrius equival,
doncs, al de trobar una base de vectors propis d’una aplicacié autoadjunta.

Teorema 7.1 S5i E és un espai vectorial unitari + f : E — E és autoadjunta,
ezisterz unae base de vectors propis ortonormal.

DEMOSTRACIO:  Procedirem per induccié sobre la dimensié de E. Si dim E = 1,
tot vector és propi i no hi ha res a demostrar. Si dim E = n, el polinomi caracteristic
de £, p(z) = det(f — =I) € Clz], té sempre una arrel. Sigui v un vector unitari de
valor propi aquesta arrel A: f(v) = Av. El subespai

F=@wt={ueE |uv=0}
és invariant per f. En efecte, si u € F',
f@y-v=u- - flv)=v-(M)=Xu-v)=X.-0=0,

d'on f(u) € F. Per hipotesi d’induccié existeix una base ortonormal i de vectors
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DEMOSTRACIO: La mateixa que en el cas unitari val sempre que puguem demostrar
que el polinomi caracteristic, p(z) € R|z], té una arrel a R. Aixd i més ens ho
demostra el lema segiient .0

Lema 7.3 Sigut E un espai vectorial euclidida o unitari 1 sigui f : E — E una
aplicacid autoadjunta. Aleshores el polinomi caracteristic és de la forma

p(e) = (e = A1)+ (z = An),
amb A1,..., An € R (tant en el cas euclidid com en Punitari).

DEMOSTRACIO: En el cas unitari la demostracié es redueix a veure que tots els
valors propis sén reals. En efecte, si f(v) = Av amb v # 0, tenim A(v-v) = (Mv)-v =
f@)-v=v-fv)=v- ()= Av-v). Com que v-v #0, cal que A = \. Es a dir,
AeR. '

En el cas euclidia farem la demostracié mitjancant una “complexificacié” del
problema. Sigui A la matriu simeétrica corresponent a f en una certa base ortonor-
mal. Si considerem A com una matriu complexa, 4 és hermitica i, per tant, és
la matriu d’una certa aplicacié lineal f : E — E d'un espai vectorial unitari.
Com que f i f tenen la mateixa matriu, el seu polinomi caracteristic serd el mateix
1, per la primera part de la demostracié, tindra totes les arrels reals, com voliem
demostrar.O

XI.8 Producte vectorial

Sigui E un espai vectorial euclidia de dimensi6 3 i ey, €2, e3 una base ortonormal
de E. Fixats u,v € E, aplicacié

E — R
w > dete,)(u,v,w)

és lineal 1, per tant, un element del dual E'. Sigui z el vector corresponent a aquest
element en I'isomorfisme de (4.1)

E — F

z — z*=detp(u,v, )
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Proposicié 8.1 El producte vectorial compleiz
1w (uAv) =det(,)(u,v,w);

uAv=—-vAu;

. (ku) Av = k(uAv);

(utu)Av=uAv+u Av;

u A v és ortogonal a u i a v;

S o S te

uAv =0 8 ¢ només st u, v $dn linealment dependents;

. = . . .,
7. SiuAv#£0, u, v, u Av és una base de la mateiza orientacid que e, eq,e3.

DEMOSTRACIO: 1 és la mateixa definicié. Per demostrar 2 observem que Vuw,
w-(uAv) = det,,y(u,v,w) = det(e,)(v,u, —w) = (—w)-(vAu) =w- (—vAu); d’on
resulta que u Av = —v A u.

De manera analoga es demostren 3 i 4; 5 resulta de 1:

u- (uAv)=dete(u,v,u) =0

i, de la mateixa manera, v- (uAv) =0. SiuAv = 0, Yw dete,y(u, v,w) = 0. Si
u 1 v fossin linealment independents, existiria un w tal que u, v, w seria una base i
det e,y (4, v, w) # 0. Per tant, u i v sén linealment dependents. El reciproc és clar.

Aix{ tenim 6. Per dltim, si u Av # 0, per 1,

det(ey(u,v,u Av) =(uAv) - (uAv)=|luAv]®>0,

que demostra 7.0

Proposicié 8.2 a) e;Aex =e3, e Neg =e1, e3Ae; = es.
b) Siu=ule; +ues +udes i v=1vle; +v2ey + vles,
uAv = (vt —uPvhe; + (udv! — v3ul)ey + (ulo? — uvl)es.
Aquest resultat justifica la notacid
e; ul ot
uAv=|e u* v

€3 U v

(desenvolupeu formalment per la primera columnal).
DEMOSTRACIO: De (8.1.1) resulta facilment que e;-(e1 A€e2) = e;-e3 Vi. Per tant,

6. A on — on Anilacsment ac demagtra oo A — . 3 pa A Llavare ner
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ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS I UNITARIS 239

Proposicié 8.3 (uAv)Aw = (u-w)v —(v-w)u.

DEMOSTRACIO: SiuAv =0, u = kv, d’on (vw)v—(v-wlu = k(v-w)v—k(v-w)v = 0
i la igualtat de enunciat és certa. SiuAv #0, uAv € (u,v)t, don (uAv)Aw €
{u,v). Per tant, (u Av) A w = kv — hu. Aquest vector ha d’esser també ortogonal
a w, d’on resulta que

0=(kv—hu) w;, ésadir, kiv-w)=h(u-w).
Siv-w=0iu-w=0we (uAv), don (uAv)Aw =01laigualtat de Uenunciat
és certa. Si un dels dos productes és # 0, k = a(u - w) i A = a(v - w) per a un cert
nombre real a. Es a dir,
(uAv)Aw=a((u-w—(v-wu).
Per veure que a = 1, calculem la primera coordenada d’aquest vector:

(uo! —ulo®)w® — (u'v? — uPo')w?

= af[(u'w! +v?w? + udPw)o! — (viw! + v%w? + v w)ul].
D’aqui resulta que a = 1.0

El producte vectorial no és associatiu (com es pot deduir tant de 8.2 com de
8.3); en comptes de l’associativitat compleix la segiient propietat:

Proposicié 8.4 (Identitat de Jacobi)
(uA)Aw+@Aw)Au+(wAu)Av=0.

DEMOSTRACIS: Es conseqiiéncia de (8.3). O

Proposicié 8.5 (uy Aus)- (v1 Ave) = (u1 - v1)(ug - v2) — (uy - v2)(us - v1).
DEMOSTRACIO:

(w1 Aug) - {vi Avg) =
= deb(e;)(v1,v2,u1 Aug) = detey(us Aug,vy,v2) = vz - ((u1 Auz) Avy)

= v ((ug-v1)uz — (uz - v1)ug) = (ug - vy)(ug - v2) — {uy - v2){ug - v1).0
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240 M. CASTELLET, I. LLERENA

Observacions:

1. Les propietats 51 7 de (8.1) i el corol-lari (8.6) determinen el producte
vectorial u A v de dos vectors linealment independents.

2. El producte vectorial depen de la base ortonormal ey, €2, €3. Considerem
una altra base ortonormal vy, us, us;

det(yy(u,v,w) = det(y,)(e1,e2,e3) - det(ei)(u, v, w).

Siles dues bases son de la mateixa orientacid, det(y,)(e1, ez, e3) = +11iels
productes vectorials definits utilitzant una base i P’altra coincideixen. Si
les bases sén d’orientacié oposada, det(yy(e1, e2,e3) = —11 els productes
vectorials definits utilitzant una base i 'altra sén vectors oposats.

XI1.9 Nota historica

Els primers passos en la teoria d’operadors lineals i en la introduccié de productes
escalars es deuen a Erhard Schmidt (1876-1959) el 1907, encara que es troben an-
tecedents en els treballs de David Hilbert sobre les equacions integrals. Schmidt va
introduir el concepte de norma, de producte escalar 1 d’ortogonalitat i va demostrar
una generalitzacié del teorema de Pitagores 1 el fet que vectors ortogonals dos a
dos sén linealment independents.

Schmidt va desenvolupar la teoria utilitzant métodes introduits per Hermann
Amandus Schwarz (1843-1921), el qual va demostrar, en particular, la desigualtat
que porta el seu nom.

X1.10 Exercicis

1. Demostreu que si [jul]| = ||v]} aleshores (u +v)-(u—v)=0. (u+viv—vens
donen les bisectrius de u i v).

2. Demostreu la llel del paral-lelogram
llu+ o + llu — o = 2[|ul|® + 2]|o]*.
3. Sigui G la matriu d’un producte escalar en una base e1,€2,e3. Demostreu
que det G = det{ey, €2, €3)2.

Sigui E D’espai vectorial dels polinomis reals de grau< 2. Per a tot parell
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ESPAIS VECTORIALS EUCLIDIANS I UNITARIS 241

b) Trobeu una base ortonormal de E.
¢) Trobeu una base del subespai ortogonal al polinomi 2z + 1.

5. Calculeu det(u A v,v A w,w A u) en funcié de det(u,v,w) (els determinants
referits a una mateixa base).

6. Donats els dos vectors u, v de I’espai vectorial euclidia ordinari, considerem
I’endomorfisme definit per

flz)=(uAz)Aw.

Comproveu que
a) Siu= 0 o v = 0, aleshores f = 0;
b) Siu#0,vs#01iu-v=0,aleshores Nuc f = (v)L, Im f = (u) i f2 = 0;
¢) Siu-v#0,aleshores Nuc f = (u) i Im f = (v}
d) Siu-v =1, f és una projeccid.

7. Donats dos vectors u, v linealment independents de ’espai vectorial euclidia
ordinari, definim un endomorfisme f per

flz)=uA(vAz)+vA(uAz).

a) Demostreu que f és lineal i que det f = 2(u - v)|Ju A v||2.
b) Determineu els valors i vectors propis de f.
8. Siguin ay,...,a; punts donats de l'espai afi R™ , F' = (aféq,...,a14x) 1
Uk41,---,Up una base de FL+. Si U € My (n—r)(R) té per columnes els

vectors ugy1, .- ., Un, demostreu que 'equacié cartesiana de la varietat lineal
determinada per ay,...,a és Ulz +b=0o0n b= —Uta,.

9. Sigui F un espai vectorial euclidia, f € End(E) tal que || f(z)|| < ||lz||Vz € E
i g la seva adjunta.

Demostreu que

a) [lg(z)|| < |lz]| Vz € E;
b) Nuc(g — I) = Nuc(f — I);
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242 M. CASTELLET, . LLERENA

[

¢) Si (a}) és la matriu de f en una base ortonormal, aleshores a} = —a]

i, j.

11. Sigui f: E — F una aplicacié lineal entre espais vectorials amb producte
escalar.
Es diu adjunte de f una aplicacié lineal g : F — F tal que v-g(u) = f(v)-u
Yu € F, v € E. Demostreu que ¢ existeix i és tinica.

12. Sigui f: E — F una aplicacid lineal entre espais vectorials euclidians i ¢ la
seva adjunta (exercici 11). Demostreu que

a) go f és diagonalitzable en una base ortonormal;

b) Tots els valors propis de g o f sén positius. Designem-los per ay, ..., an,
n =dim E;
c) Existeixen bases ortonormals e1,..., €, de B iuyg,...,u, de F tals que

flei) = \fau;, i =1,...,n.

XI.11 Exercicis de programar

13. Feu un programa que donada una matriu simetrica estudii si és o no és definida
positiva.

14. Sigui e,...,e, una base donada de R™ i ¢ un producte escalar donat.
Suposem que tenim les components dels ¢; 1 la matriu de ¢ en la base canonica
de R™ . Feu un programa que permeti construir una base ortonormal seguint
el métode de Gram-Schmids.

15. Feu un programa que, donada una familia de vectors e1,...,ex de R™ iun
producte escalar ¢, trobi una base del subespai ortogonal a F' = {e1,...,ex).
{per a la seva posterior utilitzacié prepareu aquest programa com a sub-
rutina).

(Indicacié: hi ha dos métodes

a) Resoldre el sistema homogeni

{ (Gl)tBCE = 0

A 2 Y
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16. Feu un programa que
a) Doni les equacions cartesianes Az + b = 0, en la referéncia candnica,
d’una varietat lineal de R™ a partir de expressié vectorial -a + F;
b) Reciprocament, a partir de les equacions cartesianes trobi un punt a i

una base de F.

(Indicacié: Per a a), utilitzeu Pexercici 8. Per a b), el punt a és una solucié
del sistema Az + b = 0 i una base de F' és una base de solucions del sistema
homogeni Az = 0 (exercici VIL.12)).

17. Feu un programa que donats ai,...,d; punts de R™ trobi les equacions
cartesianes de la varietat lineal que generen.
(Indicacié: feu servir els exercicis 8 i 16).

18. Prepareu un programa que donats u,v € R?® calculi u A v. Comproveu en
exemples concrets les identitats del § 8.
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Capitol XII

Aplicacions ortogonals. Aplicacions unitaries

El capitol anterior ha estat dedicat a l'estudi d’una nova estructura algebraica:
els espais vectorials amb un producte escalar. Ara, com hem fet sempre que hem
introduit una estructura algebraica, volem estudiar les aplicacions que conserven
aquesta estructura: les aplicacions ortogonals i unitaries.

XI11.1 Definicions

Sigui F un espai vectorial amb un producte escalar (euclidia o unitari). Una apli-
cacié f : E — E es diu ortogonal, en el cas real, o unitiria, en el cas complex, si

Vu, v € E
fw) - flw)y=wu-v.
Proposicié 1.1 Tota eplicacid que conservi el producte escalar és lineal.

DEMOSTRACIO: Per provar la linealitat respecte a la suma, anem a veure que, per
atot u,v, f(u+v)— f(u)— f(v) té norma zero i, per tant, és el vector 0. En efecte,

(f(u+v) = fw) = f0)) - (f(u + v) ~ f(u) = f(v))
= flu+tv) flu+v) = flut+v) flu) = flu+0v)- f(v) - f(u)- flu+v)+
+f(u) - f(u) + f(w) - f(0) = f(v) - flu+0) + fv) - f(u) + (o) - F(v) =
= (ut+v)-(u+v)—(ut+v) - v—(u+v)-v—u-(utv)+
tu-ut+tu-v—v- (u+v)+v u+v v=

— (a1 A N L i a _a
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246 M. CASTELLET, 1. LLERENA

d'on kf(u) — f(ku) =01 f(ku) = kf(u). O

Proposicié 1.2 Si f és ortogonal o unitdria, es compleiz

L F@)l = lull Vo € B
2. v,u sén ortogonals si i només st f(v), f(u) ho sn;
3. f és byectiva;
4. Stk és un valor propi de f, |k| =1, on |k| indica el valor absolut o el modul
segons que sigus real o complex;
5. St u,v sén dos vectors propis de valors propis k # h, u,v sdén ortogonals.
DEMOSTRACIO: 11 2 sén consegiitncia immediata de la conservacié del producte

escalar. 3 es dedueix de 1. Per demostrar 4, suposem f(v) = kv amb v # 0.
Aleshores
v-v=fv) fv) = kk(v-v) = k(v v),
d’on |kl =1.
Per provar 5, fem u-v = f(u)- f(v) = kh(u-v). Siu-v #0, kh =11, com que
|h| =1, h = h~'. Per tant, k = h, en contra de la hipotesi. Aixi doncs, u-v =01
u 1 v sén ortogonals. O

Proposicié 1.3 Sigu: A la matriv de f € End(E) en la base ey,...,¢e, de E.

Aleshores
, ortogonal o
fés um’ti‘ria } & (o) fle) flej) =ei-ej Vi,j
A'GA=CG
e @) { AGA = G.
G indica la matriv del producte escalar en la base eq,... e,.

DEMOSTRACIO: de (a). =) és conseqiiencia de la conservacié del producte escalar.
<). Calculem f(u)- f(v). Siu= Y u'e;iv=> v';,

flu) =Y uifle) i flv) =Y vif(es),
i, per tant,

fw) flv)= Zuiijf(ei) - fleg) = Zuiijei ce;=u-v.
) iy
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APLICACIONS ORTOGONALS. APLICACIONS UNITARIES 247

Corol'lari 1.4 Sigui A la matriv de f € End(E) en una base ortonormal. Llavors,
f és ortogonal & A‘é =1;
fésunitaria <& A'A=1.0O

Corol-lari 1.5 Sigui A la matriu del canvi d’una base ortonormal a una altra
també ortonormal. Aleshores A'A =1 (cas real) i A*A = I (cas complez).O]

Una matriu real A es diu ortogonal si A*A =T (és a dir,si A~* = A* ); llavors
det A = +1. Una matriu complexa A es diu unitdria si A*A = I (és a dir, si
A" ="A'); llavors |detA| = 1.

Les aplicacions ortogonals d’un espai vectorial euclidia F de dimensié n formen
un grup que denominarem grup ortogonal d’ordre n i denotarem per O(n). Les
matrius reals n x n ortogonals formen un grup que, per (1.4), és isomorf al grup de
les aplicacions ortogonals.

Les aplicacions unitiries d’un espai unitari E de dimensié n formen un grup que
denominaren grup unitari d’ordre n i denotarem per U(n). Les matrius complexes
n X n unitaries formen un grup que, per (1.4), és isomorf al grup de les aplicacions
unitaries.

Exercici:

Estudieu els grups O(1) i U(1).

XII.2 Diagonalitzacié de matrius unitaries

Teorema 2.1 Sigut E un espat vectorial unitari { sigui f € End(E) una aplicacid
unitaria. FExisteiz, sempre, una base ortonormal de E formada per vectors propis

de f.

DEMOSTRACIO: Per (VIIL.2.5) sabem que existeix una base v, ,...,v, en la qual
f té una matriu triangular; és a dir, tal que

f(vi) S <Ul,...,v‘.>_

Sigui w,,...,w, una base ortonormal obtinguda a partir de ’anterior pel métode
de Gram-Schmidt (X1.2.1}. Com que w; € {(vy,...,v;), resulta que

Flwe) € (FWs)y vy F@)) = (01,0 y5) = w1y e yws)

i, per tant, la matriu de f en la base w,,...,w, també és triangular.
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248 M. CASTELLET, I. LLERENA

Pero |bf| = 11, per tant, b* #0, don a’ =0 perai=1,...,k, i
Flwrgr) = a* gy,

w41 també és, doncs, un vector propi. O

XII.3 Forma canonica d’una matriu ortogonal

Teorema 3.1 Sigui E un espai vectorial euchdid 1 f : E — E una aplicacid
ortogonal. Ezisteir una base ortonormal de E tal que la matriu corresponent a f

és de la forma
1

Ay

Ar

on les matrius A; son del tipus

(-_Cg 2) amba®+82 =1.

DEMOSTRACIO: Siguin F; i E_; els subespais de vectors propis de valor propi 1
i —1 respectivament. Els vectors de Ey 1 F_; sén ortogonals entre ells (1.2.(5)) i,
per tant, By N E_; = {0}. Designem per F el subespai ortogonal a By @ E_; . Es
facil veure que F és invariant per f. La base buscada de

E=E,¢FE,0F

és unié de bases ortonormals de cada un d’aquests subespais. Com que F' no conté
vectors propis, el polinomi caracteristic de la restriccié de f a F' és producte de
polinomis irreductibles de segon grau. En particular, la dimensié de F és parella.
Designem per A la matriu de la restriccié de f a F' en una certa base ortonormal
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APLICACIONS ORTOGONALS. APLICACIONS UNITARIES 249

que el de f i les seves arrels sén, per tant, conjugades dos a dos. Sigui v un
vector propi unitari de valor propi z = a + bi. Si les coordenades de v en la base

€1,..., 62 360 (2 +iy*, ..., 2™ +4y"), designarem per el vector de coordenades
(zt —1yt,...,z™ — 3y™). Aleshores, ¥ és un vector unitari de valor propi z. En

efecte, amb la notacié usual, tenim
At=Av=20=7%7.

Podem escollir, doncs, una base ortonormal vs,..., v, de vectors propis de f for-
mada per parelles de vectors v, 7 amb valors propis conjugats, z,z.
Considerem ara, per a cada parell v,7, vectors

woo= %(v-%ﬁ)
w = %(v—'ﬁ).

Observem que w 1 w’ tenen coordenades reals:

w = 2(z,...,z")
! V204, . y™).

w
Tenint en compte que v-o =0 (per 1.2 (5)) i que v-v =7 -T = 1, resulta que

wow' =01 |w|=1=]w']
A més a més,

fw) = ZHfo+7)=L(v+%) =
= \,/Lz_ ((a + bz)%(w +iw')+ (a— bi)%(w — zw’)) =

aw — bw'.

Analogament, f(w') = bw + aw'. Es a dir, en llenguatge de matrius,

Aw = aw —bw'

Avw' = bw+aw'.
Substituint en la base vy, ..., vs, cada parella v, T pels corresponents w, w', obtenim
una nova base ortonormal de F', wy, ..., ws, , formada per vectors de coordenades

reals (en la base €,...,€5,).
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250 M. CASTELLET, I. LLERENA

La matriu de f en aquesta base és de la forma

A; 0

on les caixes A; sén del tipus

(52)

amba?+b2=1.0

XI1.4 Els grups 0(2) i SO(2)

En aquest apartat, E és un espai vectorial euclidia de dimensié 2. El conjunt
d’aplicacions ortogonals de E amb la composicio és O(2): grup ortogonal d’ordre
2. Per (1.4), si f € O(2), det f = £1. Considerem el morfisme

o2 — {+1,-1}
f o detf.

El nucli d’aquest morfisme
S0(2) = {f € O(2) | det f = +1}

és un subgrup normal de O(2) que es diu el grup ortogonal especial d’ordre 2.
Comencarem per estudiar aquest subgrup.
Fixem una base ortonormal e1,e; de E. La matriu de f € SO(2)

(% 3)

ha de complir AA* =T (o A=1 = A?) (per (1.4)). Es a dir,

it= ()= (e h)-n

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂftﬂ 0 »

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCI
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docu
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



APLICACIONS ORTOGONALS. APLICACIONS UNITARIES 251

DEMOSTRACIO: Siguin f, ¢ € SO(2) amb matrius en la base ortonormal e1, e

a —b e —d \ .
b a d c /)’
aleshores
a -b c —d\ ([ ac—bd —ad—bc\ (¢ —d a —b
b a d ¢ ) \ad+bec ac—0bd T \d ¢ b a

Don fog=gof. O

Proposicié 4.2 Sigui f € SO(2) ¢

a —b

b a
la seva matriu en la base ortonormal ey, es. Aleshores, si u és un vector unitars
qualsevol,

a=u-f(u) i b= detr,)(u, f(uw)).
DEMOSTRACIO: Sigui u = aey + Bes amb a? + 2 = 1. Llavors
f(u) = (ac = b)es + (ba+ aPea,
d’on

u- f(u) = alaa = bp) + f(ba + af) = a(a® + f*) = a,

o aa—bf
B ba+aB

=b(a®+4%) =bD

det(ey(u, f(u)) =

Aquesta proposicié ens diu, en particular, que a és independent de la base
ortonormal escollida i que b varia, com a molt, en el signe. En efecte, si ug,usz és
una altra base ortonormal,

det(y;y(u, fu)) = detuy(e1, e2) - det(e(u, f(u)) = b,

ja que det(y,)(e1, €2) = £1 (1.5). Aquest determinant és +1 quan e, ez i u1,uz s6n
de la mateixa orientacié i —1 en cas contrari (IX.11).

Proposicié 4.3 Donats dos vectors u,v € E que tenen la mateiza norma, [ul| =
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on
U v v

)
a=—"— — ).
l[ull ol [lufl” flv]]
Definim, doncs, f com I'aplicacié lineal que té aquesta matriu. Per provar que
f és ortogonal cal veure que a® + 4% = 1. Sigui

= det,, (

u = ae; + fPe, v =rye, + be,

Tenim
s a2 (w-v)® +det(u,v)®  (ay+B6)® + (ab —1B)°
wr ol ol (e + ) 5
Demostrem ara que f(u) = v. Per (4.2),
v f(u) u v
dety.,) (e, D) = b = dety, ) (—2, -2,
e (upp ) = = 400 G o)
d’on dety,,)(u, f(x) —v) =0 i, per tant, f{u) — v = k - u. Per altra banda,
v S v v
flll el lfell il

implica v - (f(u) —v) =0, &’on v - (ku) = 0.
Per tant, k =01 f(u) —v=0. O
Corol-lari 4.4 Si f € SO(2) deiza un vector fiz, aleshores f = I.(1

Estudiem ara les aplicacions f € O(2) amb det f = —1.

Aquestes aplicacions formen una classe del quocient de O(2) pel nucli SO(2) de
Paplicacié det : O(2) — {+1,—1} (IIL.5). Considerem, en particular, la que en la
base ortonormal e, e, té matriu

1 0
(s 2)

Qualsevol altra s’obté d’aquesta, component amb una aplicacié de SO(2), i la seva
matriu serd, doncs, de la forma

(Z _ba> amb o + b =1,

(%) -(G1)

Observem que

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta 04

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doct
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerg



APLICACIONS ORTOGONALS. APLICACIONS UNITARIES 253

E

XII.5 Angles

Sigui E un espai vectorial euclidia de dimensié 2. En el conjunt de parells de vectors
unitaris definim una relacié d’equivaléncia de la segiient formas:

(v,u') ~ (v,v') & existeix f € SO(2) tal que f(u) =v, f(v') = v
& existeix g € SO(2) tal que g(u) = u',g(v) =v'.

Demostrem primer que aquestes dues condicions sén equivalents.
=). Suposem que existeix 1’aplicacié f i sigui ¢ € SO(2) tal que g(u) = »
(4.3). Aleshores, per la commutativitat de SO(2),

9(v) = gf (u) = fg(u) = f(u') = v'.
<). Suposem ara que existeix g i sigui f € SO(2) tal que f(u) = v. Llavors
fw) = fg(u) = gf(u) = g(v) = v

Anomenarem angle cada una de les classes d’equivaléncia per aquesta relacié.
L’angle determinat per un parell (u,u') el denotarem per wut o simplement per
(u,u'). L’angle de dos vectors u,v no necessariament unitaris, 49, és l’angle dels
vectors m, m

Designarem per A el conjunt d’angles. L’aplicacié

1

S0(2) — 4

;o= uf(u)
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gf(u)

f(u)

Naturalment, la suma definida a A té les mateixes propietats que 'operacié de
SO(2). A és, doncs, un grup commutatiu amb element neutre 0 = %u. L'oposat

d’un angle um) és f(u)u.
Fixada una orientacié a F, a cada f € SO(2) li correspon per (4.2) una matriu

ben determinada
((z _ab> amb a? + 82 = 1.

Sigui « ’angle corresponent a f. Definim el cosinus de a (cosa) i el sinus de o
(sina) com els valors a i b en aquesta matriu:

cosa =a sina = b.

Observem que en canviar 'orientacié de 'espai £ canvia el signe de sin « pero no

el de cosa. A més, es té

Za=1.

cos? o + sin
L’angle 0 correspon a l'aplicacié identitat; per tant,
cos0=1 sin0 = 0.

L’angle oposat de « correspon a l'aplicacié inversa f~1, que té per matriu la trans-
posada de la matriu de f; per tant,

cos(—a) = cos sin(—a) = —sin(a).

L’angle @ + 3 correspon a la composicié de les aplicacions corresponents a a 1 ;
"1
s'obté

v
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-u

c .. a =b . .
DEMOSTRACIO:  Sigui ( b ) = A la matriu corresponent a 7 en una ori-
a

entacié prefixada. La condicié 27 = 0 equival a AA = I; és a dir, A™! = A. Pero,
com que A és ortogonal (A™! = A'), A = A*. D’onresulta que b=01ia==%1. En

el cas a=1, ( 3 ? ) correspon a l’angle 0.

Enel casa = —1, ( —01 _?1 ) correspon a l’angle buscat. O

Observem que 7 = u(/—\u), on u és un vector qualsevol. 7 es diu l’angle pla.

Proposicié 5.2 Ezisteizen dos angles 61,02, i només dos, tals que 26; = 7. 61 1
62 s6n els angles amb

cos 6y = cosby =0 siné; = —siné, = 1.

a —b
=5 7)
la matriu de U'angle § buscat. La condicié 26 = 7 equival a AA = —1I; és a dir,

A™Y = —A. Per ser A ortogonal, A~ = A!, d’on A* = —A i, per tant, a = 0,
b=+1. 0

DEMOSTRACIO:  Sigui

Els angles é;, 6, es diuen els angles rectes.
Exercici:
4v és un angle recte si i només si u i v sén ortogonals.

Proposicié 5.3 Donat un angle o, ezisteizen dos angles @1, §2, 1 només dos, tals

o a

(utgugy =
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les matrius de & 1 ¢ respectivament. La condicié 2¢ = « equival a BB = A:
2—d?  —ecd [ a b
2¢d  2-d* ) \b a J°
De ¢ — d% = a, ¢? 4+ d? =1 resulta que ¢ = i,/%, d= 4,/ 1;“, d’on

2¢d = /1 — a2 = £vb2 = £[b).

Perd 2¢d = b. Per tant, si & > 0, ¢ i d han d’ésser tots dos positius o tots dos
negatius; si b < 0, ¢ i d han d’ésser un positiu i ’altre negatiu. En ambdéds casos
hi ha dues solucions, com es tractava de veure. El cas b = 0 ja ha estat considerat

a(5.1)i(52). O

Observacions:

1. Sigui @ = ®. Si v i v no sén unitaris, recordem que uv és, per definicid,
Pangle de Top & o+ Per (4.2) i la definicié de cos & tenim que

v

u
CosSQ = — - ——.
el loll

D'on w v = |u] - ||v]| - cos a.

2. De P'observacié anterior i de (X1.8.6) resulta que
e Aol = ful - ol - | sin @}

3. Sigui ey, e2 una base ortonormal i v = ae; + beg un vector unitari (a2 +

B =1).

ez F

o

»
»

€4
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Per tant, a = cosa i b=sina. Es a dir,
Vv =cosq-eq+sina - es.
L’aplicacié f € SO(2) corresponent a un angle o es diu rotacid (vectorial)

d’angle a. SO(2) és el grup de les rotacions de E. Observem que la traga de
qualsevol matriu de f és 2cosa. Aixi, @ és Pangle tal que

1
cosa = 5 tr f.

El signe de sin & no queda determinat; depén de Uorientacié de la base en la qual
treballem.
Sigui ara f € O(2) amb det f = —1 i matriu, en una base ortonormal ey, e,

<Z fa)’ a?+5 =1.

f és una simetria ortogonal d’eix By = {(b,1 — a)).

A 4

Suposem a # 1. Considerem el vector unitari

o = b l1—a
V20—a) 2(1-a))
Observem que la seva segona coordenada és positiva (a < 1). Posem o = 0.
Aleshores
A}

~no o
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Sia =1, llavors v = e3, « = 0, 1 val el mateix resultat.
Donat un angle @ = % 1 una aplicacié f € End(E) designarem per fo langle

—

fw)f(v).
St f € SO(2),1 g € SO(2) és Paplicacié corresponent a l’angle «, tenim

for= f(u)fo(w) = F(u)gf(u) = o
Si f és una simetria ortogonal és molt facil veure que
fg=97'f.
Aleshores o o
fa=flu)fg(u) = f(u)g™" f(u) = —e.

La proposicid seglient resumeix aquests dos fets.

Proposicié 5.4 Les rotacions vectorials conserven els angles. Les simetries orto-
gonals els inverteizen. O

XII1.6 El grup O(3)

En aquest apartat E és un espai vectorial euclidia de dimensié 3. Com en el cas de
dimensié 2 (§4),
SO(3)={f € 0(3) | det f = +1}.

Estudiem primer les aplicacions de SO(3). El polinomi caracteristic de f &
SO(3) és de grau 3 i té, per tant, una arrel real. Sigui v # 0 un vector propi. El
subespai F = (v)l és invariant per f i la restriccié de f a F és ortogonal. Siwv
és de valor propi —1, el determinant d’aquesta restriccié és —1; seria, doncs, una
simetria ortogonal i, en particular, tindria el valor propi +1. Resulta, per tant, que
+1 és sempre valor propi de f.

Sigui w3 un vector propi unitari de valor propi +1 i sigul ui,us,us una base
ortonormal. La restriccio

Flug,u) = (us) T — (us)™

té determinant +1 1 és una rotacié vectorial (d’angle «). La matriu de f en la base
Uy, Uz, ug és, aleshores,

cosa —sina 0
sine cosa O
0 0 1

Direm llavors que f és una rotacid vectorial d’eiz {u3) ¢ angle «. Observem que
q g
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Atencid!:
El signe de sin @ no depén de Porientacié de uy,us, us.
L’eix de f és al nucli de ’aplicacid
p=Ff—-Ff"

Sigui A = (a,j) la matriu de f en una base ortonormal eq, ez, e3. La matriu de f~1

és ATl =A'ilade ¢

1_ .2 o1_ .3

) 0 a; — af ag—a1

= 2 __ 1 3
A-A'=| af —a; 0 as —aj | .

3 _ 1 3_ .2
a] —ay a; —aj 0

e Si¢#0, Nucg = ((ad —a?),(al —al),(a? — al)) és leix de f.

® 5i ¢ =0 (és adir, si A = A' és simétrica), llavors f = f~* 1 f2 = I.
Les tniques aplicacions de SO(3) que compleixen aixo sén la identitat i una
rotacié d’angle 7 o simetria azial. Per a tot v,

flo+ f(v)) = f(0) + f2(v) = f(v) +v

és de ’eix. En particular,

e1+ fler) = (a} +1,4a%,a%)

eq + f(62) = (a%,ag + 1, a%)

es + f(eS) = (aéaaé?a'g + 1)
sén de Peix. Observem que aquests tres vectors no poden ser simultaniament
0, ja que llavors f = —I ¢ SO(3).

Observacié:

Es facil veure que una aplicacié lineal & : E —» F té una matriu de la forma

0 a b

-a 0 ¢
( -6 —¢ G >
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Passem ara a estudiar el conjunt de f € O(3) amb det f = —1. El mateix
raonament fet per demostrar que, si f € SO(3), f té el valor propi +1, prova que si
f € O(3) amb det f = ~1, f té el valor propi —1. Sigul u3 un vector propi unitari
de valor propi —1 1 sigui uy,us,us una base ortonormal. La restriccié

Fo{un,ug) = (us)™ — (us) ™

és una aplicacié ortogonal amb determinant +1; és a dir, una rotacié a {us)~. La
matriu de f en la base uy, us,us és de la forma

cosa —sino 0
sine  cosa 0 .
0 0 -1

En particular, si & = 0 direm que es tracta d’una simetria especular (vectorial)
respecte al subespai (U3)“L. En general, f és composicié d’una simetria especular i
una rotacié d’eix ortogonal al pla de simetria.

La matriu de f que acabem de trobar ens diu que

cosa = %( tr f+1).

Tant el pla de simetria (us) 1 com I’eix de rotacié estan determinats pel subespai
de vectors propis de valor propi —1. Aquest subespai esta contingut en el nucli de

¢=(f-f").
e Si ¢ # 0, obtenim, com en el cas del grup ortogonal especial,
Nuc¢ = (a3 — a3), (a3 — a}), (a] — a3)) = (ua).

e Si ¢ =0 (A simetrica: A = A" = A7), f2 = I. Les dniques simetries
ortogouals amb det f = —1 sén les simetries especulars i la simetria central
f=—I. Per a tot v,

F(F) —v) = f2(v) = f(v) = =(f(v) — v).

En particular,
fle)—es =(al —1 42 a3
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XI1.7 Una altra determinacid de les rotacions

Una rotacié f € SO(3) queda determinada per eix (u) i angle o. Aquest, per la
seva banda, esta determinat per una orientacié de (u)J“ iper sina i cosa.
Suposem fixada una orientacié a l'espai E. Aleshores, tota orientacié de (u)
y . L. . .. . P ‘2
n’indueix una a {u)™ i viceversa, de la seglient manera: si v # 0 té orientacid
s L, o el 1 .. o
positiva a (u}, una base vi,v2 € (u)™ és d’orientacid positiva a {v)~ si i només si
v1, v, v és d’orientacié positiva a E.
Considerem leix orientat de forma que sina > 0. Sigui v € (u) amb

lfoll =

. al
sin —
2

i orientacié positiva. v ens déna, per tant, Porientacié de (u)™ 1 el valor de cosa 1
sin a:

cosa = cos? -g— — sin? g— = 1-2|v|?
. . 2
sina = 2cos§sing = 2lvlli/1 - |ol".

La rotacié queda, doncs, completament determinada per v i la denotarem per
gv- Observem que qualsevol vector v amb ||v]] < 1 determina una rotacié.

Quan sina = 0, qualsevol de les dues orientacions de I’eix compleix sina > 0.
Aquest cas es presenta si o« =0 o0 a = 7.

oa=0¢|1v||=0:>v=(_)..

o o =7 = |[v]| = 1iv pot ser qualsevol dels dos vectors unitaris de {u). Llavors
gv = g—» és una simetria axial que denotarem per s,,.

XI1I.8 Composicié de rotacions

Si dues rotacions tenen el mateix eix és molt facil veure que la seva composicid és

una rotacié amb aquest eix i angle la suma dels angles de les dues rotacions. La

determinacié dels elements que caracteritzen la rotacié és molt més complexa en el

cas de rotacions amb eixos diferents. L’objectiu d’aquest apartat és, donades dues

rotacions g, , gv,- (amb la notacid del §7), calcular el vector w tal que guw = gu, 0go, -
Comencarem per estudiar la composicié de dues simetries axials.

Proposicié 8.1
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g

Suposem uAv # a. L’angle de la rotacid s, o s, és I'angle que formen un vector
qualsevol de (u,v), per exemple u, i la seva imatge: s, s, (u) = s, (u). Aquest angle
és precisament o = 2uv; en efecte, la matriu de s, en una base ortonormal {u,e}

és, pel §5,
cos2p  sin2p
sin2p —cos2p /°

on @ és ’angle de v amb ’eix: ¢ = V. Per tant,

S, (u) = cos2p -u +sin2p - e,

d’on a = u\;(\u) = 2p.

Per altra banda, |ju A v|| = |sin@v| = [sin |, d’on resulta que el vector que
determina la rotacié s, os, ésuAvovAu.

Observem que amb la notacié de més amunt

dety,, . (u,v) = sinp

i, per tant, sin ¢ és positiu o negatiu segons que l’orientacié de (u,v) sigui la donada
per u,v o I'oposada. Aleshores tenim que
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esiu-v< 0<% cosp <0 = sina > 0 només si sinp < 0 = 'orientacié de
{u,v) ha d’ésser la de v,u = lorientacié de leix és la de v Au =

Sy O S8y :guAu'

e siu-v =0, llavors |[u Av|| = 11 per tant gua, = gur. torna a ser una simetria
axial. O

La proposicié (8.1) suggereix que tota rotacié g, es pot descompondre en pro-
ducte de dues simetries axials d’eixos perpendiculars a I’eix de la rotacié. De fet
una de les simetries pot escollir-se arbitrariament.

Proposicié 8.2 Donada una simetria azial s, (|le]| = 1) i una rotacié g, amb
v-e =0, existetzen simetries azials s, 1 s, tals que

gy — 8¢ O Sy gy = Sy O S;.

DEMOSTRACIO: Siv=0=>g, =1 = s, =5,, S, = 5.
Suposem v # 0. Per (8.1) hem de buscar w € (v)* = {e,v A ¢). Escrivim

w=ae+b(vAe).
Com que s, = s_,,, podem suposar que ¢ = e-w > 0. Aleshores, per (8.1),
v=wAe=blvAe)re=">b((v e)e— (e-e)v) = —bv.

D’on b= —1. A més a més,

1=l =a® +[vnel’ =a® +[o]” = a=y1- [
Perd [|v]| = [sin 2], on a és I’angle de la rotacié g,. Per tant, a = jcos &|. Es a

dir, si w existeix cal que:
o
w= [cosE|e—v/\e.

Es immediat comprovar que efectivament aquest compleix s, 0 s, = g,,.
Per un raonament analeg a aquest s’obté

a
u:|c035|e+v/\e.D
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Aleshores, per (8.2),

Jvy O GJvy = Suy O8u; = GuyAes s1 uy-uz =0
= GusAu 81 U2 S 0.
s . v1 Avg
Calculem aquests vectors. Per a aixd escollim un vector e concret e = m
U1 A V2

Llavors, si a1, as sén els angles de les rotacions g, , gu,,

52! : Q2
u1:|cos-2—|e+e/\v1 i u2=]c057|e—6/\vz,

d’on
uy Aug =

Uy - Uy =

| cos 9[2—1|v2 + | cos gzz]vl —(eAvi)A(eAvq) =
| cos 92—1|v2 + |c0s2[22|v1 — (v1 Awg)

| cos 9[2—1HCOS %] —(eAvi)eAvy) =

| cos 92—1-||cos %] —vy - vg =

| cos %chos %ZI - lsin%[[sin %[cosﬁlvz

Aquestes expressions de u) Auz i %y - 2 s6n valides també si les dues rotacions

. ~d s - 7
tenen el mateix eix: v; A vg = 0. Llavors, en els calculs anteriors, e és un vector
unitari qualsevol ortogonal a ’eix i (e Avy) A (e Avy) = 0 = vy Avy. Tenim, dones,

el segiient resultat:

Proposicié 8.3 Siguin ¢y, , gv, dues rotacions amb angles oy 1 ay respectivament.

S1 el valor de

| cos %[[cos %ﬁ’ —~ |sin —O—lz—l—Hsin %-Z-I cos Ty vg

, ..
€3 positiu,

on

Gvy © Gus = Jw;

w = | cos %]vg + | cos %Z-Ivl — (v1 A vg).

Cﬂftﬂ 0
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XI1.9 Nota historica

Malgrat que el nom “matriu ortogonal” ja fou utilitzat el 1854 per Charles Hermite
(1822-1901), no fou fins el 1878 que Georg Ferdinand Frobenius (1849-1917) en va
donar una definicié formal, demostrant-ne les primeres propietats. Hermite habia
considerat ja el 1855 les matrius hermitiques, demostrant que els valors propis
sén reals, resultat demostrat per Arthur Buckheim (1859-1888) el 1885 per a les
matrius simetriques.

XI11.10 Exercicis

1.

8.

Demostreu que si I és un subespai vectorial de E invariant per f € O(E),
FL també és invariant per f.

Demostreu que per a tota A € M,,,(R), A = (ag), > ].(ag)z és invariant
per canvis de base ortogonals.

(Indicacié: proveu que 2:1-7]-((1{)2 = traga(4AY)).

Estudieu el subgrup de O(2) que deixa invariant el conjunt format per dos
subespais vectorials de dimensié 1.

Estudieu els elements de O(3) que deixen invariant el conjunt format per dos
plans ortogonals.

Donats dos vectors u # v d’igual norma d’un espai vectorial euclidia de
dimensié 2, estudieu les aplicacions ortogonals f tals que f(u) =v1i f(v) = u.

En una base u,v una rotacié vectorial té per matriu

( 2}3 _%/2 )
el

Determineu I’angle de la rotacid, ’angle dels vectors u,v i la rad —

el
Sigui f una simetria axial de R? d’eix (u) i v un vector qualsevol. Demostreu

que v?(?;) = 20u.

Sigui
. [a b\

(iapagy ="

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TEQ
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 7(Q

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC

N

=

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doc
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronice
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercerc



266 M. CASTELLET, I. LLERENA

9. Sigui f € End(E) tal que, Vu,v € E,
fw) - flv) =Xu-v) (A>0 fix).
Demostreu que:

a) |f()]| = ullo[l amb u = +VX, Vo € E;
b) f és bijectiva;
¢) Els tnics valors propis possibles de f sén +pu;

d) f=gohongeO(n)ih és una homotécia.

10. Demostreu que si f € End{R?) té en una base ortonormal una matriu de la

forma
a -b a b
b o« © b —a
aleshores existeix un A € R tal que

flw) - f(v) = Mu-v) Vu,ve R

Calculeu ) i determineu la descomposicié de P’apartat d) de I’exercici anterior.
11. Demostreu que tota matriu quadrada real A admet una descomposicié A =
QR amb Q ortogonal i R triangular superior.

(Indicacié: demostreu primer que si B € M,y ,(R) existeix sempre una
rotacié P tal que PB és triangular superior. Llavors, donada A € M, . (R},
es poden anar eliminant tots els elements subdiagonals amb rotacions bidi-
mensionals adients).

Demostreu que si det A # 0, la descomposicié A = QR és tnica.
12. Demostreu que tot endomorfisme d’un espai vectorial euclidia de dimensié

finita es pot descompondre en producte d’un autoadjunt i un ortogonal. Es-
tudieu la unicitat de la descomposicié.

(Indicacié: feu servir 'exercici X1.12)

XI1.11 Exercicis de programar

13. TFeu un programa que donats dos vectors u, v de R? calculi Pangle %v.
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b) Donada A € SO(3), trobar el vector v € R® tal que A =g, (§7).

c) Donat v € R® unitari, trobar la matriu de la rotacié g, en la base
candnica.

16. Donades dues rotacions g,, g, de R® , calcular-ne la composicié g, og, (8.3).

Proposem a continuacié quatre métodes iteratius per a calcular valors propis
reals de matrius (veure I’exercici VIIL.26).

17. Metode QR
Escriviu A = QR on Q és ortogonal i R és triangular superior (exercici 11).
Sigui A; = RQ. L’algorisme consisteix a anar descomponent A, = Q. R, 1
fent Ay, = R, Q:, k = 1,2,... Les matrius A, sén totes equivalents a A i
tendeixen cap a una matriu triangular superior, sota hipotesis més generals
que en el métode LU.

18. Mzetode de Jacobi (S’aplica només quan la matriu és simétrica).

Donada A simétrica, cada rotacié bidimensional @ com la de 'exercici 11
anul-la un parell d’elements de A. La rotacié segilent no respecta els zeros
aconseguits, perd és facil deduir de Uexercici 2 que el valor 3., .(a})? dismi-
nueix a cada rotacid.

Prepareu el programa de la seglient manera: sigui a] ’element de A de modul
maxim entre els que no estan a la diagonal principal. Posem 4; = Q, ' AQ,,
on @, és una rotacié bidimensional que anul-la a]. Repetint el procés s’obté
una successié A, = @, * AQ, que convergeix cap a una matriu diagonal.

Observemn que el métode ens déna també una base ortonormal de vectors
propis.

19. Meétode de la poténcia
Donada 4 € M, 4, (R) diagonalitzable a C i tal que els seus valors propis
satisfan [A;| > |Az| = -+» > |A,|, aquest algorisme permet aproximar el valor
propi dominant A, i el vector propi u, corresponent.

Trieu un vector o € R™ qualsevol (z, # 6) Considereu la successié
Tk

[
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268 M. CASTELLET, I. LLERENA

20. Metode d’iteracié inversa
Una senzilla variant del métode anterior permet aproximar tots els valors
propis reals de A i els vectors propis corresponents.

Només cal observar que si @« € R és un parametre qualsevol, aleshores, si

a¢}‘ia
1

- A —a
Llavors, si A és el valor propi de A més proper a a, resulta que 1/(A — a) és
valor propi dominant de (4 — al)~*. Per tant, la successié

{ 2, #0 qualsevol

Tys: = (A—al)"? (”—*T) k=01,2,...

Au,- Z/\;U,,- <— (A_aI)_lu,' u;.

tendeix cap al vector propi u tal que Au = Au. Aleshores, els quocients
;. ,/z, tendeixen cap a 1/(A — a).

Aix{, donant valors a ¢, podem anar “cagant” un a un els valors propis reals
de A.
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Capitol XIII

Espais afins euclidians

En Pestudi dels espais afins fet al capitol IX no apareixen conceptes tan usuals en
la geometria classica com distancies, perpendicularitat i angles. El motiu és que
aquestes nocions estan relacionades amb l'existéncia d’un producte escalar a ’espai
vectorial associat a l'espai aff. En aquest capitol, estudiarem els espais afins reals
que tenen associat un espai vectorial euclidia: els espais afins euclidians.

XIII.1 Espais afins euclidians

Un espai afi real (A, E) es diu un espai af? euclidid si a E hi ha un producte escalar,
és a dir, si E és un espai vectorial euclidia.

Donats dos punts d’un espai aff euclidia, p,q € A, es diu distdncia entre pi ¢ el
nombre real

d(p, q) = IIpdll.

L’aplicacié d : A x A — R que assigna a cada parell (p,¢) € A X A el nombre real
d(p, q) es diu aplicacid distincia i compleix les segiients propietats, Vp, ¢,r € A:

L d(p,9) 20 ;d(p,0) =0 & p=g¢.

2. d(p,9) = d(g,p)-

3. d(p,q) < d(p,r) +d(r,q). (Desigualtat triangular).

4. d(p,q) 2 |d(p,r) — d(r,g)|- ]
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270 M. CASTELLET, I. LLERENA

Exercici:

Proveu que d(p,¢) = d(p,z) + d(z, ¢) si i només si el punt = és del segment
Pq.

Proposicié 1.1 (Teorema de Pitagores) Siguin p,q,r tres punts d’un espai aff
euclidid (A, E). Si pd - b7 =0, es compleiz

d(p,q)* + d(p,r)* = d(q,r)".

DimosTRACIS:  d(4,7)? = [T = @ - T = (% — ) - (&% — ) = [I5F]12 +
124)|? = d(p,m)? + d(p, q)%. O

Sigui (A, E) un espai afi euclidia de dimensié n.

Dues varietats, a + F' i b+ G, tals que qualsevol vector © € F és ortogonal
a qualsevol vector v € G (u - v = 0), direm que sén ortogonals o perpendiculars.
Aleshores F' C G i, per tant, la suma de les dimensions d’aquestes varietats és
< n. Dues varietats a + F 1 b+ G tals que dim F + dim G > n direm que sén
ortogonals o perpendiculars si les varietats a + F* 1 b+ G sén ortogonals, és a dir,
si F- CG.

Exemples:

1. Siguiayzl4...+a,z™ = bl'equacié d’un hiperpla en un sistema de referencia
{p; e1,...,en} ortonormal (tal que la base e1,...,e, és ortonormal). El
vector de coordenades (ay, . . ., an) és ortogonal a qualsevol vector (z1,...,z")
de la direccié de H, ja que aquests vectors compleixen a1z1 4+ ...+ a,z" = 0.

2. Sigui A Vespai afi euclidia de dimensié 3. Dues rectes a+(w) 1 b+(v) es creuen
si no sén paral-leles ni es tallen. Llavors w,v sén linealment independents i
ab & (w,v) (IX.4.1).

Considerem els plans que contenen una de les rectes i la direccié perpendi-
cular a ambdues. Si 0 # u € (w,v)*, aquests plans sén

a+ (w,u)

b+ (v, u).

Con que w,v,u formen una base, ab € {w,u) + (v,u) i els plans es tallen en
una recta ¢ + {u). Aquesta recta talla a + (w), ja que @ € (w,u), i talla

s
b+ (v), ja que bc € {v,u). La recta ¢+ {u) es diu la perpendicular comuna a
a+ (v) 1 b+ (v); els punts d’interseccié amb aquestes rectes es diuen els peus
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 271

H q

XII1.2 Distancia entre dues varietats lineals

Donades dues varietats lineals Ly, Ly el conjunt de les distancies entre els seus
punts té un minim que denominarem distdncie entre Ly 1 Ly:

d(Ly,L2) = min{d(p,q) | p € L1, g € L2}.

L’existéncia d’aquest minim és conseqliéncia de la continuitat de 'aplicacié distan-
cia i del fet que el conjunt de distdncies estd acotat inferiorment per 0. A més
a més, es pot veure també que sempre existeixen punts a € Ly, b € Ly tals que
d(a,b) = d(L;,L;). Nosaltres no anem a demostrar aqui cap d’aquests fets en
general; ens limitarem a un parell de casos particulars interessants. El tractament
d’aquests casos és, per altra banda, un bon model per a trobar la distancia entre
altres tipus de varietats.

I Distancia d’un punt p a un hiperpla H =a + F
Sigui ¢ la projeccié ortogonal de p sobre H. Aleshores, Vz € H,

d(p,2)* = d(p, 9)* + d(g,2)? > d(p,q)* (per 1.1),

ja que pg - g% = 0. Tenim doncs que d(p, q) és el minim de les distancies del punt
p als punts de H: d(p, H) = d(p, g). Per trobar concretament el valor d’aquesta
distancia considere ibari ireccié de H. Llavors

m un vector unitar u 5)}:!“29}1ﬂ a lg gh;ﬂ;g;;
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(ugugy ===

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCH
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente docun
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico,
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero h



272 M. CASTELLET, I. LLERENA

on z € H és qualsevol 1 u és un vector unitari ortogonal a la direccié de H.
Siagz! + ...+ apz™ + b = 0 és equacié de H en un sistema de referéncia
ortonormal, triem

1
u:;(al,‘..,an),
onr=l(a1,...,an)ll = vVai?+ ...+ a,?. Aixi doncs,
1
pE-u = ;((zl—pl)a1+‘..+(m"—p"‘)an):
1 1 n 1 n
= ;(zal—}—...—{-m ap—pay—...—p an):

-1
= —(G+plait...+p"an),

i, per tant,
!alpl 4+ ...+ app™ + bl

\/(112+...+an2

Observem que el numerador d’aquesta expressid és el valor de l'equacié de H en el
punt p= (p',...,p"). En particular, si p € H, llavors dbviament d(p, H) = 0.

d(p, H) =

II Distancia entre dues rectes que es creuen, en un espai afi euclidia
de dimensié 3

Siguin 7 = a + (w) i s = b+ (v) aquestes dues rectes, p,g els peus de la
perpendicular comuna i p + (u) aquesta perpendicular (§1). Suposem u unitari.
Considerem el pla a + (w,v) i la projeccié ortogonal b’ de b sobre aquest pla: &'

és la interseccié de b + (u) amb a + (w,v). Aleshores b i Ha sén ortogonals i
d(a, ) > d(¥',5) per (1.1). Ara bé, el punt ¢ = b+ gp és de b+ (u) i de p+ (w,v) =
—
a+ (w,v), ja que pé = ;;)7))—}-@ = a)) € (v). Per tant, b’ = ¢ = b+gp, don b'b = gp
1d(b',b) = d(p, q). Aixi doncs, d(p,¢) és la minima distancia entre els punts de r i
s:
d(r,s) = d(p, ¢).

Si pd = ku, d(p,q) = |k| = ¢ - ul De fet, aquest producte escalar no depén dels

-
punts p i ¢ sobre les rectes r 1 s; en efecte, de ap-u =01 gb - u = 0 resulta que

ab-u=(ap+pi+qb)-u=>pd-u

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECN
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂft& it _

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENC
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente doct
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero



ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 273

wAY

Quan el sistema de referéncia {0; e1, ez, e3} és ortonormal, posant u = l—]/\—”,
wAv

obtenim

d(r,s) =

XIII.3 Isometries

Una aplicacié f : Ay — A, entre dos espais afins euclidians es diu una isometria
si Va,b € A

d(f(a), £(8)) = d(a, b).

Les isometries sén sempre injectives, ja que si f(a) = f(b),

0 = d(f(a), f()) = d(a,b)

i, per tant, a = b.
Les aplicacions que conserven l’estructura d’espai afi euclidia haurien d’ésser
. 1 ae s e . , }
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274 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: Suposem que f és una isometria i definim una aplicacié entre els
espais vectorials associats de la seglient manera: Fixat un punt p € A4,

¢ : E1 — Ez
_—
u=pd — ¢(u)=f(p)f(a)
(veure demostracié de X.3.5). Aquesta aplicacié conserva el producte escalar, ja

—_
que, donats u = pa 1 v = pb,

—

— —

d(a,b?=|ab|f* = [|aB + pb|I® = [@B|” + ||pb1* + 2P - pb =
=d(a,p)? +d(p, )% — 2u - v.

Analogament s'obté

d(f(a), F(8))* = d(f(a), F(p))* + A(£(p), £(8))* — 2 f(p)f(a) - F(P)F(D);

d’on

u-v=f(p)f(a)- f(p)F(0) = ¢(u) - $(v).

Per conservar el producte escalar ¢ és lineal (XII.1.1). Finalment,

¢(ab) = ¢(pb — 2) = $(pb) — &(7) = F(P)F(B) — F(p)F(a) = F(@)F(b)

i, per tant, f és una afinitat amb aplicacié lineal associada ¢.
Suposem ara que f és una afinitat i que f conserva el producte escalar. Ales-
hores,

—_——

d(f(a), F(8)) = | F(@)F ()]l = 1F(ad)]| = |ab]] = d(a,b)

i f és una isometria.0

Les isometries tenen, doncs, totes les propietats de les afinitats. En particular,
conserven el paral-lelisme i la rad simple. A més a més, per (3.1) conserven també
la perpendicularitat.

Dos espais afins euclidians A3, A2 es diuen isomorfs si existeix una isometria
bijectiva f : A7 — As. Escriurem llavors A1 = A,. Dos espais afins euclidians
isomorfs sén de la mateixa dimensié (X.1.6). Reciprocament, si dim A; = dim 4, =

n < oo, Ay & A, En efecte, siguin {e1,...,e,} i {u1,...,u,} bases ortonormals
de E, i FE, respectivament. Designem per ¢ : E;, — E; l'isomorfisme d’espais
vectorials que aplica una base en Valtra: ¢{e;) = u;, i =1,...,n. ¢ conserva

el producte escalar i qualsevol afinitat f amb aplicacié lineal associada ¢ és un
isomorfisme d’espais afins euclidians. Hem provat aix{ el segiient resultat:
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 275

XIII.4 Classificacié dels desplacaments

Un desplagament o moviment és una isometria d’un espai afi euclidia en ell mateix.
Dos desplagaments f,g : A — A sén de la matetza classe si existeix un iso-
morfisme d’espais afins euclidians ¢ : A — A que fa commutatiu el diagrama

A o4
¢} le
A L 4

és a dir, si o f = go . Aquesta relacid és clarament d’equivaléncia. Compareu-la
amb la relacié definida a (X.7) per a afinitats. La proposicié segiient correspon a
la proposicié (7.1) d’aquell capftol.

Proposicié 4.1 Dos desplagcaments f,g : A — A son de la mateiza classe si 1
només si ezisteizen sistemes de referéncia ortonormals tals que les equactions de f
en un coinctdetzen amb les equacions de g en Ualtre.

DEMOSTRACIO: Val la mateixa demostracié de (X.7.1), observant simplement que

¢ conserva el producte escalar si i només si transforma bases ortonormals en bases
ortonormals. O

Exemple:

Dues translacions, T, i T}, s6n de la mateixa classe si existeix un isomorfisme
d’espais_afins euclidians ¢ tal que Ya ¢ o T,(a) = T, o ¢(a). Es a dir,
é(a) + ¢(u) = ¢(a) + v. Per tant, #(u) = v. Aixd és possible si i només si
% i v tenen la mateixa norma. Recordem, perd, que com a afinitats i segons
la classificacié establerta a (X.7) T, i T, sén de la mateixa classe sempre que

u£0 v
Les equacions de T, u # 0, en una referéncia {p; H—Z—H, €3,--+,€, }, SON
2=+ Jul
F=x 1=2,...,n.

L’aplicacid lineal associada a un desplagament és una aplicacié ortogonal; el seu
determinant és, doncs, =1. Direm que un deplacament f : A — A & prop: (o
directe) si det f = +1, i que és impropi (o fnvers )si det f = —1.
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276 M. CASTELLET, I. LLERENA

Si f = —I, f és una homotécia de radé —1 i, tal com vam veure a (X.2), té
un unic punt fix. En qualsevol referéncia que tingui aquest punt com a origen,
lequacié de f és

T = -—z.

f es diu llavors una simetria central de centre el punt fix.

XII1.6 Desplagaments del pla euclidia

Sigui f : A — A un desplagament d’un espai aff euclidia A de dimensié 2. Si f és
un desplagament propi, f € SO(2) i en qualsevol base ortonormal {e;, ez} la seva

matriu és del tipus
cosf —siné
sin f cosf |~

Si cos@ # 1, f no té el valor propi 1 i, per tant, f té un unic punt fix ¢ (X.6.1).
Direm, aleshores, que f és un gir o rotacié d’angle 8 i centre g. Les seves equacions
en la referéncia {g; e1,e2} sén

Z=zcosf—ysinb
g=zsind+y cosd.

En el cas particular cos§ = —1, f és una simetria central de cenire gq.
Sicos§ =1, f =I1i f és una translacié de vector diferent de~6 o bé la identitat.
Quan f és un desplacament impropi, f € O(2) amb det f = —1. Existeix,
aleshores, una base ortonormal {e1,e2} en la qual la matriu de f és

(6 )

Si f té un punt fix ¢, les seves equacions en la referéncia {¢; €1, e2} sén

{

i es diu una simetric azial. La recta g + {e;1) és de punts fixos i es diu 'eiz de la
simetria.

Si no existeix cap punt fix, les equacions de f en una referéncia {p; €1, €2}, amb
p € A qualsevol, s6n

T
d

LU\

I=z+c
i
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 277

Aquest desplagament és la composicid d’una simetria azial d’eix ¢ + (e1) i una
translacid paral-lela a eix, de vector cey. Aquesta composicié és commutativa.

Observacié:

Suposem donada una afinitat f : A — A, A espai afl euclidia de dimensid
2, en una referéncia no necessariament ortonormal:

T=Mz+b.

Llavors f és un desplagament si i només si f és ortogonal o equivalentment si
M!GM = G, on G és la matriu del producte escalar en aquesta referéncia. En
cas d’ésser desplagament, f és propi o impropi segons que det M sigui +1 0 —1.
En el primer cas, f és la identitat (M = I, b = 0), o una translacié (M = I,
b#0), o un gir de centre I"inic punt fix i angle § tal que traca M = 2cos§.

Si f és un desplacament impropi, es tracta d’una simetria axial si existeix
una recta de punts fixos. Si no hi ha punts fixos, f = T, 0s, on s és una

simetria axial i T, una translacié parallela a ’eix de s. Aquest eix és I'inica
recta invariant per f i la seva direccid és el subespai E; de vectors propis de
valor propi +1:

Eix = {z € A} zf(z) € E1 }.

—_—
El vector u de la translacié és precisament v = z f(z), per a qualsevol punt z
de Deix.
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278 M. CASTELLET, I. LLERENA

Sigui T = Mz + b un desplacament del pla euclidid expressat en una referéncia
qualsevol. Llavors:

b=0 ... identitat
det M =1 cost  =1(M=1I) b#0 ... translacié
(cosf = $traca M) ) cos§ =-—-1(M=-1I) .... simetria central
|cosf| #1 ... rotacié
A punts fixos ... simetria axial composta amb una
det M = -1 translacié paral-lela a 1'eix
J punts fixos ... simetria axial.

XII1.7 Desplagcaments de ’espai euclidia tridimensional

Sigui f : A — A un desplacament d’un espai afi euclidia A de dimensié 3. Si f és
propi, f € SO(3) i, en una base ortonormal convenient {eg, ez, 3}, la seva matriu

és de la forma
cosf —sinfd 0
sin 8 cos§ 0 ).
0 0 1

Si hi ha un punt fix ¢, hi ha tota una recta de punts fixos: ¢+ {e3). El desplagament
es diu un gir o retacid d’angle 8 i eiz la recta de punts fixos. Les seves equacions
en la referéncia {g; e1,€e2,€3} sén

{

Si cos@ = —1 es diu que f és una simetria azial
Si f no té cap punt fix, escollim de moment un origen p qualsevol. Siguin

{

les equacions de f en la referéncia {p; ey, es,e3}. Sicosd =1, f és una translacié.
Sicos8 # 1, en el sistema de punts fixos

cosf —y siné
sinf + y cos@

xz
T

W) @ 8

=z

z cosf—ysinf+c
zsinf+ycosf+d
z4+n

|

Ny

I:c(cosﬁ—l) ~— ysinfd + c=0
M1 i L

a 1) A
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 279

ella, ¢ = (zo,Y%0,2), obtenim ¢f( ; = (0,0,n). Les equacions de f en la referéncia
{g; €1,€:,€3} sbn, per tant,

Z=uxcosf —ysinf
g=2zsinf +y cosf
zZ=z+n

Aixd és una rotacié d’angle 8 i eiz g+(e;) composta amb una translacié de vector ne,
paral-lel a ’eix. Aquesta composicié és commutativa. Aquest tipus de desplagament
es diu moviment helicoidal. Observem que la resta de desplacaments propis s6n un
cas particular de moviment helicoidal per a cosé =1 1/on = 0.

Si el desplagament f és impropi, existeix una base ortonormal {e,,€;,€5} en la
qual la matriu de f és

cosf —sinf 0
sin @ cosf 0
0 0 ~-1

Considerarem tres casos:

1. cosf = 1 i existeix un punt fix g. Aleshores el pla g+ (€;,€;) és de punts fixos
i f es diu una simetria especular respecte a aquest pla (pla de simetria). En
la referéncia {q; €.,€2,¢€s} les equacions de f sén

2. cosf = 1 i no hi ha cap punt fix. Les equacions de f en una referéncia
{P; euezaes} sén

amb ¢? + d* # 0 perqué no hi hagi punts fixes. El pla z = n/2 és invariant
" i agafant Porigen sobre ell, ¢ = (z,,y0,n/2), tenim qf(q; = (¢,d,0). D’aqui
resulta que les equacions de f en la referéncia {g; €;,€.,€s} s6n
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280 M. CASTELLET, I. LLERENA

3. cosd # 1. Llavors f no té el valor propi 11, per tant, f t¢ un Unic punt fix ¢
(X.6.1). En la referéncia {q; e1,es, 3} les equacions de f sén

=z cosf —y sind
=z sinf+y cosf
—z

N @ 8

f és la composicid d’una simetria especular respecte al pla ¢ + (e1,e2) i una
rotacid d’eix g+ (e3) perpendicular ol pla de simetria. Aquesta composicié és
commutativa. En el cas particular cos# = —1, f es diu una simetria central
de centre g.

Observacid:

Suposem que A és un espai afi euclidia de dimensié 31 f : A — A una
afinitat que en una referéncia no necessariament ortonormal té les equacions

T=Mz4+0

f ésun desplagament si i només si M*GAM = @, on G és la matriu del producte
escalar en aquesta referéncia. Si f és desplacament, és propi o impropi segons
que det M sigui +1 o —1. En el primer cas f pot ésser una translacié (M = I)
o un gir, compost o no amb una translacié. L’angle de gir § compleix

2cosf + 1 = traca M.

Si f és un gir i té punts fixos, l'eix és la recta de punts fixos. Si no hi ha
punts fixos, I’eix és una recta invariant, de direccio el subespai Ey de vectors
propis de valor propi +1:

Eix={z € A|zf(z) € E1}.

—_
El vector de la translacié-és v = z f(z), on = és un punt qualsevol de 'eix.

En el segon cas f és una simetria especular, composta o no amb una
translacié de vector paral-lel al pla de simetria, o amb una rotacié d’eix per-
pendicular a aquest pla.

El pla de simetria és un pla invariant. Per a tot a € A, el punt mig del
segment af(a) és d’aquest pla.

L’angle de la rotacié ve donat per 2cosf — 1 = traga M.

L’eix és una recta invariant amb un punt fix, la direccié de la qual és al
subespai E_; de vectors propis de valor propi —1. Si aquest subespai no té
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 281

Exercici:
Si f és una simetria axial, Va € A el punt mig del segment af(a) és de Peix.

Resum dels tipus de desplagaments de ’espai euclidia
Sigui Z = Mz + b un desplagament de ’espai euclidia tridimensional expressat
en una referéncia qualsevol. Llavors:

cos@ =1(M =1I) ..identitat
d punts fixos { cos§ = —1 ... simetria axial
det M =1 [cosf|#£ 1 ... Totacié
(cosf = L(traca M — 1)) cosf =1 ... translacié
A punts fixosq cos@ #1 ... moviment
helicoidal
cosf§ =1 ... simetria
especular
cosf§ = —1(M = —I)...simetria
central
[cos8]#£ 1 ... simetria
3 punts fixos especular
det M = -1 composta amb
(cos @ = %(traca M + 1)) una rotacié
perpendicular
al pla de
simetria.
A punts fixos ... simetria especular composta,
" amb una translacié paral-lela
al pla de simetria.

XI11I.8 Semblances

Una semblanga és una aplicacié f : A — A d’un espai aff euclidia en ell mateix,
que compleix

d(f(a), f(b)) =r d{a,b)  Va,be 4,
on r és un real fix (r > 0) que es d1u la mo de la semblanga En partlcular, els
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282 M. CASTELLET, I. LLERENA

DEMOSTRACIO: Suposem que f és una semblanca de raé r i fixem un punt p € A
qualsevol. Sigui 2 ’homotécia de centre p iraé r~!.

d(h(a), k(b)) = [R(@R(B)|| = [R(ab)|| = [[r*abll = r~d(a,b)  Va,b

ens diu que h és una semblanca de raé r~* i, per tant, g = h o f és una semblanga

detaé r~'r =1, és a dir, un desplagament. Aixi doncs, f = h™' o g és una afinitat
(producte de dues afinitats) i f = Rt og amb g ortogonal i R~ = rI una homotecia
vectorial. Aixd demostra la primera part.

Observem que g’ = f o h també és un desplacament i f = ¢’ o h™!. En general
g #g,pero g =r'f=g.

Suposem ara que f és una afinitat i f = h o g, amb ~ una homotécia de rad r i
g un desplagament. Per a tot parell a,b,

d(f(a), £(8)) = d(hg(a), hg(b)) = r d(g(a), 9(b)) = d(a,b).

Per tant, f és una semblanga. Un raonament analeg pot fer-sesi f = goh amb ¢
desplacament i h homotécia.[]

Proposicié 8.2 Tota semblanca de rad r # 1 té un punt fiz 1 només un.

DEMOSTRACIO: Sigui f = h o g una descomposicié de la semblanca com a
producte d’una homotécia h de radé r i un desplacament g. Per a tot vector u,

flw) = r§(u),
d’on resulta que els tnics valors propis possibles de fsén +r # 1. Llavors (X.6.1)

assegura que existeix un dnic punt fix. O

El punt fix ¢ d’'una semblanga f de rad r # 1 es diu el centre de la semblanga. Si
en la primera part de la demostracié de (8.1) agafem com a centre de |’homotécia
h el punt g, els desplagaments ¢ = ho f i g’ = f o h deixaran tots dos fix el punt
g. Com que § = §', resulta, doncs,que g =¢' i f=h tog=goh 1.

Observacio6:
Counsiderem una afinitat f : A — A d’equacions
Z=Mz+b

en una base no necessiriament ortonormal. f és una semblanga de rad r
si i només si M = (rI)N, N ortogonal, o, equivalentment, si N'*GN = G,
M = (rI)N, on G és la matriu del producte escalar. Es a dir, si i només si
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Una semblanca f es diu directa si det f > 0, i es diu tnversa si detf <0.
Exercici:

Proveu que les dniques semblances de radé # 1 de la recta aff euclidiana sén
les homotecies.

XII1.9 Semblances de I’espai afi euclidia tridimensional

Sigui f : A — A una semblanga de raé r # 1, dim 4 = 3. Denotem per ¢ el centre
de f. Llavors

f=hog=goh,
on g és un desplagament que deixa fix ¢ i & és I'homotecia de rad r i centre g.

Si f és una semblanca directa, detf =r®det§ > 0, d’on detg > 0ig és un
desplagament propi amb un punt fix q. g és, doncs, una rotacié d’eix que passa per
q.

Si f és una semblanga inversa, detf = r®detg < 0, d’on detg < 01ig és un
desplagament impropi amb un punt fix. g és, doncs, und simetria especular seguida
(0 no) d’una rotacié d’eix perpendicular al pla de simetria i interseccié el punt
g. Podem, perd, obtenir una interpretacid geometrica de f més clara de la forma
segiient. Considerem ’homotécia A’ de centre g i raé —r. Tenim

K =hos,
on s és la simetria central de centre q. Per tant,
f=hog=hososog=~"hog',

on ¢' = sog és un desplagament propi amb un punt ¢ fix. ¢’ és, doncs, una rotacié
d’eix que passa per q i f s’obté component ¢ amb una homotécia de raé negativa
—r. Hem demostrat aixi la segiient proposicié:

Proposicié 9.1 Les semblances de rad r # 1 de Uespas afi euclidia tridimensional
son les rotacions sequides d’una homotécia de centre sobre l’eiz de la rotacid 1 rad
Fr.0

XIII.10 Semblances del pla afi euclidia
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284 M. CASTELLET, 1. LLERENA

Si f és inversa, det f = r2det§ < 0, d’on det § < 01 g és impropi amb ¢(g) = ¢.
g és una simetria axial respecte a un eix que passa per q.

Estudiarem ara les semblances en un model d’espai afi euclidia de dimensié 2
concret: els complexos. Aquest espai afi estd format pel conjunt A = C, 1'espai
vectorial de dimensidé 2 sobre R, E = C, i I’aplicacié

4: CxC — C

(21,22) — ZzZg — 21,

on z; =a;+1b; € C, j=1,2. Com a producte escalar a C considerarem el que
fa que la base {1,7} sigui ortonormal. Es a dir,

(21, 22) = a1ag + byba.

En particular, ||z;]|2 = a2+ 5%

En el conjunt C tenim, a més a més d’aquestes estructures, un producte i una
nocid de conjugat d'un z = a + b € C que escriurem 7 = a — ¢b. En particular,
22 = 2 - 5. |

Una aplicacié f : C — C és una semblanga de rad r > 0 si i nomsés si és una
afinitat i f en la base {1,4} té una matriu de la forma

rb  ra

( ra —rb ) , a4+ 4% = 1, si f és directa,

( :cg _:2 ) ) a®+ b =1, si f és inversa.

Donat z = z+1y € C, les seves coordenades en el sistema de referéncia ortonor-
mal {0; 1,4} sén (z,y). Les equacions de f en el cas directe sén, per tant, del

tipus
z*\ [ ra -—rb z c\ [ rlaz—by)+c
yv* ) T\ rb ra y + d )  \rlbz+ay)+d ]’
Aixi doncs,
2* =z* +iy*=(r{az — by) + ¢) + i(r(bz + ay) + d) =
=r(a+:b)(c+1y) + c+id=
—az 4,

on a = r(a+1b), 8= (c+id). Observi’s que | a |=r.
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i aix0 és, clarament, una semblanga directa de rad |a|.
Si f és inversa, les seves equacions en la referéncia {0; 1,7} sén del tipus

z*\ _ [ ra rb T e\ [ rlaz+by)+e
y* )\ rb —ra y t\ae)™ r(bz —ay)+d /°
Aixi doncs,

z*=gz*+iy =(r(az +by) +¢)+i{r(bz —ay) + d) =
=r(a+b)(z —1y) + (c+id) =
= a2+/8a

ona=r{a+ib), f=c+id, |al=r.
Reciprocament, donada f : C — C per f(z) = 2* = az+ §, «,8 € C, si
posem a = |a|(a+ ), f=c+id, z =z + 1y, z*=z*+iy*, obtenim

z* = |a|az + |a|by + ¢
cy* = |albz — |alay +d,

d’on resulta facilment que f és una semblanca inversa de raé |af.
Observem que en aquestes expressions de les semblances del pla complex estan
inclosos també els desplacaments.

XIII.11 Alguns exemples i aplicacions

En aquest apartat anem a deduir uns quants resultats ben coneguts de la geometria
elemental. El nostre objectiu és posar de manifest que la “geometria lineal” que
hem estat estudiant és la “geometria ordinaria” que ja coneixiem en part, encara
que potser amb un altre llenguatge. Aquests exemples poden servir també de model
per “traduir” altres resultats d’un llenguatge a ’altre.

Triangles

Situem-nos en el pla aff euclidia real.

Un triangle és un conjunt de tres punts linealment independents {a,d,c} que
anomenarem vértezs. Anomenarem angles d'un triangle {a,b,c} els angles

o-aal,  p-tak, 4=dba
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286 M. CASTELLET, I. LLERENA

Aquesta composicié és, per tant, —7I 1
atf+y=mx.
Aix{ doncs,
Proposicié 11.1 La suma dels angles d’un triangle és 7.0

Anomenarem costats d’un triangle a,b,c els segments determinats pels seus
vértexs. Anomenarem longitud d'un costat la distancia entre els vértexs correspo-
nents.

Proposicié 11.2 Un triangle té dos angles iguals si i només si els dos costats
oposats o aguestes angles tenen lo matesza longitud. Direm llavors gue el triangle
és isosceles.

DEMOSTRACIO:  Suposem que {a,b,c} és un triangle amb d(8,4) = d(a,c). De-

signem per f la simetria axial d’eix a + (Zz—g + @é). Llavors

F(ab + at) = ab + a2

a

\ B Y
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d’on f(&’ —ad) = —ab + aé. Aquesta igualtat, juntament amb la de més amunt,
déna
B -, = ~ = —
@)=, f@)=ab, f(b)="r.
Per tant, f transforma l'angle f = babc en l'angle edcb = —<. Llavors, per

(XI1.5.4), B =1.
Suposem ara que 8 = . En una base ortonormal positiva (XII.4.2) tenim

R 4 =
det _a) , _(i =sinf = siny = det : , ﬁ ,
oall  |loe]] et led]

d’on

ba cd e E -
= T T k ra (ba —cd)
(R I T

Es a dir, |ba|| = ||cd] i d(a,b) = d(a,c). O

Punts notables del triangle

Es diuen mitjanes d’un triangle les rectes que passen per un vertex i el punt
mig del costat oposat. Les tres mitjanes d'un triangle passen pel baricentre dels
vertexs (Exercici 1X.4).

Es diuen altures d’un triangle les rectes que passen per un vertex i sén per-
pendiculars a la recta determinada pels altres dos vertexs. En la situacié de la
proposicié (11.2), la mitjana a+ {(ant), on m = b+ Z¢, és precisament l'altura per
a, ja que

- B = (gab + 3at) - (a8 - ab) = () - ||*) =o.

Les medietrius d’un triangle {a,b,c} sén les rectes perpendiculars als costats
que passen per llur punt mig. Siguin m = %a + %b, m' = %a + %c isigui O el punt
d’interseccié de les mediatrius per m i m’. Observem que
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288 M. CASTELLET, I. LLERENA

m

pa—

La bisectriu de Pangle o d’un triangle {a, b, c} és la recta a + (u) tal que Géu =

s

uab.
Exercici:

Demostreu que en el triangle isosceles de (11.2) la mitjana am és també la
bisectriu de a.

Sigui I el punt d’interseccid de les bisectrius de a 1 de . Siguin M, N, R els
peus de les perpendiculars per I a les rectes ab, ac, cb. I és de la bisectriu de 8 =i

i només si d(I, R) = d(I, M). Pel mateix motiu, com que I és de les bisectrius de
ai~,d{I,M)=d(I,N)=d(I,R). Per tant I és la intersecci6 de les bisectrius i
es diu incentre del trianele. L’incentre és centre d’una circumferéncia tangent als

drtagent
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Proposicié 11.3 Dos triangles sén semblants si ¢ només st es complesz una de les
dues condicions equivalents:

1. Les longituds dels costats sén proporcionals.

2. Els tres angles d’un triangle sén iguals als angles de Ualtre o sdn iguals a llurs
oposats.

DEMOSTRACIO: Les homotécies de rad positiva conserven els angles. Llavors (8.1)
1 (XIL5.4) ens dinen que les semblances directes conserven els angles i les inverses
els inverteixen. Per tant, si dos triangles sén semblants, es compleix 2. Per altra
banda, en aplicar una semblanga, les longituds dels costats queden multiplicades
per la rad, i també es compleix 1.
Suposem ara que es compleix 1. Si {a,b,c} i {a',b',c'} sén els triangles, posem
u=ab v=a v—u=bhe
— — —
w=abd v=dc o—u =0V
Per hipotesi, |jul| = & [[u']}, o]l = & ||v']], |lv — vl = k |Jv' — w'[|. Designem per f
Pafinitat que transforma {a,b,c} en {a’,b’',¢'} i per A ’homotécia de rad & i centre
un punt p qualsevol. Sigui ¢ = ho f. Llavors
§u)=ke', gly=k' = gl =lul, (gl =l
9(u) - §(v) = k*u' o' = 5 ((u'||? + J']]? = Jlu’ —o'|f*) =
= Ll + Joll? = fu —o]2) = - v.
§ és, doncs, ortogonal i ¢ un desplacament. Per tant, f és una semblanca i {a, b, ¢}
i{a’,t',c'} sén semblants.
Provem, per tltim, que 2 = 1. Amb les notacions d’abans,

— U v u/ vl
U = +uv’ = det (—, —) = +det (——-———-, —>
el Hioll [l [| fl]
= det(u,v) = £kk' det(v',v'),

[l "~ ]
onk=— k=
llwl [lo']l

u/(; —v) = :{:17(\1/ —v)=>  det(u,u —v) = £k'k" det(v',u’ —v')
& det(u,v) = £k'k" det(v',v"),

. Analogament,

e — ol
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290 M. CASTELLET, I. LLERENA

Proposicié 11.4 Si dos triangles {a,b,c}, {a',b', '} tenen un angle igual llevat del
d(a,b)  d(a,c)
d(a', by ~ d(a',c")’

signe, o = +a', 1 els dos costats que el formen proporcionals,
els dos triangles sén semblants.
DEMOSTRACIO: Sigui f afinitat que aplica {a,b,c} en {/, ¥, c'}. Amb la notacié
de (11.3) tenim |[ul| = kfu'[, |lv]| = ¥{|v'|]. L’aplicacié lineal ¢ = kf és ortogonal,
ja que

Gl = k'l = llull )l = [Iko"l] = v

B(u) - $(v) = k2u' - v’ = k2||u']| o' ]| cos w'v’ = ||u] [[v]| cos @B = u - v.
Per tant, f = k¢ i f és una semblanca.0

Considerem un triangle {a, b, c} i els punts migs dels costats:

m —lb+ic m ——1-a+-1—c m _1 +—1-b
+= 3773 b= 3973 cT34Ta”

L’homoteécia de centre a i rad —% aplica {a,b,c} en {a,m.my}. De mom; =

h(D)h(c) = E(fc)) = %b—c) es dedueix que les rectes m.my i bc sén paralleles.

Analogament, les rectes mym, i msm. sén paral-leles a ab i ca respectivament.

Cc

a m, b
D’aqui resulta que els angles dels triangles {a, b, ¢} 1 {m,,ms, m.} sén iguals i, per
(11.3), els triangles sén semblants. Sigui f la semblanca que passa de I'un a altre.
Aquests dos triangles tenen les mateixes mitjanes i baricentre G, que serd un punt
o ol A P
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Anem a fer servir la construccié anterior per demostrar que les altures d’un
triangle es tallen en un punt: ’ertocenire.

Donat un triangle {a,b,c}, considerem les rectes que passen per un vertex i
sén paral-leles al costat oposat. Els punts d’interseccié d’aquestes rectes formen
un triangle {a',b’,c'}, els punts migs dels costats del qual sén precisament a, b, c.
(En efecte, siguin myr, my,my els punts migs. Llavors les rectes ab i mamy sén
paral-leles perqué totes dues ho sén a a'b/. El mateix passa amb els altres dos
parells. Llavors mgy € ad & my € b < mg € cb' & my € abl. Per tant,
mgy = a, 1 andlogament my = b, My = ¢).

b' - c gt -

Les altures de {a, b,c} sén, doncs, les mediatrius de {a/,?’, ¢’} i, en particular,
es tallen en un punt, com voliem provar.

Un triangle amb els tres costats iguals es diu eguildter. Per (11.2) els seus
angles també sén iguals: o = # =+v. De a + 8+ v = 3a = 7 resulta facilment que
coso = isina= :i:32§ (el signe depen de Vorientacié del pla).

En un triangle equilater les altures, mediatrius, mitjanes i bisectrius coincideixen
i els seus punts d’interseccié també.

El tetraedre )

Situem-nos ara en 'espai afi euclidia real tridimensional.

Un tetrdedre és un conjunt de quatre punts linealment independents. Si la
distancia entre el seus vertexs és constant es diu que el tetraedre és regular. Es

Aisran snmoo Adan totrd 210 cashonniiante do frac olormmantc Q3 1in totraodre Ac
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292 M. CASTELLET, I. LLERENA

Per estar en els dos plans, dG és perpendicular al pla abe. La recta dG passa,
clarament, pel baricentre de {a,b,c,d} i, per tant, aquest és el punt d’interseccié
de les altures del tetraedre.

Observem per tltim que el triangle {d,m,c} és isdsceles. La seva altura és la
perpendicular comi als costats ab i dc i els talla en els punts migs.

X111.12 Nota historica

Segons les idees del “Programa d’Erlangen”, la geometria meétrica és lestudi dels
invariants pel grup de les isometries; és a dir, és una subgeometria de la geometria
aff. Aquest punt de vista que Felix Klein (1849-1925) va introduir el 1872 ha
perdurat i és el que hem adoptat.

En els capitols de Geometria del seu Introductio, Leonhard Euler (1707-1783) es
va ocupar de buscar les corbes invariants per una isometria del pla, i els raonaments
que desenvolupd porten a la conclusié que una tal isometria és una translacié, o
una rotacié, o una translacié seguida per una simetria axial d’eix la direccié de
la translacié. El 1776 demostra que tota semblanca directa del pla té un punt
fix. L’any anterior, en connexié amb els seus treballs de Mecanica, havia intentat
demostrar que un desplagament propi de I’espai tenia una recta fixa, buscant una
demostracié que ’endomorfisme ortogonal associat tenia el valor propi 1, perd no

ho havia aconseguit. Lexell ho demostra un any més tard, perd no és ﬁns els treballs
Ao Mirhsal (harlac {1702.1200) A1 1020 an trobhao Bnolenant 1an ranlot
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terseccié dels plans que passen per un punt i sén perpendiculars a la recta
determinada pels altres dos és una recta perpendicular al pla que conté els
tres punts.

2. En un cub d’aresta 1 calculeu 'angle que formen les diagonals de dues cares
contigles que concorren en un mateix vértex. '

3. Donats tres nombres complexos de modul 1 que sumin 0, demostreu que
formen un triangle equilater.

4. Un nombre complex i les seves arrels quadrades sén vértexs d'un triangle
equilater. Determineu-ne ’area.

5. Es defineix la rad doble de quatre nombres complexos ay,as, a3, as com el
quocient, si existeix,

(a1 a3 aa) cC.

(al azag a4) =
(02 as a4)

Demostreu que (a1 a2 a3a4) € R si i només si els quatre punts estan en una
circumferencia.

6. Siguin (a1, 1), (az,b2),(as,bs) tres punts linealment independents del pla en
una referéncia ortonormal. Demostreu que [’area del triangle que formen és

1 ay b1 1
A= '2- ag 172 1
as bg 1

Enuncieu i demostreu una férmula analoga per al volum d’un tetraedre.

T. Si g és el baricentre d’un triangle de vertexs a, b, ¢, demostreu que els triangles
abg, bcg i cag tenen la mateixa area.

Enuncieu i demostreu un exercici analeg per a un tetraedre.

8. Sigui {p;e1,es,e3} una referéncia ortonormal de Pespai aff euclidia (4, E).
Designem per s la simetria respecte a l'eix p + {(a,b,¢)) i per § el seu endo-
morfisme associat.

a) Demostreu gque, per a tot v € F, 3(v)+ v és un vector propi de valor
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10.

11.

12.

13.

14.

Sigui {p; e1, €2, €3} una referéncia ortonormal de 'espai aff euclidia (4, E), s
la simetria especular respecte €l pla az + by + cz + d = 01 § endomorfisme
associat a s.

a) Demostreu que, per a tot v € E, §(v) —v és ortogonal al pla de simetria.
b) Deduin de 2) la matrin de 3 en funcié de a,b,c.

c) Trobeu les equacions de la simetria especular respecte a ¢ -+2y—3z+2 = 0.

Lloc geométric de les imatges del punt (1,1) per tots els girs de R? d’angle
% i centre sobre la recta z +y = 1.

Donades dues rectes del pla no paral-leles, fem correspondre a cada punt M
el punt mig M* de les projeccions ortogonals de M sobre cada una de les
rectes donades.

a) Estudieu la correspondéncia M — M™.

b) Com han d’ésser les dues rectes donades perqué aquesta correspondencia
sigui una homoteécia ?

Estudieu les semblances i els desplacaments de la familia d’afinitats

g = ($+bz+5y+iz+a
g = Sx+(§+by+ge+ta
Z = fz42y+($+0b)z+a.

Determineu el valor del parametre a perque I'afinitat d’equacions

= az— 20y — 152446
20z + 9y — 12z + 16
15z — 12y + 162 — 60

w| @ 8
il

sigui una semblanca.

Determineu-ne el centre, leix, 'angle i la rad.

Considerem la famiiia d’afinitats de R?

{

a) Determineu els valors dels parametres per als quals aquestes afinitats sén
desplacaments i estudieu-los.

8

= cyt+a
= z+4b

<
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

(ipagy ="

Pot ésser
1 -1 =2
1 2 -1
0 0 1

la matriu d’una semblanga en alguna referéncia ? En cas afirmatiu, estudieu-
la.

a) Demostreu que les simetries axials generen el grup dels desplagaments del
pla. En particular, tot gir g és producte de dues simetries axials, g = 81 0 52,
on 33 (0 s2) té per eix una recta prefixada que passa pel centre de g. Deduiu-
ne un procediment geomeétric per a trobar el centre del gir producte de dos
donats.

b) Enuncieu 1 demostreu un exercici analeg per a 'espai (substituint simetria
axial per simetria especular, recta per pla i centre del gir per eix del gir).

Siguin {ry,r2}, {rs,re}, {rs,re} els parells d’arestes oposades d’un tetraedre
regular. Si s; denota la simetria axial d’eix r;, estudieu la composicid sg 0550
834 083 089 0 383,

Quines condicions ha de complir un quadrilater del pla perqué existeixi una
afinitat que el transformi en un quadrat ? Si n’existeix un en aquestes condi-
cions, hi ha alguna homologia que el transformi en un quadrat ?

Estudieu el grup dels desplacaments de R? que deixen fix cada un dels
seglients conjunts:

i) un triangle equildter;

ii) un quadrat;

ili) dues rectes que es tallen en un punt;

iv) una recta i un punt no contingut en ella.

Estudieu el grup dels desplacaments de R® que deixen fix cada un dels
seglients conjunts:

i) un tetraedre regular;

il) dues rectes que es tallen en un punt;

ill) dues rectes que es creuen;

iv) un quadrat i un punt que no estan en un mateix pla;

v) un triangle equildter i una recta que passa pel seu baricentre.

Sigui @ el conjunt de totes les translacions i totes les homotécies.
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i) THT™1, on T és una translacié donada.

22. Demostreu que una afinitat és una semblanga si i només si conserva 'ortogo-
nalitat 1 si 1 només si conserva els angles.

XIII.14 Exercicis de programar

23. Feu un programa que, donades dues rectes de R® que es creuin, trobi
a) les equacions de la perpendicular comuna (§1, exemple 2); '
b) els peus d’aquesta perpendicular;
¢) la distancia entre les dues rectes (§2, II).

24. Prepareu un programa que, donat un hiperpla H de R™ i un punt p qualsevol,
permeti calcular
a) la projeccié ortogonal de p sobre H (§1, exemple 3);
b) la distancia de p a H (§2, I).

25. Sigui f : R® — R3 donat en la referéncia canonica per f(z) = Mz + b amb
f € O(8). Feu un programa que
a) calculi det M i traga M;
b) decideixi si hi ha punts fixos (exercici X.22);
¢) observant la taula de §7, classifiqui f;
d) calculi els elements de f que existeixin:

e pla de simetria;
e eix de rotacid;
e vector de translacié.
Nota: podeu utilitzar les matrius preparades a ’exercici XII1.14 per provar el
programa.
26. (Programa grafic)
Feu un programa que permeti veure des de qualsevol angle una certa figura
de espai. Podeu seguir el métode segiient:
a) Representeu la figura en una referéncia apropiada i guardeu en una ma-
triu A € M3xn(R) les coordeniades dels seus punts.

b) Trieu la rotacié que hi volgueu fer: 'angle ¢ i eix (X, Y 0 Z). Si R és
la matriu d’aquesta rotacid, calculeu RA.
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ESPAIS AFINS EUCLIDIANS 297

1) Eliminar la primera coordenada de tots els punts.

2) Per tal que el dibuix quedi centrat a la pantalla cal aplicar a cada
punt {(y;, z;) una afinitat

.. Tyt
Z; = rz;+d
on (¢, d) és el centre de la pantalla segons les coordenades de ’ordi-
nador i la rad r s’ha de triar de manera que la figura quedi dins dels
limits d’aquestes coordenades.
e) Dibuixeu els punts (§;, Z;) obtinguts. Si a la figura inicial hi havia un
segment que unia (z;,¥;,2;) amb (z},y;,2;), dibuixeu ara un segment
que uneixi (g3, z;) amb (§;, 2;).

Observacié: aquest mateix programa serveix per a observar l'efecte d'una
afinitat f(z) = Mz + b sobre la figura. Només cal, en el segon pas, posar la
matriu M en lloc de la R.
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