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TEMA 5

APLICACIONES LINEALES Y DIAGONALIZACION
DE MATRICES

1. Aplicaciones lineales

1.1. Definiciéon de aplicacion lineal

Dados dos espacios vectoriales V' y W, definidos ambos sobre el mismo cuerpo de escalares K, y una
aplicaciéon f : V. — W, se dice que f es un homomorfismo o aplicacion lineal si cumple las siguientes

propiedades:
1) Vu,veV f(u+7v)=f(u)+ f(v)
2y VueV,VAe K f(Au)=\f(u)

Las dos condiciones anteriores son equivalentes a la siguiente:
HVYuoveV, Y\ue K f(Au+uv)=X\fu)+uf(v)
Ejemplo 1. Aplicacién f: R?* — R2 tal que f(z,v,2) = 2x —y +4z, -3+ 5y +62).

Ejemplo 2. Aplicacién f : Moys — R3, tal que f ( - dn ) = (a11 + a12,az1 — a1, aze + as).
G21 @22

1.2. Clasificacion de aplicaciones lineales

TT .- -1t 2 1 ___1 r£ T4 L
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1.3. Propiedades de las aplicaciones lineales

Para cualquier aplicacién lineal f: V' — W se verifican las siguientes propiedades:

1) f(0y) = Ow
2) f(=v) = —f(v)

3) Si dos vectores u,v € V son linealmente dependientes, entonces sus imagenes f(u), f(v) € W también
son linealmente dependientes.

4) Si dos vectores u, v € V son linealmente independientes, entonces sus imagenes f(u), f(v) € W pueden
no ser linealmente independientes.

5) Si A es subespacio vectorial de V', el conjunto f(A) = {f(a) e W | @€ A} es un subespacio de W.
6) Si B es subespacio vectorial de W, el conjunto f~1(B) = {a€ V | f(a) € B} es subespacio de V.

7) Si S es un sistema generador del subespacio A < V| entonces f(S) es sistema generador de f(A).

2. Nicleo e imagen de una aplicacion lineal

En las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales hay dos subespacios especialmente importantes: el
ntcleo y la imagen de la aplicacién.

2.1. Ncleo de una aplicacién lineal

El nicleo de una aplicacién lineal f : V' — W, representado tipicamente como Ker(f) o Nuc(f), es el
conjunto de vectores v € V tal que su imagen es el vector nulo del espacio vectorial W. Es decir:

Ker(f) = /' (Ow) = {7e V | f(@) =0e W)

2.2. Imagen de una aplicacion lineal

La imagen de una aplicacién lineal f : V. — W, representada tipicamente como Im(f) o f(V), es el
conjunto de las imagenes correspondientes a los vectores v € V. Es decir:

Im(f) ={weW | 30 €V que verifica f(v) =w}

A la dimensién de la imagen de F, dim(Im(f)), se le denomina rango de la aplicacién lineal, rango(f).
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4) Si el espacio vectorial V' es de dimensién finita, de manera que dim(V) = n, entonces se verifica la

relacién dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V).

5) Si (v1,v2,...,vp) es un sistema generador de V', entonces (f(vl),f(vg),...,f(vp)) es a su vez un
sistema generador de f(V).

3. Caracteristicas especiales de los isomorfismos y automorfismos

Recordamos que se denomina isomorfismo a toda aplicacion f : V. — W entre espacios vectoriales que
sea a la vez lineal y biyectiva. Si f : V' — W es un isomorfismo, se dice que los dos espacios vectoriales
V y W son isomorfos.

Ejemplo 3. El espacio vectorial R™ es isomorfo al espacio vectorial de los polinomios de grado estricta-
mente menor que n.

Los isomorfismos tienen las siguientes propiedades:

1) Una aplicacién lineal f:V — W es un isomorfismo si y s6lo si Im(f) = W y Ker(f) = {0}.
2) Si los espacios vectoriales V' y W tienen dimensién finita, una aplicacién lineal f : V. — W es un

isomorfismo si y sélo si dim(V') = dim(W).

Por otra parte, recordamos igualmente que una aplicacién lineal f : V. — W se dice que es un
automorfismo si V.= W. Es decir, un automorfismo es una aplicacién lineal biyectiva f: V — V.

4. Matriz de una aplicacion lineal

Para especificar una aplicacién lineal f : V. — W se puede determinar una ley de formaciéon que
transforme los elementos ¥ € V' en sus imégenes f(v) € W o, alternativamente, se pueden utilizar las
imégenes en W de una base de V.

Sean V'y W dos espacios vectoriales, y sean By = {U1,V2,...,0, } ¥y By = {W1,Wa, ..., Wy, } unas bases
de V' y W respectivamente. Considérense dos vectores T € V e y € W, cuyas coordenadas respectivas
en funcién de las bases By y By son (1, Z2,...,Ty) € (Y1,Y2, - ., Ym). Se llama matriz de la aplicacién

lineal f: V — W ala matriz A = [a;;] que cumple la siguiente relacion:

Y1 ail a2 -+ QAip Mo
V — AX Y2 _ a1 a2 -+ QA9p €2
Um Aml Am2 - Gmn Tn
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5. Matrices congruentes, equivalentes y semejantes

5.1. Matrices equivalentes

Dos matrices A y B de orden m x n con coeficientes en el cuerpo K se dice que son equivalentes cuando
se pueden encontrar dos matrices P y @ invertibles con coeficientes en el cuerpo K, de orden m y n
respectivamente, que permiten escribir la siguiente igualdad:

B=P-A-Q

La relacién entre matrices asi definidas constituye una relacién de equivalencia.

5.2. Matrices congruentes

Dos matrices cuadradas A y B de orden n con coeficientes en el cuerpo K se dice que son congruentes
cuando se puede encontrar una matriz P invertible con coeficientes en el cuerpo K de orden n que
permite escribir la siguiente igualdad:

B=P-A-Pt

5.3. Matrices semejantes

Dos matrices cuadradas A y B de orden n con coeficientes en el cuerpo K se dice que son semejantes
cuando se puede encontrar una matriz P invertible con coeficientes en el cuerpo K de orden n que
permite escribir la siguiente igualdad:

B=P1l.4.P

A la matriz P se le llama matriz de paso. La anterior igualdad es equivalente a la siguiente, sin mas que
multiplicar por la matriz P a ambos lados de la igualdad:

P-B=A-P

Ejemplo 4. Hallar una matriz B que sea semejante a la matriz A por medio de la matriz P.

1 2 1 1 0 2
A= 0 3 P=12 3 3
3 -2 0 3 -1 0

5.4. Propiedades
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6. Matrices diagonalizables

6.1. Diagonalizacién por semejanza de matrices cuadradas

Diagonalizar por semejanza una matriz A consiste en encontrar una matriz P, denominada matriz de
paso, y una matriz D, conocida como matriz diagonal, tal que:

D=pPl.A.P

La matriz P de paso estd formada por autovectores, mientras que la matriz diagonal D estd compuesta
por autovalores. Las siguientes relaciones son equivalentes a la ya dada.

A=pP.-D-p7! P.-D=A-P

6.2. Autovalores y autovectores

En el ambito del endomorfismo f : V. — V| un vector T € V (siendo T # 0) es un vector propio o
autovector del endomorfismo f si existe algin escalar A, denominado wvalor propio o autovalor, tal que

f(@) =Xz

Expresado en forma matricial, dada una matriz A cuadrada de orden n, se dice que un escalar A del
cuerpo K es un autovalor si existe un vector columna X distinto de cero (el autovector), tal que:

A-X=X-X

El conjunto de los vectores propios asociados al mismo autovalor A constituye por si mismo un subespacio
vectorial del espacio vectorial V', y se calcula a partir del propio dato A.

6.3. Ecuacion caracteristica y polinomio caracteristico
Partiendo de la expresion A - X = A - X, se obtiene la siguiente cadena de igualdades:
AX=XAX = AX-AX=0 = (A-X-1)-X=0

Extendiendo la expresion matricial, se obtiene lo siguiente:

a1l a2 o Qi 10 --- 0 1 0
n v A ag; Gz - Qgp |01 -0 T2 0
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El sistema resultante es homogéneo y por ello compatible. Para que este sistema sea indeterminado y
tenga soluciones distintas de la trivial el determinante de la matriz de coeficientes debera ser igual a 0.

air — A a2 Q1n
ao1 az — A - a2p,
A-X-I|=0 = ] ) ) ] =0
anl An2 ann_)\

Los valores de A que permiten hacer cero el determinante anterior son los autovalores, y para una
matriz de orden n el nimero de autovalores serd precisamente n, aunque ello no significa que todos
los autovalores sean distintos ni que todos sean valores reales, puesto que dependiendo de la matriz A
algunos autovalores pueden ser complejos.

Se llama polinomio caracteristico a la expresién |A — X - I|. Si la matriz A tiene orden n, entonces el
polinomio caracteristico tendra grado n.

Por otra parte, se denomina ecuacién caracteristica a la igualdad |A — X\ - I| = 0.

En resumen, los autovalores son las soluciones de la ecuacién caracteristica o, expresado de manera
equivalente, las raices del polinomio caracteristico. En cuanto a los autovectores, éstos se calculan a
partir de la expresién (A — X -1)- X = O, sin mds que particularizar para el valor A concreto. El
razonamiento completo seria el siguiente:

A es autovalor <= A,xp - Xnx1 = A Xpx1 para algin X, x1 # Opx1 <
— (Anxn - Inxn) - Xnx1 = Onpx1 para algfln Xnx1 # Opx1 =

=0

n><’n|

< (Apsxn — A Inxn) s una matriz singular <= |A,xp—x1

Ejemplo 5. Obtener los autovalores y autovectores de la siguiente matriz:

(1)

Ejemplo 6. Obtener los autovalores y autovectores de la siguiente matriz:

1 -1
1 -1
6.4. Propiedades de los autovalores
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6.5. Obtencién de la matriz diagonal D y de la matriz de paso P

La matriz D es la matriz diagonal formada por los autovalores obtenidos a partir de la ecuacién carac-

teristica.
M O - 0
0 X -+ 0
0 0 - M\

Una forma de comprobar que los autovalores calculados son los correctos consiste en utilizar la siguiente
propiedad: la suma de los autovalores es igual a la traza de la matriz A.

Tr(A) = >\

Otra forma de comprobar que los autovalores calculados son los correctos consiste en utilizar esta otra
propiedad: el producto de autovalores es igual al valor del determinante de la matriz A.

|A] = H)\i

Por su parte, la matriz de paso se genera utilizando como vectores columna un vector libre asociado
a cada autovalor, aunque es importante advertir que no siempre que hayamos obtenido la matriz D
sera posible calcular una matriz P invertible.

6.6. Condiciones necesarias y suficientes de diagonalizacion de una matriz

Cualquiera de las siguientes condiciones implican que la matriz A es diagonalizable:

1) Existe una base de V formada por vectores propios.
2) Para todo i, se cumple que rango(A — \; I) = n — «;, siendo «; la multiplicidad del autovalor A;.

3) La dimensién del subespacio vectorial asociado a cada autovalor es igual a la multiplicidad algebraica
de dicho autovalor.

Ejemplo 7. Diagonalizar la siguiente matriz:

(1 —4 —4\
I —11 —
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7. Problemas

1) Calcular la matriz asociada a la aplicacién lineal f : R? — R3 definida por la propiedad f(x1, z2, 23) =
(1,71 — 22,2 — 961)-

2) Dada la aplicacién lineal f : R®> — R3 definida como f(z1,29,73) = (21,221 + 22,223 — 21), se
pide:

a) Calcular la matriz de la aplicacién lineal.

b) Indicar qué vectores componen el nicleo de la aplicacién lineal.

c¢) Calcular una base de la imagen de la aplicacion lineal.
3) Hallar el nticleo y la imagen de la aplicacién lineal f : R* — R3 tal que
f(1,0,0,0) = (1,-1,2) f£(0,1,0,0) = (2,1,1)
f(0707170) = (4a_175> f(0707071) = (_17_574)

4) Si f:R? — R3 es una aplicacién lineal tal que f(1,0) = (1,2,0) y £(0,1) = (0,3, 1), entonces:

a) Calcular f(1,1)y f(5,7).

b) Determinar si las imagenes de todos los vectores de R? se encuentran en el plano de la ecuacién
2x1 —x2+3x3=0.

5) Hallar unas ecuaciones paramétricas del niicleo de la aplicacién lineal f : R* — R? definida
mediante la propiedad f(z1,z2,x3,24) = (21 + T2 — 3,21 + T3 — T4).

6) Hallar una matriz diagonal D semejante a la matriz A, sabiendo que dicha matriz y su correspon-
diente matriz de paso P son las siguientes:

1 1 1 -1 0 1
P=102 0 A= 0 2 0
1 3 -1 1 4 -1

7) Hallar los autovalores, la matriz diagonal D y la matriz de paso P de la siguiente matriz:

-1 0 -3
A= 3 2 3
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9) Hallar los autovalores y la matriz diagonal D de la siguiente matriz:

1 0 0 O
A 1 -1 0 =3
2 3 2 3
3 -3 0 -1

10) Sea f el endomorfismo de un espacio vectorial real de dimensién 3 cuya matriz respecto de la base
canonica es la siguiente:

2 0 0
A= 5 -3 -3
0 0 -2

a) Obtener el polinomio caracteristico.
b) Calcular los autovalores y autovectores.

c) Diagonalizar, si es posible, la matriz A. En caso contrario, indicar el motivo por el que no se
puede diagonalizar.

11) Sea f el endomorfismo de un espacio vectorial real de dimensién 3 cuya matriz respecto de la base
candnica es

1 0 0
A= 6 3 0
14+3a a 3

Para qué valores a € R es f diagonalizable?

12) Sea f una aplicacién lineal de R* en R* tal que se cumple lo siguiente:

Ker(f) = { (z1,z2,23,24) | 21 + 22 =0, 23 —24 =0}
f(170’ _170) = (07 17 170)

f£(0,1,1,0) = (2,0,0,2)

Determinar la matriz A de f respecto a la base candnica.

8. Preguntas de test
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2) Si f: R? — R? es una aplicacién lineal tal que f(1,1) = (1,4) y f(2,—1) = (—2,3), la imagen
(respecto a la base canénica de R?) del vector (3,—1) es:

[Ja) (1/3,4)
[Ib) (=5/3,10/3)
[Jc) (=5/3,5/3)
[1d) (=8/3,1/3)
[Je) (=7/3,16/3)
[ ]f) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.
. . . . 2 0
3) Si A es una matriz cuadrada de orden 2 que es semejante a la matriz B = ( 0 ) ) , entonces:
[Ja) [A] =
[1Db) [4] =
[Je) [A] =

[ ]d) No se puede calcular el determinante de la matriz A.

4) Sila ecuacién caracteristica de una matriz cuadrada A es (A —3)2 (A +1) = 0 e I es la matriz unidad
del mismo orden que A, se verifica que:

[Ja) [A=I|=]|A-3I]
[]b) |[A+1I|=]A-31I|
[Je) |[A+1I|=]A+31I|
[]d)

Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

-1 3 -3 -1
5 SiA=| -2 3 -2 |y 0 | esun vector propio de A, entonces el valor propio correspondiente

-2 1 0 1
a dicho autovector es:

[ Ja) A=0
[ ]b) A=
[Jec) A=2

AY Ninotnima de lac rognuiogtas antoriaros og corrocta
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7) La matriz A verifica lo siguiente:

T -2 1
A= -2 10 -2
1 -2 7

[ ]a) Tiene 3 autovalores distintos.

[ ]b) Tiene sélo un autovalor, cuya multiplicidad algebraica es 2.

[ Jc) Tiene 2 autovalores distintos, y uno de ellos tiene multiplicidad algebraica 2.
]

d) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

1 a O
8) Respecto a la matriz A=] 0 2 0 |, elegir la opcién correcta:
a 1 1

[ ]a) La matriz A es diagonalizable sélo si a = 0.

[ ]b) La matriz A es diagonalizable sélo si a # 0.

[ ]¢) La matriz A es diagonalizable siempre, independientemente del valor del parametro a.
[ ]d) La matriz A nunca es diagonalizable, independientemente del valor del parametro a.

[ ]e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

9) Sea A = (ai;) una matriz real de tamano 2 x 2 donde a1 + ag2 = —1y a11 aze — a1z a1 = —2. Elegir
la opcién correcta:

[ ]Ja) Con los datos proporcionados no se pueden calcular los autovalores de A.
[ ]b) Sus autovalores son A = -1y \ = 2.
[ ]c) Sus autovalores son A =1y A = —2.
[ ]d) Sus autovalores son A =2y A\ = —3.

[ ]e) Ninguna de las respuestas anteriores es correcta.

10) Si f : R? — R? es una aplicacién lineal tal que f(1,0,0) = (1,1), £(0,1,0) = (1,1) y £(0,0,1) =
(1,0), se verifica:

[]a) El nticleo de la aplicacién lineal es el subespacio {(x1,z2,23) € R? | 21 = —x3, 29 = 0}.

[]b) El nticleo de la aplicacién lineal es el subespacio {(x1, 72, 23) € R® | 1 + 22 + 23 = 0}.

1 N ™ s 1 2
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