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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La integral hasta 1900 - la integral de Riemann

DEFINICION 1.1 Sea f : [a,b] — R acotada y sea P = {a =9 < x1... < x, = b}
una particion del intervalo [a,b]. Sea I; = [xj—1,24], j = 1,2,... y sean tambien s; =
supy, f(x) y i; = Infy, f(z).

Definimos las sumas superior e inferior como

Ly(P)=> ij(xj—zj)

Jj=1

Decimos entonces que f es integrable en el sentido de Riemann s:i existen particio-
nes que permitan aproximar las sumas anteriores de forma arbitraria.

TEOREMA 1.1 Toda funcion f continua definida en un intervalo cerrado es integrable
en el sentido de Riemann. Lo mismo es cierto si f es acotada y tiene solo un numero
finito de discontinuidades.

Sea f : [0,1] — R definida por f(z) = 2. Consideramos la particién P = {z; =
con j =0,1,...n}. Entonces

J

n’

J 1 nn+1)2n+1) posel
U(Py =2 <n> T o '3
j=1
n 2
j—1\"1 nn-1)2n-1) poxl
Ly(P) = Z (n> n 63 — 3
j=1
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n—oo

De esta forma se tiene que Us(P) — L;(P) = % — 0, lo que implica que
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Figura 1.1: Suma inferior para la funcién x2. En este caso n = 10
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Figura 1.2: Suma superior para la funcién z2. En este caso n = 10

Damos a continuaciéon un ejemplo de funcién no integrable Riemann (la funcién de
Dirichlet):

1, »eQnlo,1];
0, x¢QnJo,1].

m—0o0 N—oo

f(z) = lim lim (cos(mm!x))*" = {

Esto es debido a que VP particion se tiene que Us(P) = 1y que L¢(P) = 0. Con lo
n—oo

que no es cierto que Us(P) — L(P) — 0.
Observacién Es facil ver que la funcién

fm(z) = nl;rglo (cos(mm! z))?",

es igual a cero salvo en un nimero finito de puntos. Por tanto es integrable en el sentido
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de Riemann y se tiene / fm(x)dz =0, VYm. En particular

lim [ fm(z)dz =0.

m— 00

Antes de desarrollar su teoria, Lebesgue demostré el siguiente resultado de caracteri-
zacién de funciones que son integrables en el sentido de Riemann:

TEOREMA 1.2 (de Lebesgue) Sea f : [a,b] — R acotada. Las dos afirmaciones
siguientes son equivalentes:

s [ es integrable en el sentido de Riemann

» Bl conjunto de discontinuidades de f, es decir, Dy = {x € [a,b] : fnoescontinuaenx}
verifica la propiedad de que Ve > 0 podemos encontrar un cubrimiento numerable de
Dy por intervalos abiertos {(a;j,b;j}j>1 que cumple

> (b —aj) <e. (1.1)

(o)
=1

(Los conjuntos con esta propiedad se denominan de medida cero).

1.2. La cuerda vibrante (método de Fourier))

Queremos encontrar u(z,t) que verifique

O _ a0

"o T Y 9
» u(0,t) = u(m,t) =0, Vt;

(Ecuacién de Ondas)

v u(x,0) = f(z), Vr; (dato inicial).

Observamos que uy,(z,t) = cos (wnt) sen (nx), n € N, son soluciones simples de la EDP
y, por ser la EDP lineal, cualquier combinacién lineal de éstas,

N
un(x,t) = Zan cos (wnt) sen (nz), con a, € R,C,

n=1

también es solucién. Para que uy(z,t) verificase las condiciones iniciales y de contorno,
se deberia tener

N
Z ap sen (nz) = f(x),
n=1

lo cual no es cierto en general (entre otras cosas porque la parte izquierda es una funcién
analitica). Supongamos que tenemos en su lugar una serie infinita.
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La idea de Fourier es la siguiente: como “toda”funcion w-perddica f se puede escribir

oo
= Z ap sen (nx),
n=1

en la forma

para ciertos “ntmeros”{ay},, entonces

o0
Z an cos (wnt) sen (nx),

n=1
es la solucién a la ecuacién de ondas dada.

Nos preguntamos como serian los a, para que esto fuera posible. Para ello debemos
fijarnos en que
0, n#m

[ sty semtmaye = {77

(0.9}
= E ap sen (nx), se tiene formalmente que

n=1

/wa(x) sen(mz)dr = /O7r ian sen(nz) | sen(mz) dx

= Z / sen(nz) sen(mx) dx = ap, 5

Entonces, si f(x)

con lo que obtenemos una férmula para los a,, (1):

_ % /0 " (@) sen(nz) da.

El problema es que para llegar a este resultado, hemos integrado término a término
una serie infinita, y eso hay que justificarlo. Si la suma fuera finita, no habria problema.

Luego se trata de determinar cuando es cierto que

;i s = i [ fte)as

“suma

a estos valores se les denomina “coeficientes de Fourier”de f y a la expresién > - | a, sen (nx)

de Fourier”de f
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1.3. Diferenciacion y la integral de Lebesgue

Uno de los logros del Célculo diferencial e integral es el denominado T.F.C. (Teorema
Fundamental del Calculo):

TEOREMA 1.3 (T. FUNDAMENTAL DEL CALCULO) Sea f continua y defi-
namos F(x) = / f(y)dy. Entonces F es derivable y ademds F'(x) = f(x), V.
0

Esto nos permite calcular primitivas para la funcién f. En general, si sabemos que G
es una primitiva de f (i.e. G’ = f), entonces

b
/f—G@—G@

Por definicion de limite, lo que el T.F.C. dice es que

Flo) = lim LEENZF@) o 1 / " ) a,

Pero, jpodemos esperar que el limite de la derecha exista, incluso si f no es continua,
y coincida ademads con el valor de f en x?7 La respuesta viene dada por el hecho de que
el limite si coincide con f(x) en casi todo punto, en un sentido que precisaremos mas
adelante.

A las preguntas planteadas en esta introduccion daremos respuesta con teoremas im-
portantes que permiten obtener resultados de gran utilidad en otras areas de las matemati-
cas como la Probabilidad, la resolucién de EDPs o el Anélisis Funcional.

Ademads veremos que cualquier teoria de la medida da lugar de forma natural a una
teoria de la integral. Y es que INTEGRAR es MEDIR ... y RECIPROCAMENTE !!

1.4. La integral segin Lebesgue
“Hay dos formas de contar el dinero en billetes:
1. sumando su valor directamente segin van apareciendo
2. agrupéandolos por denominacién y sumando al final cada uno de estos grupos”

Aqui la funcién f que da el valor de cada billete es escalonada. Para una funcién
arbitraria (de momento positiva)

f:DCR—[0,00),
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Dos formas de contar billetes, segun Lebesgue
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12 forma: 50+50+20+100+50+50+50+20+20+10+10+10+20+20+20+100+50+50+5+5+5+5+5+5+10+10+ .... = 1000€ |

2? forma (agrupando los conjuntos de nivel): 100x2 + 50x11 + 20x8 + 10x6 + 5x6 = 1000 €

dado € > 0 y k € N, definimos los conjuntos de nivel

Epr.={zx€D:ke< f(z) < (k+1)e}.

Obillete

Supongamos que conocemos la “longitud”de cada FEj .. Entonces una aproximacién por
exceso del drea encerrada por f viene dada por

A= (k + 1)elong(E..),
k=1

mientras que por defecto viene dada por

(Ver figura)

o
B. = Z kelong(Ey ).
k=1

La funcién f serd integrable en el sentido de Lebesgue cuando al hacer ¢ — 0T ambas
aproximaciones coincidan. Obsérvese que A. > B, y

Ac — B.=clong({z € D : e < f(x)}),
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Figura 1.3: Esquema de las aproximaciones a la integral de Lebesgue

si al menos uno de los conjuntos es finito. La funcién podria no ser acotada.
Ejemplo: | f : (0,1) — [0, 00), f(z) = %

= El método descrito reduce la cuestién a determinar apropiadamente qué se entiende
por longitud de un conjunto arbitrario.

= Este es el primer gran concepto de la integral de Lebesgue:
Para integrar funciones es necesario “medir” primero conjuntos.

Ejemplo: | El conjunto (ternario) de Cantor (ver figura).

1.5. El conjunto (ternario) de Cantor
= Los intervalos {I, 1}, conn=1,...,00 y k=1,...,2""! son abiertos y disjuntos
» Los intervalos {J,, ;}, conn=1,...,00y k=1,...,2", son cerrados

» En cada paso retiramos 1/3 (el tercio central) de cada intervalo J, j ya construido

Cada Intervalo J), , es “padre”’de dos intervalos de la clase J del paso n + 1

La longitud de cada intervalo I, y J,, i construido en el paso n es igual a 37"

Hay dos formas de calcular la “longitud”? del conjunto de Cantor C.

2a partir de ahora la llamaremos medida, y para un conjunto A escribiremos med(A).
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PRIMEROS PASOS EN LA CONSTRUCCION DEL CONJUNTO DE CANTOR

0 1
. _________________________________________________________________________________________________________________________|
h
0 1 0 1
] ]
by lyy b
0 19 209 13 13 119 8/9 1
| | | |
hy s h hs 9 by
0
| | | | | | | |
13,1 |3,1 Ji,l 13,3 |3,2 J3,4 J3,5 |3,3 J?,ﬁ J3,7 |3,4 j!,g
0
I | [ ] I | [ ] [ ] o E [ ] I |
Jﬂ,l Jn,Z"n
oo 271 oo 2"
Figura 1.4: [0,1] = OUC, donde O = U U Ink, v C= m U I ke
n=1 k=1 n=1k=1

= Por un lado podemos calcular la medida del abierto O que es la unién disjunta de
todos los intervalos abiertos {I,, 1. }:

002n1

med(O ZZlong Ink) :Z _ 1_/3/3 1.

n=1 k=1 n=1

Como O y C son disjuntos, se debe tener
med(O) + med(C) = med([0,1]) =1, luego med(C) = 0.

s Por otro, si llamamos C,, = zn:l JIn i, se tiene C C Cp, Vn, y por tanto

med (C) < med (C Zmed k) 37—>0 sin — oo.

De nuevo se concluye med(C) = 0.
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Algunas propiedades del conjunto ternario de Cantor:

C es un conjunto perfecto, es decir

e es cerrado

e coincide con todos sus puntos de acumulacion (i.e., no tiene puntos aislados)
C es compacto (cerrado y acotado)

C es totalmente desconexo (i.e., dados dos puntos cualesquiera de C el segmento
que los une no estéd en C)

El conjunto de Cantor se puede caracterizar a partir de la descomposicion en base 3
de todo ndmero de [0, 1] como

C:{xG[O,l]:xzzg—Z, con ap = 0,2}.
k>1

C tiene el cardinal del continuo (en realidad todo conjunto perfecto de la recta
real es no numerable). La siguiente aplicacién es biyectiva (!):

b 2b
©:[0,1] =C; siz= Zg%’bk = 0,1, entonces p(x) = 23—:

k>1 k>1

(Paso de base 2 a base 3).

. ademas, como hemos visto, el conjunto ternario de Cantor
tiene medida 0.

Dirichlet conjeturé que todo conjunto cerrado totalmente desconexo deberia tener
medida cero.

Sin embargo, se pueden construir conjuntos de Cantor similares al ternario pero que
NO tengan medida cero:

Conjuntos de Cantor generalizados

El proceso es similar:

Se elige un valor 0 < a < 1/3. En el primer paso se elimina el intervalo abierto
central, I, de longitud a. A los dos intervalos restantes, Ji',.,k = 1,2, se les quita

los intervalos centrales IQOj 0 k= 1,2, de longitud a?. Quedan ahora cuatro intervalos
cerrados J3', k = 1,2,3,4, de los que se eliminan los intervalos centrales I, k =

1,2,...,8, de longitud o y se continua el proceso por induccién.
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= El conjunto de Cantor de orden « viene definido por la expresiéon

oo 271 oo 2"
C*=[0,1]\ 0% donde O%= (] |J I3 (ca =NU Jg,g) :

n=1 k=1 n=1k=1

= Como
oo 271 00 a
_ _ -1 _
med(O%) = Z Z long (I} ;) = ZQ” a = T oa
n=1 k=1 n=1
obtenemos L3
med(C*) =1 @ _-T

1-2a 1-2a
Este valor es estrictamente positivo si a < 1/3, lo cual coincide con la condicién
impuesta.

s Es facil ver también que

2’!’L
med(C*) = lim med(Cy), donde Cg = (] J3.
k=1

n—o0

1.6. Una primera definicién de medida de Lebesgue en R

A la vista de lo anterior, nos aventuramos a hacer la siguiente
DEFINICION 1.2 Dado un conjunto A C R, se define su “medida”de Lebesgue como
med(A) = inf Z long (It), con {I} intervalos, y U Iy DA
E>1 E>1
En particular se tiene

LEMA 1.4 Un conjunto A C R tiene “medida”de Lebesgue cero si y solo si

Ve >0, F{Iy} sucesion de intervalos, con U Iy O A, tal que Z long (I) < e.
E>1 E>1

DEFINICION 1.3 Una determinada propiedad P se dice que se cumple en cast todo
punto (c.t.p.) si el conjunto de puntos donde NO se cumple P tiene medida cero.

Propiedades de la “medida”de Lebesgue en R

1. med(®) = 0.

2. Si A C B entonces med(A) < med(B).
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3. Dada una familia numerable de subconconjuntos, { Ay}, entonces

med [ | Ap | £ med(4p).

k>1 k>1

Ademas,
= La unién numerable de conjuntos de medida cero tiene medida cero.

LEMA 1.5 Si I C R es un intervalo, entonces med(I) = long(I).
(La demostracion utiliza propiedades topoldgicas muy finas ... )

Conjuntos no medibles para la “medida”de Lebesgue
La propiedad 3 anterior no es totalmente satisfactoria. Nos gustaria que si la familia
de conjuntos {Ag}x fuera disjunta, entonces, se tuviera la igualdad:

med H-J A | = Z med(Ag), (numerablemente aditiva).
k>1 k>1

Ademads, para que recoja las propiedades habituales de los movimientos rigidos, de-
berfa cumplirse que la medida no cambiara si realizamos una traslacién (o rotacién). En
particular,

med(z + A) =med(4), VzeR,VACR.

El problema es que, con estas condiciones no todo todo conjunto es medible.

’ Contraejemplo: ‘

En [0, 1] definimos la relacién de equivalencia xRy <= x —y € Q. Sea A* el conjunto
formado por un elemento de cada clase de equivalencia (axioma de eleccién). Entonces A*
“no se puede medir”.

1.7. Medida exterior

DEFINICION 1.4 La funcion sobre conjuntos definida anteriormente se denomina me-
dida exterior para la medida de Lebesgque y se denota por m*; es decir, VA C R,

m*(A) = inf Z long (It), con {Iy} intervalos, y U Iy DA
k>1 k>1

Segin veremos posteriormente, existe una clase de subconjuntos, que denominaremos
medibles, sobre los cuales m* serda numerablemente aditiva.

Lebesgue definié los subconjuntos medibles de [0, 1] de la siguiente forma

DEFINICION 1.5 A C [0,1] es medible si m*(A) +m*(CA) =1. (CA=10,1]\ A)
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» NOTA: como siempre se tiene m*(A) +m*(CA) > 1 (por la propiedad 3), basta con
exigir m*(A) + m*(CA) <1 para que A se medible.

: Probar que, con esta definicién, todo subconjunto de [0, 1] de medida cero
es medible.

1.8. A modo de RESUMEN

Los aspectos fundamentales que hemos resaltado en esta introduccion a la Teoria de
la Integral de Lebesgue son:

s La integraciéon de funciones se puede obtener a partir de un desarrollo apropiado de
una teoria de medir conjuntos.

s Esta teoria proporciona inicialmente una aproximacion a la medida de “cualquier”
conjunto, a través de la medida exterior de Lebesgue,

s Aunque existen conjuntos que no pueden ser medidos, ...si permite analizar con-
juntos “extranos”de medida pequena, como el conjunto de Cantor.

= Kl que no todos los conjuntos sean medibles nos obliga a restringir la teoria de
la medida a clases de conjuntos que sean cerradas por uniones, intersecciones y
complementarios (dlgebras, o-dlgebras).

= La Teoria de Lebesgue permite en condiciones muy generales el intercambio del orden
de funcionales limites (sumas, integrales, Fubini, etc) a través de teoremas intrinsicos

(TCM, Fatou, TCD).

» Existe una Teoria de Diferenciacion que extiende el conocido Teorema Fundamental
del Célculo y que se puede usar no solo sobre funciones sino también sobre medidas
(Teorema de Radon-Nikodym)



Capitulo 2

Teoria de la medida de Lebesgue

En la introduccién nos hemos referido siempre, por cuestiones histéricas, a la me-
dida original de Lebesgue (es decir, a la que asigna a un intervalo de la recta I =
[a, b]; [a, b); (a,b]; (a,b), su longitud |I| =b— a).

Sin embargo, la teoria de Lebesgue se extiende de una forma natural y sencilla a casos
mas generales. Primero consideramos la estructura de la clase de conjuntos que vamos a
medir, (y que eventualmente llamaremos medibles).

DEFINICION 2.1 Dado un conjunto X (en general X = R,R",Z,N,[0,1],...), se dice
que A C P(X) es o-algebra si verifica:

1. X e A
2. A es cerrada por complementacion, esto es A€ A=— A°ec A.

3. A es cerrada por uniones numerables, finitas o no, esto es

Ape A= J A A

n>1

NOTAS:

» (2) y (3) nos dicen que A es cerrada por intersecciones, porque

[

(14 ) = U4

n>1 n>1
s A es cerrada por diferencias, porque

A, Be A, A\B=ANDBc A.

» (1) Se podria sustituir por la afirmacién de que A es no vacia, pues basta que exista
A € A para concluir por las dos notas anteriores que X = AU A° € A

13
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= Si en la definicién, nos limitamos a exigir s6lo que la unién finita de conjuntos esta
en A, entonces se dice que A es una algebra

» A ="P(X) es siempre una o-élgebra.

LEMA 2.1 Si {Ay}aep e€s una coleccion arbitraria de o-dlgebras, entonces ﬂ Ao es

aeD
una o-dlgebra.

Demostracion: Ejercicio

Este Lema nos permite hablar para una familia B C P(X) de la o-dlgebra generada
por B como la interseccién de todas las o-algebras que contienen a B.

Ejemplo: En R se define la o-dlgebra de Borel, Bg como aquella generada por los
intervalos abiertos
{(a,b): a,beR, a<b}.

Ejercicio: Probar que By coincide con la generada por los intervalos cerrados {[a, b] :a,b €
R,a < b}, o por los semiabiertos {[a,b) : a,b € R,a < b}, o {(a,b] : a,b € R,a < b} o por
las semirectas {[a,00) : @ € R} o {(00,b]) : b € R}...

2.1. Funciones medibles Lebesgue
A continuacién pasamos a describir las funciones que vamos a integrar

DEFINICION 2.2 Diremos que f : X — R es A-medible (o medible respecto a la
o-dlgebra A) siVa € R se tiene

1 ((a,00)) ={z € X : f(x) >a} € A
LEMA 2.2 Dada f: X — R, A-medible, la familia

A; = {BCR:fY(B)e A},

es una o-dlgebra en R. En consecuencia, contiene a Bgr (o-dlgebra de Borel) porque
(a,00) € Ay, Va, por definicion.

En particular, la definicién de funciéon medible es equivalente a pedir
» {x: f(z)<b}e A, Wb

» {z: f(z)>a} € A Va.

» {z: f(z) <be A Vb

» {:a< f(z)<b} €A, Va,b.

» La imagen inversa de todo abierto (o cerrado, o Borel) es A-medible.
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Finalmente, damos la definiciéon abstracta de medida:

DEFINICION 2.3 Dada una o-dlgebra A en X. Se dice que pu : A — [0,00] es una
medida sobre A si :

1. p(0) = 0.
2. Para toda familia numerable {A;};>1de A cuyos elementos son disjuntos dos a dos,
se tiene
pl 4| =" uA)).
i>1 i>1
Ejemplos:

1.

2.2,

. En Z sea A = P(Z). Definimos para A C Z, u(A) = Z

En R, sea A = P(R) y fijemos z¢ € R. Definimos para A C R,

- 1,sizg € A
5900(‘4) - { 0, si xg ¢ A,

entonces d,, (Delta de Dirac en x() es una medida.

. En R, sea A = P(R). Definimos

card(A), si card(A) < oo,

00, en caso contrario.

) = {

Entonces, p es una medida.

1

neA 1+ |’I’L|

entonces, p es una medida.

)\TL
- En No = NU{0}, sean A=P(No),A> 0y ju(4) =e > 372,

ncA
para cada A € A. Entonces, u) es una medida. (Medida de probabilidad asociada a

la distribucién de Poisson de indice \).

Espacios de medida

DEFINICION 2.4 Llamaremos espacio de medida a toda terna (X, A, 1) compuesta
por un conjunto X, una o-dlgebra A de P(X), y una medida p definida sobre A. Diremos
que la medida p sobre A es finita si u(X) < oo y que es o-finita si podemos escribir
X =Ups1 Xn, con X, € A,n=1,2,3, ..., y u(X,) < 0.

En los ejemplos anteriores, las medidas de (1) y (4) son finitas, la de (3) es o-finita
pero no finita y la de (2) no es siquiera o-finita.
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Ejercicios:

1. Si f,g : X — R son medibles, probar que las funciones méx(f,g) y min(f,g) son
medibles.

2. Probar que el supremo y el infimo de una familia numerable de funciones medibles,
es medible. Indicacion: {sup,, f,, > a} =J,, {fn > a}; (obsérvese la nueva notacion).

3. Deducir que el limsup, liminf y lim de funciones medibles son todos medibles

4. Si f,g: X — R son medibles, probar que su suma f + g es medible. Indicacion:

(frg>a}=J U > n{g>a—q}).
q€Q

5. 81 f: X — R es A-medible y g : R — R es continua, probar que la composicién

gof es A-medible.

Primer resultado de monotonia para conjuntos

PROPOSICION 2.3 Sea u una medida sobre la o-dlgebra A; se tienen los siguientes
resultados:

1. Si A,B € A, con AC B, entonces u(A) < u(B). Ademds si p(A) < oo, se tiene que
u(B\ A) = u(B) — u(A).

2. 81 A1 C...C A, CAnt1..., An € A, Vn, entonces U Aj | = lim p(A4)).
j=1
3. 81 A1 DDA D A1, An € A, Vn, y n(Ay) < oo, entonces

pl (4] = lim p(4y).
j=1

Jj—00

Un ejemplo de por qué la condicién p(A;) < oo de 3 es necesaria: en el ejemplo 3 de paginas
anteriores, sean A, = {m,m + 1,m +2,...} con m = 1,2,3, ..., entonces [\ °_; Ap, = 0
pero limy, o0 f(Am) = oo (porque de hecho p(A,,) = co, Ym) .

2.3. Integracion de funciones medibles positivas

Durante todo el curso, emplearemos el término “funcién positiva” en el sentido de
“funcién no negativa”.
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DEFINICION 2.5 Dado un conjunto A, se define la funcion caracteristica o indicatriz
de A como:

(z) = 1, size A
XA = 0, six ¢ A.

DEFINICION 2.6 Dado un espacio de medida (X, A, p) (X conjunto, A o-dlgebra,
w medida) se dice que s : X — R es una funcion simple si se puede escribir como
una combinacion lineal finita de funciones caracteristicas de conjuntos de A. Es decir

n
s(x) = ¢ixa, (@), conc; R, Aje A, j=1,2,3,....,n.
j=1

» Por un reordenamiento de las constantes c;, se puede suponer siempre que los A;
son disjuntos.

s Una funcién es simple si y solo si es medible y su rango estd compuesto por un
nimero finito de valores.

DEFINICION 2.7 = Para una funcion simple
s(x) = ¢jxa, (@), (2.1)
j=1

se define su integral como sigue:

n

| st@di =3 ().

j=1
siempre que bien (1(A;) < oo para todo j = 1,2,...n, o bien los c; sean positivos,
en cuyo caso no importa que los A; sean de medida finita o no.
El valor de la integral va a ser el mismo si pasamos de la representacion de s(x) a
otra, s(z) =37, C;-XA;. (z) donde los conjuntos A’ son disjuntos. Se puede deducir
que la definicion de la integral fX sdp no depende de la eleccion de los conjuntos A;
en la representacion de s.

» Para una funcion medible y f(x) > 0, Va se define su integral como sigue:

/X f(z)dp = sup {/X s(z)dp : 0 < s(z) < f(x); s(w)simple} .

e f puede tomar valor 4+oo siempre que el conjunto f~'(c0) sea medible.

o El supremo en esta definicion podria valer +00. Fsto sucede, en particular, si
f toma valor +00 en un conjunto de medida positiva.
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Ejemplos

1. Si o es la medida de Lebesgue en R y f es la funciéon de Dirichlet, entonces f es

simple, f = xqnjo,)) ¥ A fdp=0

2. Si 4y, es la medida “Delta de Dirac en z(”, entonces toda funciéon f : R — R es

medible y si f > 0, se tiene /fégg0 = f(=o)

3. En general, si p es la medida de contar sobre Z, entonces /fdu = Z f(m).

keZ
4. Si p es la medida del ejemplo 3 inicial y definimos f : Z — R, f(m) = 1;1?;', con
2
m # 0y f(0) =0, entonces / fdu = %
Z
Observaciones:

1. Es fécil ver que si u y v son funciones simples, u + v es simple y

/(u+v)du:/ud,u+/vdu.

2. También, si f vy g son medibles y 0 < g < f se tiene /gdu < /fd,u.

2.4. Teorema de la Convergencia Mondtona

n

Ejercicio importante: Si (X, A, u) es un espacio de medida y s = ZCJ'XA]. es una
j=1

funcién simple positiva, entonces la funcién v : A — [0, 00| dada por

V(A)Z/SdMZ/ sxadp,
A X

define una medida sobre A. Escribiremos dv = s du. Diremos que s es la funcion densidad
(o funcién derivada) de v con respecto a p.

TEOREMA 2.4 (de la convergencia monétona) Si{f;}32, es una sucesion mondto-
na creciente de funciones medibles positivas (0 < f1 < ... < fr < fog1 < ... < 400) y sea
f(x) =limy, 00 fu(x). Entonces se tiene

/X<n1i“§ofn(=”3>) du:/}(f(z)duzgggo (/X fn(x)du).

Aqui se permite que tanto las funciones f, como la funcion f tomen el valor +oc.
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Demostracion:

Observemos primero que /f1 < /f2 < /f3 < .. <Z /fn < ..., asi que el limite
de las integrales siempre existe (aunque podria valer +00). Ademads si f, < f, entonces
[ fn < [ f por lo que se tiene

CRE / fdp,
X

n—oo

Veamos la otra desigualdad, para ello seleccionamos una funcién simple arbitraria entre las

7 b

que cumplen 0 < s(z) < f(z). Dado @ € R con 0 < a < 1 (podemos imaginar ” o’ préximo
a 1) definimos para cada n

= {2 € X+ fulz) > as(@)}.
Es facil ver:

1. A, es medible, (porque A, = (f, — as)71([0,00])). (Nétese que la funcién s solo
toma valores finitos)

2. {A,,} es creciente (41 C A2 C ...) y

s Jaex
n=1

Ademds
/An( < — </fn du><a<jlggo/fg du)

Usando el resultado de monotonia para conjuntos con respecto a la medida v = s(z)du

obtenemos )
dy = 1 <= (1 x)d
/Xs(x) p= lim Ans( )dp < — (Jggo/ filx u)

Tomando el supremo sobre las funciones simples s(z), con 0 < s(z) < f(z) queda

from s o)

Como ademds « es arbitrario (y préximo a 1) se deduce

/Xf( du<]1;ngo/ fi(@)dp

Q.E.D.

Notacién y ejercicio: Si (X, A, 1) es un espacio de medida y f es una funcién medible
y positiva se define para cada A € A

/A fp = /X fxadp.
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Probar entonces que v(A) = [, fdu define una medida sobre A. Al igual que antes,
escribiremos dv = fdu (6 dv = dpuy).

Convergencia mondétona para series

Del TCM deducimos un resultado que era uno de los objetivos presentados en la intro-
duccién:

COROLARIO 2.5 Sea {gn(z)}>2, una sucesion de funciones medibles y positivas. En-

tonces:
/X (g:l gn(fv)> dp = g:l (/X gn(fc)dﬂ> :

De forma andloga al TCM, se admite que la serie S ;2% g, (x) tome el valor +0o para
k=1
algunos valores de x). )

Demostracion: N
Definimos paracada N =1,2,3,... Gn(z) = Z gn(x). Por definicién de serie, Y o2 | gn(z) =

limy 00 Gy (). Ademds 0 < G; < G2 < ... < Gy, < ..., por ser las g, positivas.

Si probamos que:
[ ontalin
p

or el TCM

N
(%) : /GN(x)du = Z

n=1

(integral término a término, suma finita), entonces

/Zgn(aj)du:/ lim Gy (z)dy = lim /GN(x)du:
—1 N—oo N—oo

< 3 [oton= 3" [ ot

Q.E.D.

Nos falta probar () que dice que la integral de una suma (finita) es igual a la
suma de las integrales, al menos, para funciones positivas. Por un sencillo proceso de
induccién, es suficiente probarlo para el caso de dos funciones.

Para ello necesitamos el siguiente resultado técnico que nos serd de utilidad en numerosas
ocasiones.

2.5. Lema técnico

LEMA 2.6 Sea f una funcion medible y positiva. Entonces existe una sucesion mondtona
creciente de funciones simples positivas 0 < 51 < s9 < ... < s < spt1 < ... tal que

Jim_ s, (2) = f(z), V.
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Notas:

s Como consecuencia del TCM se deduce de lo anterior:

/X (7}5{30 S”(x)) dp = /X fx)dp = lim (/X sn(x)dﬂ>

s Este resultado sirve ademas para dar otra demostracion de que si f y g son medibles
entonces f + g, g- f, f/g (cuando esté bien definida) son medibles, por ser limites
puntuales de funciones medibles.

Demostracion del lema técnico:

La idea consiste en considerar los conjuntos de nivel de f en franjas de anchura 2% y

hacer n — oo.
Sean € N; para k = 1,2, ...,n2" definimos

k — k
5o (5 4))

F" = 71 ([n, 00)).

Estos conjuntos son medibles (y de medida finita cuando / fdp < oo; ver ejercicio

posterior). Asi que

es una funcién simple y positiva (para cada n).
Para probar la monotonia, observamos que

n _ rn+l n+1
Elc - EQk—l W E2k

k—1 k _ 2k—2 2k —1 2k—1 2k
on ’27 - on+1l 7 9n+l U on+1l 7 gnt1

k—1 < 2k —2 2k —1
n XE/? — 9n+l XE;Lk—l + on+1 XESk

porque

por tanto,

y se sigue que s, < Sp41.

Finalmente, para probar la convergencia a f(x), supongamos que f(z) < oo, por
ejemplo f(z) < m; entonces Vn > m, 0 < f(z) — sy(z) < 5 ("franjas de anchura 5-7),
esto implica que

lim s,(z) = f(x).

n—o0
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Si por el contrario, f(z) = oo, entonces x € (.~ F, que nos da s,(z) > n, Vn y eso
implica que

lim s,(z) = o0
n—oo

Q.E.D.
Ejercicio: Probar que si f es medible, positiva y su integral es finita entonces Va > 0 el

conjunto A = {z € X : f(x) > a} tiene medida finita. ;Que ocurriria si a = 07

Integral de una suma
Estamos ya en condiciones de probar el siguiente resultado que quedaba pendiente.

PROPOSICION 2.7 : Si f,9 > 0 medibles, entonces:

[+ aau= [ gau+ [ gan

Si [ f =006 [g= o0, no hay nada que probar. En caso contrario, por el lema ante-
rior, existen sucesiones de funciones simples 0 < 51 < 59 < ... <8, < $p41 < ... — fy
0<t; <to< . <ty <tpi1 <...—>g.

Demostracion:

Como 0 < (s1+1t1) < (s2+1t2) < ... < (sp+tn) < (Sp1 +tar1) < oo — (f +9),

en particular f + g es medible, y como el resultado que buscamos es cierto para simples,
concluimos

/)((f+g):nlin;o/)((sn+tn):7L1erc>10</Xsn—|—/th):/Xf+/Xg
Q.E

.D.

2.6. Lema de Fatou

LEMA 2.8 ( Fatou) Dada una sucesion de funciones medibles y positivas, { f,}, se tie-

- /X (timinf (fu(2))) dyu < Timinf ( /X fn(ﬂ?)du>-

Demostracion: Es una consecuencia del Teorema de la Convergencia Mondntona.

Sea gp(x) = If{fn, fa+1, fat2, ...} Entonces 0 < g1 < g2 < ... < g < gnt1 < ...
y limy, o0 g = liminfy . fr por definicién de limite inferior. Ademas g, < f, Vn. por

tanto
CM

/X(Hminf(fn(ﬂf))) duz/x i go(z)dp "2 lm | gn(a)dp

n—o0 n—aoo n—oo X

< lim inf ( /X fn(ff)du> .
Q.E.D.
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2.7. Integral de una funciéon medible arbitraria

Si f:X — [~00,00] es medible, entonces se puede escribir f = f* — f~ con fT,
f~ funciones medibles positivas (fT = max(f,0); f~ = —min(f,0)).

DEFINICION 2.8 Se dice que f es integrable si /f+du <00y /f_du < 00 Y escri-

bimos
[ tin= [ £rau- [ ran

NOTA IMPORTANTE: Si f es medible y f = f* — f~ entonces |f| = fT + f~
y se tiene /]f] = /fJr + /f_. Por tanto, f es integrable <= /\f| < 0o. Ademas

YEEI
Propiedades de la integral

1. La clase de las funciones integrables es un espacio vectorial.
Demostracion:
Si f y g son medibles e integrables y «, 8 € R, entonces af + Sg es medible (;por
que?) y ademds
laf + Bgl < lallf]| +[Bllg]-

Luego, /]af + Bg| < 0.

2. La integral es una aplicacién lineal sobre la clase anterior. Es decir, si f y g son
integrables y a € R entonces

Jt+a=afs+s g

J@n=alr
Demostracion:

La primera igualdad es cierta para funciones positivas. Si f y g son arbitrarias,
denotamos f + g = h, luego

f+ —f-+9+ —9-=hy —h_, esdecir, fi4+gy+h-=f+g-+hq

oot fore foom fos o fon

lo que se reescribe como

/f+—/f_+/g+—/g_:/h+—/h_, por tanto, /f+/g:/h.

Se sigue que
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Para obtener la segunda igualdad, basta considerar los casos a > 0, a <0, a =0y
aplicar la definicién de [(af).

Nota: Es facil ver que para cualquier funcién f integrable, solo uno de los conjuntos
{re X : f(x) = —o0} y {x € X: f(z) = +o0} puede tener medida positiva.

Integracién para funciones a valores complejos

DEFINICION 2.9 Si f X — C, podemos escribir f = u+ v, donde u y v son fun-
ciones reales (uw = Re(f), v=1Im(f)).

Decimos que f es medible si u y v lo son, y que es integrable si u y v también lo son.

Escribiremos /fdu = /ud,u—f—i/vdu. (en este caso, no permitiremos que f tome

valores infinitos).

NOTA: Las propiedades de la integral se conservan en este contexto y ademds f es
integrable de nuevo si y solo si |f| también lo es (porque |f| = v/|ul?> + |[v]? ¥ |u], |v] <

VIul? + 1ol < ful + [o]).

2.8. Teorema de la Convergencia Dominada

TEOREMA 2.9 En (X, A, u), espacio de medida, si la sucesion de funciones medibles
{fn(z)}>2, converge puntualmente a una funcion f(x) y ademds |fn(x)| < F(x) Vn, Vz
con F medible, positiva y tal que [y F(x)dp < oo, entonces f(x) es integrable y se tiene

Jin [ 1fu@) = @)l du =0 (2.2)

/X<nh—>nolofn dp = /f dp = lm (/an(x)du>. (2.3)

Demostracién (del TCD):
El que f sea integrable es inmediato porque lim, _,~ fn(z) = f(z) implica |f(z)| <
F(z), Yx también y F es integrable (finita). Veamos también que (1) = (2):

[ o ot | 5o [ 5o

y esto implica (2).

En particular,



Fernando Soria 25

S6lo necesitamos probar (1). Veamos que es una consecuencia del Lema de Fatou:

Sean hy, = 2F(x) — |fo(x) — f(z)|, n =1,2,3,... Entonces h, > 0y liminf,, o hy, =
lim,, 00 Ay, = 2F(z). Por Fatou deducimos:

/XQF(:C)duéh;lrgior.gf/ hndp = lm inf (/X 2F(m)du—/X|fn($)—f($)!du) =

— [ 2P~ timsup [ 1f.(0) = f(@)ld
X n—00
Despejando queda
h’msup/ | frn(x) = f(x)|du <0,
n—oo
y, por tanto, lo anterior debe ser igual a 0. Es decir,
lim / | fo(@) — f(z)|dp = 0.

Q.E.D.

COROLARIO 2.10 : Si{f;}2, son medibles y Z/ | fie()|dpn < oo, entonces la serie

f(x) =>"72, fr(z) converge en c.t.p. y
/ (g fk@:)) i = g ( / fk<x>du> |

Demostracion:

Si F(x Z | fx(x)|, aplicamos el TCM para deducir que / F < ~o y, por tanto,
X

F(z) < oo c.t. p A continuaciéon usamos el TCD sobre las sumas parciales de la serie.

Q.E.D.

2.9. ANEXO I: Sobre las funciones simples y su integral

Algunos libros exigen en la definicién de funcién simple la condiciéon adicional de que
los conjuntos que la definen sean todos de medida finita. Para aclarar este punto y como
motivacion general, vamos a estudiar la siguiente situacién en cierta forma “patolégica’:

» Sea X un conjunto con més de un elemento y elijamos A € P(X), con ) C A C X.

Definimos la o-dlgebra A = {0, A, A°, X} y la medida u : A — [0, oo] por u(0) =0,
p(A%) =1, p(A) = p(X) = oco.
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Sea f = xa. Con la condicién adicional, f no serfa simple porque p(A4) = co. Ademds
la tnica funcién simple s con 0 < s < f serfa s = ¢xg, por lo que [ sdu =0y por
tanto f fdu = Sup{f sdp 0 < s < f} =0.Esto crea el problema de desasociar la
nocion de integral con la de medida.

Lo cierto es que si la medida p fuera o-finita esta situacién no se daria porque si
X1, Xo,...,Xp,... tales que

1. X =U,2, X, (podemos suponer que la unién es disjunta)

2. pu(Xy) < oo,
entonces VA € A con pu(A) = oo se tiene incluso en esta situacién més restrictiva
[ xadp = .

Para probarlo, sean 4, = ANX,, n=1,2,3,...y s, = Z?Zl X4, entonces cada sp,
es simple en el sentido actual (porque p(A;) < 00) y 0 <s1 <59 < .. <5 < ... — x4,
por tanto

n
/XXAdM = nlggo/x Sndp = 1im 4 UlAj = p(A) = <.
j:

Q.E.D.

Atun admitiendo que las medidas o-finitas son las que con maés frecuencia aparecen, no
debemos olvidar el caso, entre otros, de la medida de contar en un espacio no numerable
que claramente no es o-finita. Por ello, y para evitar la patologia descrita, es conveniente
dar la definicién de funcién simple e integral que hemos introducido anteriormente.

Ya hemos visto que toda funcién medible y positiva tiene asociada en principio una
integral. La clase més importante es de todas formas aquella de las funciones cuya integral
es ademds finita.

DEFINICION 2.10 Dado un espacio de medida (X, A, ) se define la clase de funciones
“integrables” como

LY(dp) ={f: X - C: medible y tal que/X | fldp < oo}.

2.10. Notas sobre los conjuntos de medida cero

1. Recordamos que en el espacio de medida (X, A, ), se dice que una propiedad P se
cumple en casi todo punto (c.t.p.) con respecto a la medida p si el conjunto
A = {x:x no cumple P} estd en Ay u(A) =0.
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Por ejemplo, decimos que las funciones medibles f y g coinciden en c.t.p. si p({z :

f(x) # g(x)}) = 0.

Ejercicio: Probar que si f y g son integrables y f = g c.t.p., entonces [ f = [ g;
(por ello, en la clase de funciones integrables se suelen identificar las que coinciden

c.t.p.)

En la definicién de integral, podemos suponer funciones (medibles) con valores en la
recta real ampliada f : X — [—o00, 0] (es decir,que pueden tomar el valor —oco 6
o0), pidiendo por ejemplo f~!((a,o0]) € A.

Ejercicio: Probar que si f es medible e integrable, entonces |f(x)| < oo c.t.p., es
decir, {z : |f(z)| = oo} tiene medida cero.

Ejercicios Probar:

St f € L' (du),

pife @Iz ah < 1 ([ 1f@lan). vaso

(Desigualdad de Chebychev)
Si f € L'(du), entonces | f(z)| < oo c.t.p.

Si f € L'(dp), el conjunto {x : f(x) # 0} es o-finito

Sif>0y /fd,u = 0, entonces f=0 c.t.p.

Si feL'(dy)y / fdu=0,VE € A, entonces f =0 c.t.p.
E

Si f € L'(du) entonces

/ |f(x)|du(z) = /00 wl{z e X : |f(x)] > t})dt.
X 0

Indicacion: Probarlo primero para funciones simples y usar luego el TCM.
Nota: Esta igualdad demuestra a las claras la relacién existente entre integracién
y medida en la teoria de Lebesgue. Asi, la integral de la funcién |f| con respecto
a la medida p coincide con la integral de Riemann (!) sobre (0,00) de la funcién
decreciente

t—=p{ze X |f(x)]>1}),

dada por la medida de los conjuntos de nivel de |f| de altura t¢.
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2.11. La integral de Lebesgue, un esquema

_ (. soria)

Para distintas medidas Se especifican: una o- .
obtenemos distintos tipos algebra 4 de conjuntos (1\ VA, ,U)
de integracién a medir y una medida u

l m

- ; » S(7) = cixa(r), c¢;eRAj €A
Se definen las funciones ,2:‘: 7 ! !
simples

K
m
g
% / sdp = Z('j/A(AJ), ;>0
Y13y X =1

Se definen las funciones medibles

(son limites de
L f @) eAd VacR |

Todas las funciones

medibles y positivas
admiten una integral \ Definimos el espacio de
1 las funciones integrables * > L (dp) = {f medible : /\ [fldp < x} |

-
[fdp = sup sdp:0<s < f,ssimple, %
X X e

/» [fldp= / u({r e X o |f(x)] > t}) ([t|
X 0

2.12. Estructura topolégica del espacio L'(du)

Definimos la relacién (de equivalencia) fRg <= f = g c.t.p. De acuerdo a lo anterior,
si fRg entonces / f = [ g. Por abuso de notacién llamamos L'(du) también al espacio

cociente L'(du)/R. Entonces se tiene:

= El espacio L!(du) es un espacio métrico, con la métrica dada por:
d(7.9)= [ If - gldu, f.9€ L'(aw).
= El espacio L!(du) es un espacio normado, con la norma dada por:
191 = [ 1flda, € ().

» El espacio L!(du) es un espacio de Banach, es decir, toda sucesién de Cauchy de
elementos de L!(du) es convergente a un elemento de L!(du).



Capitulo 3

Espacios de medida

DEFINICION 3.1 Recordamos que un espacio de medida es una terna (X, A, pn),
donde X es un conjunto, A es una o-dlgebra y u una medida. Un espacio de medida
(X, A, 1) se denomina de Probabilidad si se cumple u(X) = 1.

En este Capitulo vamos a dar ejemplos de las medidas més habituales y de sus pro-
piedades, empezando por la medida original de Lebesgue definida en la recta real R. Para
ello utilizaremos argumentos que nos permitiran construir dichas medidas a partir de su
definicién sobre conjuntos simples, como son los intervalos.

Comenzamos estudiando el concepto de un tipo especial de medida, la que se denomina
completa.

3.1. Medidas completas

DEFINICION 3.2 Una medida i sobre una o-dlgebra A se dice que es una medida
completa si A contiene a todos los subconjuntos de conjuntos (de A) con medida cero, es
decir: St A € A con p(A) =0, entonces VE C A, se tiene que E € A; obviamente se tiene
ademds ((E) = 0.

Las medidas que hemos visto hasta ahora son todas completas (Delta de Dirac dy,
medida de contar en R o en Z, etc) porque en todos los casos se tenfa A = P(X). La
medida de Lebesgue, como veremos, también es completa. Hay una forma directa de
completar cualquier medida como vemos en el siguiente teorema.

TEOREMA 3.1 Sea (X, A, u) un espacio de medida, definimos:
» A={ECX:3A,B€Acon ACECB yu(B\A) =0}
» siE€Acon ACECByuB\A) =0, definimos i(E) = p(A).
Entonces:

(i) A es una o-dlgebra (la mds pequeria) que contiene a A

(ii) @ es una medida completa que extiende a

29
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Ejercicio: Probar que también se tiene:

A={AUD: A€ A3Be Atal que u(B)=0y D C B}

Demostracion del teorema:

i) Claramente A C A (porque si A € A, entonces (') ACAC Ay u(A\ A) =0), en
particular X € A.
Ademés si E € A entonces E° € A (porquesi AC EC B,con A,B€ Ay u(B\ A) =0,
se tiene B¢ C E¢ C A®y A°\ B¢ = B\ A, por tanto u(A°\ B¢) =0).

Si E; € A, i=1,2,... entonces |Ji°, E; € A, porque si A; C E; C B;, con A;,B; € A
,u(BZ- \ Az) = 0, se tiene U;A; C U;E; C U;B; y ,U,(UZ'BZ‘ \ UlAZ) < M(Ui(Bi \ Az)) <
B\ 4;) =0

ii) Para probar que i es una medida, veamos primero que estd bien definida:

SSACECByCCECD,con A,B,C;,D € Ay u(B\A) = uD\C) =
tenemos que ver que p(A) = u(C), pero esto es facil porque pu(A) = u(ANC) + u(A\ C)
y W(A\C) < u(D\C) = 0, es decir, pu(A) = p(ANC) y de forma similar, u(C) = u(ANC).

La o-aditividad es similar a lo probado en i).

Sean E; € A, disjuntos, A; C E; C B;, con A;, B; € Ay u(B; \ A;) = 0, se tiene
#(U) s (U] - S utag - Sms
i=1 i=1 i=1

(Osérvese que los A; también son disjuntos).

Por tltimo, 7 es completa porque si A € A es tal que u(4) = 0 y E C A como
existen A, B" € Acon A/ C AC B y u(B'\4") =0y u(A") = 0, entonces u(B') =
(A" + p(B'\ A’) = 0 también. Entonces ) C E C B’ y se deduce que F € A.

q.e.d.

Dos resultados que muestran la importancia de la completitud de una medida:
En el espacio de medida (X, A, p) si u es completa, entonces
1. Si f = gc.t.p.y f es medible entonces g es medible. Dem.:Sea D = {x : f(x) # g(x)}.
Por hipétesis u(D) = 0. Dadoa € R;sean A = {z: f(z) >a}yE={z: g(x) >a}.
Sabemos que A es medible y queremos probar que E también es medible.

Se tiene que E C AUD y A C EU D, y por tanto

=A\D Cc E C AUD = Bs.

Claramente By y By son medibles y By \ By = D, por tanto p(B2\ B1) = u(D) = 0.
Por ser p completa, se tiene que F € A. q.e.d.
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2. Si las f, son medibles Vn y f, — f c.t.p. entonces f es medible
Indicacion: Si g = limsup f,, entonces g es medible y g = f c.t.p.

Si u no fuera completa, los resultados anteriores podrian no ser ciertos, como vemos
en el siguiente ejemplo: Sean X = {1,2,3}, A={0,{1,2},{3}, X} y p: A— [0,00) con

p(® =p({1,2}) =0y u({3}) = u(X) = 1. Definimos f,g: X — R con f(1) = f(2) =
f(3) =3y g(z) = x, entonces

= f es medible
» f=gctp. porque {z: f # g} = {1,2}
= g no es medible, porque g7 1((0,1]) = {1} ¢ A

Ejercicio: Completar la o-dlgebra y la medida anteriores. [*]

3.2. Medidas exteriores

Hay una segunda forma de encontrar medidas completas que también sirve para ex-
tender pre-medidas (es decir funciones o-aditivas sobre algebras) a medidas en el sentido
habitual (Teorema de Caratheodory), para ello introducimos la siguiente

DEFINICION 3.3 Se dice que p* : P(X) — [0, 00] es medida exterior si cumple:
1. p*(0) =o0.

2. SiAcC B, p (A <p*(B).
3. ut (U Ai) <> pt(A).
i=1 i=1

Ejemplo: Sea D C P(X) tal que ), X € D y supongamos que p : D — [0, 00] cumple

p(0) = 0. Entonces p*(A) = inf {Zp(AZ) : AieD y U A; DA
i=1 i=1
es una medida exterior.

Demostracion: 1) y 2) son elementales. Probemos 3). Sean { A, }, C P(X).Si ) 7, p*(A4,) =
00, no hay nada que probar. En caso contrario, Ve Vn, existe {E]'};>1 C D tal que

= n S n > €
AnCUEz‘ Yy E P(Ei)SP(An)+*2n-
i—1 i=1

Entonces,

gAn < (G(E?)) "

n=1 \i=1
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Pt (U An> <Y Y p(EN <D pM(An) + g, Ve
n=1 3

n=1 i=1 n=1
luego
- (U An) <3 ()
n=1 n=1
q.e.d.
Premedidas.

Un caso particular del ejemplo anterior viene dado por la nocién de pre-medida.

DEFINICION 3.4 Dada una dlgebra By C P(X) se dice que pg : By — [0,00] es una
pre-medida si verifica:

1. po(0) =0

o o oo
2. Si B; € By son disjuntos vy U B; € By entonces, pyg (U Bi> = o (Bi)-
i=1 i=1

=1 (=

(o serfa de hecho una medida si supiéramos de antemano que By es o-édlgebra).
La medida exterior asociada es entonces:

o0 o
p*(A) = inf {Z po(Ai): AieBy y [ JAiD A}
i=1

i=1

Conjuntos medibles (para una medida exterior).

DEFINICION 3.5 Dada una medida exterior w* sobre X se dice que A C X es pu*-
medible (o medible con respecto a p*) si

W(E)=p"(ENA)+p (ENA°) VECX.
Notacién: A la clase anterior la denotaremos por A* = {A C X : A es p*-medible }.
Observaciéon: Como se cumple siempre que p*(FE) < p*(EN A) + p*(E N A°), entonces

A es p*-medible <= p*(E) > p*(ENA) + p*(E N A°) para todo E.

Ejercicio: Probar que p*(A) = 0= A es p*-medible. [*]
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3.3. Teorema(s) de Caratheodory

TEOREMA 3.2 (de Caratheodory (I)) Si u* es una medida exterior sobre X y de-
finimos A* como antes. Entonces A* es una o-dlgebra y pu*| 4« (restriccion de p* a A*) es
una medida completa.

TEOREMA 3.3 (de Caratheodory (II)) Sea po una pre-medida sobre By y defina-
mos una medida exterior p* y la clase A* de los p*-medibles como antes. Entonces:

1. A* es una o-dlgebra que contiene a By

2. u= p*lax es una medida completa que extiende a pg
Construccion de medidas: Antes de la demostracién, veamos algunos ejemplos clave:

1-La medida de Lebesgue: Sea el algebra By generada por los intervalos de la forma
(a,b], (a < b : a,b € R). Es decir, By estd formada por las uniones finitas de esos
intervalos y sus complementarios. [*]

Definimos 9((a,b]) = b—a y extendemos la definicién a By de manera obvia. Entonces
se tiene:

= 1" es la medida exterior de Lebesgue

s A* es la o-algebra de los conjuntos medibles de Lebesgue.

» (= p*| 4+ es la medida de Lebesgue (u(I) =Longitud de I, VI Intervalo).

2-Construcciéon de las medidas de Lebesgue-Stieltjes: Con més generalidad, tene-
mos la siguiente afirmacién.

PROPOSICION 3.4 Sea F: R — R una funcion creciente y continua por la derecha.
Definimos pg = pr sobre el dlgebra By, poniendo

pr((a,b]) = F(b) — F(a)

y extendiéndola a uniones finitas de intervalos semiabiertos de tipo (aj,b;]. Entonces pg =
wr es una pre-medida sobre By.

Observacién: La continuidad de F' por la derecha es necesaria que up sea una pre-
medida. Esto se sigue de la férmula (a, b] = U, (a + 1/n, b], luego se tiene que cumplir que
limy, 00 pr((a+ 1/n,0]) = pr((a,bl), lo que se traduce en
lim F(z)= lim F(a+1/n) = F(a).
n—o0

z—a™t

Demostracién de la Proposicion 3.4: Como By consiste de uniones finitas de intervalos
semi-abiertos (aj, b;], hay que demostrar lo siguiente:
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(*) Si (¢, d] es una unién disjunta de intervalos (ag, by|, entonces

/JJF((C? d}) = Z UF(aka bk])
k=1

Es facil ver que para todo N, pup((c,d]) > Zé\f:l wr((ak, bg]), luego pur((c,d]) >

> ey r((ak, bi)).
Para demostrar la desigualdad contraria, utilizamos la compacticidad de intervalos
finitos cerrados. Fijamos un ¢ > 0. Como F' es continua por la derecha, existe un ¢ € (¢, d|

(cercano a c) tal que p((¢,d]) > p((c,d]) —e. Escogemos también puntos by > by, cercanos

a by, de forma que F(by) < F(bg) + 2% 'e. Luego
> nr((ars i) <Y pr((ag, b)) +e.
k=1 k=1

Los intervalos abiertos (ay, by) recubren el intervalo cerrado [¢, d]. Este recubrimiento tiene
un subrecubrimiento finito, lo que nos da

U (any, br;] D UM (ak;, bry) O [6,d] D (&, d].

En esta situacion, es facil demostrar (y es obvio) que

N

Z/’LF((akj7l;k'j]) = MF((év d])

Jj=1

(se puede emplear la induccién en N). Luego

0 N
> wrl(an b)) = (D2 wrl(an b)) = & = (@ d)) = & = (e, d]) - 2=.
j=1 i=1

Esto termina la prueba, porque £ > 0 era arbitrario. q.e.d.

La medida dada por la extensién de Caratheodory se denota por p = dF'. En particular
si F(x) = x estamos en el caso de la medida de Lebesgue que se denota por dzx. [*]

Demostracion del Teorema de Caratheodory (1):
a) A* es o-dlgebra: 0, X € A* y si A € A*, entonces A € A* trivialmente por simetria de
la definicién.
Para la unién, veamos primero que si A, B € A* entonces AU B € A*:
Dado E C X se tiene

EN(AUB)=EN(AnB) U EN(ANB°) U EN(A°NB),
por tanto

pr(EN(AUB))+p* (EN(AUB) ) <pu" (ENANB)+p* (ENANB®)+
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BeA”
) =

+u* (EN AN B) + p* (BN A°N B¢ pH(ENA) + (B0 A% <Y 2 (B).

Por induccién, la unién finita de elementos de A* esta en A* y por tanto A* es una algebra.
Ademds p* es aditiva en A*, pues si A, B € A*, y AN B = (), entonces

AeA
)

p (AU B p ((AUB)NA)+ p* (AU B) N A% = u*(A) + p*(B).

Para probar que A* es o-dlgebra sélo tenemos que ver que si {4;}; C A* son disjuntos,
entonces | J ; Aj € A*. Ademas aprovecharemos para probar que

[e.e] o0
U Aj | = 2 1 (4;)
j=1 j=1
y por tanto que u*| 4+ es una medida sobre A*. Para ello sea
n o0 o0
B.=J4 v B=JB.=]J 4,
j=1 n=1 j=1

tal que B, € A*. Sea E C X arbitrario.

W (ENB,) =p (ENB,NA,) +u (ENB,NAS) =p (ENA,) +p (ENBp_q) =

= (ENA) 4+ p (ENAp 1)+ p (ENB, o) = —Z“ (ENA;j)
Por tanto,
(o] o0
Z;M (EN4;) = lim p*(ENB,) < p(ENB) Z (ENAj)
] :

De esto se deduce la igualdad VE C X

n—o0

oo
lim p*(E N By) =p*(ENB) =Y p*(ENA)
7j=1

si {A4;} C A* son disjuntos. Finalmente

p*(ENB)+ " (ENB°) = lim [u*(ENB,)+ u (EN B9 <

n—o0

< lim [p*(ENBy) + p*(ENBS)| = u'(E) = B € A"

T n—oo

Ademas, tomando F = X se tiene

U4 | =2 w4
j=1 j=1

b) p* es completa: Sea A € A* con p*(A) = 0. Entonces VB C A también se tiene
w*(B) =0y por tanto (por el ejercicio propuesto) B € A*
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q.e.d.

Demostracion del Teorema de Caratheodory (11):

Ya sabemos (por el Teorema (I) anterior) que A* es una o-algebra y que p = p*

A+ €s una

medida completa sobre A*. Nos falta por probar:

a’) By C A*,

b?) u(A) = po(4), VA€ Bo.

Para ello,
a’) Sea AeByy EC X.Dadoe >0, H{B;j} CBytalque UB; D Ey
S po(By) < i (B) + <.
Como
UBind)>EnA y [JBnA)DENA,
se tiene,
WHEN A+t (B0 A < S (B0 A) + 3 po( B 1 A°) =
J J
= o(Bj) < p(E) +e Ve
J
Luego
P(ENA) +p (ENAY) <p*(E) y Aec A"
b’) Si A € By, claramente p1(A) = p*(A) < po(A). Para la otra desigualdad, si { Bj} C By

y UBj D A, entonces poniendo

7j—1
=1

{B;} es una familia disjunta de By con U; B, = U; Bj D A. Como A = J;(4 N Bj),
se tiene o o
po(A) = no (ANBy) <Y o (By) <D po(By).
J J J

Tomando infimos, queda pg(A) < p*(A) = u(A).

Observaciones:

1.

Si (X, A, 1) es un espacio de medida y g no es completa, entonces hay dos formas,
como hemos visto de completarla:

» Por el primer Teorema de este capitulo, se obtiene (X, A, )
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» Por el Teorema de Caratheodory 2, se obtiene (X, A*, u*| 4+), tomando a p* la
medida exterior inducida por p que, al ser medida, también es premedida.

2. La relacién entre ambas formas de completar la medida es la siguiente:
= ACA y pz=1 [*]
» Si u es o-finita, entonces A = A* [*]

3. Si pg es una pre-medida sobre By, y A es la minima o-dlgebra que contiene a By
entonces hay una extensién de gy a una medida sobre A. (Simplemente tomamos
p*|4 porque A C A*). Si po es o-finita, esta extensién es tnica.

4. Sip* es una medida exterior en X, que proviene de una pre-medida pg, y p*(X) < oo,
entonces también se tiene

A= {AC X "(A) + p"(A) = w' (X))

(Recordar aqui la definicién de subconjunto medible de [0, 1] dada por Lebesgue:
A C [0,1] es medible si y solo si m*(A) +m*([0,1] \ A) =1.)
[*]

Ejemplos de medidas de Lebesgue-Stieltjes:

1. F(z) =z; pp((a,b]) =b—a; dF = p*| 4+ = m, medida de Lebesgue.
2. F(z) =€ pr((a,b]) =€’ —e* ; VA€ A* |, dF(A) = [, e"dm(z).

3. En general, si sabemos ademés que F € C}(R) y f = F', VA € A* se tiene

_ / F(x)dm(z) = / F'(z)dm(z) (dF = F'dx),
A A

b
porque pur((a, b)) = F(b) — F(a) = / f (@) dz

iz >
4. Funcién de Heaviside: H(z) = L, = 0,
0,six<0.
1,sia<0<b, ., . .
m((a,b]) = { 0.56<06 a>0. La extension es uj; = 6o (Dirac en 0)
parte entera de z (= sup{k € Z : k < z}); ur((a,b]) = #{k : a < k < b}.

5. Flw) = [zl
= dF(A) = #(ANZ) es la medida de contar en Z como subconjunto de R.

)
1y (A)
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3.4. Medidas de Borel

DEFINICION 3.6 Se dice que 1 es una medida de Borel en R si estd definida sobre
la o-dlgebra de los conjuntos de Borel Bg.

LEMA 3.5 Toda premedida pup definida como antes sobre By se puede extender (de forma
unica) a una medida de Borel.

Esto es inmediato porque Bg es la minima o-algebra que contiene a By y por tanto
By C Br C A*

La extensién viene dada por la restriccion de dF = u}u* a Bg.

Recordatorio : Su extensién a todo A* se denomina la medida de Lebesgue-Stieltjes aso-
ciada, que hemos denotado por dF'.

En general no es cierto que Bgr y A* coincidan. Asi por ejemplo el caso 3 anterior
(delta de Dirac) se tiene A* = P(R) y, como veremos, Br C P(R). De hecho, se tiene

LEMA 3.6 Sim es la medida de Lebesgue y denotamos por L los conjuntos medibles de
Lebesgue, entonces Br C L C P(R) (contenidos estrictos).

Demostracion: La primera parte es una cuestion de cardinales porque card(Bg) = 2X° = ¢
(va que Bgr estd generada por la familia numerable {(a,00) : a € Q}), mientras que
card(L) > ¢ (puesto que el conjunto de Cantor C € L y como m(C) =0y L es completa,
P(C) C L. Por otro lado, card(C) = ¢y por tanto card(L) > card(P(C)) > c).

Para ver que £ C P(R) basta recordar que, por el axioma de eleccién, encontramos
un conjunto no medible de Lebesgue (para ello utilizamos la invarianza por traslacién
m(z+A)=m(A)sizeR, ACR, A€ L, que veremos mas adelante). q.e.d.

El reciproco a la nota es parcialmente cierto como se ve en la siguiente proposicién.

PROPOSICION 3.7 Si 1 es una medida de Borel finita sobre conjuntos acotados, en-
tonces pu proviene de cierta pre-medida pp sobre By.

w((0,x]), six >0,

Para verlo basta definir F'(x) = ¢ 0, six =0,
—u((x,0]), si z < 0.
Claramente F' es creciente, continua por la derecha y p((a,b]) = F(b) — F(a). [*]
Ejemplos:
z,sixz >0
L. p=mpmr), F(z)=41 0,siz=0 =z
—(—z),six <0
Osiz>0
= = - i = — (1)
2. p = dolgw), F() { lsiz<0 decir, F = H — 1, y es que...

L' Ejercicio: ur = ug <= F — G = constante
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No todas las medidas de Borel provienen de una pre-medida pr. Por ejemplo,
si pu es la medida de contar sobre R, su restriccién p[gr) no viene de una pp porque

1) ((a,b]) = oo Va,b.

3.4.1. Observaciones sobre las medidas de Lebesgue-Stieltjes

Sea F' una funcién de distribucién (i.e., creciente y continua por la derecha) y dF la
correspondiente medida de Lebesgue-Stieltjes. Supongamos que existe un conjunto abierto
A en donde F es derivable. Si D = R\ A entonces se tiene para toda funcién f € L(dF)

/Rde_/Af(t)F/(t)dt"‘/Dde.

Si D corresponde a los puntos de discontinuidad de F' (y es por tanto numerable) entonces
se tiene

/Rde:/Af(t)F'(t)dHZ

zeD

/{ RIS JRCLOEE WO

zeD

Este es el caso mas frecuente que hemos visto hasta ahora ... pero no el tnico.

La funcién de Cantor (o escalera del diablo) Se define de la siguiente forma:
» Flz)=0siz <0y F(z)=1siz>1.

s Sea C el conjunto de Cantor ternario. Si z € C entonces podemos escribir z de forma

tnica como Z bk3_k, con by, =0, 2. Para este x definimos
E>1
bk —k bk
Flx) =2 52" =2> 51
E>1 E>1

» Para el resto de puntos en el abierto [0,1] \ C definimos F' de forma constante,
simplemente por interpolacién.

Entonces, F' es una distribuciéon de Probabilidad continua. Ademads es derivable en el

abierto R \ C, con derivada 0. Por lo tanto, si / |fldF < oo,

/Rde:/Cde.

Obsérvese que el conjunto de Cantor, C, NO es numerable, y por tanto no se puede
continuar expandiendo la integral como una suma.
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La funciéon de Cantor también se puede construir por aproximaciones sucesivas de la
manera siguiente: Consideramos el complementario en [0, 1] del conjunto de Cantor O =

00 27171

U U In,k-
0, six <0,
1, six > 1,

» En el primer paso, n =1, fi(z) = 1/2, sizel,

——, interpolacion lineal en el resto .

Por induccién, para n > 2,

. —1, 2i—1
fn—l(l'), SLx € U?:l k=1 Ijvk U(—OO, 0] U[L OO):
« En el paso n, fu(z) = fo—1(cnk), sizelyy, Cn’f es el punto central de I, 1,
k=1,...,2" .
——, interpolacién lineal en el resto .

Figura 3.1: Funcién de Cantor en el paso n = 6

Con la sucesién de funciones, {f,}n, asi construida se tiene que

|fn(x) = fos1(z)] < 2%, Vn, V.

Por lo tanto, la sucesién converge uniformemente a cierta funciéon F(z) = lim,_,o fn(x), V.
Claramente F' es continua (porque las f,, lo son) y no decreciente (porque las f,, también
lo son).
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3.5. Medidas regulares en R

DEFINICION 3.7 Dado (R, A, ;1) espacio de medida se dice que pi es regular (en R)
si verifica:

s BpC A

= Regularidad exterior, esto es:
w(A) =inf{u(U): ACU, U abierto}
» Regularidad interior, esto es:
pu(A) =sup{u(K): K C A, K compacto}

PROPOSICION 3.8 La medida de Lebesgue, m, es regular.

Ejercicio: Probar lo mismo para cualquier medida de Lebesgue-Stieltjes.

Demostracion de la proposicion:
Regularidad exterior:

Sabemos, por la construccién de m, que

e}

m(A) = inf § Y (b — ay)

Jj=1 J

s

(aj,bj] DA, VA e L.
1

Dados € > 0, A € Ay un recubrimiento arbitrario {(a;, b;]}; de A sea

[:’j(aj,H ).

Entonces U es abierto, U D Ay

m(A) i bj — a;)
7j=1

Tomando infimos, queda m(A) < inf{m(U) : U D A, abierto} < m(A) + . Como ¢ es
arbitrario, la primera desigualdad es realmente una igualdad.

Regularidad interior:

Para probar la regularidad interior supongamos primero que A es acotado (por ejemplo
A C [-N,NJ). Sea A’ = [N, N] \ A. Por el apartado anterior, dado £ > 0, 3U abierto
tal que U D A" y m(U) < m(A") + e. Entonces K = [-N, N|\ U es compacto, K C Ay
ademds

m(K) <m(A) = m([-N,N]) —m(4") <m([-N,N]) —m(U) +e <m(K) +¢.
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Tomando supremos queda m(A) = sup{m(K) : K C A compacto}.

Si A no es acotado, aplicamos el resultado a cada conjunto Ay = [N, N| N A y usamos
que m(A) = limy 0o m(An)
q.e.d.

COROLARIO 3.9 : Si A es medible Lebesgue (A € L), existen dos conjuntos de Borel
U,V € Bg tales que U C ACV ym(U) =m(A) = m(V). De hecho se tiene que V es la
interseccion numerable de abiertos y U es una unién numerable de compactos.

Dos resultados sobre la medida e integral de Lebesgue:

TEOREMA 3.10 (Invarianza por traslaciones y dilataciones) Dado E C R, definimos
para xg E R, r >0, o+ E={xo+y: ye E} yr-E={r-y: y € E}. Entonces si
EcL setienexo+Ec A, r-Ec Aym(zo+ E)=m(E), m(r-E)=r-m(E).

Demostracion: Esto se deduce de que m es invariante en la clase By, puesto que si F = (a, b],
xo+ E = (zg + a,xz0 + b y m(zo + E) = b — a = m(E), andlogamente, r - E = (r - a,r - ]

ym(r-E)=r-b—r-a=r-m(F)
q.e.d.

TEOREMA 3.11 Sea f : [a,b] — R acotada e integrable Riemann, entonces f es
medible Lebesgue y por tanto es integrable Lebesgue y ademds

/b f(z)dz = f(z)dm.
a [a,b]

Demostracion: Para cada n € N encontramos una particién P, del intervalo [a, b] tal que
Us(Pp) — L(Py) < % Podemos suponer que Py C P, C ... C P, C Py41 C ... (0 si no,
tomar particiones mas finas).

Si {I}'}j>1 son los intervalos asociados a la particién P, definimos:

sn(x) = Zf}}lf(f) xre(x) 0 Salz) = > sup(f) - xur ().

=1 i>1 1
Entonces {s,} y {Sn} son funciones simples (en el sentido Lebesgue). Ademas
1< << <51 < S f(2) S < Snpr SN S <5 <8

Sean g(x) = limp—oo sn(z) y G(z) = limy—00 Sn(z). Se tiene que g y G son medibles
(porque son limite de funciones simples). Ademés g(z) < f(x) < G(x) y, como

Vn,

S

/(G —g)dm < /(Sn —sp)dm = Ujs(P,) — Ly(P,) <
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concluimos /(G — g)dm = 0. Por tanto G — g = 0 c.t.p. Luego f = g = G c.t.p.
f es medible Lebesgue y

fdm = | Gdm = lim [ Spdm = ’ f(z)dw.
[ yim = [ Gam =t [ s = |
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