1 Espacios normados, métricos y Topologia

Durante todo este curso “espacio vectorial” querra decir “espacio vectorial real”, es decir que el
cuerpo de escalares sera siempre R.

Informalmente la palabra “espacio” quiere decir “conjunto con alguna estructura”’. El vacio @
si que es un conjunto, pero no se le pone ninguna estructura. Por lo tanto, a todos los tipos de
espacio que se definan se les exigira ser no vacios.

1.1 Normas euclideas

Recordemos que un producto escalar en un espacio vectorial V es una funcion de dos variables

() + V¥ xV — R
(v,w) +— (v,w)

cumpliendo las siguientes condiciones:

1. Bilineal: lineal en la variable v cuando se congela el valor de w
y lineal en w cuando se congela el valor de v.

2. Simétrica: (v, w) = (w,v).
3. Definida positiva: (v,v) > 0 para todo v # 0.

En el caso particular V = R", todos los productos escalares vienen dados por la siguiente férmula
(piénsese en z,y como vectores columna):

(z,y) = 2" Ay,

donde A es cualquier matriz n xn simétrica y definida positiva (es decir, con todos los autovalores
estrictamente positivos). El producto escalar estandar en R" corresponde a A = I, es decir
que si z = (x1,...,2,) € y=(y1,...,Yn) entonces:

roy =2y = vy 4+ Toln -
Definicién 1. La longitud euclidea o norma euclidea asociada al producto escalar {-,-) es

la siguiente funcion:
HHV_>R ) HUH - v<U,U>,

donde se toma la raiz cuadrada no negativa.
En particular la norma euclidea estdndar en R™ es ||(x1,...,7,)| = /2?7 + - + 22.

Para todo producto escalar las siguientes propiedades son obvias:
1. |lv]| >0,
2. v =0<=wv=0,
3. Al = [A[flol],

v se les anaden otras dos_no tan obvias:
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La demostracion algebraica de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se basa en el concepto de
matriz de Gram de una sucesién de vectores vi,...,vr, que es simplemente la “tabla de
multiplicar”

G = [<”iv vj) } 1<i,j<k’
obviamente simétrica k x k. Si vy,..., v son linealmente independientes entonces G es definida
positiva y por lo tanto con determinante positivo. En el caso particular de dos vectores v, w:

G = [ (v, v) <”’1”U> ] , detG = (v,0)(w,w) — (v, w)? .

Por lo tanto, si v, w son linealmente independientes entonces ||v||?||w||? — (v,w)? > 0 y en este
caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz es estricta: |(v,w)| < ||v] |Jw||. Es trivial ver que la
desigualdad es una igualdad cuando v, w son linealmente dependientes.

Otra demostracion del caso estricto de la desigualdad de Cauchy-Schwarz es la siguiente. Supuestos
v, w linealmente independientes, les aplicamos el proceso de Gram-Schmidt y obtenemos dos vec-
tores ortonormales vy, vo tales que v = aj v1, w = bwvy + ag vo para ciertos nimeros ai, b, as con
ai,az > 0. Entonces:

[, w)] = alpl , lollllwl = a1y/a3+b* > ab].

Geométricamente, en el plano vectorial generado por v, w hemos tomado unos ejes ortogonales
adaptados al par v, w: el primer eje (el del vector v1) contiene al vector v.

Como corolario de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se obtiene la demostracion algebraica de
la desigualdad triangular:

2
(v+wotw) = (v,0) + (ww) +2(w) < Jol” + wl* +2lv] Jw] = (ol + llwl)”,

pero hay demostraciones mas geométricas. Por ejemplo, empecemos por observar que si vy es
la proyeccion ortogonal de un vector v sobre cualquer subespacio vectorial entonces ||vg|| < ||v]|,
es decir que las proyecciones ortogonales acortan longitudes (o las dejan igual). La desigualdad
triangular es obvia si v +w = 0. Supuesto v + w # 0, sean vy, wq las proyecciones ortogonales
respectivas de v, w sobre la recta vectorial generada por v 4+ w, con lo cual v + w = vy + wy. Es
facil convencerse, con algunos dibujos, de que la longitud euclidea de v + w = vg + wq es igual
a uno de los tres ntimeros siguientes:

[voll + llwoll > [lwoll = llwoll [lwoll = [lvoll

en todo caso un valor menor o igual que ||v|| + |Jw]|.

1.2 Normas en general

Antes de definir el concepto de norma, introducimos una nocién mas basica que tiene mucha

utilidad.

Definiciones 2. Sea V un espacio vectorial de dimension no nula y sea f: V\ {0} = R una
funcion escalar (aue vuede_estar definida o no en el vector nulo)
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Ejemplos. Todo polinomio homogéneo de grado k en n variables define una funcién homogénea
de grado k en R™. La férmula f(z,y) = 1/y/|z| + |y| define una funcién en R?\ {(0,0)} que es
positivamente homogénea de grado —0'5.

Cuando el grado es positivo (entero o fraccionario) extendemos esas funciones al origen poniendo
f(0) = 0. Entonces el grafo de f es el siguiente subconjunto de V x R:

grafo (f) = {(m,f(x)) cxeV}.

Si V = R”, entonces el grafo es un subonjunto de R**+1.

Que f sea positivamente homogénea de grado 1 significa que su grafo es un cono: una unién de
semirrectas en V x R que salen del origen (0,0). Que f sea homogénea de grado 1 significa que
el grafo es un cono simétrico respecto de dicho origen: una unién de rectas pasando por (0,0).

Definiciones 3. Sea V un espacio vectorial de dimension no nula. Una norma enV es cuaquier
funcion
- v — R
vo— v

cumpliendo las siguientes condiciones:
[1]. |0]|=0 y |[jv| > 0 cuando v # 0.
[h]. Positivamente homogénea de grado 1: A > 0= || v|] = A|v].
[2]. Funcion par: || — vl = ||v].
[3]. Desigualdad triangular: ||v+ wl|| < ||v|| + |lw]l.

Un espacio normado es un par (V,||-||) formado por un espacio vectorial V y una norma || - ||
en V.

Lo que esperamos de una norma es que es sirva para medir longitudes de vectores. La propiedad [1]
responde a dos ideas: (1) no queremos longitudes negativas, (2) un buen criterio para saber si
un vector es nulo es mirar si su longitud es nula. Las propiedades [h] y [2] suelen juntarse en la
siguiente férmula:

Aol = [A[lv]l
pero aqui las mantendremos separadas mientras analizamos su significado.

Definiciones 4. Sean (V,|| - ||) un espacio normado y r > 0. La bola abierta de centro el
origen y radio r es el conjunto:

B0,r) = {veV:|u|<n},
y la bola cerrada, del mismo centro y radio, es el conjunto:

B(0,r) = {veV:|v]|<r}.

La bola unidad abierta es B(0,1). La bola unidad cerrada es B(0,1), cuya “cdscara” es
el conjunto {v €V : ||Jv|| =1} de los vectores unitarios para la norma || - |.
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1.3 Las normas p en R"

Definiciones 5. Sea 1 < p < co. La norma p en R" es la funcion || - ||, : R = R definida de
la siguiente manera:

1

P

n
@1zl = Dl
j=1

El exponente conjugado de p es el inico niimero p’ tal que

1 1
-+ = =1. (1)
p 7
Es trivial obtener la férmula p’ = Ll Por la simetria de la ecuacién (1), si g es el conjugado
p—

de p entonces p es el conjungado de q. Eso equivale, a su vez, a que el grafo de la conjugacién

{(p,p')z (n&) : 1<p<oo} :

sea simétrico respecto de la diagonal principal del plano pp’. La ecuacién (1) se transforma
facilmente en (p — 1)(p/ — 1) = 1, luego dicho grafo es el resultado de trasladar la rama de
hipérbola {xy = 1,2 > 0,y > 0} una unidad hacia la derecha y una unidad hacia arriba (y asi se
mantiene simétrico respecto de la diagonal principal). Otra consecuencia es que la conjugacién es
una biyeccién decreciente del intervalo (1, 00) consigo mismo:. Cuando p tiende a 1 su conjugado
tiende a co y cuando p tiende a oo su conjugado tiende a 1. El exponente p = 2 es el tinico que
es conjugado de si mismo.

Teorema 6. Se cumplen las tres desigualdades siguientes:

/

bP

P
Desigualdad de Young: a,b> 0= ab < < +—.
p p

Desigualdad de Hélder: x,y € R" = |z - y| < ||zl |yl -
Desigualdad de Minkowski: ||z +yllp < ||lzllp + [|yllp-

Es fécil ver que la funcién || - ||, cumple las propiedades [1], [h] y [2] de la definicién de norma. La
desigualdad de Minkowski nos dice que también cumple la propiedad [3], luego es efectivamente
una norma en R"”.

La desigualdad de Young con p = 2 nos da va?b? < % + %, es decir la desigualdad aritmético-
geométrica /Ty < L con (z,y) = (a?,b%) nimeros positivos cualesquiera.

La norma || - [|2 es la norma euclidea estdndar en R™ y la desigualdad de Holder con p = 2 es la
desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Introducimos a continuacién unas nociones necesarias para demostrar el teorema 6. Recordemos
que, dados un espacio vectorial V y puntos z,y € V, el segmento rectilineo [z, y] de extremos
x,y admite la siguiente descripcion:

[,y = {Az+(1-Ny:0<A<1}.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion4ontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Que f sea convexa quiere decir que el supergrafo de f:
{(z,t) eVXR : € E,t> f(x)},

es un subconjunto convexo de V x R. Ejemplo: E =R, f(z) = 2.
Que f sea concava quiere decir que el subgrafo de f:

{(z,t) e VxR : z € E, t< f(z)},

es un subconjunto convexo de V x R. Ejemplo: FE = (0,4+00) C R, f(x) = logz.

/

1 1
Demostracion de la desigualdad de Young. Hacemos A = — € [0,1], de donde 1 — X\ = —. Por
p

la concavidad del logaritmo neperiano:

/ il

a? 1 1 ’
log [ £+ 2| > — log(a?) + — log(t”) = loga+logh = log(ab) ,
P p p

y tomando exponenciales sale la desigualdad de Young.

Demostracion de la desigualdad de Hélder. Es obvia cuando x =0 o y = 0. Paraz #0 # y
tomamos las descomposiciones polares, z = ||z|,a e y = ||y||yB con |||, =1 = |||, lo que
convierte la desigualdad de Holder en ||z||, ||yl |- B] < ||z||pllyll,r- Basta, pues, con demostrar

lo siquiente:
lall, =1=Blly = la-B] < 1. (2)

Sia= (a1, ,0m),8=(B1,...,Pn), aplicamos la desigualdad de Young a cada producto |c;5;|
y obtenemos:

n n n n
1 1 / 1 1 /
a8l = [Yai| < YlaBil < 53 lal+ S DI = o1 = 1
Jj=1 j=1 pj:l p j=1 p p

lo que demuestra (2) y, por lo explicado, la desigualdad de Holder en general.

Demostracion rapida de la desigualdad de Minkowski.
Dados x = (z1,...,2,) € y = (y1,...,Yn), definimos los siguientes vectores:

/

2 = (ol lzal) Y =l lval) 2 = (e w7 o+ g
Empezamos con la siguiente estimacién:
n n
lz+ 9l = D |z +ylP < D (ajl + 1y oy +ylP ™" = 2’24y - 2,
j=1 J=1
aplicamos la desigualdad de Hélder:

o zty -z < 2 lp llzlly + 191 2l s

1 non up—1 M

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion@ontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Daremos también una demostracién geométrica de la desigualdad de Minkowski. Con ese fin,

haremos ahora un estudio vélido para cualquier norma || - || en cualquier espacio vectorial V, no
solamente para las normas p en R".
Hermann Minkowski (1864-1909) se planteé como determinar la norma || - || si sélo se conoce la

bola unidad B = B(0,1) como subconjunto de V. Por supuesto [0 = 0, luego lo que hay que
determinar es la norma de los vectores no nulos. Dados v # 0 y A > 0, observamos que:

%gé? para A < |jv]| ¥y %6? para A > ||v]| .

Por lo tanto el siguiente conjunto de ntimeros:

v

{A>O: eE}, (3)
A
es el intervalo [ |[v]|, +o0). La norma ||v|| se determina como el infimo de este intevalo.

Definicién 8. Dado un subconjunto B C V la funcién de Minkowski asociada a él es la
funcion ¢ : V— R definida como sigue. En primer lugar ¢(0) = 0. En sequndo lugar:

v#E0 = {)\>0:§€§} = [p(v), +00) .

Finalmente nos preguntamos cémo tiene que ser la geometria del conjunto B para que su funcién
de Minkowski sea una norma en V. Primero pedimos que verdaderamente sea una funcién, es
decir que para todo v # 0 se determine un valor ¢(v) > 0. Esto requiere que el conjunto (3) sea
un intervalo de la forma [Ag, +00) con A\g > 0. Poniendo a = 1/, es equivalente que el conjunto:

{aveB :a>0},

sea de la forma (0, ap]v para algin ag finito y positivo. Como (0, +o00)v = {av : a > 0} es una
semirrecta que emana del origen en V, y con el origen quitado, tenemos:

Primer requisito: B contiene al 0 e interseca cada semirrecta (0, +-00)v en un segmento
(0, aplv finito y no vacio.

Una vez que el conjunto B cumple el primer requisito, la funcién de Minkowski asociada est
definida en todo V y cumple la condicién [1] de la definicién de norma. Es fécil ver que también
cumple la condicién [h], es decir que de hecho es positivamente homogénea de grado 1. Ahora
la podemos ver como la tinica funcion ¢ que tiene esa homogeneidad y cumple p~1([0,1]) = B.

También es facil ver que, cumplido el primer requisito, la funcién de Minkowski es par (o sea,
cumple la condicién [2] de la definicién de norma) si y sélo si B es simétrico respecto del origen:

Segundo requisito: v € B <= —v € B.
Proposicion 9. Si f : V — R es convera entonces cada conjunto de subnivel:
7 (=o0se]) = {veV: f(v)<c},

es 0 Vacio 0 convexo.
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Demostracion del teorema 10. Ya sabemos que si se cumple el primer requisito entonces la
funcién de Minkowski esta definida en todo V y cumple las propiedades [1] y [h] de la definicién
de norma. También hemos visto que los requisitos primero y segundo implican la propiedad [2].
Habremos terminado si vemos que los requisitos primero y tercero implican la desigualdad tri-
angular (propiedad [3]). Dicha desigualdad es obvia si uno de los vectores x,y es nulo, por lo
que suponemos x # 0 # y. Tomamos las descomposiciones polares:

z=oaa, y=>b8, a=p)>0, b=p(y) >0, ¢la) = @) =1,
y haciendo A = a/(a + b) € [0, 1] escribimos:

aa—i—b
a+b a+b

x—i—yz(a—i—b)( ﬁ) = (a+b)(Aa+(1-N3).

Como es a, 3 € B y estamos suponiendo B convexo, es Aa+ (1 —\)3 € B y para la funcién de
Minkowski ¢ se tiene ¢ (Ao + (1 —X)8) < 1. Luego, como ¢ tiene la propiedad [h]:

ple+y) < (a+b)-1 =a+b = o(@)+eQy),
que es la desigualdad triangular. O

Ahora tenemos interpretaciones geométricas de las cuatro propiedades en la definiciéon de norma.
Dar una funcién cumpliendo [1] y [h] equivale a dar un conjunto B C V que contiene el origen 0
y corta a cada semirrecta (0, +00)v en un segmento (0, a |v finito y no vacio. Cumplido eso, la
propiedad [2] equivale a la simetria de B respecto del origen y la [3] a la convexidad de B.

Demostracion geométrica de la desigualdad de Minkowski. La funcién ¢(v) = ||v||, cumplira la
desigualdad triangular si el conjunto B = ¢~ 1([0, 1]) es convexo. Este conjunto tiene la siguiente
descripcién alternativa:

E = {515:(11717...,%'”) : |$1‘p++|xn|p§1},

. ) : y P _ N |p

y, por la proposicién 9, sera convexo si la funcién = — ||z||p = Zj:l ;[P es convexa.

Fijado 1 < p < oo la funcién f : R — R dada por f(t) = [t|P es convexa. Se sigue que las
n funciones fj(z) = |z;|P, 1 < j < n, son todas convexas. Como la suma de funciones convexas
es convexa, y 7 [z;[” es funcién convexa de x = (z1,...,%,) y hemos terminado. O

Si en la férmula que define las normas p en R tomamos el valor extremo p = 1, resulta una
funcién bien definida para todo = € R™:

[@e, o an)ll = Jeal 4 + |zl
y es obvio que se trata de una norma.

Mostramos a continuacién dibujos de la bola unidad {v € R? : |jv||, < 1}, para los valores (de
izquierda a derecha) p=1,p=13,p=2y p=2'T:
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A continuacién mostramos esas mismas bolas superpuestas, y en linea de trazos la “forma limite”
a la que tienden cuando p — oo:

Vemos que la bola aumenta en todas las direcciones a medida que p aumenta, excepto en las
direcciones de los ejes coordenados en las que permanece igual. Esto se debe a una disminucién
mondétona del valor de la norma:

Proposicion 11. Fijado un vector vg € R™ que no esté en los ejes coordenados, el numero
llvollp es funcion estrictamente decreciente de p. Si por el contrario vy estd en uno de los ejes
coordenados, entonces ese numero no depende de p.

En ambos casos p — ||vo||, es una funcién monétona y tiene un limite finito (y no negativo)
cuando p — oco. Es facil demostrar que:

Tim (1)l = max(feal, o)
y el resultado define una norma en R™, que denotamos || - ||« y de manera natural llamamos
“norma infinito” en R™:

Il = ma il
La bola unidad de || - ||« es el producto cartesiano [—1, 1]". Cuando n = 2 es el cuadrado limite

que hemos mostrado mas arriba.

Advertencia. La “cdscara” {v : ||v|| = 1}, que separa la bola unidad del espacio circundante,
puede contener segmentos rectilineos (ocurre, por ejemplo, con || - ||1 y con || - ||~). Repasando
la demostracién del teorema 10, vemos que si el segmento [« 5] estd todo él contenido en dicha
cascara entonces ||z + y|| = ||z|| + [|y||, es decir que en este caso la desigualdad triangular no
es estricta sino que es una igualdad para la pareja x,y, incluso si es una pareja linealmente
independiente y el tridngulo de lados z, ¥, x + y es no degenerado.

Para las normas p con 1 < p < oo, y tridngulos no degenerados, la desigualdad triangular es
estricta.

Definicion 12. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n. Un elipsoide centrado en
el origen es el conjunto imagen en V de la bola estindar {x € R™ : x -z = 1} por cualquier
biyeccion lineal R™ — V.

Definicion equivalente: es la bola unidad de alguna norma euclidea en V.

Los dibujos que hemos mostrado en el plano pueden entenderse como las intersecciones con el
plano z1xo de las bolas unidad de la norma p en R™. Es ficil demostrar que sélo para p = 2 es
una elipse en el plano z1x2, luego sélo la bola unidad de || - ||2 es un elipsoide en R™.
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1/p
Cuando 0 < p < 1 la férmula ¢p(z1,...,2,) = [Z?zl \:Uj|p] todavia tiene sentido y la

funcién ¢p(z) asi definida tiene las propiedades [1], [h] y [2] de la definicién de norma, pero

2
no cumple la desigualdad triangular. Por ejemplo ¢y /s(z) = {22:1 ]:qu y el conjunto

{(z1,22) : @1/2(z1,2) < 1} tiene la siguiente forma no convexa:

1.4 Distancias y continuidad

Sea (V.|| -]|) un espacio normado. Dados dos puntos z, y, el vector y — x puede entenderse como
la flecha que sale de  y termina en y; andlogamente x — y. Es natural utilizar la longitud de
este vector como medida de lo apartados que estin x,y. Por lo tanto, definimos la distancia
de = a y (respecto de la norma || - ||) como d(z,y) = ||z — y||. Tiene las siguientes propiedades,
que derivan respectivamente de las propiedades [1], [2] y [3] de la norma:

1. d(z,y) >0 y d(z,y) =0<=x =y.
2. d(z,y) = d(y, z).
3. d(z,z) < d(z,y) +d(y, z).

Definiciones 13. Sea X un conjunto no vacio. Una distancia en X es cualquier funcion

d : XxX — R
(z,y) +—— d(x,y)

que cumpla las condiciones 1., 2. y 3., arriba indicadas, para cualesquiera z,y,z € X.
Un espacio métrico es un par (X,d) formado por un conjunto X y una distancia d en X .

La propiedad 1. significa que no queremos distancias negativas y que un buen criterio de igual-
dad para dos puntos es ver si estdn a distancia nula. La propiedad 2. se llama simetria. La
propiedad 3. se llama, por razones obvias, desitgualdad triangular.

Importante. Escritas asi, las condiciones 1., 2. y 3. tienen sentido en cualquier conjunto X, sin
necesidad de que tenga estructura de espacio vectorial o de cualquier otro tipo. En consecuencia,
hay muchos mas espacios métricos que espacios normados. Incluso en el caso de que X es un
espacio vectorial, pueden darse en él muchas distancias que no vengan de ninguna norma.

Como primer ejemplo, todo espacio normado tiene la distancia particular d(z,y) = ||z — y||.

Segundo ejemplo. Si (X, d) es un espacio métricoy E C X es un subconjunto no vacio cualquiera,

RS
oantanecoc la ractricridn
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Definiciones 14. Sea (X,d) un espacio métrico. La bola abierta con centro zp € X vy
radio r > 0 es el conjunto

B(zo,r) = {z € X : d(z,z0) <r}.

La bola cerrada con centro xo y radio r > 0 (aqui permitimos el valor r = 0) es el conjunto

B(zg,r) = {z € X : d(z,x0) <r}.

Un subconjunto EE C X es acotado si estd contenido en alguna bola, es decir si existen rg € X
y >0 tales que E C B(xg,T).

Sean (X,dx),(Y,dy) espacios métricos y f : X — Y una aplicacién. Introducimos ahora el
importante concepto de continuidad.

Definiciones 15. Decimos que f es continua en xg € X si para todo € > 0 existe un 6 > 0
tal que

f(B(zo,6)) € B(f(zo),€) .

FEs decir, para toda bola B’ centrada en f(xo) hay una bola B, centrada en xg, que es enviada
por [ dentro de B'.
Decimos que f es continua si es continua en todo punto de X

Observacion. Si reemplazamos la inclusion conjuntista en la definicién 15 por una de éstas:

f(B(0,6)) € B(f(%0),¢), f(B(z0,6)) € B(f(0),e) o f(B(z0,8)) € B(f(z0),¢),

resulta una definicién equivalente. Por una parte, tomando cualquier §' < §, tenemos:
f(B(zo,6)) C f(B(zo,6)) € B(f(zo),e) S B(f(wo).¢) .
Por otra parte, si £<¢e y 0 es tal que f(E(a:o, 5)) C E(f(xo),é) entonces:
-

f(B(x0,9)) € B(f(z0),&) € B(f(x0),¢) -

Proposicién 16. Sean espacios métricos (X,dx), (Y,dy),(Z,dz) y aplicaciones X Ly 9 g
Si f es continua en vg € X y g es continua en f(xg) € Y entonces la compuesta g o f es
continua en xq.

Por lo tanto, si f,g son continuas entonces g o f es continua.

Demostracion. Sea e3 > 0. Como g es continua en f(xg), existe £5 > 0 tal que

9(B(f(x0),e2)) € B(g(f(z0)),e3) = B((go f)(x0),e3) .

Como f es continua en xg, dado &9 existe €1 > 0 tal que f(B(xo, 51)) - B(f(xo), 62) y asi:

(9o f)(B(zo,e1)) = g(f(B(zo,e1))) S g(B(f(wo),e2)) S B((go f)(wo),e3) .

Como 3 era arbitrario, queda probada la continuidad de g o f en xzg. O

1.5 Normas de operador

Sean (V, || - |lv), (W, || - |lw) espacios normados v L : V. — W una aplicacién lineal.
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Definiciéon 18. A las L que cumplen esas condiciones se las llama aplicaciones lineales
acotadas. El conjunto de todas ellas se denota por L((V,| - [lv), (W,||-[lw)) o, cuando no
hay duda de cuales son las normas, por L(V,W).

Recordemos que, fijado un vector vg € V, la traslacién por vg es la biyeccion:
Ty:V—V |, v +— v+,

que es afin pero no lineal (excepto si vg = 0, en cuyo caso es la identidad).
Dado E CV, el trasladado vy + E es la imagen {v+vg : v € E} de E por Ty,.
Recordemos asimismo que, dada una constante ¢ > 0, la homotecia de razén ¢ centrada en
el origen es:
V—V |, v +— cv,

y dado E C V denotamos por cE la imagen {cv : v € E} de E por esa homotecia. Informal-
mente, podemos entender ¢ F como el mismo conjunto E visto a una escala diferente.
La identidad L(v+wvg) = L(v)+ L(v) nos dice que L intercambia traslaciones segin la siguiente
férmula:

LoTy, = TrwyoL.

Andlogamente L intercambia homotecias: L(cv) = ¢ L(v).
Las traslaciones y homotecias tranforman bolas en bolas, segin las siguientes férmulas (recuerda
que ¢ > 0), validas también con bolas abiertas:

vo + B(wg,7) = B(xg+wvo, 1) c¢B(xg,7) = B(cxg, cr) .

Demostracion de la proposicion 17.
1. <= 2. Como L(0y) = Ow, que L sea continua en Oy significa que para todo £ > 0 existe un
0 > 0 tal que

L(B(0v,8)) € B(Ow,e) .

Aplicamos traslacién por L(vg) a ambos lados de esa inclusién y resulta:
L(vo) + L(B(0v,8)) € L(vo) + B(Ow.<) |
que, por las observaciones anteriores, se convierte en:
L(vo + B(Ov,é)) = L(B(vo,é)) - B(L(vo) , 5,) ,
y L es continua en vy, ya que € era arbitrario.

1. <= 3. Para cualesquiera r1,72 > 0 y ¢ > 0 se tiene:
L(E(Ov,rl)) C B(Oyy,ry) = L(E(Ow,crl)) C B(Oyy,cra) , (5)

porque se pasa de la izquierda a la derecha aplicando homotecia de razon c.

Si L es continua en Oy, existe un § > 0 con L(B(0y,4)) C B(0Ow,1). En la férmula (5) hacemos
(r1,r2,¢) = (6,1,1/6) y nos da L(B(0v,1) C B(Ow,1/), o sea que se cumple 3. con M =1/§
como mayorante. Esto demuestra que 1. = 3.
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Demostracion. Dado v # 0, tomamos su descomposicién polar v = |jv|jw con |w| =1 vy,
suponiendo que se cumpla 2., deducimos (omitimos subindices):

L@ = [Llvllw) | = [l L) || = I IL@)] < vl

Luego 2. = 3., pues trivialmente |[|L(0)|| = 0 = M||0||. Como 1. = 2. y 3. = 1. son obvias,
hemos terminado. O

El lema nos dice que si L es lineal acotada entonces los tres niimeros siguientes son iguales:
— la minima cota superior para { [|[L(v)|| : |lv]| <1},
— la minima cota superior para { ||L(w)| : [|w|| =1},
— la minima constante M > 0 tal que ||L(v)|| < M |jv|| para todo v € V.

Definicién 20. Dada L : (V,| - |lv) = (W,|| - [lw) lineal acotada, su norma de operador
(respecto de las normas de vectores || - ||v v || - |lw) es el nimero:

1Ll = sup{ [ L(v)[lw : [[vllv <1} = sup{ [ L(@)]lw : fwllv =1} .
Se verifica (omitidos subindices):
L) < IL[Hvll - para todo v eV, (6)
y no hay ninguna constante M menor que ||L|| que nos dé || L(v)| < M||v|| para todo v € V.

Proposicién 21. El conjunto L(V,W) es cerrado para la suma y producto por constante, por lo
tanto un espacio vectorial. La norma de operador es, efectivamente, una norma en este espacio
vectorial.

Dados tres espacios normados V1,V9, Vs vy aplicaciones Vi i) A\ E) V3 lineales acotadas, la
compuesta Lo o Ly : V1 — V3 es lineal acotada y se verifica:

Lo o Lyl < [[La|l [|La]l - (7)
La demostracion de esta proposicion es facil y se deja como ejercicio.

Supongamos elegidas normas en tres espacios numéricos: (R™, || - [|"), R™, || - [|), R¥, || - ") v
sean dadas matrices A € Mgxm(R), B € Myxn(R). Podemos verlas como operadores:

B A
R 11) = ®R™ - 1") == @®*, - 1)

con lo cual cada una tiene su norma de operador (respecto de las correspondientes normas de
vectores). Ademds existe el producto AB y podemos verlo como un operador

AB (R |- 1) = RS [ -1") -

Entonces:

[AB]| < [lA Bl - (8)

Esta desigualdad es lo ane hace 1itiles las normas de onerador: la mavoria de las normas aue
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y también cumple ||I,|| = 1, lo que refuerza la idea de que es una norma especial.

Terminamos este apartado dando una férmula explicita para la norma de operador ||A|| cuando
A es una matriz invertible n X n y ponemos la norma euclidea estandar en salida y en llegada:

AR l2) = R - l2) -

Como A es invertible, la imagen A - B(0,1) de la bola unidad estdndar es un elipsoide £ C R™.
La norma de operador ||A|| es el minimo radio r tal que la bola estdndar B(0,r) contiene a E.
Este radio coincide con el valor del semieje principal maximo del elipsoide E. Hallemos,
pues, los semiejes principales de E.

Como A es invertible existe la inversa B = A~!. Entonces:

veE=A-B(0,1) < ||Bv| <1 <= 1>|Bv|?=(Bv)!(Bv) =v'(B'B)v .

La desigualdad cuadrética v'(B!B)v < 1 define al elipsoide E. La matriz B'B es simétrica
y definida positiva, por lo tanto existe una base ortonormal {ui,...,u,} de R™ que diagona-
liza B'B con autovalores p1, ..., ji, reales positivos. Escribiendo el vector general v en esa base
ortonormal, obtenemos:

v = yug o+ yau, = V(BB = iyl + o+ pnyl
de donde:

Y

wlm> +"'+<1/%>2'

yrur + -+ Ypun € E <= 1ZM1y%++Mny721 = (

Los semiejes principales de E son, pues, +/1/pu1,...,/1/pn.
Por otra parte BB es la inversa de la matriz AA?, luego los autovalores de AA? son:

)‘1:1//1/17~--7/\n:1/ﬂn7

y los semiejes principales de E son /A1, ..., v/ A,. El mayor de ellos es la norma de operador ||A||.
Por tltimo, la igualdad A7'(AAY)A = A'A muestra que AA* y A'A tienen los mismos auto-
valores.

Proposiciéon 22. Si A es una matriz cuadrada invertible entonces su norma de operador, vista
como A: (R™,| - |l2) = (R™, || - ||2), viene dada por ||A| = VA donde X es, indistintamente, el
mdzimo autovalor de AA! o de A'A.

1.6 Abiertos y cerrados

Definicién 23. Sea (X,d) un espacio métrico. Un subconjunto U C X es un abierto (para la
distancia d) si se cumple:

r €U = existeun r >0 tal que B(z,r) CU.

Dado un punto xg € X, un entorno de xg es cualquier abierto U tal que xo € U.
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Demostracion. Sea (U;);c; una familia de abiertos de (X, d), con el conjunto de indices I finito

o infinito, y U = |J U;. Por definicién de unién, dado x € U existe un ig € I con z € U;,. Al
i€l

ser U;, un abierto, existe un r > 0 tal que

B(z,r) C U, C U,

v queda visto que U es un abierto.
Para demostrar que la interseccién finita de abiertos es abierta, es suficiente demostrarlo para
la interseccién de dos. Sean, pues Uy, Uy abiertos en (X, d). Si x € Uy NUs; entonces x € Uy 'y
x € Uy, luego existen radios r1,79 > 0 con B(z,r1) C Uy y B(x,r2) C Us. Sir = min{ry,re},
entonces:

r>0 , B(x,r)CU , B(z,r)CUs,

luego B(z,r) C U; NUs,. Esto prueba que Uy N Us es un abierto de (X, d) O

Como primer ejemplo, el vacio @ y el total X son abiertos en todo espacio métrico (X,d).
También son cerrados, porque cada uno es el complementario del otro.

Proposicién 25. Las bolas abiertas B(xg,r) son todas conjuntos abiertos.
En consecuencia, una bola abierta es entorno de todos sus puntos.

Demostracién. Dado z € B(zg,r), se define un ntiimero positivo ' > 0 por la igualdad r’ =
r —d(z,x0). El siguiente dibujo, que representa esa situacién en el plano euclideo, sirve para
guiar nuestra intuicién pero no es una demostracién, ya que hay espacios métricos muy diferentes
del plano euclideo.

Para probar que, sea cual sea el espacio métrico, se cumple B(z,7’) C B(xg,r), razonamos asf:

y€Bla,r) = dx,y) <1’ = d(zo.y) < d(zo,z) +d(x,y) < dlwe,x)+1 =1,

donde se ha marcado con * el lugar donde se usa la desigualdad triangular. Esto prueba que
y € B(z,7") = y € B(xg,r), es decir B(z,r") C B(xg,r). Como r’ > 0 y x era un punto
arbitrario de la bola B(zg,r), queda visto que dicha bola es un abierto.

Observa que la desigualdad triangular nos permite acotar distancias por arriba. O

Proposicién 26. Dado un espacio métrico (X,d), un subconjunto U C X es un abierto si y
solo si es una union de bolas abiertas.

Demostracion. Ya hemos Vlsto que las bolas abiertas son ablertos y que la unién de ablertos
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En la recta real el intervalo (a,b) es abierto porque es la bola abierta de centro (a +0)/2 y
radio (b — a)/2. Un intervalo (—oo, b) es abierto porque es unién de intervalos del tipo anterior,
lo mismo para (a,o0). El intervalo (—oo, b] es cerrado porque su complemento (b, o0) es abierto.
Ese mismo intervalo F = (—o0, b] no es abierto porque b € E pero ninguna bola con centro en b
estd contenida en E. El intervalo [a,b] es cerrado porque su complemento (—oo,a) U (b, 00) es
abierto. Siguiendo asi, se llega a las siguientes conclusiones:

(a,b),(—00,b), (a,00) abiertos, no cerrados.

(—00,00) =R abierto y cerrado.

[a,a] = {a},a,b], (—00,b], [a,00) cerrados, no abiertos.

(a,b],[a,b) ni abiertos ni cerrados.

Fijate: los subconjuntos de un espacio métrico no son “puertas”: pueden no ser ni abiertos ni
cerrados. De hecho, tanto los abiertos como los cerrados son subconjuntos muy especiales: la
inmensa mayoria de los subconjuntos no son de ninguno de esos dos tipos.

Proposicién 27. Las bolas cerradas B(xo,7), con r > 0, son subconjuntos cerrados.
Demostracion. Hay que demostrar que el complemento
X\ B(zg,r) = {z € X : d(zo,x) >r},

es un abierto: para cada z con d(z,xo) > r hay que hallar un 7" > 0 tal que la bola abierta
B(x,r") esté toda ella contenida en X \ B(xp,r). Dado un tal x, se define un nimero positivo
r’ > 0 por la férmula ' = d(zg,z) — r. El siguiente dibujo muestra esa situacién en el plano
euclideo:

y sugiere que, con la definicién que hemos dado de 7/, se tiene B(z,r") C X \ B(xq,r). Insistimos
en que el dibujo guia nuestra intuicién pero no es una demostracion.

Sea y € B(x,r"). Razonamos de la manera siguiente, usando la simetria y la desigualdad
triangular:

d(z,y) <r' = d(zo,z) < d(zo,y)+d(y,z) < d(zo,y)+r" = r = d(zo,z)—r" < d(xg,y) .
en definitiva:

d(z,y) <r' = d(zo,y) > 7,
es decir B(x,7") C X \ B(zo,7), como se queria demostrar.

Observa que la desigualdad triangular nos permite acotar distancias por abajo. O

Sean (X, d) un espacio métrico e Y C X un subconjunto no vacio. La restriccién dy es una
distancia en Y que produce el nuevo espacio métrico (Y, dy).
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1.7 Interior y cierre, caracterizacion mediante bolas

Definiciones 29. Sean (X,d) un espacio métrico y E C X.

Un punto x € X es interior a E si existe un r > 0 tal que B(x,r) C E. El conjunto de estos
puntos se llama interior de FE y se denota int E.

Un punto x € X es exterior a F si es interior a X \ E: existe un r >0 con B(x,r)NE = @.
Decimos que x € X es un punto adherente a F si no es exterior a E, es decir si toda bola
abierta centrada en x corta a E: para todo r > 0 tenemos B(x,7) N E # &. El conjunto de
estos puntos se denota E vy se llama adherencia o cierre de E.

Un punto x € X es un punto frontera de E si no es ni interior ni exterior a E. El conjunto
de estos puntos se llama frontera topolégica de FE y se denota Fr E.

Por supuesto, todo punto interior a E pertenece a F, es decir int E C E. También es obvio que
todo x € F es adherente a F/, en definitiva:

int E C ECE,

y también Fr E = E \ int E por la definicién de frontera topoldgica.

Intuitivamente, que x sea exterior a F significa que no sélo no estd en F sino que ademaés
estd “un poco alejado” de E. Combinando las definiciones de exterior y adherencia, vemos
inmediatamente que:

E = X\int(X\E).

Proposicién 30. El interior de E es el abierto mds grande contenido en E. El cierre de E es
el cerrado mas pequeno que contiene a FE.

Por lo tanto, un subconjunto £ C X es cerrado si y sélo si £ = E.

La frontera topoldgica es siempre un cerrado.

Demostracion. Empecemos por observar lo siguiente:
U abierto y UCFE — UCintE. (9)

En efecto, para cada y € U existe un r > 0 tal que B(y,r) C U, luego B(y,r) C E y por lo
tanto y € int £. Como y era cualquier punto de U, queda visto que U C int F.

Dado z € int E, se verifica B(x,r) C E para algin r > 0; pero hemos visto que una bola abierta
es un abierto, luego por (9) sabemos que B(z,r) C int E. Como x era cualquier punto de int E,
hemos probado que int E' es abierto. Pero (9) afirma que int E' contiene a cualquier abierto
contenido en F, luego es el mayor abierto que cabe dentro de E.

En particular int (X \ E) es un abierto, luego su complemento E es un cerrado que, como ya
hemos comentado, contiene a FE.

Sea ahora C' cualquier cerrado de (X,d) que contenga a E. El abierto X \ C estd contenido
en X \ E, luego contenido en int (X \ E). Razonamos asf:

X\C C int(X\E) = C 2 X\int(X\E) = E,

y asi E C C: el cierre E es el cerrado més pequeiio en el que cabe E.
La igualdad Fr F = E\int E = EN (X \int £) exhibe la frontera topolégica como interseccién
de dos cerrados. lueeo FrE _es un cerrado sea cual sea el subeoniunto B C X []
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Sea (V.|| - ||) un espacio normado. Dejamos como ejercicio probar que para todo punto x € V
y todo r > 0 se tiene:

int B(z,r) = int B(x,r) = B(x,r) , B(x,r) = B(x,r) = B(a,r),
y por lo tanto la frontera topoldgica
FrB(x,7) = FrB(z,r) = {y : |z —y|| =7},
es la “cdscara” que separa la bola del resto del espacio.

Comentarios. 1. La frontera topoldgica es una “cascara separadora” para conjuntos muy
sencillos en espacios sencillos, como es una bola en un espacio normado. Pero para conjuntos o
espacios métricos més complicados eso ya no es asi. Un ejemplo es el conjunto Q de los racionales
en la recta real (con la distancia usual); enseguida se ve que:

intQ =2 , Q =R,

luego FrQ = R si que es un cerrado (tal como afirma la proposicién 30) pero no tiene nada que
ver con la idea de una céscara separadora.

2. En la recta real R consideramos dos distancias: la usual |x —y| y la d(x,y) = min{1, |z —y|}.
Utilizamos B o B para denotar las bolas de la distancia usual y B; o By para las bolas de la
distancia d. Se comprueba que ambas distancias definen los mismos conjuntos abiertos, y por
lo tanto el mismo concepto de interior y el mismo concepto de cierre para subconjuntos de R.
Entonces el conjunto B(0,1) = By(0,1) = (—1,1) tiene por cierre la bola B(0,1) = [—1,1], sin
embargo By(0,1) = R es mucho mds grande que el cierre de By(0,1). Asi el espacio métrico
(R,d) nos presenta un fenémeno que no ocurre ni en el plano euclideo ni en nigin espacio
normado. Nos ensena que los dibujos en el plano euclideo, si bien pueden ser de gran ayuda (como
en las demostraciones de las proposiciones 25 y 27), no son una “garantia”: si queremos mostrar
que algo es verdad en todos los espacios métricos, es obligatorio elaborar una demostracién
basada sélo en las propiedades de las distancias.

Dado un espacio métrico (X,d) y un punto x € X, el conjunto {z} es cerrado porque coincide
con la bola cerrada B(z,0). De hecho es un cerrado relativo de todo conjunto en el que esté z.

Definicion 32. Sea E C X un subconjunto. Decimos que x € E es un punto aislado de F
si existe T, > 0 (dependiente de x) tal que B(xz,r;) N E = {x}, es decir que el conjunto {z} es,
ademds de cerrado, un abierto relativo de E.

Decimos que E es discreto si todos sus puntos son aislados.

El conjunto E = {1/n : n=1,2,3,...} es discreto en la recta real. En cambio F' = EU {0} no
es discreto porque 0 es un punto suyo que no es aislado en E. Vemos, de paso, que un conjunto
discreto puede no ser cerrado.

Si (X,d) es un espacio métrico discreto, o sea que todos sus puntos son aislados en X,
entonces cada conjunto de un solo elemento {x} es abierto y, como la unién arbitraria de abiertos
es abierta, en este caso todos los subconjuntos de X son abiertos.

Definicién 33. Un subconjunto E C X es denso en X si E = X.
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Proposicién 35. Si B(z,r) N B(z',r") no es vacia entonces d(z,2') < r +r'. Tenemos la
desigualdad estricta d(z,2') < r+1" si una de las tres intersecciones siguientes es no vacia:

B(x,r)NB(',r") , B(z,r)NB',7") , B(x,r)N B ).

La demostracién se deja como ejercicio. Veamos, a partir de esta proposicién, que una sucesién
no puede converger a dos puntos diferentes z( # yo. Hacemos r = d(xo,y0)/3 > 0 v,
como d(xg,yo) > r +r, se tiene B(xg,r) N B(yo,r) = &. Si cada bola contuviese una cola:

Ty Tt 1, T2, € B(T0,7) , Thy Tt Ttos - € Blyo,7) ,
entonces para n = max{k, h} el punto x,, tendria que estar en las dos bolas a la vez, imposible.
Concluimos que cada sucesién o bien no converge o lo hace a un tnico punto.

Definicién 36. Una sucesion de puntos de (X,d) es convergente en X si existe un punto
xg € X al cual converge. Entonces xg es unico y se llama limite de la sucesion: limz, = xg

La unicidad es, precisamente, lo que da importancia al concepto de limite. Muchos objetos
importantes en Matemdticas (numeros, funciones, conjuntos) se construyen como limites y,
gracias a la unicidad, quedan perfectamente definidos por tal construccion.

Es faci ver que x, — x si y sélo si todo entorno de z( contiene una cola de la sucesion (x,).
Por lo tanto, la clase de los abiertos en (X, d) determina qué sucesiones convergen asi como el
limite de cada una de ellas.

Notacidén: escribimos (x,) C F para indicar que z,, € E para todo n.

Proposicién 37. Dado un subconjunto E C X la adherencia E es el conjunto de los limites de
sucesiones (zn) C E convergentes en X. Por lo tanto E es cerrado si y sdlo si contiene todos
esos limites.

Demostracion. Sea F' el conjunto de esos limites. Dado xg € F, hay una sucesién (z,) C E
convergente a xg. Para cada r > 0 la bola B(xg,r) contiene una cola de la sucesién, luego
contiene puntos de E y asi B(zg,7) N E # @. Esto prueba que 10 € E y que F C E.

Fijamos ahora un yo € E. Para cada entero positivo n tenemos B(yg,1/n) N E # @ y elegimos
un punto z, en esta interseccién, formando asi una sucesién (z,)5>; C E. Dado ahora cualquier
r >0, hay un n tal que 1/n < r, con lo cual:

1 1
m>n :>d($m,yo)<%ﬁg<7" — I’meB(y(],'l"),

luego B(yo,r) contiene la cola xy, zpi+1, Tnto,... Asi (x,) = yo € F. Como yp era un punto
arbitrario de F, tenemos F C F. ]

Podemos explicar ahora por qué los conjuntos cerrados se llaman asi. Primero, cuando un
conjunto tiene una operacion (suma, producto, etc) se dice que un subconjunto E es cerrado para
esa operacion si al operar con elementos de E siempre resulta un elemento de E. Por ejemplo, en
un grupo los subgrupos son los subconjuntos cerrados para la multiplicacién (z,y) — zy y para
la toma de inverso x — . Segundo, hay operaciones de més de dos argumentos, por ejemplo
dados ntmeros a,b,c¢ € R el maximo max{a,b,c} es una operacién que produce un nimero
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1.9 Continuidad

El criterio més bésico de si una aplicacién f : (X,dx) — (Y, dy) es continua o no lo hemos dado
en la definicién 15 del apartado 1.4. Ahora daremos otros criterios que son de gran utilidad.

Teorema 38. Para una aplicacion f: (X,dx) — (Y,dy) son equivalentes:
1. f es continua.
2. Para todo abierto V.CY la preimagen f~1(V) es un abierto de X.
3. Para todo cerrado C CY la preimagen f~1(C) es un cerrado de X.
4. Para todo xo € X y toda sucesion (x,) C X con x, — xq se tiene f(x,) — f(zo).

Demostracién. Supongamos f continua y V C Y abierto. Dado 2 € f~}(V) es f(z) € V y
existe un € > 0 tal que B(f(:v) ) 6) C V. Entonces existe un § > 0 tal que

f(B(z,0)) € B(f(x),e) C V,

luego B(z,6) C f~1(V). Esto prueba que f~1(V) es abierto y que 1. = 2.
Supongamos ahora que f satisface 2. Dados x € X y € > 0, el conjunto ffl(B(f(a:),s) ) es
un abierto de X al que pertenece x. Por lo tanto existe un § > 0 tal que

B(z,0) C f_l(B(f(a:),g)).

Aplicando f en ambos lados sale f(B(a:, 5)) C B(f(:v), 6). Luego f es continua y 2. = 1.
Para todo A C Y se tiene f~1(Y \ A) = X \ f71(A4). Si f satisface 2. y C es un cerrado de Y,
entonces Y \ C es abierto de Y y su preimagen X \ f~1(C) es abierto de X, Iuego f~(C) es
un cerrado de X. Esto prueba que 2. = 3. Andlogamente 3. = 2.

Sea ahora f continua y z, — ¢ en X. Dado r > 0 existe un € > 0 tal que f(B(mo,e)) -
B(f(xo), 7”). A su vez la bola B(xg,e) contiene una cola &, Znt1, Tnt2,... de la sucesion (x,)
y, aplicando f:

f(xn)vf(xn-i-l)af(xn—iﬂ)w" € f(B(xO’E)) - B(f(xo),’l”),

es decir que para todo r > 0 la bola B( f (a;o),r) contiene una cola de la sucesién ( f (xn)), lo
cual equivale a f(z,) — f(xg). Esto prueba que 1. = 4.

Supongamos, por ultimo, que f satisface 4. pero hay un punto zg € X en el que es discontinua.
Entonces habrd un ¢y > 0 “malo”, en el sentido de que para ningin é > 0 estard la imagen
f(B(z0,0)) contenida en B(f(z0),e0). En particular

f(B(zo,1/n)) ¢ B(f(z0),€0) , n=1,2,3,...

Para cada entero positivo n podremos elegir un z,, € B(zo,1/n) tal que f(z,) ¢ B(f (o), o).
Estas elecciones formardn una sucesion (z,) C X con z,, — xo, mientras que la bola B( f(zo), €0)
no contendrd ningin elemento de la sucesién ( f (xn)), con lo cual f(x,) # f(xo) y f no
satisfara 4., contradiccién. Por reduccién al absurdo, tal punto xy no existe y f es continua.
Esto prueba que 4. = 1. O
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Proposicién 40. Dadas funciones escalares fi,..., fr : (X,d) = R, la correspondiente funcion

vectorial
f:(de) — (RkaHHoo) ) T +— (fl(x)7afk(x))v
es continua si y solo si las f1,..., fr son todas continuas.
Una sucesion de vectores (z,) C R? converge a x en (Rk, Il |loc) siy sélo siparai=1,...,n la

sucesion (x1)>° , de las i-ésimas coordenadas de los z,, converge a la i-ésima coordenada de x.
La demostracién se deja como ejercicio.

Si en cada subconjunto de R ponemos la distancia |z —y| y en cada subconjunto de R? ponemos
la distancia ||z — y||o0, entonces las siguientes funciones son todas continuas:

Suma: R? =R , (z,y)—z+9y.

Multiplicacién: R? = R | (x,y) — zy.

Divisién: R x (R\{0}) >R , (z,)+—> —.
)

Directas: R —-R | x+— e® =exp(x), senx, cosz,
Logaritmo: (0,400) >R |, x+—logx.

Seno inversa: [—1,1] = [-7/2,7/2] , x+— arcsenz.

Coseno inversa: [—1,1] — [0,7] , x> arccosz.

Raiz impar: R—-R |, z+— Yz, n=3,5,7,...

Raiz positiva: [0,+00) = [0,+00) , x+—— Jz,n=2,3,4,5,...
Valor absoluto: R —R | z+— |z|.

A esa lista se podrian anadir muchas m&as. Combinando ahora la proposicién 40 con la 16 del
apartado 1.4 (la compuesta de continuas es continua), obtenemos:

Si f,g:(X,d) — R son continuas entonces f + ¢ : (X,d) — R es continua.
Si f,g:(X,d) = R son continuas entonces fg: (X,d) — R es continua.

Si f,g:(X,d) — R son continuas y g nunca se anula entonces S 1 (X,d) = R es continua.
g

Si f:(X,d) — R es continua entonces ef,sen f,cos f : (X,d) — R son continuas.
Si f:(X,d) = R es continua y siempre positiva entonces log f : (X,d) — R es continua.

Si f,g:(X,d) — R son continuas y f siempre positiva entonces f9 = exp(glog f) es continua.
Si f:(X,d) — [-1,1] es continua entonces arcsen f : (X,d) — [—7/2,7/2] es continua.

Si f:(X,d) — [—1,1] es continua entonces arccos f : (X,d) — [0, 7] es continua.

Si f:(X,d) — R es continua y n es impar entonces {/f : (X,d) — R es continua.

Si f:(X,d) — [0,+00) es continua entonces /f : (X,d) — [0, +00) es continua.

Si f:(X,d) — R es continua entonces |f]: (X,d) — R es continua.

Haciendo combinaciones sucesivas de esos casos se consigue lo siguiente:

Sea A(z) una fdrmula elemental en las variables © = (z1,...,2,), que en un
conjunto &£ C R” no plantea ningin problema.:

cuando x € E entonces cada vez que en A(x) hay un cociente el denominador es
no nulo, cada vez que hay un logaritmo el logaritmando es estrictamente positivo,

PQHQ ez Ale hﬂ‘l 119 7'91,’7 Aﬂ I/Y\f:l%f‘ﬂ naxr D] Y‘Q{qif‘QY\{qﬁ rals@ha¥al Y’Iﬂﬁ‘ﬂfi‘Vﬂ otc
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1.10 Compacidad

Definiciones 42. Las subsucesiones de una sucesion (z,)32, son el resultado de tomar una
suceston estrictamente creciente de enteros positivos ny < ng < ng < --- y quedarse solo con
los correspondientes términos Tp,, Ty, Tns,- ... Obsérvese que ny > k para todo k.

Dado un subconjunto K C X los recubrimientos de K son las familias (4A;)icr de subconjuntos

de X tales que K C |J 4;.
i€l

Teorema-definicién 43. Sea (X,d) un espacio métrico. Dado un subconjunto K C X, con-
stderemos las dos propiedades siguientes:

Propiedad de sucesiones: Toda sucesion (x,) C K tiene una subsucesion (mnk) con-
vergente a algun punto de K.

Propiedad de recubrimiento: Todo recubrimiento (U;);er de K por abiertos de X tiene
una subfamilia finita U;, ..., U;y que también recubre K, es decir K C U;; U---UUj, .

Estas dos propiedades son equivalentes. Si se cumplen decimos que K es compacto.
En la demostracién de este teorema necesitaremos el resultado siguiente.

Lema 44. Sea (U;)ier un recubrimiento de K por abiertos de X. Si K tiene la propiedad
de sucesiones entonces existe un numero € > 0 tal que para todo x € K hay un indice i € 1
(dependiente de x) tal que B(x,e) C U;.

De un nimero € > 0 que cumpla eso decimos que es un nimero de Lebesgue del recubrimiento,
propiedad que admite dos interpretaciones:

— Para cada “punto gordo” B(x,¢) con z € K hay un abierto U; que lo contiene.
— Los “abiertos adelgazados” U7 = {x € U; : B(x,e) C U;} también recubren K.

Demostracion del lema. Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que para cada
entero positivo n el inverso 1/n no es numero de Lebesgue del recubrimiento dado, es decir que
existe un x, € K tal que la bola B(zy,1/n) no esta contenida en ninguno de los abiertos U;.
Esto genera una sucesioén (x,) de puntos de K con la siguiente propiedad:

para ningun n estd la bola B(x,,1/n) contenida en ninguno de los abiertos U;. (10)

. . . .z oo
La propiedad de sucesiones dice que hay una subsucesién (avnj)j:1 convergente a un punto
xo € K. Habra un abierto U;, del recubrimiento con z¢ € U;,. El abierto U;, contiene una bola

B(xg,r) con r > 0. Elegimos un ng tal que L < 5 y un s tal que la “bola mitad” B (xg, g)

no
contiene la cola (:an)j>s de la subsucesién. Haciendo m = max{ng, s} tenemos:
1 1 r r
- S — < = 9 [Bnm S B (370, 7) 9
Nm m 2 2

y entonces la desigualdad triangular nos permite concluir que

R(m AN c Rl TN p o cgr
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Afirmamos que hay uno maximal entre los conjuntos que tienen esta propiedad. Sino lo hubiera,
podriamos construir una sucesién infinita {x1,x9,z3,...} de puntos de K tal que las bolas
B(xp,r) fuesen disjuntas dos a dos en X. Esto implica d(x,,x,,) > r siempre que n # m vy,
en consecuencia, ninguna subsucesién de (z,) puede ser de Cauchy (ver el apartado 1.14) ni
convergente. Pero hemos supuesto que K tiene la propiedad de sucesiones y, por reduccion al
absurdo, el conjunto maximal existe, es decir que hay un {z,...,2xy} C K tal que para todo
x € K la bola B(z,r) corta a alguna de las B(z1,7),...,B(zn,T).

La idea intuitiva de la construccién del conjunto {zi,...,zn} es la siguiente. Al
espacio X le vamos arracando bolas cumpliendo siempre dos reglas:

— Tienen que ser de radio r y estar centradas en puntos de K.

— No se permite arrancar un punto de X mas de una vez, es decir que despuas
de cada extraccion de bolas el conjunto que queda debe contener entera la
siguiente bola.

Hemos probado que este proceso no puede seguir indefinidamente; se detiene cuando
ya no es posible arrancar una bola mas cumpliendo esas dos reglas. En ese momento
el conjunto @ = X\ (B(z1,r)U---UB(zy,r)) es un “gruyére” con los agujeros
tan juntos que en el queso situado entre ellos ya no cabe ninguna bola con centro
en K y radio r.

X

Advertencia. Al haber hallado {z1,...,zn} por reduccién al absurdo, que es un método no
constructivo, no tenemos ningin control sobre el tamano N de este conjunto. Més abajo damos
un ejemplo de lo enorme que puede ser.

Segundo paso. Hacemos uso de un truco inventado por Giuseppe Vitali (1875-1932):
Las bolas de radio doble recubren todo K, es decir K C B(x1,2r)U---U B(zn, 2r).

Esto es asi porque si hubiera un punto zp € K fuera de todas esas bolas tendriamos d(xg, x;) > 2r
parai=1,..., N y, por la proposicién 35 del apartado 1.8, la bola B(x¢, r) seria disjunta de cada
una de las B(x1,7),...,B(xy,7) vy el conjunto {xg,z1,...,2x} C K tendria la propiedad P,
en contradiccién con la maximalidad de {x1,...,zN}.

Tercer paso. Sea ahora un recubrimiento (U;)je; de K por abiertos de X. Tomamos un

numero de Lebesgue ¢ para él y hacemos r = /2 en los pasos primero y segundo. Obtenemos
1n ranitmta Anita da halae TR, 92) Rloe 92\ - [DRle o) Rloee o\ pontradac on
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Paso auxiliar. Fijada una tal (x,), demostremos (también por reduccién al absurdo) que para
cada punto y € K existe un r, > 0 tal que el conjunto J ., es finito, siendo:

Jyr € {neN:z, €Byr)}.

Lo contrario serfa que hubiese un y9 € K con el conjunto J,, , infinito para todo r > 0. En

particular serfan infinitos Jy, 1, Jy 172, Jyo1/3, --- Y estas infinidades nos permitirian elegir
sucesivamente
ny € Jy1 , N2 € Jy071/2 con ng >ny , ngéeE Jyo,l/g con ng>ny
, oo ’ .z .
y asi n; < ng < ng < --- Entonces (xnk) x—; Serfa una subsucesién de (xy,) verificando z,, €

B(yo, 1/k) para todo k, luego (xy, ) — yo en contradiccion con la hipétesis sobre la sucesion (z5,).
Por reduccion al absurdo, para cada y € K hay un radio 1, > 0 con J,, finito.

Si existiera la sucesién (x,,) C K sin subsucesiones convergentes en K, el paso auxiliar produciria
un recubrimiento (B (y,ry))y cK de K por abiertos de X. Como estamos suponiendo que K
tiene la propiedad del recubrimiento, habria una subfamilia finita B(yi,7y,),. .., B(Yk, Tyy) T€-
cubriendo todo K y por lo tanto recubriendo {x,,n € N}. Esto implica que cada n € N
perteneceria a algin Jywyka k=1,...,N, y entonces N se pondria como unién finita de con-
juntos finitos, imposible. Por reduccién al absurdo la sucesién (z,,) no puede existir y K tiene
la propiedad de sucesiones. O

El ejemplo. Para (X,d) = (R",| - ||e) v K =

disjuntas dos a dos y de radio r = 1/k es N(r)
dimensién. En R333 es N(1/2) = 2333 > 10190 y

veces N(1/2).

(0,1), el nimero méximo de bolas abiertas
= k"™ = (1/r)", dependiente de r y de la
N(1/4) > 10%%9) 0 sea N(1/4) es como 10!

Una consecuencia del teorema 43 es que una vez que conocemos los abiertos de (X, d) ya sabemos
qué subconjuntos suyos son compactos y cudles no.

Teorema 45. Si K C X es compacto entonces es cerrado y acotado en X.
En (R™,|| - |loo) todo conjunto cerrado y acotado es compacto.

Demostracion. Sean K C X compacto y (x,) C K sucesién con z, — = € X. Existe una
subsucesién (xnk) convergente a un punto y € K. Como esta subsucesion también converge a z,
tenemos x =y € K. Es decir que K es cerrado para el paso al limite, luego es cerrado.

La familia de bolas (B(z, 1))3: cc s un recubrimiento de K por abiertos de X. Tomamos un
subrecubrimiento finito K C B(x1,1)U---U B(xzy,1) y haciendo

r = 14 max{d(z1,x2) ...,d(z1,2N)},

se llega a K C B(x1,r), luego K es acotado.

n oo . . : 2 1\ 00
Sean ahora K C R", cerrado y acotado, y (2;)72; C K. Parai=1,...,n la sucesién (z})32,
de las i-ésimas coordenadas de los x; es acotada en R. La primera sucesién (le) tiene una
subsucesion (;r}k) convergente en R a un niimero z'. Dada ahora la sucesién (a:?) de las segundas
2

coordenadas, consideramos la subsucesion (xjk) correspondiente a la misma sucesion de indices
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Teorema 46. Si f : X — Y es continua y K C X es compacto, entonces f(K) C Y es
compacto.

Si K C X es compacto y f : K — R es continua (para la distancia usual en R), entonces f
alcanza su mdximo y su minimo. Es decir que existen x1,x9 € K tales que f(z1) < f(x) < f(x2)
para todo x € K.

Demostracion. La primera parte es por la caracterizacion de los compactos por sucesiones y la
propiedad f (lim :cn) = lim f(z,) de las aplicaciones continuas.

Para la segunda parte definimos el conjunto de nimeros A = f(K) C R, del que sabemos que
es cerrado y acotado. Al ser acotado existen inf A,sup A y son valores finitos. Ademd&s son
limites de sucesiones en A y, como A también es cerrado, resulta inf A,sup A € A. Es decir que
existen x1,x9 € K tales que f(x1) =inf A y f(x2) = sup 4, luego f(x1) < f(z) < f(x2) para
todo z € K. O

1.11 Normas equivalentes

Teorema-definicién 47. Dos normas || - ||, || - ||” en un espacio vectorial V son equivalentes

st dan lugar a los mismos conjuntos abiertos en V.
Esto resulta ser equivalente a la existencia de constantes ¢,C > 0 tales que

cllvl| < o] < Clv|| paratodo v e V.
Por lo tanto, dos normas equivalentes también definen los mismos conjuntos acotados.
Demostracion. Veamos que las dos condiciones siguientes son equivalentes:
1. Todo abierto para || - || es un abierto para || - ||.
2. Existe una C' > 0 tal que |[v||' < C'||v|| para todo v € V.

Sea id : V — V la identidad v —— v. Expresando la condicién 1. asi:

Si U es un abierto en (V, || - ||') entonces id ™' (U) es abierto en (V,]| - ||),
vemos que equivale a que id sea continua vista como (V, || -||) = (V,||-]|') v, por lo tanto, lineal
acotada (véase el apartado 1.5) que es lo que expresa la condicién 2.

Intercambiando || - || con || - ||, sabemos también que la existencia de una C’' > 0 tal que
o]l < C"||v||" para todo v € V equivale a que todo abierto para || - || sea un abierto para || - ||'.
Poniendo ¢ = 1/C’, esto 1ltimo equivale a su vez a tener ¢||v|| < ||v|" para todo v € V. O

Teorema-definiciéon 48. En R” todas las normas son equivalentes entre si.

Llamamos abiertos estandar de R™ a los definidos por cualquier norma.

Otra consecuencia 1til es que las funciones y aplicaciones R" D F i> R™ que hemos llamado
elementales en el apartado 1.9 son continuas respecto de cualesquiera normas que pongamos en

R™ y en R™.
Demostracion del teorema 48. Basta con probar que toda norma es equivalente a la || - [|co.
Denotaremos por {ey,...,e,} la base estdndar de R". Para cualquier norma || - || se tiene:
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donde B denota bolas abiertas respecto de || - ||oo- Esto nos dice que f = || - || es una funcién
escalar continua respecto de || - [|oc-

La céscara K = {w : ||w||cc = 1} es un conjunto cerrado y acotado en (R™,| - |lo0), luego
compacto por el teorema 45. Por el teorema 46 existe un wy € K tal que ¢ = f(wp) es el minimo
de f en K. Entonces ¢ cumple las dos condiciones siguientes:

c>0 , ||wleo =1= Jw|]| > c.

Por el truco habitual de la descomposicién polar, obtenemos ||z|| > ¢||z||- para todo z € R™.
En definitiva c||z||c < ||z|| < C||z||cc para todo x € R™, como se queria demostrar. O

1.12 Conexion

Definiciones 49. Un camino en un espacio métrico (X,d) es cualquier aplicacion continua
a: I — X cuyo dominio I es un intervalo de la recta real.

Un subconjunto no vacio E C X es conexo por caminos o conexo por arcos si cada par de
puntos p,q € E se puede unir por un camino en F, es decir existe un camino «(t) : [0,1] — E
contenido en E, que empieza en p y termina en q: «(0) =p, a(l) =q.

Proposicion 50. 1. Los subconjuntos conexos por caminos de la recta real son los intervalos y
los de un elemento {a}.

2. La imagen de un conexo por caminos por una aplicacion continua es coOnera por caminos.

3. La union no disjunta de dos conexos por caminos es conexa por caminos.

4. Si E es conexo por caminos entonces solo @ y E son a la vez abierto relativo y cerrado
relativo de E (conceptos definidos al final del apartado 1.6).

Dado un punto p € E, el mas grande subconjunto de E conexo por caminos y conteniendo a p
es el conjunto:

{¢ € E : p seune con ¢ por un camino contenido en F } .

Estos conjuntos se llaman componentes conexas por caminos de FE. La propiedad 3. de la
proposicién 50 hace que estas componentes formen una particiéon: su unién es todo E y dos
cualesquiera que sean distintas son disjuntas.

Proposiciéon 51. Si U es un abierto de R™ entonces sus componentes conexras por caminos son
abiertos y a lo mds hay una cantidad numerable de ellas. De este modo todo abierto de R™ tiene
una unica particion en abiertos coneros por caminos, en cantidad finita o numerable.

Aviso. Es importante no confundir las palabras “conexo” y “convexo”. Todo subconjunto
convexo de R™ es conexo por caminos (cualquier par de puntos suyos se une por un segmento
rectilineo que no se sale del conjunto) pero la mayoria de los conexos por caminos no son convexos
(por ejemplo, un abierto del plano con la forma de la letra C).

1.13 Continuidad uniforme

Definicién 52. Una aplicacion f: (X,dx) — (Y,dy) es uniformemente continua si
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Demostracion. Fijamos un € > 0 y para cada x € X definimos el conjunto:
Uy = {2/ € X : dy(f(z), f(z')) <e/2}.

La familia que resulta (Uﬂﬂ)z cy € un recubrimiento de X por abiertos de X. Como X es
compacto podemos aplicar el lema 44 y hay un nimero de Lebesgue § para ese recubrimiento.
Sean ahora z1, 2z puntos de X con dx(x1,x2) < d. La bola B(x1,d) contiene tanto a x; como
a x2 y, por ser  un numero de Lebesgue, existe un x € X tal que B(x1,d) C U,. En particular
r1,x2 € U, de donde:

dy (f(2), fl@) <5 o dv(f(), flaz)) <

)

| ™

y un uso facil de la simetria de d y la desigualdad triangular da:

dy (f(21), fla2)) < %Jr% =c.

1.14 Completitud

Definicién 54. Sea (X,d) un espacio métrico. Decimos que (x,) C X es una sucesién de
Cauchy si para todo € > 0 existe N tal que n,m > N = d(x,, x,) < €.

Es facil ver que toda sucesién convergente es de Cauchy. El reciproco no es cierto en espacios
métricos cualesquiera. Por ejemplo, es facil dar sucesiones (z,) C Q convergentes a un nimero
irracional, con lo cual son de Cauchy pero no son convergentes en Q.

Definiciones 55. Un espacio métrico X es completo si toda sucesion (x,) C X que sea de
Cauchy es convergente en X. Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

Todo cerrado C' C R"™ es completo con la distancia inducida de R™. En cambio Q no es completo.

1.15 Topologias
Sea d una distancia en un conjunto no vacio X

La topologia (con mintscula) asociada a d es la familia de los abiertos de (X, d).
La Topologia (con mayuscula) es una parte de las Matematicas. Estudia lo expuesto en este
capitulo y mas cosas.

Definiciones 56. Una propiedad topoldgica es la que puede decidirse cuando se conoce la
topologia del espacio involucrado, o las topologias de los espacios involucrados.
Una construccién topolégica es la que se puede hacer una vez que se conoce la topologia.

Son propiedades topolégicas:
— ser cerrado en X

— ser abierto o cerrado relativo en un subconjunto Y C X,
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Son construcciones topolégicas
— el interior de cada £ C X,
— la adherencia de cada E C X,

— el limite de cada sucesién convergente (z;) C X.

Veamos, mediante un ejemplo, que las siguientes propiedades no son topoldgicas:
— ser conjunto acotado,
— continuidad uniforme,
— completitud.

Consideramos en X = (0, 1] las distancias destandar(%,y) = |z —y| v d(z,y) = | logz — logy |,
que definen los mismos abiertos. El espacio métrico (X, destandar) €s acotado pero el (X, d) no.
La funcién escalar x — log x es uniformemente continua en (X, d) pero no lo es en (X, destandar)-
El espacio métrico (X, d) es completo mientras que (X, destandar) 10 10 es.

Los tres ejemplos siguientes muestran propiedades que, en algin sentido que vamos a explicar,
tienen menos calidad que la compacidad:

— La funcién f: (0,1] = R, f(x) = 1/z, con f((O, 1]) = [1,400), muestra que la imagen
de un conjunto acotado por una funcién continua, puede que no sea acotada.

— La funcién g(x) = 22, con g(R) = [0,+0c0), muestra que la imagen continua de un

abierto puede que no sea abierta.

— La funcién h(z,y) = = y el cerrado F = {(z,y) € R? : 2y = 1}, con h(F) = R\ {0},
muestran que la imagen continua de un cerrado puede que no sea cerrada.

El teorema 46 dice que la compacidad es “robusta”: no desaparece al efectuar una transformacion
continua. En cambio acabamos de ver que la acotacién, ser abierto y ser cerrado son propiedades
que pueden desaparecer al efectuar una transformacién continua y son, en este sentido, “de menos
calidad” que la compacidad.

Otra propiedad que también permanece al efectuar transformaciones continuas es la conexién
por caminos. Es lo que afirma la parte 2. de la proposicién 50.
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2 Diferenciabilidad

2.1 Diferencial en un punto

Notacién. Dados espacios normados E, F', denotamos por L(E, F') el conjunto de las aplica-
ciones lineales acotadas, es decir T : E — F' lineales con ||Tv|| < C'||v|| para alguna constante C'.

Definicion 57. Sean: FE,F espacios normados, un punto xo € ¥ y un abierto U C E entorno
de xy. Decimos que f: U — F es diferenciable en xq si existe T € L(E, F) tal que:

h—0p 17l

El limite en esa formula significa lo siguiente: para todo € > 0 existe un § > 0 tal que

|.f(zo + h) — f(z0) — Th|

0<|h]| <d =
17l

<e, (12)

de donde: ||h|| < = || f(zo+ h) — f(xg) —Thl <elh|.
Primeras propiedades:
a) T es Unica si existe, en cuyo caso se llama diferencial de f en zg y se denota (df),.
b) Si f es diferenciable en xy entonces es continua en x.
¢) Toda T € L(E, F) es diferenciable en todo punto y coincide con sus diferenciales.
d) Si f es constante entonces es diferenciable en todo punto con diferencial nula.

Demostracion de a). Sean Ty,T» cumpliendo (11). Definimos 7' = 17 — Ts, que es lineal y tal
| Th||

que lim, 5 (Th)/[h|| = 0r. Dado € > 0 tomamos & > 0 tal que 0 < ||h] <& = Il <e
A cada vector unitario w le asociamos h = (§/2) w, que cumple ||h|| < §, y entonces:
L ITml _ I6AT@L G
17l 1(6/2) wll 6/2
es decir [|[T(w)| < e para todo € > 0, luego | T'(w)|| = 0 y, como esto tltimo se cumple para

todos los vectores unitarios w, tenemos T'=0 y 11 = Ts.

Demostracion de b). Sea T' = (df ),,. Tomamos el valor d; tal que se cumple (12) con € = 1:

1/ (2o + 1) = f(x0) — (df )y 1
17l

[n]l <01 = < 1 = [[f(zo+h) = f(zo) = (df )aphll < [IA],

de donde:
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Importante. En el caso especial E =R"™ y F = R™, sabemos que todas las normas en E son
equivalentes y lo mismo para F' (apartado 1.11). En este caso, pues, tanto la diferenciabilidad
de f en xg como la diferencial (df)s, son independientes de qué normas se elijan en £ y en F.

Por supuesto, no toda aplicacién continua en xg es diferenciable en x(: la diferenciabilidad es
una propiedad estrictamente més exigente que la continuidad.

Caso particular: £ = FF = R. Cada T € L(R,R) estd dada por una constante real m, de
manera que 7'(h) = mh para todo h € R. Dado un entorno U de z( en R, una funcién f : U — R
es diferenciable en xg si y s6lo si existe una constante real m tal que:

0 = | oSl S0t M2 S |
h—0 h h

f(xo+h) — f(20)

lim
h—0

es decir si y sélo si }Lir% existe y es igual a m. Esto equivale a que f sea
%

derivable en zy con derivada finita f’(z¢) = m; dicho de otra manera, el grafo de f tiene en

T = x¢ tangente no vertical, con pendiente finita m.

Como hay muchas funciones continuas no derivables R — R, queda claro que continuidad no

implica diferenciabilidad.

i
Proposicion 58. Una funcion vectorial f = : |, con valores en R™, es diferenciable
Jm
en xg sty solo si las funciones escalares f1,..., fm son todas diferenciables en xy, en cuyo
caso para todo h € E la imagen (df )z h es el vector de R™ cuyas entradas son los nimeros

(dfl)xoh, AR (dfm)zoh-

f
Proposicién 59. (Linealidad). Con E, F,x,U como antes, sean U = F ambas diferencia-

bles enxg y c € R. Entonces f+¢g:U —F y cf :U — F son diferengiables en xg, ademds:

d(f + g)xo = (df):co + (dg)zo y (d(cf))xo = C(df)wo

Las demostraciones de las proposiciones 58 y 59 se dejan como ejercicio.

!
Proposicién 60. (Regla del producto). Sean U =R diferenciables en xy. La funcion

producto fg: U — R, dada por (fg)(v) = f(v)g(v), es dzferenciable enzy Y

| d(f9)as = (d )20 ()9(x0) + f(w0)(dg)a,

Esto también funciona para f :U - R, g: U > F y fg:U — F.
El caso de f y g escalares lo demostramos en el apartado 2.5.

Proposicién 61. (Regla de la cadena). Sean E,F,G tres espacios normados, zog € E, U
abierto de E y entorno de xo, f : U — F diferenciable en xy. Hacemos yo = f(xg) € F,
tenemos un abierto V de_F_entorno de unp y q:V — G diferenciable en un. C'omo hemos visto

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

- PN 7] J\HUJ M T 2L ANV A J\JUJ \PIJyo™

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacior3Bontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Entonces:

flxo+h) = f(xo)+ (df)goh + Rih = yo+k , donde k = (df)z,h + Rih,
goflxo+h) = glyo+k) = glyo) + (dg)yk + Rk = go f(zo) + (dg)yk + Rk ,
gof(zo+h)—goflzo) = (dg)yk + Rek = (dg)yo((df)aoh + Rih) + Ra((df)ooh + Rih) =
(d9)yo (df )zoh + (dg)yy Rih + Ra((df)uoh + Rih) ,

asf llegamos a g o f(zo+ h) — go f(zo) — ((dg)y, © (df)z,)h = Rh, donde:

Rh = (dg)y,Rih + Ra((df)aoh + Rih) , (13)

Rh " S
y sOlo queda ver que m — 0@ cuando h — Op.

Sean C7,Cy las constantes tales que |[(df)z,(h)|| < Ci||hll ¥ [|(dg)y, (k)] < C2||k|]. Dados
£1,e9 > 0 cualesquiera, existen 01 = 01(e1) y 02 = d2(g2) ambos positivos y cumpliendo:

bl <01 = [[Ruhll <ellhll |kl < &2 = ||Rok|| < e2lk| -
. B . d2(e2) '
Definimos 6 = d§(e1,€2) = min< d1(eq), O 1o > 0. Para ||h|| < §, por una parte tenemos:
1+e1

1(dg)yo Bahl| < Co[[Bah]| < Caenl|h] (14)
y por otra parte:
1(df)zoh + Bih|| < Cy{|]] + ea|[All = (Cr + 1) |[n]] < 02,

de donde:
HRQ( (df )zoh + th) | < agH (df )zoh + R1h H < e (Cy+e1)|h] - (15)

Juntando (13), (14) y (15), llegamos a:

RA
0<|h|<d = |||h||H < Che1 +e9C + €927 .

Dado cualquier € > 0, elegimos €1, €2 > 0 que cumplan Cye14e2C14€2e1 < €. El correspondiente
nimero 6(¢1,£2) es positivo y nos da:

h
0<|h] <0 = W<e,

y efectivamente Rh/||h| — Og cuando h — Op. O

2.2 Derivada respecto de un vector

Definicion 62. Sean E, F espacios normados, xg € E yU entorno dexg en E. Sean f : U — F
y v € FE. La derivada en xy de [ respecto de v es el siguiente limite, si es que existe:

A 1
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c¢) Si f es diferenciable en xg entonces en xy hay derivada respecto de cualquier vector y:
Dy f(wo) = (df )zov -

Demostracion de b). Es trivial para ¢ = 0. Supongamos ¢ # 0. Entonces podemos escribir:

lim% (o + tev) — f(zo)) = c.nmlt (o + ctv) — f(zo)) |

t—0 t—0 cC

y definiendo ¢’ = ¢t nos queda:
o1
D¢y f(zg) = c-tlllinoy (f(xo +t'v) — f(LL‘(])) = ¢ Dyf(zo) .
Demostracion de c). Es trivial para v = 0. Supongamos v no nulo. Definimos el resto:

R(h) = f(xo+h)— f(xo) — (df)zoh

y razonamos asi:

Dyf(xo) ~ (d)av = Jim + ( Fwo+t0) — f(x0)) — (@ )ugv =

t—0

= Jim T [(df)s(t0) + R(t0) ] — (@) = Jim % R(tv) .

t—0 ¢t

1 1
Introducimos la identidad ;= (sigt)— y llegamos a:

|
R(tv)

[t

Dyf (o) = (@)eqv = [lo]-lim (sigt)

pero sigt es funcién acotada de t (sélo toma los valores 1 y —1) mientras que R(tv)/|[tv| — OF
cuando t — 0, luego el limite es nulo:

Dy f(x0) = (df )agv = [0l -0F = O .

2.3 Jacobianas y regla de la cadena

Ahora tenemos U abierto de R™, una funcién f : U — R™ y un punto zg € U. Tanto la
diferenciabilidad de f en zy como la diferencial (df)s, son independientes de qué normas se
utilicen en R" y en R™, gracias al teorema 48 del apartado 1.11.

Considerando la base estandar {ey,...,e,} de R", cada derivada De, f(x0) es, en realidad, la
i-ésima derivada parcial de f en zg. En las diversas notaciones que se utilizan:

Def(z0) = 2| f = falao) = O f(x0) = Dif(zo) .

8:@ Zo
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es decir la aplicacién lineal v — Av, siendo A la matriz m x n siguiente:

def

A= fobo = [le(flfo)\fxg(l’oﬂ |fxn(x0)]an?

que conocemos con el nombre de matriz jacobiana de f en xg.

’Recuerda: las derivadas parciales de f se meten en la matriz jacobiana como columnas. ‘

fi
Sif= : entonces las filas de Df son las jacobianas de las componentes fi,..., f, de f:
Im
"D
D f
Df = -
L Dfm dmxn

Explicado esto, la tercera condicién de diferenciabilidad dice: la matriz D f;,, ademds de existir,

_ — Df,
f@o+h) HJ;L(HxO) Jaol tienda a 0 (en R") cuando h — 0 (en R™). Las

oes de Landau proporcionan una manera conveniente de escribir esto tltimo.

debe cumplir que

Definicién 63. (Oes de Landau). Sean f,g dos funciones definidas en un entorno de xo; la
g escalar y positiva en x # xq; la f escalar o vectorial.

Decimos que f pertenece a la clase o pequena de g (se escribe f =o0(g)) si lim f =0.
T—T0 g

Decimos que f pertenece a la clase o grande de g (se escribe f = O(g)) si existe una constante
C tal que ||f|| < Cg en un entorno de xg.

Notacién: por tradicién, o(g) y O(g) no denotan esas clases de funciones sino que denotan
un elemento cualquiera dentro de la clase, por eso se escribe f = o(g) o bien f = O(g) para
indicar que f pertenece a una u otra clase.

Con la notacién de las oes de Landau, la tercera condicién para que f sea diferenciable en zq
podemos escribirla asi:

f(zo+h) = f(zo) = Dfagh = o(|[h]]) obien f(zo+h) = f(zo)+ Dfagh +o([|R]]) -

La féormula f = O(1) significa que f es acotada en un entorno de xg, mientras que f = o(1)
significa que lim, 4, f(z) = 0. Si 8 > « entonces p = O(||z — 2o||®) = ¢ = o(||x — xo]|).
En particular, si 8 > 1 entonces ¢ = O(||z — 20[|’) = ¢ = o(||x — 0]|), luego una condicién
suficiente (no necesaria) para que f sea diferenciable en zg es:

f(zo+h) = f(z0) = Dfsyh = O(||h|”) para algin 8> 1.
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Todo camino tiene una descripcién z(t) = (z1(t), ..., z,(t)), siendo z1(t),...zn(t) : I — R
funciones escalares diferenciables en todo t € I. Este caso es excepcional por dos razones:

— Permitimos algunos dominios no abiertos, como por ejemplo I = [a,b).

— Dado ty € I, que existan las derivadas 2/ (to), ..., (to) es suficiente para que x(t) sea
diferenciable en tg.
1 (to)
La matriz jacobiana es una columna: Dxy, = 2'(tg) = : , es decir un vector de R", que
27, (to)

llamamos vector derivada o vector velocidad. Los vectores tangentes al camino en t = ¢
son los multiplos c2/(t) con ¢ € R.

Sean ahora V' C R™ un abierto y sea y(t) : I — V un camino diferenciable en V. Sea también
91, -+, Ym) : V — R¥ una funcién de m variables diferenciable en cada punto y(t) € y(I). La
compuesta goy : I — R¥ es a su vez un camino diferenciable en R y la regla de la cadena
d(g oY)ty = (dg)y(,) © (dy)t, se traduce en la igualdad matricial D(g o y)i, = (Dg)y) DYty €8
decir columna = rectangulo - columna:

y1(to)
RF 3 (g09)(to) = (Do) ¥ (t0) = [90 19 | [ 9ym s : 7
Ym (to)
y recuperamos una de las expresiones habituales de la regla de la cadena:
d
9@, ym(®) = w1 g ((0) + -+ Yu() gy ((1)) € R (17)
Supongamos que el camino en (17) es rectilineo de velocidad constante, es decir y(t) = yo + tv
con v = (ay,...,a;,) un vector fijado. Observemos que en este caso:
d
v =w YO =v . = 9(y®) = Duglwo) ,
t=0

la tercera igualdad es por la misma definiciéon de la derivada en yg respecto del vector v, luego
en este caso particular la regla de la cadena dice que Dyg(yo) = (Dg)y,v, es decir:

Dayer+tamem 9 (Y0) = a1 Deyg(yo) + -+ + am De,,9(yo) -
Dicho de otra manera:

Pedir que v — Dyg(yo) sea una funcion lineal R™ — R no es otra cosa que
pedir que g cumpla la regla de la cadena (17) para caminos rectilineos.

Recordemos que ésta era la segunda condiciéon para que g sea diferenciable en yg. Si ademas se
satisface la tercera condicién (la que involucra o(||h||) ) entonces la regla (17) también se cumple
para caminos curvilineos.

Ahora mostraremos que el caso general de la regla de la cadena consiste en realidad en varios

casos particulares de (17). Ademés de la funcién g : V — R¥, ahora tenemos un abierto U C R"
11111 a Frrnaiha Aa s cravialal £ A LL 1 diL ialll Lol 4 | LI
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es decir, pedir que sea (go f)z, (o) = (Dg)y, fz:(x0) parai =1,...,n, es exactamente lo mismo
que pedir la siguiente igualdad matricial:

[(g0 ar |- 190 Nanly, = (D), [For |- | fon ]y, s

0

que es la férmula (16), la regla general de la cadena para matrices jacobianas.
La manera préactica de expresar esto es con la siguiente férmula, en la que el indice i va desde
1 hasta n:

0

oxs 0

df1
Ox;

9(fi(@), o (@) = gy (F(@0)) 5 (o) + -+ + gy, (f(0)) == (z0) | (18)

Comentarios. (1) La regla (18) es la (17) con la operacién —| reemplazada por la

0
dat |, ox

en
ilgg

todas partes, resultado natural porque es la derivada respecto de ¢t alo largo de xzg+t €;.

0
6(131 To

(2) Ahora sabemos que (16) equivale a lo siguiente: f es diferenciable en zg y ¢ cumple la
regla (17) a lo largo de caminos diferenciables cualesquiera (rectilineos o curvilineos).

(3) Es muy importante la siguiente interpretacién de (17): fijada g, la derivada (g oy)’(0) de g
a lo largo del camino y(t) s6lo depende de yy y el vector velocidad v = 3/(0), de manera que si
tenemos dos caminos y(t), §(t) pasando por yg con velocidad v:

entonces (goy)'(0) = (gog)'(0) y este vector es igual a D,g(yo), es decir el resultado (goyo)’(0)
donde yo(t) es el camino rectilineo yo(t) = xo + tv.

En definitiva, pues, la regla de la cadena afirma dos cosas:

— Fijados g, 4o, v, los infinitos caminos y(t) que pasan por yp con velocidad v dan todos
el mismo resultado en la derivada (g o y)'(0). Esto incluye al camino rectilineo.

- Fijada ¢ y fijado yo = y(0), el vector (g oy)’(0) depende linealmente del vector y'(0).

2.4 Ejemplos especiales

El propodsito de este apartado es aportar evidencia de que la diferenciabilidad de f en un punto xg
es una propiedad muy exigente. Las dos condiciones siguientes son necesarias, pero no suficientes,
para dicha diferenciabilidad:

(1) que D, f(z0) exista para todo v y dependa linealmente de v (es decir, que se cumpla la regla
de la cadena a lo largo de caminos rectilineos),

(2) que f sea continua en xy.

Empecemos por f(z,y) = /23 +y3 : R? — R. Esta funcién es homogénea de grado 1, con lo
cual existe la derivada en el origen respecto de cualquier vector y ademas:

D,f(0) = f(v) paratodo v e R?.
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Para esta funcién D,g(0) existe para todo v € R? y depende linealmente de v... por la sencilla

razén de que es siempre nula: D,g(0,0) = 0 para todo v € R2.

g(tv) — f(0,0)
t

Siv; =0 o v =0, entonces g(tv) =0 luego — 0 cuando t — 0.

Si a # 0 # b, entonces:

ta,tb) — 3ptt 3p 3
g(ta,tb) —g(0,0) a __@¢ RN

B -0 = do t—0.
3 t (abt6 + b2t2) a6t 1 p2 b 0 cuando t—0

Sin embargo esta g es discontinua en (0,0): resulta que es constante a lo largo de los caminos
y(t) = (t,c-t3), t > 0. Por ejemplo f(t,t3) = 1/2 mientras que f(¢,2t3) = 2/5 para todo t > 0.
Como estos caminos tienden al punto (0,0) cuando t — 0, ni siquiera existe el limite de dos
variables im, ), 0,0) 9(,Y)-

3
s (2,y) #(0,0)
Tercer ejemplo: h(z,y) =4 * TY
0 si (z,9)=(0,0)
Se demuestra, igual que hemos hecho en el segundo ejemplo, que D, h(0,0) existe y es nula para
todo v € R?, luego funcién lineal de v. Por lo explicado en el apartado 2.3, la funcién h cumple
la regla de la cadena a lo largo de rectas al pasar por (O,4 0). ,
ty

Esta h sf es continua en (0,0). Tenemos |z%y| < por la desigualdad aritmético-

geométrica (es decir, Young para p = 2), luego |h| < |z|/2 < ||(z,v)||/2 en todo el plano R2. Al
ser h = O(H(CL‘,y)”), se tiene liIn(ar:,y)%(O,O) h(z,y) = 0= f(0,0).
Pero h no es diferenciable en (0,0). Consideramos los caminos «a(t) = (¢,0) y y(t) = (t,t2),

que cuando t = 0 pasan por (0,0) con la misma velocidad (1, 0) Como « es rectilineo, se tiene

(hoa)(0) = Doyh(0,0) = 0, en cambio (h o~)'(0) = ;t ! 7750

Lo que le ocurre a h es lo siguiente: cumple la regla de la cadena a lo largo de rectas, pero no
a lo largo de otras curvas cuando pasan por (0,0), por ejemplo:

(o) = 5 #0 =00 ( § ) = (Dhon) 0.

2.5 Derivadas continuas

Los tres ejemplos del apartado anterior nos avisan de que hay situaciones en las que es deli-
cado decidir si una funcién de varias variables es diferenciable o no. El siguiente teorema es
inmensamente util porque describe una situacién (bastante frecuente) en la que desaparecen
esas dificultades.

Teorema 65. Sea U abierto de R™ y xg € U. Para que f : U — R™ sea diferenciable en xq es
suficiente (no mecesario) que en un entorno de xo existan fy,, ..., fz, Yy sean continuas en xg.

Demostracion. Veamos primero que el caso m = 1 implica el caso general. Pongamos f =
(fi,--s fm). Si las funciones vectoriales fs,,..., fz, son continuas en xg entonces para cada
Jj € {1,...,m} las derivadas escalares fjz,,..., fjz, son continuos en zq y, por el caso m = 1
del teorema cada f; es dlferenmable en xg y por lo tanto también f.
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(c.d)

(a,b) (c,b)
En esta demostracién utilizamos una norma || - || que cumpla lo siguiente:
2| = [, 0)l < (@l = 100,9)] = |yl paratodo (z,y)€R?. (19)

Esta propiedad la tienen muchas normas, entre otras las normas p. Una vez que se cumple (19),
la bola B(xo, ||z — x¢||) contiene los tres vértices xq,2’, 2" del camino poligonal y, como es
convexa, contiene el camino entero y asi f estd definida en todos los puntos de dicho camino.
La restriccion f|segmento horizontal €5 1a funcién de una variable f(¢,b) con ¢ entre a y c. Le
aplicamos el teorema de los incrementos finitos y resulta un punto z; = (61,b), situado en el
segmento horizontal, tal que f(2') — f(xo) = (¢ — a) fu, (61,0) = (¢ — a) foy (21)-

La restriccion f|segmento vertical €5 la funcién de una variable f(c,t) con t entre b y d. Le
aplicamos el teorema de los incrementos finitos y resulta un punto z2 = (¢, 62), situado en el
segmento vertical, tal que f(2”) — f(2') = (d = b) fo,(c,62) = (d — ) fr,(22).

El incremento de f a lo largo del camino poligonal es la suma de los incrementos a lo largo de
sus segmentos:

f@") = flzo) = (f(2) = flxo)) + (f(&") = f(2")) = (c—a) for(21) + (d = D) frr(22) . (20)
Escribamos ahora:
for(z1) = fz,(x0) +errory |, fo,(22) = fz,(x0) + errors . (21)

Como la bola B(xg,||z” — xg||) contiene el camino poligonal, contiene los puntos interme-
dios z1,22. A medida que z” se acerca a xg, el radio ||z” — z¢|| de esa bola tiende a cero y
los puntos z1, z2 tienden ambos a xy. Como las funciones f;,, fz, son continuas en z, tenemos:

errory —» 0y erroro —> 0 cuando =z .

Por otra parte, juntanto (20) con (21) y definiendo error = error; (¢ — a) + errors (d — b) sale:

f(@") = f(xo) = fu,(x0)(c—a)+errory (¢ — a) + fu,(x0) (d — b) + errors (d — b) =

= [fai(w0) faa(z0)] ( d—(g ) + error =

= Dfyy - (2" —x0) +error .
Ya sélo nos falta ver que error = o(]|z” — xo||). Ahora bien, por la condicién (19) se tiene:

lc — al <1 |d — b <1
> y > 1,
| (c—a,d—=0)| | (c—a,d=0)|

de donde:

e — d—b
. \?rror\ - < [errors| - | — a] + Jerrory| | | < lerrory|-1+lerrorol-1 — 0 cuando 2" — zq .
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1 .
(% +y*) sen e ¥ (z,y) # (0,0)

La funcién f(z,y) = es diferenciable en (0, 0) pero

0 si (z,y)=(0,0)
tiene f,,, fz, discontinuas en ese punto, mostrando asi que la condicién suficiente proporcionada
1 2 )
por el teorema anterior no es una condicién necesaria.

Definicién 66. Decimos que f : U — R™ es de clase C' en U, y se indica por f € C1(U,R™)
o simplemente f € CY(U), i fu,,-.., fz, existen y son continuas en todo U.

Las funciones de clase C' son diferenciables en todo punto de su dominio.

Demostracion de la proposicién 60, caso escalar. La funcién producto prod : R? — R, dada
por (z,y) — xy, tiene jacobiana D prod = [y x], claramente continua, luego prod € C*(R?) y
es diferenciable en todo punto de R%. Dados un abierto U C R" y f,g: U — R diferenciables

en xo € U, el producto se describe como compuesta fg = prod o [ g ] y podemos aplicar la

regla de la cadena:

_ | Df _ | Do
D(£9)zg = DProd 1\ (1(20).g(a0)) [ Dg LO = lv <] (@)= (F(@0).9(x0)) [ Dga, ] )
resultando la regla del producto: D(fg)z, = (D fz,) 9(x0) + f(20) DGy - O

De las propiedades que hemos visto para la diferencial (suma de funciones, producto de funciones,
etc.) y las que hemos visto para las funciones continuas, se deducen:

(1) f=(f1,--5 fm) : U— R™ es de clase C! si y sélo si las f; son todas de clase C.
(2) Si f,g: U — R™ son de clase C! y ¢ € R, entonces f 4+ g y cf son de clase C.
(3) Si f,g:U — R son de clase C', entonces fg es de clase C'.

(4) La compuesta de aplicaciones C1 es C! (ver apartado 2.7).

En particular, toda aplicacién polindmica es de clase C!. Més atin, combinando (1), (2), (3) y (4)
tantas veces como sea necesario, es facil deducir que si f viene dada (componente a componente)
por una formula elemental que no plantee ningin problema en el abierto U (es decir, ningtin
denominador se hace cero, los radicandos y logaritmandos se mantienen estrictamente positivos,
las cantidades dentro de un valor absoluto o de la funcién sig no se anulan) entonces f € C1(U).
Como primer uso de estas ideas, las dos fracciones del apartado 2.4 son de clase C! en R?\{(0,0)},
e igual el ejemplo que acabamos de dar (22 + y?) sen (1 /(x? + y2)), luego son diferenciables en
cada punto de R?\ {(0,0)} sin que haga falta analizarlos m4s.

La funcién f = /23 + y3 tiene radicando nulo (solamente) a lo largo de la recta L = {x+y = 0}
y por lo tanto es C! en el abierto R? \ L. Veamos que no es diferenciable en nigtin punto de L.
Para el punto (0,0) ya lo hemos visto en el apartado 2.4. Para xg = (a,—a), con a # 0,
consideramos el camino v(t) = xo + (¢,t) y vemos que f o~v(t) = {/2t (3a? + t2) tiene derivada
infinita en ¢t = 0, que es cuando 7(t) pasa por xgp, luego f no es d1ferenc1able en ese punto. Es,
sin embargo, continua en todo R? porque es compuesta de funciones continuas.

2R Naorivradace crnizadac
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(a,b+h,) x,+h

(a,b)=x, (a+h,,b)

Para h pequeno todo el rectangulo esta contenido en el entorno de zy donde existen fy,, fzy, f2,20-
Definimos:

X(h) = f(a,b) — f(a+h1,b) — f(a,b+ h2) + f(a+ hi,b+ ho) .

- +

+ —_

Fijado h, definimos la funcién g(x1) = f(z1,b+ ha) — f(21,0),

(X 1 ,b+h 2)

+

(x1,b)
que tiene derivada ¢'(x1) = fg, (21,0 + h2) — fo, (x1,b). Ademds esta funcién permite escribir:
E(h) = gla+h1) —g(a) ,
luego existe £ = £(h), nimero intermedio entre a y a + hy, tal que:

E(h) = hl'g/(g) = hl' (fx1(§7b+h2)_fx1(§vb)) :

Como fy, 4, existe en todo el rectdngulo, hay un nimero n = n(h) entre b y b+ ha, tal que

f$1<£vb+h2) _fa:1(§7b> = h2'fw1z2(§a77)7

de donde:
S(h) = hihs a2, (€,m) -

El punto (&, 7n) es interior al rectdangulo, cuyo punto més alejado de xg es x¢ + h (porque estamos
utilizando la norma euclidea estandar), por lo tanto (£,1) — z¢ cuando h — (0,0) y, como fz,z,
es continua en xg, tenemos:
%(h)
im
h—(0,0) Ay ho

h1#0
ho>0

Sea w(h)Y = YWhY/(hiho)\_definida en {h - h: £ 0 ho 0l Chando nin limite de dos va-

= foriz, (l‘o) : (22)
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Gracias a esto, (22) implica que existe lim faa(@+ 11, b) = fon (a,B)

i W y es igual a f,4,(20), lo

0
que significa que existe Er. fuy yvesigual a fy4,(x0), que es lo afirmado por el teorema. [
T Zo
T (@) £ 0.0)
— s (a, )
z2 +y? Y

Consideremos f(z,y) = Esta funcién es diferenciable en (0, 0)

0 si (z,y)=(0,0)
con derivadas parciales nulas en dicho punto, porque |f| < 22/2 = O(||(x,%)||*) y por lo tanto:

fla,y) = f(0,0) =0-2—=0-y = O(|(x,9)|*) = olll(z,»)]) -
Derivando en (z,y) # (0,0) y anadiendo los valores f;(0,0) = f,(0,0) = 0, calculamos:
fz(0,y) = 0 paratodoy , fy(xz,0) = = para todo z,

de donde f;,(0,0) = 0, mientras que f,,(0,0) = 1. Ahora sabemos que tanto f;, como fy,
son discontinuas en (0,0) (ya no lo vamos a comprobar), pues el teorema de Schwarz dice que
tendrian el mismo valor en (0,0) si una de ellas fuera continua en dicho punto.

2.7 Derivadas de orden mayor

Definicién 68. Sea U C R"™ un abierto. Se dice que f : U — R™ es de clase C* en U si
existen y son continuas en todo U las derivadas parciales de f de drdenes desde cero hasta k
(entendiendo que la derivada de orden cero es la propia f).
Decimos que f es C®, o que es suave, si es C* para todo k.

Decir f € C° es lo mismo que decir que f es continua.

El teorema de Schwarz implica que si f es C? entonces se tiene Jriz; = fajz; ParTa i, j cualesquiera,
es decir que para tal funcién el orden de derivacién no importa en las derivadas segundas.

Si f es C3, aplicando el teorema de Schwarz varias veces deducimos identidades como las si-
guientes:

f:czy = fz:ry

fya:z - fyzz - fzyz

y para una tal f el orden de derivaciéon tampoco importa en las derivadas terceras.

Ahora bien, la mayorfa de las funciones C? nos dardn fiuy # fuyy, 10 que significa que es
importante cudntas veces se ha derivado respecto de cada variable independiente.

En general, si f es C¥ entonces en las derivadas hasta orden k& no importa el orden de derivacién
pero si importa (y mucho) el nimero de veces que se ha derivado respecto de cada variable. Para
codificar esto es a veces comoda la notacién de los multindices. Para una funcién de n variables
independientes, un multindice es una n-upla a = (a1, ag, ..., a,) de enteros no negativos. Por
ejemplo, a una funcién de cuatro variables f(z1,z2,23,24) y al multindice a = (0, 3,0,2) les
corresponde la siguiente derivada parcial quinta:

fxxy:fxym:fyx:p s fxyz: {

L ANY
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Esta notacion puede ser desventajosa para derivadas de orden pequeno, pero es util para las de
orden alto.

Propiedades (se incluye el caso k = 00):

(1) f=(f1,---, fm) es CF siy sélo si cada f; es C.

(2)Si f,g:U — R™son C* y c € R, entonces f +¢g y cf son CF.

(3) Todo polinomio es C* (sus derivadas de todos los érdenes existen y son polinomios).
(4) Si f,g:U — R son C*, entonces fg es C.

(5) La compuesta de aplicaciones C* es C*.

Demostramos (5) por induccién sobre k. Es cierto para k = 0, en cuyo caso dice que la compuesta
de continuas es continua. Sea ahora k& > 1 y supongamoslo cierto para k — 1. Dadas f,g de
clase C*, en particular son C' y diferenciables en todo punto. La regla de la cadena nos da
entonces la siguiente identidad entre funciones matriz:

D(go f) = [(Dg)o f]Df .

El primer factor (Dg)of es la compuesta de una funcién C* con una funcién matriz de clase C¥~1,
luego es C*~1 por la hipétesis de induccién. El segundo factor Df es otra funcién matriz de
clase C*~1. Si podemos argumentar que el producto de funciones matriz de clase C*¥~! es C*~1,
tendremos D(g o f) € C¥~1, de donde go f € C*. La multiplicacién de matrices es una funcién
vectorial R*™ x R™" — R*" cuyas sn componentes son polinomios cuadraticos, luego es una
funcién C*. Si A(z), B(z) son funciones matriz C¥~1, entonces el producto A(z)B(z) es la
compuesta de (A(m), B(az)) € CF1 con la multiplicacién, y por lo tanto es C*~1 por la hipétesis
de induccién. Esto completa la prueba de (5).

Vale decir lo mismo que para la clase C': una férmula elemental define una aplicacién C* en el
abierto en el que no se anule ningiin denominador, los radicandos y logaritmandos permanezcan
positivos y las cantidades dentro de un valor absoluto o de la funcién sig no se anulen.

En particular, las dos fracciones del apartado 2.4 y (22 +y?)sen (1 /(x? +y2)) definen funciones
C>® en R%\ {(0,0)}. La funcién vista al final del apartado 2.6 es C* en R?\ {(0,0)}, luego el
origen (0,0) es el tinico punto donde presenta el fenémeno fry # fya-

El espacio My, (R) de las matrices n x n puede identificarse con R" y entonces la funcién
determinante det : M, «,(R) — R es un polinomio (de grado n) y es C*.

El conjunto GL(n,R) de las matrices invertibles n x n es la preimagen del abierto R\ {0} por
la funcién determinante, luego es un abierto de R™. En este abierto la funcién A A7 que
lleva cada matriz a su inversa, es C* porque cada una de sus n? funciones componentes es un
cociente de dos polinomios y el denominador no se anula en el abierto.

2.8 Desarrollo cuadratico de Taylor

Definicién 69. Sea U C R™ un abierto y a € U. Sea f € C?>(U,R) una funcién escalar. La
matriz hessiana de f en a es el cuadrado formado por la derivadas sequndas de f en a:

Hess(f)a = [fxixj(a)]nxn’

que, por el teorema de Schwarz, es una matriz simétrica. La forma hessiana de f en a es
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Demostracion. Como todas las normas en R” son equivalentes, la clase o(||h]*) es la misma
para todas ellas. Igual ocurre con O(||h||¥). Basta elegir una norma y demostrar el teorema
para ella. En esta demostracion | - | denota la norma euclidea estdndar en R™.

Fijamos una bola B(a,r) contenida en el dominio de f. Dado x = a + h € B(a,r), el segmento
rectilineo [a,z] estd contenido en B(a,||h||) y a fortiori en B(a,r). Esto permite definir la
siguiente funcion escalar de una variable:

g(t) = fla+th) , 0<t<1.

Como f es al menos C2, tenemos g(t) € C?[0,1]. El teorema de Taylor para funciones de una
variable nos dice que existe un valor intermedio 6 € (0, 1) tal que:

9(1) ~9(0) = (1=-0)g'(0) + 5 (1 -0)*¢"(6)
es decir f(a+h) — f(a) :g’( )+ (1/2)g" (0 ): (df )oh + (1/2) ¢"(6). Calculamos:

1" N —
gt = - dtf( a+th) Z hi fr,(a+ th)
1<i<n
= > hi— fxl (a+th) = > hihj fra(a+th),
1<i<n 1<,5<n

lego ¢ (0) = 1< cn hihj frse; (2), con 2 =a+6h € Bla,|h]). En definitiva:
Flath) = Fla)+ (d)ah + 5 Hess(f).(h) =
= f(a) + (df)ah+ 5 Hess(Flalh) + R
donde R = (1/2) Hess(f)+(h) — (1/2) Hess(Fa(h) = (1/2) Y1y hihs (e (2) = fra, (@)):

Por otra parte, como para todo i es |h;| < ||h||, tenemos |h;h;|/||h|?> < 1 para todo par i,,
luego:

H|hIT|2 < % Z 1"fxi$j(z)_fx’mj(a)‘.

1<i,j<n
Como z € B(a, ||h[|), se tiene z — a cuando h — 0 y, como cada f,,.; es continua:
feiz;(2) = frz;(@) = 0 cuando h— 0 , para todo par 4,7,
y deducimos que R/|h||?> — 0 cuando h — 0, es decir R = o(||h?).

Supongamos ahora que f es al menos C3. Entonces g(t) es C3 y, de nuevo por el teorema de
Taylor para funciones de una variable, existe un valor intermedio 6 € (0, 1) tal que:

9(1) = 9(0) = (1=0)g/(0) + 5 (1 - 02 ¢"(0) + 5 (1 0" (B)
Ahora calculamos "' (t) = 321 <; ;i p<n Pi By bk foiz (2 +th), v asf:
Flath)— fla) = (df)ah+ 5 Hess(f)a(h) + 7.,

donde R = (1/6) ZK” e i g T, fxlw,vm yZ=a+, Oh esté en B( HhH)
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2.9 Extremos locales

Definicion 71. Sea U C R™ un abierto y a € U. Sea f : U — R una funcion escalar
diferenciable en a. Decimos que a es un punto critico de f si (df), = 0.

El punto a es un mdximo local si existe un entorno V de a tal que f(z) < f(a) para todo
x € V; es, ademds, estricto si V puede elegirse tal que f(x) < f(a) para todo x € V' \ {a}.

El punto a es un minimo local si existe un entorno V de a tal que f(x) > f(a) para todo
x € V; es, ademds, estricto si V puede elegirse tal que f(x) > f(a) para todo x € V' \ {a}.

Lema 72. Si f es diferenciable en a y (df)q, # 0, entonces a no es mdzximo local ni minimo
local de f.

Sean f € C? y a € U critico. Si existe un vector v con Hess(f)q(v) > 0 entonces a no es
mazximo local. Si existe un vector w tal que Hess(f)q(w) < 0 entonces a no es minimo local.

Demostracion. Supongamos f diferenciable en a y que hay un vector v tal que el ntimero
(df)a(v) es no nulo. Consideramos la funcién escalar ¢(t) = f(a + tv), t € (—e,e). Se tiene
g(0) = f(a) y ¢'(0) = (df)a(v) # 0, digamos por ejemplo ¢’(0) > 0. Para e suficientemente
pequeno, es ¢g(t) > ¢g(0) en t € (0,e) y ¢g(t) < g(0) en t € (—¢,0). Encontramos asi puntos
x = a+tv arbitrariamente cercanos al punto a, algunos con f(z) > f(a) y otros con f(z) < f(a).
Luego a no es ni maximo local ni minimo local. El caso ¢'(0) < 0 es andlogo.

Supongamos ahora f € C? y (df), = 0. Ahora es g(0) = f(a) y ¢’(0) = 0 para la funcién g(t)
construida a partir de cualquier vector v. Pero si Hess(f)q(v) > 0 entonces la correspondiente
funcién g tiene ¢”(0) > 0, con lo cual g(t) > g(0) para t # 0 pequenio (positivo o negativo).
Los puntos z = a + tv, con t # 0 pequeno, son arbitrariamente cercanos al punto a y en ellos
f vale mas que en a, que no es, pues, maximo local. Del mismo modo, si un vector w cumple
Hess(f)a(w) < 0 entonces hay puntos x = a + tw arbitrariamente cercanos al punto a en los
que f vale menos que en a, que por lo tanto no es minimo local. ]

Corolario 73. Si f es diferenciable en a, para que a sea mdximo local o minimo local es
necesario (no suficiente) que sea punto critico.

Sea f de clase C* y a € U un punto critico de f. Para que a sea mdximo local es necesario (no
suficiente) que Hess(f)q sea semidefinida negativa: Hess(f)q(v) < 0 para todo v € R"™. Para
que a sea minimo local es necesario (no suficiente) que Hess(f), sea semidefinida positiva:
Hess(f)a(v) > 0 para todo v € R™.

Si Hess(f)q es indefinida (degenerada o no) entonces a mno es ni mdximo local ni minimo
local.

La funcién f(z,y) = x? + y> proporciona un ejemplo en el que Hess( f),0) es semidefinida
positiva pero (0,0) no es minimo local: el término ciibico y* no afecta a la diferencial ni a la
hessiana, pero hace que para y < 0 sea f(0,y) < f(0,0), no importa lo pequenio que sea y.

Teorema 74. Sea f de clase C* y a € U un punto critico suyo.

Para que a sea un mdximo local estricto es suficiente (no necesario) que Hess(f)q sea definida
negativa. Para que a sea un minimo local estricto es suficiente (no necesario) que Hess(f)q
sea definida positiva.

Demostracion. Escribamos Q(-) = Hess( f) () y supongamos Q( ) deﬁmda pOSlth& La esfera

NP B e | r. — mn . Il 1] 1 Z
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Dado el desarrollo de Taylor f(a+h)= f(a)+0+ (1/2) Q(h) + R(h) y dado € > 0, existe un
§ = 8(g) > 0 tal que si ||| < § entonces |R(h)| < e|h|* < %Q(h). Tomamos € menor que \/2,

por ejemplo € = \/10, y el § correspondiente. Entonces:

Irl < 0 = [R(R)| < (01)Q(h) = (0'4)Q(h) < (1/2)Q(h) + R(h) < (0'6) Q) .
Sumando f(a) a los tres miembros de esta tltima desigualdad y poniendo z = a+ h, obtenemos:
fla)+ (0 Q(x —a) < f(z) < f(a)+(06)Q(x —a) , para |z —af <0.

Para z € B(a,9) \ {a} se tiene

Qx—a) >0 y f(z) = fla)+(04)Q(z—a) > f(a),
luego a es minimo local estricto de f.

Si Q(+) es definida negativa se procede de manera anédloga. O

Ejemplo de que la condicién no es necesaria: la hessiana en (0, 0) de la funcién f(z,y) = 22 +y*
es degenerada, sin embargo (0,0) si es minimo local estricto de f.

2.10 Polinomios de Taylor

Definicién 75. Sean U C R™ un abierto y f € C*(U). Dado un punto a € U, el polinomio
de Taylor de orden k de f en a es el inico polinomio de n variables Py(x) = Pg(x1,...,2y)
que tiene grado < k y cumple lo siguiente:

0 < laf <k = D%Py(a) = D“f(a), (23)
es decir, cada derivada en a de orden entre 0 y k da el mismo resultado para Py que para f.

Se puede calcular el polinomio de Taylor por el método de los coeficientes indeterminados,
o sea tratando a los coeficientes de P, como incégnitas. Entonces (23) se convierte en un sistema
con el mismo nimero de ecuaciones que de incégnitas (concretamente (":k), si f es una funcion
escalar). La matriz de dicho sistema (cuadrada e invertible) es muy fea si como base del espacio
de polinomios elegimos los productos de potencias de 1, ...,z,. Es, en cambio, muy sencilla si
como base del espacio de polinomios elegimos los productos de potencias de z1 —ayq, ..., T, — an.
Esto quiere decir que planteamos:

Pk‘('xla"wxn) = Z Caq--am (1171 7@1)041 "'(xn*an)an )
0<al<k

y entonces la contribucién a D*P(a) de los términos cg,...5, (x1—a1)?t -+ - (x5, —an)P" con B #
es nula, con lo cual cada una de las condiciones (23) sélo contiene una incégnita y el sistema
queda asi:

0 <la] <k = a1! - anlcaya, = D%f(a) .

Tleocadna a eate niintn e nuede ologir entre doe mamnerace eausnalentee de eceribir ol nalinamia de
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distintas expresiones que resultan de reordenar los factores de primer grado x; — a; y repartir
el coeficiente constante a partes iguales entre ellas. Ejemplos:

7(:61 — a1)2(x5 — CL5) =
7

= 3 (x1 — a1)2(x5 —as) + 3 (1 —a1)(zs —as)(x1 —ar) + 3 (x5 —as)(r1 — a1)2 )
—11
—11(z1 — a1)(z2 — a2)(xs — a3) = Z = (Zo(1) = o)) (To@) — o)) (To@E) — o)) -

oES3

Supuesto |a| = s, al reordenar los factores de primer grado de (z1 — a1)®! -+ (2, — a,)*" salen

s! . .
expresiones (l‘il — ail) EE (%’S - ais) diferentes. Por tanto:
061! ce Ozn!
ap!lap!
—a ). g ) — T o o Y (s — s
c(xy —ay) (T —ap)* = g c o (ziy —aiy) - (i, — as,)

donde la suma se extiende a todas las posibles sucesiones iq,...,is en las que el indice 1
aparece « veces, el indice 2 aparece ag veces, ... y el indice n aparece «, veces. Como en

realidad el coeficiente ¢ era igual a D®f(a)/a1!- - ay!, tenemos que:

ap!l-ap! 1

cr—— = gDaf(a).

s!

La segunda manera de escribir el polinomio de Taylor de orden k en a es, pues, la siguiente:

k

1

Pe(z) = > ol S feyew (@) (Wi —aiy) - (2, —ag,) (25)
s=0 "~ 1<iy,...;is<n

Ambas férmulas (24) y (25) son validas tanto si f es escalar como si es vectorial f : U — R™.
Insistimos en que ambas definen el mismo polinomio (el tinico de grado k que cumple (23)) sélo
que en (24) ningin monomio se repite mientras que en (25) cada monomio se repite tantas veces
como distintas expresiones resultan de reordenar sus factores x; — a;.

Ejemplo. Si k =1 las férmulas (24) y (25) dan ambas el siguiente resultado:
Pi(z) = fla) +(Df)a(x—a),

y el hecho de que el correspondiente resto R(z) = f(x) — Pi(x) sea un o(||x — al|) equivale a la
definicién dada en el apartado 2.1 de que f sea diferenciable en el punto a.

Ejemplo. Sea f(x) = f(x,y) funcién de dos variables y sea a = (0,5). Para cada multindice
a = (a1, a2), escribimos fq, o, para denotar D f(0,5). Entonces el polinomio de Taylor de
orden 2 de f en a queda de la siguiente manera segin la férmula (24):
1 1 1 1 1 1 )
o000+ gt 107+ 200! i oig o2ty =51 =
1 1
= Joo+ fro-a+ for (y=5)+5f0- 2+ fi1-a(y —5) + ofo2-(y— 5), (26)

foo+ fioz + foa(y —5) + fa0r? + fiaz(y —5) +

mientras que segun la férmula (25) queda asi:
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resultado de reordenar los factores e y —5 en fi1-x(y — 5), divididas por el nimero 2 de
tales resultados.
Vemos que, cuando f es escalar, la expresion de Py(x) segun (25) es:

r—0 L fig i -0
f(a)‘FDfa[y_g)}—Fz[x 0y 5][f2,1 f2,2] [9_5]’

es decir el polinomio del teorema 70 del apartado 2.8:
f(a) + Dfa(x — a) + (1/2) (x — a) Hess(f)a (x — a) .

Igual para funciones escalares de n variables y cualquier otro punto a. El teorema 70 afirma,
pues, que si Py(x) es el polinomio de la definicién 75 con k = 2 entonces:

o(lz —al?) si fecC?,

f(@) - Py(a) = |
O(|lz —al®) si fecC?.

Ejemplo. Sean de nuevo f(x) = f(z,y) y a=(0,5). El polinomio de Taylor de orden 3 de f
en a queda de la siguiente manera segin la férmula (24):

1 1
foo + fror+ fo1(y —5) + §f2,0902 + fiiw(y —5) + §f0,2(’y —5)%+

1 1 1
200 P ——foa(y—5)*,

1
310! 2111 foaa*(y = 5) + 5 fr2e(y = 5)° + 013!

3
Jaor” + 1121

+
es decir:
1 2 1 2
foo+ fio-x+ fo1-(y—>5)+ §f2,0 cx® 4 fi1-x(y —5) + §f0,2 (y—=5)"+
1 1 1 1
+6f3’0 a® 4 §f2,1 2?(y —5) + §f1,2 ~2(y —5)% + 6f0,3 Sy —5)7, (27)
mientras que segun la férmula (25) queda asi:

foo+ fio-z+ for-(y—5)+
1
+3 (fz,o 2’ + fia-xly —5) 4 fin (Y —5)a+ foz - (y— 5)2) +
1
o (Foaa(0,5) 2% + £(0,5) - (y = 5)* ) +
1
+6 (fxa:y(07 5) ' $2(y - 5) + fzya:(oa 5) ’ x(:‘/ - 5)1} + fy:c;t(07 5) ’ (y - 5)x2) +
1
2 (Fonnl0.5) - 2y = 5) + £1y(0.5) - (4 = 5)a(y = 5) + fie(0,5) - (y = 5)%x ) .
exactamente igual que la férmula (27), sélo que con el término f1 - x(y — 5) repartido en dos

mitades iguales y cada uno de los términos (1/2) fo1-2%(y—>5) y (1/2) fi.2-2(y—>5)? repartidos
en tres partes iguales.

T Aivnniandb A bnmmmna Am A deal TN .

1 1 4 1 1 A 1
-
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El caso particular k = 2,m = 1 de la implicacién 1.==2. es el teorema 70 para f € C>.

Demostracion del teorema 76.
1.=2. Sea h = = — a. Definimos la funcién auxiliar de una variable g(t) = f(a + th),
consideramos el siguiente desarrollo de Taylor:

1 1

1 _ _
9(1)=9(0) = (1-0)g/(O)45; (1-01*g"(O)+- -+ =73, 1=0" " ¢" V(0455 (1-0)*gV©)
donde 0 < 0 < 1, y desarrollamos:
g9t = Z for i, (@+th) iy -+ hig , para s=1,...,k.

1<i1 wyis<n
Entonces, teniendo en cuenta la férmula (25) para Py, conseguimos llegar a la expresion:
@) =Pu@) = > (for,ews, ) = for,ooas (@)) hiy -+ hiy . con y = a+0h,
1<i i <n
de donde:
S 5 s @) = fayen, @] = (1),

1<i1 g <n
luego Ri(z) = o(Hth)

2.=—1. Sean P(z) un polinomio de grado < k que cumple 2. y Py(z) el polinomio de Taylor
de orden k de f en a. Sabemos que f(z) = Py(z) + o(||z — al|¥) por la primera parte de la
demostracién, de donde P(z) — Py(z) = (P(z) — f(z)) + o(||z — a[|¥). Luego P(z) cumple 2. si
y s6lo si P(x) — Py(x) es un o(||z — al¥).

Hacemos de nuevo h = x — a y utilizamos como base del espacio de polinomios los productos
de potencias de hq, ..., h,. Como P(z) — Py(z) tiene grado < k, hay una identidad:

P(z) — Pe(z) = Qo+ Q1(h) + Q2(h) + -+ Qk(h),

donde Q) es una constante, Q1(h) es una forma lineal en h, Q2(h) es una forma cuadrética
en h,... y Qr(h) es un polinomio homogéneo de grado k en h.
Haremos uso de lo siguiente, que es muy facil de demostrar:

©(h) homogénea de grado s en h
= ¢(h)=0. (28)
p(h) = o([[n]*)

Supongamos que P(z) cumple 2. Empezamos razonando as:

Qo = (P(2) = Pi(2)) = (Q1(h) + -+ Qi(h)) = o[|R]*) +0o(1) = o(1),

y, haciendo s = 0 en (28), deducimos Qo = 0. Pero entonces:
Qi(h) = (P(x) = Py(x)) = (Qa(h) +--- + Qx(h) ) = o(|[A]I*) +o(|[a]l) = o(lR]),

y, haciendo s = 1 en (28), deducimos @Q(h) = 0. Este proceso continta sin problema hasta
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S

~ d ~
donde 0 < 6 < 1. Desarrollando cada ¢*)(t) = o7 f(a+th) y evaluandoen t =0 oen t =0,
segin proceda, obtenemos:

1 -

f(z) = Py(x) = ] Z Jaiywwiy, (2) h1y oy, con z=a+6h,

1<1y,... 04150

y es muy facil ver que f(z) — Py(x) = O(]|h|[FT!) = O(||z —a||**!), para 2 cercano al punto a.
O

La utilidad de la parte 1.==-2. del teorema 76 es obvia: generaliza y refuerza el teorema 70 del
apartado 2.8. Vamos a mostrar, con un ejemplo, que la parte 2.=—1. es también muy util.
zy

%, que es C* cerca de (0,0). El cdlculo elemental de

las derivadas parciales sucesivas de un cociente da lugar a expresiones sumamente largas (si no
lo crees, prueba a hallar las derivadas sucesivas de tant = sent/cost). Sin embargo, con muy
pocos célculos vamos a ver que se tienen los siguiente valores:

f(0,0) =1, fxy(070) =1, fyy(ovo) =2, f:mcyy(ovo) =2, f:vyyy(oao) =6, fyyyy(oao) =24,

y todas las demds derivadas de 6rdenes de 0 a 5 de f en (x,y) = (0,0) son nulas.
Empezamos por recordar el desarrollo ! = 1+t + (1/2) 2 + O(|t|?), que nos da:

Consideramos la funcién f(z,y) =

1 1
e = 1+wy+§x2y2+0(|$y\3) = 1+$y+§$2y2+0(”($’y)”6)'

1
Recordamos también que .= 1+t +t>4 0O(|t|®), de donde:

= 1+ 4+ +0(yl% = 1+v* +y* + O(||(z, »)[°) .

1—9y2
Por lo tanto:
flay) = 1+xy+%w2y2+0(H(:r,y)H6) 1+ +yt Ol ) ] =
= Ltay+ o+ a4yt 4 O ) ) =
= Ltay+y + g a4yt o(l@y)lP)

Entonces la parte 2.=-1. del teorema 76 nos dice que el polinomio de Taylor de orden 5 de
f en (0,0) es el siguiente:

1
Ps(z,y) = 1+xy+y2+§:v2y2+fﬂy3+y4,

y ahora sabemos que los valores en (0,0) de la derivadas de f de érdenes de 0 a 5 son los
arriba indicados, sin necesidad de haber calculado ninguna derivada.

Aviso. La hipétesis f € C* en el enunciado del teorema 76 es muy importante. Esto ya se ve
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3 Funciones inversas e implicitas

3.1 Sucesiones de Cauchy

Definicién 77. Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion {xy}o de puntos de X es una
sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe un k = k(e) tal que:

n,m>k = d(xn,zy,) <c.

Esta definicion generaliza a cualquier espacio métrico la nocién de sucesién de Cauchy de
numeros reales (que es el caso X = R). Recordemos que, en tal caso particular, la utilidad
que tiene es que podamos decir si una sucesiéon de niimeros es convergente o no sin necesidad de
saber cudl es el limite. Nos hace el mismo servicio en cada espacio de dimension finita.

Proposicion 78. Una sucesion en R™ es convergente si y solo si es de Cauchy.

Demostracion. Si {x;} C R™ es de Cauchy entonces para cada ¢ € {1,...,n} la sucesién de las
i-ésimas coordenadas x1;, T2;, T3, ... es de Cauchy en R, luego convergente a un numero a;. Se
sigue que {xy} converge a (ai,...,a,). El reciproco es ain més facil de demostrar. O

Definicién 79. Un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesion de Cauchy en X tiene
un limite en X.

Son completos: R", cualquier espacio métrico compacto.

Un subconjunto £ C R™ es completo (con la distancia inducida de R™) si y sélo si es un cerrado;
esto proporciona infinidad de ejemplos de espacios completos, muchos de ellos no compactos;
también proporciona infinidad de ejemplos de espacios no completos.

3.2 Aplicaciones de Lipschitz
Definicién 80. Una aplicacion entre espacios métricos f : (X,dx) — (Y,dy) es de Lipschitz
st existe una constante K > 0 tal que:
dy (f(2'), f(z)) < Kdx(z,2') , para cualesquiera z,2’ € X .
Las K que cumplen esta condicion son las constantes de Lipschitz de f.

Toda aplicacién Lipschitz es continua pero, por ejemplo, f(z) = &z es continua y no Lipschitz.
El siguiente resultado es 1til para obtener una constante de Lipschitz a partir de una cota de
las derivadas primeras.

Proposicién 81. Sea U C R™ un abierto convero y f : U — R™ una funcién de clase C'.
Dadas normas cualesquiera en R™ y R™, consideremos la norma de operador en L(R™ R™)
correspondiente. Si ||(df)z|| < K para todo x € U, entonces f es de Lipschitz con constante K.

Demostracién. Sean x,x’ € U y pongamos h = 2’ — z. Al ser U convexo, todo el segmento
[z,2| ={x+th : t €[0,1] } estd contenido en U y tenemos la siguiente igualdad:

1 1
fa) = 1) = [ Grrtma = [ (D).
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3.3 Aplicaciones contractivas

Definiciéon 82. Una contraccién o aplicacion contractiva es una aplicacion f que cumple
las dos condiciones siguientes, siendo ambas igual de importantes:

1. f es de Lipschitz y admite una constante de Lipschitz K < 1.
2. Dominio y codominio coinciden, distancias incluidas: f:(X,d) — (X,d).

Teorema 83. (Teorema de la aplicacién contractiva). Si f : X — X es contractiva y X
es completo, entonces f tiene un unico punto fijo, es decir que existe un unico x € X tal que

flx) ==.

Demostracion.

Existencia. Empecemos con cualquier punto a € X y construyamos la sucesién {z,}7,

definida por las condiciones: 1 = f(a) v @ny1 = f(x,), es decir z, = (fo---o f)(a).
—_—

n factores
Sea K < 1 una constante de Lipschitz para f. Se tiene:

d(z1,22) = d(f(a), f(:vl)) < Kd(a,z1) ,

del mismo modo d(z2,r3) < K d(x1,22) < K?d(a,z1). En general d(z,,7ny1) < K"d(a,z1)
para todo n. Estimemos la distancia entre dos términos de la sucesién no necesariamente
consecutivos:

d(xna mn—‘rk) < d(xna $n+1) + d('InJrla $n+2) +o+ d(xn—‘rk;—la $n+k) <
Kn
1-K°

< (Kn+Kn+l+"‘+Kn+k71)d(a7xl) < d(aaxl) ZK] = d<a7'r1)

j=n

Vemos que d(zy, Tn1k) desciende a cero como cte - K™, luego {x,} es una sucesién de Cauchy
y, como X es completo por hipétesis, hay un punto x € X con x,, — = cuando n — co.

La aplicacién f, siendo contractiva, es continua. Entonces de z,, — z se deduce f(z,) — f(x)
cuando n — co. Pero esto ultimo es f(z) = limzy,4+1 y, como {x, 41} es una cola de {z,}, se
tiene lim z,,41 = lim z,, = z. Finalmente f(z) = z, lo que prueba la existencia de punto fijo.

Unicidad. Sea 2’ € X “otro” punto fijo: f(2') = 2’. Razonamos asf:
d(z,2") = d(f(x), f(a:’)) < Kd(z,2'),

de donde (1—K) d(x,2") < 0 pero, como es 1—K > 0, se deduce d(z, ") < 0, es decir d(x,2’) =0
y por lo tanto ' = z. O

Es interesante que esta demostracion es constructiva: el punto fijo se aproxima, a velocidad
exponencial, por los puntos =, = f"(a).

Es importante que el teorema funcione en cualquier espacio métrico, a condicién de que sea
completo. Aqui lo vamos a aplicar al caso de una bola cerrada X = B(xg,7) C R”, pero en
otros contextos se lo utiliza con espacios de dimension infinita.

(lancontréindanne on ol caca do dimoneidn finita »n ol toaroma nac nranarciona 11na clage s
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3.4 Aplicaciones coercivas

Definicién 84. Una funcion entre espacios métricos f : (X,dx) — (Y, dy) es coerciva si existe
una constante X > 0 tal que dy (f(2'), f(z)) > Xdx(2/,x) para cualesquiera z,z' € X. Las
constantes A que cumplen esto se llaman constantes de coercividad de f.

La coercividad es una propiedad estrictamente mds fuerte que la inyectividad. Toda aplicacion
coerciva es inyectiva:

v#2 = d(z,2') >0 = dy(f(z), f(z')) > Xd(z,2") > 0 = f(z) # f(2),

pero, por ejemplo, la exponencial f(x) = e” es una funcién inyectiva pero no coerciva.
Supongamos que f: X — Y es inyectiva y veamos qué mas tiene que cumplir para ser coerciva.
Una vez que es inyectiva, la funcién f induce una “biyeccién a la imagen”

fim: X = f(X) , z+— f(x),

y también tenemos en el conjunto imagen la distancia dyx) inducida por la dy; entonces f es
coerciva, con constante de coercividad A, si y sélo si la “inversa desde la imagen”

fi_l : (f(X)adf(X)) — (X,dx) ) f(x> — T,

es de Lipschitz con constante de Lipschitz 1/A. La exponencial y = e” no es coerciva porque su
inversa desde la imagen (0,400) 3 y — logy no es de Lipschitz.

Teorema 85. Supongamos elegida una norma en R™ y sea g : B(0,7) — R™ de Lipschitz con
constante de Lipschitz € < 1 y tal que g(0) = 0. Entonces la funcion f(x) =z + g(x) tiene las
dos propiedades siguientes:

(a) f es inyectiva en B(0,7).
(b) f(B(0,r)) D> B(0, (1—¢e)r).

Demostracion.

Propiedad (a). En realidad f es mejor que inyectiva: facilmente se ve que es coerciva con
constante de coercividad 1 — €.

Propiedad (b). Queremos ver que si yg es lo bastante cercano a 0 entonces el sistema f(z) = yo
tiene solucién 2o € B(0,r) (necesariamente tinica, por la inyectividad). Lo primero que hacemos
es convertir ese sistema en uno de punto fijo:

f) =y <= v+g() =y <= v = —g(x) +yo,

es decir, queremos que la funcién Fy,(z) = —g(x) + yo tenga un punto fijo zo € B(0,r). Ahora
aplicamos la observacién hecha al final del apartado 3.3: como —g es de Lipschitz con constante &,
al sumarle el vector constante yo resulta Fy, que admite la misma constante de Lipschitz. En
vista del teorema 83, si Fy, lleva la bola B(0,7) dentro de s{ misma entonces tendrd un punto
fijo 2o € B(0,7). De hecho se cumple algo un poco més fuerte:

Para yo cercano a 0, se cumple F, (B(0,r)) € B(0,r). (29)

Entonces tendremos que el punto fijo zg = Fy,(x) estd en la bola abierta B(0,r) y habremos
conseguido un =g € B(0,r) tal que yo = f(xp). Para probar (29) hacemos una estimacién:

z€ B(0,r) = [[Fy ()]l = || —9(z) +woll < [19(0) = g(2)[| + lyoll < e7+ ol ,
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3.5 Teorema de la funcidon inversa: espacios normados

Teorema 86. (Teorema de la funcién inversa). Sea (V,| -||) un espacio de Banach. Sean
Uy C V un abierto y f : Uy — V funcién de clase C'. Si en un punto z° € Uy la diferencial
L = (df )0 es un elemento invertible de L(V,V), es decir que L es lineal acotada, biyectiva y
con inversa L~ también acotada, entonces existen abiertos U > z° y V 3y = f(2) tales que
f es biyectiva de U a V. Ademds, en ese caso la inversa f~1:V — U es diferenciable en y°
y su diferencial en y° es la que predice la regla de la cadena.

Varios comentarios antes de pasar a la demostracion.
(1) La condicién f € C! significa que f es diferenciable en todo punto de Uy y que la aplicacién

Uy — LV,V) | z+— (df)s,

es continua cuando en £(V,V) ponemos la norma de operador asociada a la de V.

(2) En el caso V = R", las dimensiones de salida y de llegada son iguales. Esto es imprescindible
para que la matriz jacobiana sea cuadrada, condicién sin la cual no puede ser invertible.

(3) Si ya hemos probado que la inversa f~! existe y es diferenciable en 3° = f(2), entonces es
correcto aplicar la regla de la cadena a las identidades

= (ftofiz) , y=(fof Ny,

y deducir las siguientes igualdades:

idy = (d(idv)),0 = (/)00 (@) idy = (d(idv)) 0 = (df)e0 o (d(S7)

y07

o sea, para que f~! sea diferenciable en 4 es necesario que (df),0 sea invertible, y en tal
caso

(d(f),0 = [(df)e] (30)

De este modo la regla de la cadena predice un tinico valor posible para la diferencial de f~! en
Y = f(29), caso de que f~! exista y sea diferenciable en y°.

(4) Es de sefialar que a veces f~! puede existir cerca de y° aunque (df),0 no sea invertible,
pero en tal caso f~' definitivamente no es diferenciable en y°. Por ejemplo f(x) = 3 tiene
f'(0) =0 y la inversa f~'(y) = ¥y existe pero no es diferenciable en y = f(0) = 0.

(5) De las dos funciones f y f~! una puede ser elemental y la otra no. Por ejemplo f(z) = z+e%,
que es biyectiva R —+ R y con derivada siempre positiva, es elemental pero su inversa no lo es.
(6) La hipétesis “f de clase C!” del teorema no se puede debilitar a “f diferenciable en todo
punto”. Por ejemplo, la funciéon

1
x+xQSenF si x#0

f(z) =
0 si =0

es derivable en todo punto de R y tiene f’(0) = 1, pero cambia infinitas veces de creciente a
decreciente en cualquier entorno de x = 0. Esto le impide ser inyectiva en tales entornos.

Demostracion del teorema 86.
Caso cero: 20 =49 = 0_v (df)o = idw
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Como las bolas son convexas, la siguiente estimacion:
lg(z") —g(z)|| < ell’ —=x|| , para cualesquiera x,2" € B(0,r),

estd garantizada en el caso V = R”. También para V general porque, aunque no lo vamos a
probar, la proposicion 81 del apartado 3.2 es valida en todos los espacios de Banach.
El teorema 85 se aplica directamente y nos dice que f es inyectiva en B(0,r) y que la imagen
inyectiva f(B(0,r)) contiene a la bola abierta B(0, (1 — ¢)r). Definimos los abiertos:

V =B0,(1-¢r) , U={zeBO.r): flz)eV} = (flaon) (V).

y es obvio, por la construccién de U y V, que f lleva U biyectivamente a V' y que ambos
abiertos son entornos de 0. Tenemos, pues, una inversa f~':V — U.
Como f(z) = z+ g(x) es coerciva con constante de coercividad 1 —¢ en B(2°,r), la inversa f~!

1
es de Lipschitz con constante de Lipschitz 1 y en particular ||z|| < T—; lly|| paray € V' y
—€ -

= f1(y). Veamos que f~! es diferenciable en y = 0 con (d(f_l))o = idy. En primer lugar:

< IF 7 ) = O) —idv)ll _ I —0—yl _ Jla—f@)l _

y#0 = 0 = =
[yl [yl [yl
[=g@I Izl _ llg(=)l 1
| ||yH =] 1-—¢
En segundo lugar, cuando y — 0 se tiene x = f~!(y) =0 y HQH(QUH)H — 0 por (31), luego
x
-1 -1 .
i 1700 = O i)
y—0 lyll

y, por definicién, la inversa f~! es diferenciable en y = 0 con (d( f *1))0 = idy.

Caso general: z° e y° = f(2°) puntos cualesquiera, L = (df),o lineal acotada y biyectiva, con
la inversa L~! también acotada.

Para cualquier vector constante ¢ € R™ definimos la traslacién 7.(z) = = + ¢, aplicacién afin
cuya diferencial en todo punto es idy. Utilizamos esto para modificar f ligeramente, de manera
que volvamos al caso cero. En primer lugar, la funcién

hov— f(h) = f(z°+h) =y,

es C! y cumple que f(0) =0. De f=T_ y0 0 foTyo sale que (df)o = idy o Loidy = L, luego f
todavia no estd en la hipétesis del caso cero. Lo solucionamos definiendo f f(h) = L~'of(h), con
lo cual f( 0)=0y (df)o = idy. Aplicando el caso cero a f, encontramos r >0y 0 <e <1
tales que f es inyectiva en B(0,r) y la imagen myectlva f( (0,7)) contiene a B(0, (1 —¢)r).

Si ahora recuperamos f a partir de f flx)=y’+ Lo f(:c —29), vemos de inmediato que f es
inyectiva en B(z",r) y que:

F(B@%7r) > *+L(B(0,(1-2)r)).
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tenemos que 20 € U y que f es biyectiva de U a V.

Si la funcién inversa f~!: V — U es diferenciable en 3°, ya hemos comentado que su diferencial
en y° sélo puede ser L1, debido a la regla de la cadena. Para demostrar tal diferenciabilidad,
expresemos f ! en términos de f~!(h) que, por el caso cero, sabemos es diferenciable en h = 0.

A partir de y = f(z) = y° + Lo f(z — 2%), una sencilla manipulacién nos da:
) = ¢ = 2%+ (L y—4),
identidad que puede expresarse de la manera siguiente:
Fl=Twof oL ™ol k.

Como ademas (L_1 ) T,yo) (y°) = 0, punto en el que ]?_1 es diferenciable con diferencial idy, la
regla de la cadena nos dice que f~! es diferenciable en y° con la siguiente diferencial:

(A(F™1) 0 = idvo (d(f))go L oidy = idyoidy L oidy = L',

o sea f~! es diferenciable en y° con (al(f_l))y0 = [(df)xo]_l, tal como predice la regla de la
cadena. =

Bien entendido que en esta demostracién ha quedado pendiente un detalle: cuando V es un
espacio de Banach de dimensién infinita, se necesita probar el andlogo para V de la proposicién 81
del apartado 3.2.

La demostracion, por otra parte, estd completa cuando V = R™. Es de destacar que es valida
para cualquier norma que se utilice en R™. Ahora concretamos al caso de norma euclidea
estdndar ||-||2 y vamos a escribir las férmulas con la matriz jacobiana A = D f,,, en representacion
de la diferencial de f en xy. Entonces el abierto V{, que hemos definido durante la demostracién,
admite la descripcién Vo = A - Besténdar(o, (1— e)r) y es un elipsoide abierto centrado en 0.
Luego el abierto V = 3% 4+ 1} es un elipsoide abierto centrado en y". Asi, la demostracién que
hemos hecho aqui proporciona un elipsoide abierto V en el que existe la inversa f~!, la cual
ademads toma todos sus valores dentro de la bola Begtandar (%o, 7).

3.6 Inversas locales

Definicién 87. Dado un abierto Uy C R"™, una funcion f : Uy — R™ es regular en 2° € Uy si
es de clase C' en algiin entorno de 2° y la diferencial (df),o : R™ — R™ tiene el mdzimo rango
que puede tener, que es min(n,m). Decimos que f es regular si cumple esto en todo punto

de Uo.

En este apartado nos centramos en el caso n = m. Entonces f es regular si es C! y todas sus
jacobianas son matrices invertibles. En esa situacién el teorema de la funcién inversa propor-
ciona, para cada x del dominio de f, una bola B(x,r), en la que f es inyectiva, y un elipsoide
V centrado en f(z) y totalmente cubierto por la imagen f(B(z,r)).

Definicion 88. Sean X,Y espacios métricos. Una aplicacion f : X — Y es abierta si para
todo abierto U C X la imagen directa f(U) es un abierto de Y.
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Demostracién. Sea z° € E. Existe un entorno U; C Uy de z° en el cual f es de clase C!'. Como
la funcién U; 3 = — det Df, es continua, el conjunto Uy = {z € Uy : det Df, # 0} es un
entorno de z° contenido en E. Esto indica que zg es interior a E y, como z¥ era cualquier
punto de F, el conjunto E es un abierto (puede ser vacio).

Tomamos un subconjunto abierto U C E, la imagen directa f(U) y un punto y° € f(U).
Elegimos una preimagen, o sea un a € U tal que y° = f(a). Como a € E, es det Df, #0 y el
teorema de las funciones inversas proporciona un abierto a € U* C U y un elipsoide abierto V/,
centrado en 3, tales que f es biyectiva de U® a V. Entonces

Y = fla)eV = fU") C f(U),

oseay’ € V C f(U), luego el punto y° es interior a f(U). Al ser todo punto y° € f(U)
interior, la imagen f(U) es un abierto. O

Definicion 90. Sean Uy C R" abierto y f : Uy — R™. Las inversas locales de f son las
funciones (f|U)_1 : f(U) = U, donde U C Uy es cualquier abierto tal que f(U) es abierto y f|y
es inyectiva.

Proposicion 91. Sean Uy C R™ un abierto y f : Uy — R™. Si f es reqular, entonces las
inversas locales de f heredan el grado de suavidad de f: si f es C' entonces ellas son C', si f
es Ck entonces ellas son CF, si f es C* entonces ellas son C™.

Demostracion. Sea U C Up cualquier abierto en el que f es regular e inyectiva. Por la
proposicién 89 sabemos que V' = f(U) es un abierto. Ademds f es biyectiva de U a V.
Denotemos por g : V' — U la correspondiente inversa local de f. Sabemos, por el teorema 86,
que g es diferenciable en todo punto de V. A fortiori g es continua.

La férmula (30) del apartado 3.5 da lugar a: (Dg) ) = [Dfx]_l para todo x € U, que
también puede ponerse en la siguiente forma:

Dg, = [(Df)g(y)]_l , paratodo yeV . (32)

Sea ahora inv : GL(R,n) — GL(R,n) la funcién dada por A — A~!. En el apartado 2.7 del
capitulo 2 vimos que inv € C*°. La férmula (32) es lo mismo que la siguiente identidad entre
funciones con valores matrices, es decir funciones V' — M, x,(R):

Dg = invoDfog. (33)

Si f es C! entonces D f es continua y los tres factores en el lado derecho de (33) son continuos,
con lo cual la funcién Dg es continua y g es Cl.

Sea ahora f de clase C?. En particular es C' y ya hemos visto que g es también C'. Pero
entonces los tres factores en el lado derecho de (33) son C', luego la funcién Dg es C' y por lo
tanto ¢ es C2.

Este proceso continta indefinidamente y prueba, para todo k, que si f es C* entonces ¢ es C*.
Si f es C* entonces es C* para todo k, con lo cual g es C* para todo k y por lo tanto es C*°. [

Atencidon. Insistimos en que la condicién det Df # 0 es imprescindible para que la suavidad
de f la hereden sus inversas locales. Recordemos que f(z) = 2® es C* pero f~(y) = ¢y ni
sianiera. es derivable en 1=0 = f(0) nor culna de la anulacién de £/(0)
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Si utilizamos la norma || - |2 para vectores de R™ entonces V =y + A - B(0, (1 — €)r) es un
elipsoide, pero el célculo de la norma de la matriz variable A='(Df — A) es muy dificil porque
involucra célculo de autovalores. Si utilizamos la norma || - ||; ola || - ||s para vectores de R" el
calculo de [|[A~1(Df — A)|| se hace llevadero, pero entonces el entorno V es un poliedro algunas
de cuyas esquinas pueden ser muy afiladas: ganamos por un lado y perdemos por otro.

En este apartado damos un método alternativo para obtener una bola euclidea B(z?, r), centrada

en z¥ y en la que f es inyectiva, y otra centrada en y° en la que estd definida la inversa local.

Ademaés tendremos una descripcion satisfactoria de toda la imagen f (B (22, r))

Definicién 92. Sea A una matriz real nxn. Decimos que A es coerciva si existe una constante
A > 0 tal que:
para todo v € R" o' Av > M]3 . (34)

Las constantes \ que cumplen (34) se llaman constantes de coercividad de A.
Este concepto tiene interés en el contexto actual debido al siguiente resultado.

Lema 93. Sean dados un abierto Uy C R"™, una funcién f : Uy — R™ de clase C' y un
subconjunto convexo B C Uy. Si existen una matriz ortogonal P € O(n) y una constante A > 0
tales que para todo z € B la matriz (D f),P es coerciva con constante de coercividad X, entonces
flB es coerciva con esa misma constante de coercividad.

Demostracion. Supongamos primero que P = I, es decir:
para todo z € B ytodo v €R" | o'Df,v > \v|3. (35)

Dados x,2’ € B con x # 2/, el segmento [z, 2] estd contenido en B y por lo tanto en Up, luego
tenemos definida para ¢ € [0, 1] la siguiente funcién escalar:

o(t) = (@' —2) flz+tl@ —2)) = @ —2)' f(z+ta' —2)),

()

que es diferenciable con

P
p(1) —9(0) = (1-0)¢(0)
(@' =) (f@) = fl=

que junto con (35) nos da:

= (¢/ — 2)' Dfyiy(w—a) (¢’ — x). Existe un 6 € (0,1) tal que
¢'(0), igualdad que se desarrolla en la siguiente:

)) = (@' —2)'Df. (2’ —x) , con z=z+0(z'—z)€EE,

(@' —2)- (f(2) = f(x)) = A2’ — =3 .

Utilizando ahora la desigualdad de Cauchy-Schwarz, llegamos a:

Iz’ = zll2 [ f(2") = fl@)ll2 > (2’ =) (f(z') = f(z)) = M2’ — 23,

y dividiendo por ||’ —z||2 deducimos || f(2')— f(x)||2 > A ||z’ —z||2. Como esta dltima desigualdad
se cumple de manera trivial en el caso x = 2/, la funcién f|p es coerciva con A como constante
de coercividad.

Para el caso de P general consideramos el abierto U= Pt.Up, que contiene al convexo B="P'B ,

y la funcion:
£-I7 v R" fly) — f£(Pa)
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Nota. Si A es coerciva entonces Av = 0 = v = 0, luego una tal A es forzosamente invertible.
Se sigue que una funcién f en las hipdtesis del lema 93 es regular en cada punto z € B.

Teorema 94. Sean Uy C R" abierto y f : Uy — R™ funcion C*. Dado un punto z° € Uy,
supongamos que existen una matriz ortogonal P € O(n), una bola B(z°,r) C Uy y una constante
A > 0 tales que:

para todo = € B(z",7) ytodo v€R™ | o' (Df,)Pv > X|v|3. (36)

Sean, ademds y° = f(x°) el punto imagen y S = {x : ||z — 2|2 = r} la esfera euclidea de
centro z° y radio r. Entonces:

B(yo,)\r) C f(B(:L‘O,r)) =V,

donde V es la componente conexa por caminos del abierto R™\ f(S) que contiene al punto y°.

f(S)

Demostracion.

Paso preliminar. El conjunto f(.S) es compacto y por lo tanto cerrado, luego R™\ f(S) es un
abierto y sus componentes conexas por caminos son abiertos.

Aplicamos el lema 93 con B = B(2°,7) y deducimos que f|p es coerciva con constante de
coercividad A. En particular, f es inyectiva en B.

La bola B = B(2°,7) es unién disjunta de B(z",r) y S. Al ser f inyectiva en B, las imédgenes
f(B(2°r)) y f(S) son disjuntas. De manera equivalente:

f(B@%r)) c R*\ f(5).

Como a bola B(z?,r) es conexa por caminos, resulta que f (B (2, r)) es un subconjunto conexo

por caminos de R™\ f(S) conteniendo a y” = f(z"). Por lo tanto, se tiene y° € f(B(z°r)) C V.

Paso 1. La imagen f(B(z°,7)) es un abierto de R™.
Como estamos haciendo una prueba nueva del teorema de la funcién inversa, no podemos hacer
uso de la proposicion 89, de la que hemos dada una demostracion basada en dicho teorema.

Definicién 95. La distancia a un conjunto no vacio E es la funcion dist(-, E) que se define

de la manera siguiente:
dist (p, E) = inf{[lp—qll2 : ¢ € E} . (37)

Es facil ver que esta funcién es de Lipschitz con constante de Lipschitz 1, luego continua.
Sea z € B(z%,r). Como f(S) es compacto, el infimo que define dist(f(x), £(S)) es un minimo y
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Sea y € U@, La férmula (38), que estamos intentando demostrar, dice que una solucién z’
de la ecuacién y = f(2') se halla en la bola B(z",r). Busquemos un z’ que sea una solucién
aproximada, de manera que el “error” ||y — f(2')||2 sea lo menor posible. Con ese propésito,
definimos la funcién:

py: B r) —R . pya) = y— f@)ll2,

que es continua y alcanza su minimo en algin punto a € B(2°,7). Por definicién de Uf@) el
punto y estd més cerca de f(x) que de cualquier punto f(z”) con z” € S, es decir ¢, (z) < @y (z”)
para todo z” € S, y por lo tanto el minimo de ¢, no se alcanza en la esfera S. Aunque se
necesitaba la compacidad de B(z°,r) para asegurar que ¢y alcanza un minimo, ha resultado
que dicho minimo se alcanza en el interior, o sea en la bola abierta:

a € B r)\S = Bz 7).

Ahora probaremos que dicho valor minimo es nulo, es decir que ||y — f(a)|l2 = 0 y la solucién
aproximada a es una solucién de verdad: f(a) = y. Lo vamos a probar por reduccién al absurdo:
suponemos que ||y — f(a)||2 > 0 y deducimos una contradiccién.

Suponemos, pues, que el vector w =y — f(a) es distinto del 0. La matriz D f,, siendo coerciva,
es invertible. Existe, pues, un vector v tal que D f,v = w y definimos el camino a(t) = a + tv.
Consideremos la funcién ¢, o a(t) = ¢y(a + tv) y calculemos su derivada. Para ello recordemos

que g(-) = || - ||2 es diferenciable en R™ \ {0}, con las siguientes derivadas:
para cualesquiera z,w € R" con z#0 , Dyg(z) = |z|'2”w .
2
Entonces:
d d [y = f(a(0)) ] - (= (f2a)(0))
- o t = - —J o t = =
#2000 = ] o Toe) IECOIE
(y—f(a)) - (=Dfav)  w-(—w)
— — S 0,
v F@l o, 12
« f(S)
f

Gracias a que a estd en la bola abierta, para t pequefio se cumple a(t) € B(2,7) (esto podria
ser falso si a hubiese estado en la esfera S) y ademds se tiene:

ey(a(t) < @(a(0)) = ¢(a).
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Paso 3. Se completa la demostracion.

El conjunto f (B (20, 7“)) es no vacio y es a la vez abierto relativo y cerrado relativo de V. Como
V' es conexo por caminos por definicién, tiene que ser f (B (2, r)) =V.

Como f es coerciva en B(z% 1) con constante de coercividad A, en particualar:

2" €8 = |f@@") =yl = IIf@@") = f@@)ll2 > Alla” =22 = A,

por lo tanto f(S) N B(y°, A\r) = @, que equivale a B(y?, Ar) C R™\ f(S). Al ser B(y°, \r)
un subconjunto conexo por caminos de R™ \ f(S) y conteniendo a 3°, tiene ser parte de la
componente conexa por caminos que contiene a 1°, es decir

B(yo,)\r) cCV = f(B(a:O,r)).
O

Para validar el teorema 94 como una versién del teorema de la funcién inversa, falta probar
que dada una matriz invertible A siempre hay matrices ortogonales P tales que AP es coerciva.
Antes de demostrar eso en general veamos, con varios ejemplos, un procedimiento préctico para
encontrar P y A, primero para una matriz constante y luego para la matriz variable D f.

Toda matriz cuadrada A se descompone A = M+ N, con M = (1/2)(A+ A?) la parte sirhetrica
y N = (1/2)(A — A") la parte antisimétrica. Ademas v'Nv = 0 para todo v € R", luego
se tiene la identidad v Av = v!Mwv y la desigualdad (34) dice que la parte simétrica de A es
definida positiva con autovalores acotados inferiormente por A. Por lo tanto, el valor éptimo (el
mas grande) de A que cumple (34) es el minimo de los autovalores de la parte simétrica de A.
En la busqueda de A y P que cumplan (36), vamos a seguir tres ideas:

1. Nos vamos a conformar con un valor no éptimo de A, pero que se pueda hallar sin calcular
autovalores.

2. Una condiciéon suficiente para que A sea coerciva es que las entradas de su diagonal sean
positivas y, en cierto modo, mayores que las otras entradas: que en la forma cuadratica
Q(v) = v' Av los cuadrados “dominen” a los términos mixtos.

3. Si{ei,...,e;, } es un permutacion de la base estandar, ysi P = [te;, | te;, | --- | fe;, ],
entonces la operaciéon A — AP consiste en aplicar la misma permutacion a las columnas
de A y multiplicar algunas por —1.

11

t -
3 5 } Calculamos v*Av, con

Ejemplo 1. Vamos a usar las dos primeras ideas con A = [

frontando los cuadrados con el término mixto:

[z y] A [z] = 22 4+ 5y% + 4oy > 2+ 5y? — |day] .

1
Se saca méas partido a la desigualdad de Cauchy-Schwarz 2|ab| < a? + b? intercalalando ¢~
c

como sigue:

2labl = 2
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y el resultado tiene coeficientes positivos (si bien uno de ellos es bastante pequeno). Aceptamos
la estimacién x? + 5y? + 4xy > 0061 (2% + y?), es decir v! Av > 0/061||v||3. Esto proporciona la
constante de coercividad A = 0/061.

La parte simétrica de A es , con autovalor minimo 3 —2v/2 = 01716 que, por supuesto,

2
2 5
es méas grande. Pero nos conformamos con el valor 0’061 hallado sin autovalores.

1 2
Ejemplo 2. Vamos a usar la tercera idea con la matriz A = [ 3 1 } Las entradas de la

diagonal son pequenas y las otras grandes. Intercambiamos las columnas multiplicando por

P =[ex]er]:
AP = Ales|er] = [?1) ?H? H B H il’)]

v (AP)v = 22® +3y* + 22y > 22 4+ 3y — 22yl > 2-1),2° + (3 —-1)y® = 2* +2¢%.

y estimamos:

Llegamos a v!(AP)v > ||v||3 y aceptamos la constante de coercividad A = 1 para AP.

. - . o 2/
La matriz A, antes de multiplicar por P, no es coerciva porque su parte simétrica [ o 15 }
es indefinida. Luego en este ejemplo es inevitable utilizar una matriz P # Is.
. 1
Ejemplo 3. Para A = 5 9 probamos con P = [es| —eq |:

11 0 -1 1 -1
e E T R
y estimamos:

1 1
v' (AP)v = 2® +5y* + 2y > (1—2> x2+(5—2) y? = 0527 +4'5y%,

y A = 0’5 es una constante de coercividad para AP.

Ejemplo 4. Veamos ahora un ejemplo donde A es una jacobiana, o sea una matriz variable:

f<zj>:<5;in§yiey2y> , x0=<8> 7 yOZf(xO)Z((l)).

Probemos con r =1/2 y P = [5. Calculamos y estimamos:

v'(Df)v = 5(cosx)vi+ (1 —eY)vvg+ (3+2y)vs >
1—e Y 1—eV
> [5cosx—’2€q v%+[3+2y—‘;‘] vs .

Si ||(z,y)|l < 1/2 entonces |z|, |y| < 1/2. Ahora bien:
1

e 400701
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Tomando el menor de los dos coeficientes:
Iz, 9)l <1/2 = o' Dfpyyv > 167 v]f3 .

Para (z,y) € B((0,0),1/2) la matriz Df, , es coerciva con constante de coercividad 1'67.
Dada la circunferencia S = {(x,y) : 22 +y* = (1/2)?}, el teorema 94 nos dice que f es inyectiva

enU = B((0,0), 1/2) y que el dominio de definicién de la inversa local (f|v) - (la componente
conexa V de R?\ f(S) con (1,0) € V) contiene a la bola euclidea B((1,0), (1'67)(1/2)) =
B((1,0),0'835).

Terminamos este apartado demostrando que para toda A invertible hay una matriz ortogonal
P tal que AP es coerciva.

Teorema 96. (Descomposicién polar). Si A es una matriz real invertible entonces existen
una matriz simétrica definida positiva S y una matriz ortogonal @Q tales que A = SQ.

Tomando P = Q' tenemos que AP = S es simétrica definida positiva, por lo tanto coerciva.

Demostracién. Sea {u1,...,u,} una base ortonormal de autovectores de A*A, con autovalores
respectivos Ay, ..., A\,. Tenemos A’ Au; = \ju; paraj = 1,...,n. Los vectores imagen w; = Au;
resultan ser ortogonales dos a dos:

i#j = (Auw) - (Auy) = (Auy)'(Auy) = wjA'Auy = uf(Nuy) = Aj(ui-uj) = 0.

Nota. Esto es un poco milagroso: la transformaciéon v — Av no conserva el dngulo recto en
general, pero hay ciertos vectores ortonormales ui, ..., u, cuyas imagenes si son ortogonales.
De hecho los w; son los semiejes principales del elipsoide A - B(0,1), imagen de la bola euclidea
unidad por la transformacién v — Av.

El calculo andlogo con i = j nos da que w; - wj = Aj, por lo tanto ||wj|l2 = \/Aj, j =1,...,n.
Los vectores ortonormales v; = w;/|lwjll2 = w;/1/A; son tales que:

A’LLj = \/)\jvj y jzl,...,n,

lo que matricialmente se expresa asi:

VA
V2

Aluyug| - Jun] = [vr|v2] -+ |vn] . 7

Vn

es decir AQ2 = Q1D donde Q1,Q2 € O(n) y D es una matriz diagonal definida positiva.
Despejamos:

A=Q1DQ5 = (Q1DQY)(Q1Q5) = SQ,
donde S = Q1 D Q} es simétrica definida psitiva y Q = Q1Q% es ortogonal. O

3.8 Consideraciones globales!
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Inyectividad en dimensién=1. Sea I C R un intervaloy f:I — R regular. Esto significa
que f’ no se anula nunca en I y, como es continua, tiene que ser positiva en todo I o negativa
en todo I. Luego f ha de ser estrictamente creciente o estrictamente decreciente. Esto hace
que f sea inyectiva en todo el intervalo I, no importa cuén largo sea éste.

Suprayectividad en dimensién=1. Una funcién regular f : I — R puede no ser suprayectiva.
Un ejemplo es f: R = R, f(z) = x/v1+ 22, regular en todo R pero con imagen J = f(R) =
(—=1,1) acotada. La funcién estd lejos de ser suprayectiva porque no tiene nigin valor y < —1
ni tampoco y > 1.

En vista de eso, nos hacemos la siguiente pregunta: dada f : I — R, funcién de clase C' pero no
necesariamente regular ;jcuéles son los intervalos més largos en los que estd definida una inversa
local diferenciable?

Fijamos un y° que admite una preimagen 2° € I en la que f es regular, es decir f(z%) =3° y
f'(z%) # 0. Definamos a como el minimo valor tal que f’(x) # 0 para z € (a,z") (se admite aqui
la posibilidad a = —o0). De igual modo definamos b como el méximo valor tal que f'(x) # 0
para z € (z°,b) (se admite la posibilidad b = +00). Entonces (a,b) C I es un intervalo abierto
con las siguientes propiedades:

(1) contiene a 20,

(2) f es regular en él,
(3) cualquier otro intervalo con las dos primeras propiedades es subconjunto suyo,

en este sentido es el maximo intervalo con las dos primeras propiedades. La imagen J =
f((a, b)) es un intervalo abierto conteniendo a 3° y es el maximo dominio, conteniendo a 1,
de una inversa local diferenciable f~!(y) que lleve 3° — 2°. Dicho de otra manera, tenemos
Yy : J = (a,b) que es “la mas amplia inversa local diferenciable que lleva y° — x%7.
Cualquier otra inversa local diferenciable que lleve 3° — 2 es una restriccién de ésta.

Inyectividad en dimension > 2. Una funcién regular f de un abierto de R” a R"™ puede
no ser globalmente inyectiva porque “tiene sitio para dar la vuelta”. Es lo que hace, por
ejemplo, la funcion cambio a polares:

CP: (0,400) xR — R? | CP(r,0) = (rcosf, rsenf),

que es regular porque tiene det D(CP) = r, positivo en todo punto de su dominio.
La siguiente figura muestra cémo la imagen por CP de una regién en forma de letra C' (y de
altura mayor que 27) “da la vuelta y se solapa consigo misma”

I

=1
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acotada f(R?) = B(0,1). En vista de esto, nos hacemos la misma pregunta que para dimensién 1:
dado un abierto Uy C R™ y f : Uy — R™ de clase C!' pero no necesariamente regular ;cuéles son
los dominios mas grandes en los que esta definida una inversa local diferenciable?

M4s en concreto, planteamos esa cuestién para f(r,6) = (r cos(26),r sen(26)), (r,6) € (1,2) xR.
El conjunto imagen de f es la corona circular E = {(z,y) : 1 < 22 + y? < 4}. En esta corona
tomamos el punto ¢ = (3/2,0) y fijamos la preimagen 2° = (3/2,0). Como f es biyectiva del
rectangulo abierto U = (1,2) x (—7/2,7/2) 3 2° al abierto V = E \ (-=2,-1) x {0} 2 ¢, hay
una inversa local V' — U. La siguiente figura muestra la situacién, con x°,y° representados por

aspas.
U
I
. %

Se ve que es imposible extender f~! a ningin conjunto mayor que V: si se la intenta extender
a un punto a € (1,2) x {0} la extensién es discontinua en a, porque f~! tiene limites distintos
en a segun nos acerquemos desde arriba (en la figura, flecha curvada continua) o desde abajo
(flecha curvada a trazos). Esto significa que V', resultado de “hacerle un corte” a E a lo largo
de un segmento, es un dominio maximal de definicién de una inversa local. Pero hay infinitos
otros dominios que contienen a y° y presentan esa misma maximalidad: los que resultan de
hacerle un corte a F a lo largo de cualquier arco que vaya de la circunferencia interior a la

exterior sin pasar por 7°.
U’
f
X
f71

Conviene advertir, asimismo, que el arco que une las dos circunferencias puede dar muchas
vueltas (lo tinico que se le exige es que esquive al punto 3°). En tal caso el dominio que resulta
es “delgado y arrollado” y su imagen por la correspondiente inversa local puede ser muy alta
(es decir, tener una proyeccién muy larga sobre el eje vertical, que es el de la variable ).

().
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Dados dos dominios maximales distintos V1, V2 3 3°, las correspondientes inversas locales son
distintas pero coinciden en la componente conexa por caminos de V; NV, que contiene a 4" . La
siguiente figura muestra dicha componente conexa en linea continua y la otra componente, en
la que las dos inversas locales difieren, en linea a trazos.

Este fenémeno es un caso particular del resultado que enunciamos a continuacion.

Proposicion 97. Sea f regular y V un abierto conexo por caminos en el que estan definidas
dos inversas locales g1,g2 de f. Si g1(y°) = g2(y°) para algin y° € V, entonces g1 = g2 en V.

Demostracion. El conjunto Y = {y € V : g1(y) = g2(y)} es no vacio, pues al menos 3° € Y.
Es, ademas, muy fécil ver que es un cerrado relativo de V.

Dado y € Y, el punto a = g1(y) = g2(y) es tal que f(a) = y. Existen entornos U* de a y UY
de y tales que f es biyectiva de U a UY. Entonces UY NV es un entorno de y en el que estan
definidas ¢g; y g2. Como g1, g2 son ambas continuas (inversas locales de una funcién regular) y
llevan y +— a, existe una bola B(y,r) CUY NV tal que

g1(B(y,r)) € U* y g2(B(y,r)) € U?,
de donde para todo z € B(y,r) tenemos:
g1(z) = (el unico = € U® tal que f(x) = z) = g2(2),

es decir que ¢1(z) = g2(z) para todo z € B(y,r). Esto significa que B(y,r) C Y, luego el
punto ¥ es interior a Y. Como y era cualquier punto de Y, resulta que Y es abierto.

El conjunto Y es, pues, cerrado relativo y abierto relativo de V', ademas de no vacio. Como
por hipétesis V' es conexo por caminos, tenemos Y =V que equivale a gt =goen V. O

Para dar una inversa local lo mas seguro es especificar un dominio U, en el que f sea inyectiva, y
pedir que la inversa local tome sus valores en U, o sea definirla como f \(_]1 Por ejemplo, la funcion
elemental arcseny es, para —1 < y < 1, la inversa local de senz que llega a (—7/2, 7/2). La
proposicién 97 nos da un método alternativo de especificar una inversa local: dada f regular,
dados un abierto conezxo por caminos V y un punto y° = f(xq) € V, la inversa local g de f con
g(y°) = 2° o bien es tinica o bien no existe. Asi, para especificar una inversa local en un
dominio conexo por caminos basta con especificar su valor en un punto concreto (y asegurarse
de que existe).

El resto de este apartado se dedica a ejemplos de inversas locales maximales en dimensién=1.

Ejemplo 1. f: R — R, f(x) = 23. Tiene dos inversas locales diferenciables maximales, una
definida en (0,+00) y la otra definida en (—o00,0). Las demads inversas locales diferenciables
son restricciones de una de esas dos. También hay una inversa global f~!(y), continua pero no
diferenciable en y = 0.

Ejemplo 2. f: R — R, f(x) = ze*. Tiene un unico minimo en x = —1, siendo f(—1) = —1/e,
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Elegido un valor y° € (—1/e,0), por ejemplo 4 = —1/4, tiene dos preimagenes z1 < —1 < x». La

inversa local mas amplia que lleva y° — 7 estd definida en (=1,0) = f({z < —1}); cualquier

otra inversa local con y° — z1 es restriccién de ésta. La inversa local més amplia que lleva

y? — x5 estd definida en (=1, 400) = f({z > —1}), siendo restriccién suya cualquier otra
inversa local que lleve ¢ + x5. No hay ninguna inversa local f~!(y) definida en un entorno
de y=—1/e.

Ejemplo 3. Sea f(z) = 7+ 2?(x — 1)3(x — 2), un polinomio de grado 6. Las soluciones de
f(x) = 7son 0,1,2. La siguiente figura muestra el grafo y = f(z), la recta horizontal y =7 y

los puntos (1,7),(2,7),(3,7).

Como f'(0) =0 y f”(0) > 0, la funcién tiene un minimo local estricto en x = 0. En entornos
pequenos de x = 0 la funcién no es ni inyectiva ni suprayectiva a ningin entorno de y = 7; de
hecho, la imagen por f de un entorno pequeno de x =0 es [7,7 4 §) con § > 0 pequeno. Por lo
tanto no existe ninguna inversa local definida en un entorno de y =7 y que lleve 7 — 0.
Como f'(1) =0 = f"(1) y f"(1) < 0, la funcién es estrictamente decreciente en un entorno
U de z = 1, luego biyectiva de U a un entorno V de y = 7. Existe una inversa local f~!(y)
definida para y € V, caracterizada por llevar 7 — 1, pero que no es diferenciable en y = 7.
Como f’(2) > 0 la funcién es regular en 2z = 2. Es biyectiva de un entorno de = 2 a un entorno
de y = 7 y la correspondiente inversa local (caracterizada por llevar 7 +— 2) es C*°.

Ejemplo 4. La funcién f(x) = senzx no es regular en todo R pero lo es en el abierto E que
resulta de quitarle a R los ceros de la derivada f/(z) = cosx, es decir:

T 3 0w T T T 3w 3 5w
E =R\ (Z 7\ — ... ot _rr ron o on
\(2+”> U( 2 2>U< 2’2)U<2’2)U<2’2)U

En cada uno de estos intervalos la funcion senx es, ademds de regular, biyectiva al inter-
valo (—1,1). Por lo tanto hay definidas en (—1,1) infinitas inversas locales diferenciables maxi-

(2s — )m (28—1—1)7r> seZ.

males:

-1,
fri(=1,1) — ( i (39)
Estas inversas locales de senx son funciones distintas dos a dos, porque sus intervalos de llegada
son disjuntos dos a dos (ademds, unas son crecientes y otras decrecientes).
La funcién elemental arcseny es, para —1 < y < 1, la tnica inversa local de senx que lleva 0
a 0. Del mismo modo 7 — arcseny puede definirse de dos maneras: como la inversa local de
senz que toma valores en (7/2, 37/2) o como la inversa local que lleva 0 — 7. Igual para las

otras inversas locales de sen x.

Fiemnlo 6. Para la funcidn f(2) — % . sen (r — (7/4)) calenlamos:
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Al contrario que el ejemplo 5, las imagenes de esos intervalos son distintas entre si:

(—esw, e(SH)“) sl s es impar,

f<(37r, (s + 1)#)) =

1 .
(—e(s+ ) e”) si s es par,

de hecho son intervalos mintsculos cuando s es negativo y gigantes cuando s es positivo. El
Unico punto comtun a todos esos intervalos imagen es y = 0. Cada valor y # 0 pertenece a
una infinidad de esos intervalos, pero no a todos. La inversa local maximal f~!(y) que lleva
0 — 7/4 es la que toma sus valores en (0, 7) y estd definida para y € ( —e", 1 ) La inversa local
maximal f~!(y) que lleva 0 — 57/4 es la que toma sus valores en (m,27) y estd definida para
yE€ ( —e™, e ) Al tomar valores en intervalos disjuntos (0,7) N (7, 27) = &, esas dos inversas
no valen lo mismo en nigtin punto del dominio comin y € (—e™, 1) = (—€™, 1) N (—e™, ™).

3.9 Funciones implicitas

Sean z,y variables escalares o vectoriales. Una funcion ¢ esta dada implicitamente si se define
su valor y = ¢(x) como solucién de una ecuacién o sistema de ecuaciones en las variables z, y.
Si se cumplen unas condiciones de “bondad” de dicho sistema, esperamos despejar tantas
variables como ecuaciones tenga el sistema.

Empezamos con tres ejemplos.

Primer ejemplo. La ecuacién e* — 33 = 0 define implicitamente la funcién y = €*/3. El
conjunto de las soluciones {(x,y) : e* — 3> = 0} es el grafo {(w,ex/g) : z € R} de la funcién
implicita.

Segundo ejemplo. Esperamos que el sistema

1.2 z3 - _
senzy + 5 xy — €73 x5 1}7 (40)

61‘1$2$§ +x4 = 0

al tener dos ecuaciones, nos permita despejar dos variables. En efecto, podemos resolver (40)
despejando las dos tdltimas variables:

z4(z1, 22, 3) ,
w5(w1, w2, 3)

T4 = —6:61332:1:%
5 = e *3 ( 1+ senz; + 12m%m%x§)

que quedan expresadas como funciones de las tres primeras, las cuales a su vez quedan libres
(en este ejemplo) de recorrer todo R3. Definiendo:

Senxl—i—%xi—ez?’mg, -1
f(ﬂjl,ﬂfg,l’g,ﬁ4,l‘5) - ) b = )

6x1x2x§ + x4 0

el sistema (40) equivale a la ecuacién vectorial f(x1, xe, x3, x4, 25) = b y la solucién que le hemos
dado es:

flz1, 22,23, 24,25) = b <= (24,25) = (x1,22,23) , (41)

donde n e la cioniente funcidn vectorial:
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Tercer ejemplo. La ecuacién ze® +yseny — 22 = 2 se puede resolver despejando, por ejemplo,
la tercera variable. Salen dos opciones para el valor de z:

zi(x,y) = Veer fyseny —2 , z_(2,y) = —/2e® +yseny —2,
y ahora (z,y) no es libre de recorrer todo R?, sino sélo el subconjunto:
C = {(z,y) : ze®* +yseny >2}.
Definiendo f(z,y,z) = ze® + yseny + 22, tenemos una preimagen que es unién de dos grafos:

U2 = {(zyzi(@y) @ (@y) € U {(z,y.2-(x,y)) : (2,9) €C}.

El planteamiento general es el siguiente. Escribimos:
RFF™ — RF X R™ = {(z,y) : = (x1,...,25) €R¥ ,y=(y1,...,ym) ER™} .

Partimos de un abierto Fy C R¥+™ y una funcién f(z,v) : Ey — R™ al menos de clase C'. Dado
un punto a € Ey, tomamos b = f(a) y queremos describir la parte de la preimagen f~1({b})
que se encuentra cerca de a, es decir el conjunto

EnfT({b}) = {zeE: fx)=0b},

para cierto entorno E de a en RFt. El teorema de las funciones implicitas da una condicién
suficiente (no necesaria) para que, eligiendo E adecuadamente, la parte EN f~1({b}) sea el grafo
de una funcién diferenciable ¢ : W — R” definida en un abierto W C R*:

{@y) e B flzy)=b} = {(z,p(x)) : 2 €W},

Dos comentarios:

(1) Insistimos en que no se intenta describir la preimagen entera f~1({b}), sino solamente la
parte de la misma que esta cerca de a.

(2) El sistema f(z,y) = b, junto con la condicién (z,y) € E, equivale a y = ¢(x), z € W.
Es decir que m ecuaciones escalares nos van a permitir despejar m variables (yi,...,Yym) en
funcién de las otras k variables (z1,...,zx) que quedan libres de recorrer un abierto W C RE.

Volviendo con el tercer ejemplo, el punto a = (1,0,v/e —2) estd en f~1({2}) y tiene z > 0.
Para el entorno E = R? x (0,+00) de a, la parte EN f~({2}) involucra un solo grafo:

Enft({2}) = {(x,y,2) : ze® +yseny > 2,y =z (2,9)},
y ademds z4 (z,y) es suave en esa parte, por ser la raiz cuadrada de una funcién suave y positiva.

Teorema 98. (Existencia de la funcién implicita). Sean un abierto Ey C R¥T™ y una
funcién f(x,y) : Eg — R™ al menos de clase C1. Si en un punto a = (z°,4y°) € Ey los vectores

fun(a), ..., fy.(a) son linealmente independientes (y por lo tanto una base de R™) entonces hay
entornos 20 € W CRF e 40 ¢ U CR™, con W x U C Ey, y una funcion ¢ : W — R™ tales
que:
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que nos planteamos encontrar una familia de inversas locales F;; '. La matriz jacobiana DF} es
la matriz m x m cuyas columnas son las derivadas parciales fy,,..., fy,,.-

La hipétesis del teorema es que DF,0(y") es una matriz invertible. Por el teorema 96, existe una
matriz ortogonal P € O(h) tal que DF,o(y°)P es coerciva con constante de coercividad \g > 0.

Ejercicio: tomando una constante un poco menor, por ejemplo A = \g/2, se tiene que para A
suficientemente cercana a DF,o(y") la matriz AP es coerciva con constante de coercividad \.

Por lo tanto existen radios 7o, 7o > 0 tales que B(z%,79) x B(y",r2) C E ysi x € B(2%,79) e
y € B(y°,7m2) entonces DF,(y)P es coerciva con constante de coercividad .

Conseguido eso, el teorema 94 del apartado 3.7 nos dice que para todo =z € B(z% r) la
funcién F(y) es inyectiva en y € B(y°,r2) y ademds :

Fy(B(y° 1)) 2 B(Fu(y°), Ara) .

Las bolas B( Fy(y°), Ar2) tienen el radio Ary fijo pero el centro F(y°) mévil. Si este centro se
mueve poco entonces todas esas bolas contendran una centrada en el punto b = F,o(y°) = f(a).

=

Elijamos un € con 0 < e < Arg y tomemos un radio 0 < r; < ro tal que:
z€Ba’m) = & > [Fy’) = Fo@)llz = 1f(z9°) = bl2,
entonces un manejo facil con la desigualdad triangular prueba que:
E(b, Arg — 6) - B(Fx(yo), )\7”2) para todo x € B(z® ) .

Finalmente, para = € B(z°,r1) lafuncién F, esinyectivaen B(y% ro) ylaimagen F,(B(y%,12))
contiene a la bola B(b, \rg — ).
Definiendo W = B(2°,r1), U = B(y°,72) y V = B(b, Arg — ¢), tenemos definida la familia de

inversas locales:

(Folp) ™V — UCR' | zeWw. (42)
Haciendo actuar estas inversas locales sobre el punto b € V', vemos que:
(r.y) € WxU)N[TH({D) <= 2 €W, y=(Flv) (1) (43)
Definimos, pues, la funcién:
oW —UCR"  z) = (Flu)™ (), (44)
y es obvio que (W x U) N f71({b}) = {(z, () : z € W}. O

| <2
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Si sélo se quiere construir ¢ podemos tomar € = Are, pues esto basta para que las imagenes
inyectivas F (B(y°,r2)) contengan {b}. Para que (43) y (44) tengan validez basta, pues, con
elegir 71,79, A >0 y P € O(h) tales que:

x € B2, 1) } { (DF,)P es coerciva con constante de coercividad A
y € B(y’,m2) 1£(z,9%) = blla < Ary

Teorema 99. (Versién paramétrica del teorema de la funcién inversa). En la situacion
del teorema anterior, si f(xz,y) es C*, con s > 1, entonces las inversas locales (42) dependen
C* del parametro x, es decir que la funcion conjunta (x,z) v+ F,'(2) estd en C5(W x V).

Demostracion. La funcién (z,z) — F, '(z) esde clase C*siysdlosiloes (z,2) — (z, F, (),
que 1o es sino la inversa de la funcién F(z,y) = (1’, Fgc(y)) Establecemos la notacién:

sz = [fatl‘fm’ ‘fmk]ka ) Dyf = [fyl‘flm‘ ...‘fym]mxm7
y la jacobiana de F":

DF Iy | Okxm
| Duf | Dyf |
es triangular por cajas, luego invertible donde f,,, ..., fy,, sean linealmente independientes. Esto

ocurre, en particular, cuando (z,y) € W x U. Entonces el torema de la funcién inversa dice que
-1 -1
WXV9($,Z)'—> (F‘WXU) (1'72:) = (l’, (F:E‘U) (Z)) ’
es tan suave como F, que es C® por serlo f. O

Corolario 100. Si f(x,y) es C°, con s > 1, entonces la funcion o(z) definida en (44) es
también C°.

La funcién vectorial implicita ¢(x) satisface la siguiente identidad (como funciones W — R™):

flz,p(x)) =b.

Tomando en ambos miembros de esta identidad derivadas parciales con respecto a x1, ..., xx, se
obtiene:

D.f+ (Dyf) Do = Opxk

de donde es inmediato despejar D, porque D, f es invertible. Este procedimiento se conoce
con el nombre de derivacién implicita.

3.10 Dos ejemplos de estimacion del dominio

En el primer ejemplo vamos a determinar una inversa local y a la vez estimar el dominio donde
estd definida. En el segundo ejemplo vamos a determinar una funcién (vectorial) implicita y a
la vez estimar el dominio donde esta definida.

Primer ejemplo: construccion de una inversa local.

Consideramos el abierto Uy = {(x,y) € R? : y > 0} = R x (0,4+00) y la funcién f : Uy — R?
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de clase C*° y llevando b — a. El propésito es hallar valores explicitos para r; y 2. Calculamos:
y? e¥ + 2xy
Df =
322 —logy —z/y

Buscamos una matriz P € O(2) y ntmeros r, A > 0 tales que:
para todo (z,y) € B(a,r) y todo v € R? es o (Dfayy P)v > A lv]13 . (45)
Conseguido eso, tendremos que f es regular e inyectiva en B(a,r) y que f(B(a,r)) 2 B(b, Ar).

1 4
En vista de que Df, = [ 19 © t 9 } tiene bastante mas grandes (y positivas) las entradas
e¥ + 2xy y?

fuera de la diagonal, elegimos P = —zfy 322 —logy

10
es el resultado de intercambiar las columnas de Df, y calculamos:

01 ], con lo cual (Df)P = [

V' (Df)Pv = (ey+2xy)v%+(3a:2—logy)v§+(yz—:;) vivy >
> (€y+2fcy)v%+(3w2—logy)v§—’<y2—x) vy | >
Y
1 1
> (ey+2xy— ‘yz—J: ) v? 4 <3$2—logy— ‘yQ—x ) v3 .
2 Y 2 Y
Probemos a ver si para r = 1/2 existe un A > 0 cumpliendo (45). Si (x,y) € B(a,1/2),
entonces:
Sy iy
2 2 V2 SV S g
Para t # 0 se tiene e >t +1 y logt <t — 1. Usando eso deducimos que si (z,y) € B(a,1/2)
entonces:
3\ 1 3 3
Y42 2p@)(2)z > 2+2 =
ey +2zy > e +()22>2+2 3,
3\° 3 21 1 25
2
-1 2) gl > Lo =2
3x ogy > 3<2> 5 73 1 > 6,
1 1 /1\* 5/2 11 19
_ y2_£ < _ _ _L _ ,_5 = —,
2 Y 2 2 1/2 2 |4 8

1
y para (z,y) € B(a,1/2) se tiene v' (Df)Pv > 3—89> |v||3 = nguH%, es decir que se

cumple (45) con r = 1/2 y A = 5/8. Ahora sabemos que f es regular e inyectiva en
B((2,1),1/2) y que f(B((2,1),1/2)) 2 B((e+2,8),r2) con 1o = \r=5/16 > 0'3.

Conclusién. Hay una inversa local f~!' de clase C*, definida en V = B((e + 2,8),0’3)
y determinada de manera tnica por la condicién de que toma todos sus valores dentro de
B((2, 1),0 5). Como la bola V es conexa por caminos, es también la unica inversa local que
lleva (e +2,8) +— (2,1) y esta definida en todo V.
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al ir cambiando de valor, provoca una deformacién de la funcién F,. Esta es una deformacién
suave, en el sentido de que la funcién conjunta h(p, z,y) estd en C*°(R x Up).
En particular F} es la funcién f del primer ejemplo. De nuevo consideramos los puntos a = (2, 1)

y b= Fi(a) = [ ¢ ; 2 } y establecemos el sistema h(p, z,y) = b, es decir

ped +xy? = e+2 }

p—14+23—zlogy = 8 (46)

cuyo conjunto de soluciones es la preimagen h~!({b}) C Rgxy. Es un sistema de dos ecuaciones
(escalares) con tres incognitas p,x,y. Dada la solucién particular (p,z,y) = (1,a) = (1,2,1),
queremos describir las soluciones cercanas a esta solucion particular despejando x,y como fun-
ciones del pardmetro p. Dicho con mds precisién, buscamos una bola U’ = B((l, 2), 7’ ) y un
intervalo W = (1 — 6,14 6) tales que las soluciones (p,z,y) de (46) con pe W y (z,y) € U’
sean (p,z,y) = (p, z(p), y(p) ), donde

o(p) = (z(p),ylp)): W —U C R?,

serd una funcién vectorial (implicita) que va a estar en C*°(W). Dicho de otra manera, las
soluciones (p,z,y) de (46) con (p,z,y) € W x U’ van a formar el grafo de ¢:

(W xU)nh ' ({b}) = {(p,z(p).y) :peW} = {(p.olp) :peW}.

El hecho de que ¢(p) tome sus valores en U’ la va a determinar de manera tnica. En particular,
estard obigada a cumplir ¢(1) = a, es decir que el grafo de ¢(p) pasa por (1,a).
Para cualesquiera W CR y U’ C Uj se cumple la siguiente igualdad conjuntista:

(W xU)nh72({0y) = | {p} x (Bplo) " (b)) -

peW

Se trata, por lo tanto, de elegir W, U’ de modo que para p € W la funcién F, sea regular e
inyectiva en U’ y la imagen Fj,(U’) contenga a b. Para cada p € W, la ecuaciéon Fp(z,y) =b
tendrd en U’ una tnica solucién que serd el punto ¢(p).

Calculamos, para cada p:

y? peY + 2zy

DF, = = Dyyh.
322 —logy —z/y

Elegimos, igual que en el primer ejemplo, la matriz ortogonal P = [ 0

1
10 ] y obtenemos:

>v§.

Para U’ = B(a, 1/2), es decir ' = 1/2, buscamos un W = (1 — 4,1+ ) adecuado a U’ y, en
todo caso, cumpliendo ¢ < 1/3; en particular p > 1 —1/3 = 2/3. Con esas limitaciones para p
y (z,y), tenemos:

1 1
vt(DFp)Pv > (pey+2my—2 ‘yQ—xD v%+<3:c2—logy—2 ‘yz—:E
Y Yy
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Concluimos que para p > 2/3 todas las funciones Fj, son coercivas en B(a, 1/2), con constante
de coercividad A = 1/8, y cada imagen F,(B(a, 1/2)) contiene la bola B(Fy(a), r%) siendo
rh=Ar"=1/16 > 0'06.

Las bolas B(F,(a), 0'06) tienen todas el mismo radio pero centro variable. Lo que necesitamos
es que todas ellas contengan al punto b, lo cual equivale a lo siguiente:

006 > |[Fy(a) —bll2 = H[p

_ (p—1e
p—1
Como definimos W = (1 —0,1+ 6), es decir W = B(1,6), debemos tomar 6 < 0'06/ve? + 1.
Por ejemplo 6 =002 y W = (098, 1'02).

pel +2-12 — (el +2-12)
—1+23-2-logl — (0+2%—2-logl)

= |p—1]Ver+1.

2

2

Conclusién. Para 0'98 < p < 1’02 el sistema (46) tiene dentro de B(a, 0’5) una tnica solucién
(z,y) = ¢(p). Esto define una funcién vectorial implicita

(a:(p), y(p)) = ¢(p): (0/98, 1/02) — B(a,0/5) c R?,
que es de clase C* porque la jacobiana DF),, = D, ,h permanece coerciva (luego invertible)

para p>2/3 y (z,y) € B(a,1/2).

Apéndice al capitulo 3

Como se ha podido ver, el teorema de la funcién imlpicita es, en realidad, la versién paramétrica
del teorema de las funciones inversas.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion/@ontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



4 Variedades y extremos condicionados

En todo este capitulo, cada vez que hablemos de funciones C* se presupone s > 1.
Vamos a definir las variedades en R", las cuales, por encima de todo, tienen dos cosas:
parametros y espacios tangentes.

4.1 Difeomorfismos

Definicion 101. Sean Uy,Us C R"™ dos abiertos. Una aplicacion o : Uy — Us es un difeomor-
fismo C® si cumple las dos condiciones siguientes:

1. o es biyectiva de Uy a Us.
2. 0 esC® y suinversa o' : Uy — Uy también es de clase C*.

Dos comentarios acerca de esta definicién:

(1) Sio : Uy — R™ es inyectiva, de clase C* y con matrices jacobianas todas invertibles, entonces
Us = 0(Uy) es un abierto de R"” y ¢ un difeomorfismo C* de U; a Us.

(2) No toda biyeccién suave es un difeomorfismo. Por ejemplo = + 23 es biyectiva de R a R y
ademds es C*°, pero su inversa y — /¥ no es diferenciable en y = 0 debido a la anulacién de la
derivada de z° en x = 0 (punto donde la jacobiana no es invertible).

Un difeomorfismo o = (o1,...,0,) : Uy — Us puede entenderse como un sistema de coorde-
nadas curvilineas segin explicamos a continuaciéon. Las funciones o1,...,0, : Uy — R son
unas coordenadas en U; en el sentido de que cada punto p € U; estd determinado por los
nimeros o1(p),...,on(p) vy de hecho la funcién o~!, que reconstruye el punto p a partir de
esos numeros, es de clase C°.

La definicién 101 tiene perfecto sentido si suponemos, de manera mas general, que U; es un
abierto de R™ y Uy un abierto de R™. Pero entonces, elegido un punto a € Uy, la jacobiana
A = Do, es una matriz invertible y por lo tanto cuadrada. Como A es n’ X n se tiene n = n'.
Conclusion: sélo puede haber difeomorfismos entre abiertos de igual dimension.

Nos interesa un tipo particular de difeomorfismos que llamaremos deslizamientos. Sean k < n,
un abierto W C R* y una funcién ¢ = (@r41,...,¢n) : W — R** con ¢ € C*(W). Para
cada = € R™ escribimos T = (21,...,2%) v T = (Tg41,-.-,Tyn), con lo cual x = (5,55), y
andlogamente para un punto que se designe con una letra distinta de la x. Consideramos el
abierto U={z € R" : T€ W} =W x R" % y la aplicacién ¢ :U — U definida como sigue:

o(z,z) = (Z,7+¢(@)),

que es C® y biyectiva, con inversa también de clase C*:

o @9) = (1.7-¢@®) ,
y por lo tanto ¢ es un difeomorfismo C* del abierto U consigo mismo. Lo que hace este difeo-
morfismo es deslizar cada subespacio affn {Z} x R** € R” dentro de sf mismo, trasladédndolo
por el vector (Ok7 go(fg)).
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4.2 Variedades en R"

El concepto de variedad en R™ generaliza las ideas de curva y superficie, que todos entendemos
de manera visual e intuitiva. De manera poco rigurosa, una curva es un objeto posiblemente
curvilineo de dimensién 1 y una superficie es un objeto posiblemente curvilineo de dimensién 2.
La generalizacién que utilizaremos aqui permite otras dimensiones (no sélo 1 o 2) y exige una
cierta “buena calidad” a los objetos definidos.

Definicion 102. Sean k un entero no negativo y X C R™ un subconjunto no vacio. Decimos
que X es una variedad en R" de dimensién geométrica k si para cada punto 20 € X
existen abiertos E,E' CR", con 2° € E, y un difeomorfismo o : E — E' tales que:

o(XNE) = EN®R x{0,4}) = {yeF ypp1=ypro=" =y =0}. (47)

Veamos algunos valores especiales de la dimension geométrica k. Cuando k£ = 1 decimos que X
es una curva en R". Cuando k = 2 decimos que X es una superficie en R". Las variedades
en R” de dimensiéon n — 1 se llaman hipersuperficies. Las variedades de dimensién 0 son los
conjuntos discretos: los que sélo tienen puntos aislados. Las variedades de dimensién n en R"
son los abiertos no vacios.

Esta definicién encierra mucho mas de lo que parece, por lo cual tenemos que hacerle varios
comentarios.

1. La palabra “en” forma parte del nombre de estos objetos, incluso cuando ella y la palabra
“variedad” no vayan juntas, como por ejemplo al decir “variedad de dimensién 2 en R3”.
Hemos definido, pues, el concepto de “variedades en”. En un curso més avanzado se definird
un concepto mas general de variedades que no necesariamente estan en ningtin R", y esas ya no
seran “variedades en” se las llamara simplemente “variedades”.

2. Podemos considerar a R* x {0,_} como la manera estindar de meter R* dentro de R"
como un subespacio afin. Ademés es E' N (R x {0,_1}) =V x {0,_1}, donde V es un abierto
de R¥, Tuego podemos considerar a E’ N (R* x {0,,_1}) como una manera estandar de meter (sin
curvarlo) un cierto abierto V de R¥ dentro del espacio ambiente R™.

3. Es importante que en (47) tengamos igualdad de conjuntos: si la reemplazamos por la
inclusién C entonces se permite que la imagen o(X N E) pueda ser C' x {0,_;} donde C C R¥
no sea un abierto de R¥ sino un subconjunto muy extrafio. Tal situacién la hemos prohibido
con la igualdad conjuntista en (47):

Estamos exigiendo que partes pequefias de X sean como una bola abierta de R”

4. Mientras que o : E — E’ es un difeomorfismo planchador, porque toma el trocito X N E
y lo plancha (lo convierte en un abierto del subespacio R¥ x {0,,_}), el inverso o~ : B/ — E
es un difeomorfismo curvador: toma el trozo abierto E' N (R* x {0,,_1}) de un subespacio afin
y lo curva de modo a construir el “trozo curvado” X N E. El conjunto total X estd formado
por estos trocitos curvados que, al ser abiertos relativos de X, no van a poder ser disjuntos dos
a dos en cuanto X sea conexo por caminos. Ahora bien, cuando dos abiertos de un espacio
metrlco comparten un punto a automatlcamente comparten toda una bola B(a, 5) es decir que
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Definicion 103. Decimos que X es de clase C°, como variedad en R™, si para ella podemos
elegir, cerca de cada punto, difeomorfismos planchadores de clase C*.

Ejemplos de variedades en R™:

(1) Subespacios afines, o abiertos relativos suyos. Se los plancha con movimientos de R™.
Dado un subespacio afin k-dimensional A C R™ y dado un abierto relativo V C A, tenemos
una igualdad V' = ANU donde U es un abierto de R". Existe un movimiento M (z) = b+ Az,
con b € R vector constante y A matriz ortogonal constante, tal que M(A) = R¥ x {0,_.}.
Entonces o = M|y es un difeomorfismo entre abiertos de R™ que mueve V y lo tansforma en
V' x {0,_1} para algin abierto V' C RF.

(2) Grafos de funciones diferenciables. Se los plancha con deslizamientos. Hay varios tipos
de grafo: se eligen n — k variables y se las pone como funciones C*® de las otras k variables,
dejando que éstas dltimas recorran un abierto de R¥. Por ejemplo, dado un abierto W C R2 L3
y un grafo en R* del siguiente tipo:

X = {.’131, 902(3517353)7 xs3, 304(‘%171.3)) : (.’L'l,.fg) € W} )

en el cual x9,x4 estdn puestas como funciones diferenciables de (x1,x3), definimos el abierto
U={zxeR': (z1,73) € W} y X se plancha con el deslizamiento ¢ : U — U dado por:

(z1, 29, 3,74) — (31, 22 — p(71,23) , T3, T4 — palT1,73) ) .

Veamos ahora ejemplos de subconjuntos que no son variedades en R".

El conjunto T' = {(z,y) : 2y =0, y > 0}, formado por tres semirrectas que salen del origen, no
es una variedad en el plano.

Los grafos de |z| y de 2z + |z| no son variedades en el plano. Los conos {y = /22 +y?} y
{22 +y?—2% = 0} no son variedades en R3. Véanse los comentarios después de la proposicién 105,
en el apartado 4.3.

4.3 Funciones regulares: preimagenes e imagenes

Sean U C R” un abierto y f : U — R™ una funcién al menos de clase C'. En la definicién
87 del apartado 3.6 hemos dicho que f es regular si para todo a € U la diferencial (df),
tiene el maximo rango que puede tener una funcién lineal L : R™ — R™. Lo separamos en tres
posibilidades:

1. Si n < m entonces el maximo rango posible para L es n y lo tienen las L inyectivas.
En este caso, pues, la funcién f es regular si todas sus diferenciales son inyectivas. Esto
también se expresa diciendo que f es una inmersiéon de U dentro de R™. En este caso
Df es una matriz alta: tiene menos columnas que filas. La condicién para que f sea
una inmersién es que las columnas fy,,..., fz, de Df sean linealmente independientes en
todo punto. En particular, un camino «a(t) es una inmersion si el vector velocidad ()
(la inica columna de Df) no se anula para ningin t.

2. Si n = m volvemos al caso estudiado en el capitulo 3. Ahora f es regular si sus diferen-
ciales son biyectivas; las matrices D f son cuadradas e invertibles. Cada punto a € U
tiene un entorno U? tal que f : U* — f(U a) es un difeomorfismo. No obstante f puede
no ser inyectiva en todo U . A una tal f también se la llama difeomorfismo local.
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Teorema 104. (Preimdgenes). Sean Uy C R™ wun abierto, n > m y f : Uy — R™ de
clase C°.

Dado b € R™, si (df)s es suprayectiva para todo a € f~1({b}), entonces f~1({b}) es o el
congunto vacio o una variedad en R™ de dimension n —m y clase C*.

Veamos otra manera de expresar este teorema. Dado un sistema

fl(xl...,xn) :bl
(Il,,xn)EU())
fm(xl,...,$n) - bm

si los gradientes de las ecuaciones V fi, ...,V f;, son linealmente independientes en cada punto
solucién del sistema, entonces el conjunto X de las soluciones es o vacio o una variedad en R"
y ademas dim X = n — 1 si hay una ecuacién, dim X = n — 2 si hay dos ecuaciones, etc.

Una sola ecuacién escalar fi(x1,...,2z,) = b1, con al menos una solucién y con gradiente no
nulo en todo punto solucién, define una hipersuperficie en R™. Por ejemplo el conjunto

gn-1 4 {zeR” o+ - +a2=1},

es una variedad en R” de dimensién n—1 y clase C*; se la llama esfera (n— 1)-dimensional.
El gradiente V(z} + -+ + 22) = (221,...,27,) se anula en el origen 0, pero éste es un punto
en el que la ecuacién no se satisface y por lo tanto no causa ningin problema. En particular, la
esfera, S? es una superficie en R? y la circunferencia S' es una curva en R?.

Demostracion del teorema 104. Sea X = f~1({b}) = {x € Uy : f(z) = b}. Supongamos X no
vacio y fijemos un punto a € X.

Primer caso: n = m. La matriz Df, es invertible y existen entornos U de a y V de b tales
que f es biyectiva de U a V. Se sigue que

UNX = {zxzeU: f(z)=>b} = {a}.

luego a es un punto alislado de X. Como esto es asi para todo punto suyo, el conjunto X es
discreto, o sea una variedad en R"™ de dimensién 0 =n — n.

Segundo caso: n > m. Las m filas de la jacobiana Df, son linealmente independientes y
sabemos, por Algebra Lineal, que hay una submatriz invertible A,,x,, de Df,. Consideramos
la correspondiente particién

{L...on} = {it, oo inem} | 1o dim)

en la que ji,...,Jm son los indices de las columnas de A e iy,...,%,_m los indices restantes.
Escribimos £ = n —m y pasamos a considerar las variables x;,,...,z; como pardmetros,
definiendo una familia paramétrica de funciones de m variables:

F(Iil,m,wik)(wjl?'"7xjm) = f((L'l,...,xn) .

Por ejemplo, si n = 5 y si la matriz A estd formada por las columnas primera y tercera
de Df entonces reinterpretamos la funcién original de cinco variables como una familia a tres
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La matriz (DFa)a = (ij17"'?mjm f)a es la submatriz A que hemos supuesto invertible, por lo
tanto a la familia Fz se le aplica el teorema 98 de las funciones implicitas: existen entornos W
de @ en R y U de @ en R™, tales que si definimos un abierto £ C R™ como sigue:

1eE < (zeW y z2€U) < (T,2)eWxU,
entonces F C Uy y la parte del conjunto X contenida en E tiene la siguiente descripcién:
teXNE < (zeW y 7 = ¢T@)),

para cierta funcién ¢ : W — U que es de la misma clase C® que la funcién f. Esto significa

que X NE esun grafo en el que las variables (zj,,...,;,) son puestas como funciones C*
de los pardametros (z;,,...,x;, ). Podemos definir la aplicaciéon o : E — R™ de clase C® dada
por:

ogx) =z , ox) =7—p@.

Atencién. En realidad o es la restriccion a E de un deslizamiento op que estd definido en
el abierto mas grande Ey C R™ definido por Ey = {x € R" : T € W} D E. Es importante
restringir og al abierto méas pequenio F, porque el conjunto total X puede cortar a Ey en otras
partes distintas de X N E, y esas tal vez no las planche oy.

0 0

El conjunto o(F), imagen directa de E por op, es un abierto de R™ y tenemos un difeomorfismo
o:E — o(E) de clase C* y tal que:

o(XNE) = {yeR":geW ,y=0,} = {yco(E) : y=04,1},

es decir que ¢ es un difeomorfismo que plancha la parte X N E de X: la convierte en un
abierto del subespacio afin {y : ¥ = 0,,}, que tiene dimensién k = n — m. Al ser esto posible
para todo a € X, concluimos que X es una variedad en R™ de dimensién geométrica n —m y
clase C°. O

En la demostracion del teorema 104 hemos considerado varios tipos de grafo: tantos como
subconjuntos {i1,...,ir} hay en {1,...,n}. Veamos un ejemplo en R* en el que aparecen
grafos de distinto tipo. Consideramos la funcién f : R* — R? definida como sigue:

T COST] + x% + Txoxy

Fa1, w9, 03, 04) = e®lz3 + 5e® — senxz — 1123

)
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Empezamos por el punto a. La preimagen f~1({b}) es el conjunto de soluciones x = (1, z2, 3, 74)
al sistema f(x) = b, es decir:

Tacoszy + a3 + Trery = 1 } (48)

e"lrs + 5e2 —senxg — xlxi = be

y de entre ellas queremos describir solamente las x cercanas al punto a. Calculamos:

Df = —x9senxr, cosxy+ 7x4 213 Txo
| eMiag — a2 5e*2 ¥l —cosxzy —2w124
En particular:
0O 1 0 7
Dfa = [ 0 5¢ 0 0 L '
x4

Esta matriz tiene (3) = 6 submatrices 2 x 2, de las cuales solamente es invertible la formada por

las columnas segunda y cuarta. Tenemos garantizado, por el teorema de las funciones implicitas,
que las soluciones de (48) cercanas al punto a vienen dadas por

(z2,24) = (pa(z1,23), palz1,23) ),

donde ¢ = (2, p4) es una funcién vectorial C* y (x1,x3) recorre un entorno de (aj, az) = (0,0)
en el plano R2 Lz5- El teorema de las funciones implicitas no dice si cerca del punto a se puede
o no se puede despejar en (48) una pareja de variables distinta de la (z2,24) como funcién de
las otras dos variables; decidirlo requiere un estudio de las ecuaciones (48) que va més alla de

las derivadas primeras de f en a y que no vamos a hacer.

Para el punto a’ = (0,0,0,1) calculamos:

0800
Dfa"[—1500]

La tnica submatriz invertible 2 x 2 es la formada por las dos primeras columnas. El teorema
de las funciones implicitas dice que cerca de a’ se pueden despejar en el sistema f(z) = b las
variables (z1,22) como funciones de clase C* de (x3,x4) que a su vez recorren un entorno de
(ah,a}) = (0,1) en el plano R2_, .

El teorema de las funciones implicitas no garantiza (tampoco prohibe) que cerca del punto o
podamos despejar en f(z) = una pareja de variables distinta de la x1, 22 como funcién C*

de las otras dos variables.

Para el punto a” = (0,1,1,0) calculamos:

0 1 2 7

Dfar =11 56 1_cosl 0

ahora las seis submatrices 2 x 2 son invertibles. El teorema de las funciones implicitas garan-
tiza que cerca de a” podemos despejar en f(x) = b” cualquier pareja de variables (x;,x;)
como funcién C*> de las otras dos (xj,z;) que a su vez recorren un entorno de (af,a;) en el
plano ]Rgm.

Una sola variedad, incluso conexa por caminos, puede obligarnos a cambiar el tipo de grafo de
un punto a otro. Para la circunferencia X = {(z,y) : 22 +y? = 1} y entornos U del punto
a = (0.1). la parte X N {_sélo puede describirse poniendo v como funcién de x v no x como
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Proposicion 105. Sea X wuna variedad en R™ de dimension k y clase C°. Cada punto a € X
tiene un entorno E tal que la parte X NE es un grafo donde n—k de las variables x1,...,T,
son puestas como funciones de clase C° de las otras k wvariables y éstas ultimas recorren un
abierto de R”.

Demostracion. Sea a € X. Tenemos un entorno F; de a y un difeomorfismo o : Fy — Ey
tales que o(X NEy) ={y € By : ypt1 =--- = yn = 0}. Por lo tanto:

XNE =A{x€kE: oppi(x)=--=0op(x)=0}.

Como o es un difeomorfismo entre abiertos de R™, sus jacobianas son invertibles y tienen todas
las filas linealmente independientes. Al ser Doy.1, ..., Doy, algunas de las filas de Do, resulta
que son linealmente independientes en todo punto de FE;. El sistema

O'k+1(.fC) =0
z e kb,
on(x) =0

que define la parte X N Fyp, estd en las hipdtesis del teorema 104 y, por la demostraciéon que
hemos hecho del mismo, para cada punto a € X N E; existe un entorno FE3 tal que la parte
X N EyN E3 es un grafo del algin tipo con k variables independientes. O

Dada una variedad X en R”, y una parte X N E; que se planche por un difeomorfismo
o : E1 — Fs, pueden necesitarse grafos de distinto tipo para recubrir X N E7, siendo inevitable,
para recubrirla asi, descomponerla en muchos trocitos X N E N FEs.

. )
@

N

E;

Veamos que el grafo de X = {y = |z|} no es una variedad en el plano. Su dimensién no puede
ser 0 porque no es un conjunto discreto, tampoco puede ser 2 porque no es un abierto. La
proposicién 105 afirma que, si fuera una variedad unidimensional en el plano, entonces la parte
cercana al punto (0,0) € X seria un grafo en el que o bien y seria funcién diferenciable de = o
bien x seria funcién diferenciable de y. Es evidente que en X N B ((O, 0), 5) s6lo puede ponerse
y como funcién de x y que sale una funcién no diferenciable, luego X no es una variedad en
el plano.

En particular, no existe ningin difeomorfismo entre abiertos del plano que lleve X al eje de abs-
cisas. Intuitivamente, esto corresponde al hecho de que X “tiene una esquina” en el punto (0, 0).
La definiciéon que hemos dado del concepto de variedad en R™ es adecuada porque detecta la
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Teorema 106. (Imagenes). Sea k < n. Sean V C RF un abierto y f : V — R™ una
inmersién de clase C?, es decir una aplicacion de clase C® con las diferenciales todas inyectivas.
La imagen f(U) es una unidon de variedades de clase C° y dimension k en R™.

Demostracion. Fijamos 2% € V. La matriz Df,0 tiene rango k y por lo tanto k filas lineal-
mente independientes. Sean 1i1,...,%; los indices de dichas filas y ji,...,jm los demds indices,
siendo m = n — k. Entonces o = (fi,,..., fi,) tiene jacobiana invertible en 2 y es un difeo-
morfismo de un entorno V*' C V a un entorno W de 7, = o(2°) en R¥. La imagen f(V*")
es el siguiente grafo:

{y Y = (yilv"'vyik)EW ) (yjl"“7yjm) = (fjloo'_l(@) ""fjmoo-_l(?))}'

Esto define un recubrimiento de la imagen total f(V') por imégenes f (VIO), que son grafos de
funciones de clase C® definidas en abiertos de R*. Tales grafos son variedades de clase C° y
dimensién geométrica k. O

Aviso. Es bastante delicado decidir si la imagen de una inmersion es una sola variedad en R™ o
unién de varias de ellas; veamos unos ejemplos. El camino a(t) = ((1+t?)cost, (14 ¢*)sent )
no es inyectivo en ¢ € (—3'5,3'5) y la imagen «((—3'5,3'5)) tiene un “cruce consigo misma”
en el punto p = a(—m) = a(r).

Esta imagen es unién de dos variedades en el plano, no una sola. A pesar de que « es inyectivo
en t € (—m,3'5), la imagen mds pequefia «((—m,3'5)) también es unién de por lo menos dos
variedades en el plano, porque en el punto p presenta el mismo problema que el ejemplo T del
final del apartado 4.2.

El camino 3(t) = (cost,sent), —oo < t < 00, es una inmersién no inyectiva y, sin embargo, su
imagen [B(R) si es una variedad en el plano.

4.4 Dimension y grado de suavidad

La dimensién geométrica de una variedad X en R™ es tnica. Si X tiene dos dimensiones
k,k’ cerca de un punto a € X, entonces se construye un difeomorfismo U — U’ entre abiertos
de R™ que lleva UN (R* x {0,_4}) a U'N (Rk/ % {0,,_1}). Asi se induce un difeomorfismo de
un abierto de R¥ a un abierto de R¥', lo cual fuerza k = k’. Esto prueba que la dimensién es
Unica en un punto dado, pero no quita para que pueda ser distinta en otro punto como ocurre,
por ejemplo, en el conjunto X = {y = 2z =0} U {z = 1} C R? que es la unién disjunta de una
recta y un plano en R3. Pues bien: X no es una variedad en R?® por definicién. Si miramos
despacio la definicién 102 _dice aue hav fiiado de antemano un entero & aue afecta a todos los
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Demostracion parcial. Lo probamos sdlo en el caso k = m = 1, en el cual el grafo es una variedad
unidimensional en R2. Por la demostracién de la proposicién 105, dado un punto a = (2°,4°) de
dicho grafo hay un entorno F; C R? de a y una funcién escalar f € C*(E1) tal que V f, # (0,0)
y la parte del grafo contenida en FE; puede darse como {(z,y) € E1 : f(x,y) = 0}. Entonces
tenemos la identidad f(z, ¢(z)) =0 en un abierto de R, que contiene a z°. Como estamos
suponiendo ¢ € C!, se puede derivar esa identidad en 2 = z° y obtener la siguiente igualdad:

fm(x()?yo) =+ @/(xo) fy(xO’yO) =0,

es decir fy(a) + ¢'(2°) fy(a) = 0. Se deduce que si fuera f,(a) = 0 entonces también serfa
fz(a) = 0 y tendriamos Vf, = (0,0), lo cual es falso. Luego fy(a) # 0 y, por el teorema de
las funciones implicitas y la identidad f(z, ¢(z)) = 0, la funcién ¢(z) es de clase C* cerca
de 20, Al ser esto asf para todo punto (z°,4°) del grafo, la funcién () es de clase C* en todo
su dominio. O

La proposicién 107 dice, entre otras cosas, que la definicion 103 no esta vacia de contenido: para
cada s > 1 finito hay variedades en R" que son de clase C* y no de clase C5t!; basta tomar
el grafo de cualquier funcién que sea C® y no sea C5*1,

Por ejemplo, el grafo {y = |z|*/?} lo podemos planchar con un difeomorfismo del plano (un
deslizamiento) que es de clase C!, pero es imposible hacerlo con difeomorfismos entre abiertos
del plano que sean de clase C?> o mejor.

4.5 Parametros

A continuacién definimos unos objetos que utilizamos para casi todo cuando manejamos una
variedad.

Definicion 108. Sea X una variedad en R™ de dimension k. Una parametrizacion para X
viene dada por un abierto W C RF y una funcion ® : W — R™ cumpliendo las siguientes
condiciones:

1. ® es de clase C°.
2. ® toma valores solo en X, es decir ®(W) C X.
3. La imagen ®(W) tiene interior no vacio en X : contiene un abierto relativo & #Y C X.

Si (u1,...,ug), denota el punto general de W, entonces las variables uy,...,u; son los para-
metros. Llamamos parte parametrizada por ® a la imagen ®(W).

Dos comentarios:

(1) No le exigimos a una parametrizacién que recorra todo el conjunto X, pero la idea detras
de la condicién 3. es que ®(W) no sea una “parte insignificante” de X. Por ejemplo, si X es
una superficie en R3 entonces pedimos que ®(W) contenga una parte de X que también sea
una superficie.

(2) Algunas parametrizaciones tienen mayor calidad que otras, siendo las mejores las que son a
la vez inyectivas y regulares. En este caso “regular” quiere decir que la parametrizacion es una
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La parametrizacién ® dista mucho de ser inyectiva: cada punto p € S? tiene infinitas preimégenes
por ®. Tampoco es regular, ya que su jacobiana:

—cos psen —sen @ cos 6
Doy, = [‘I’e\éw] = cos p cos f —senpsenf | |
0 CoS

tiene rango = 1 cuando cos g = 0. Esto sugiere tomar la restriccién ®|yy,, siendo:

= o fereih-rn(5.9),
un abierto de ng en el cual cos¢ nunca se anula. La nueva parametrizacién ®|yy, asi definida
es una inmersién, al precio de ya no ser suprayectiva porque su imagen ®(W7) = 52\ {N,s} es
la esfera menos los polos norte N = (0,0,1) y sur s = (0,0, —1). Ademds tampoco es inyectiva,
pues cada punto p € S?\ {N,s} tiene infinitas preimdgenes en Wj. Esto nos sugiere tomar la
restriccién més pequena ®|yy,, donde Wy es el siguiente abierto de qu;

T T T
Wy — {(9,@) : 0<0<27r,—§<g0<§} = (0, 27) x <—§,§> .
Ahora @[y, es una parametrizacién de méxima calidad: regular e inyectiva. La parte de la
esfera parametrizada por @[y, es el “cascabel” ®(Ws) = S? \ G que resulta de quitarle a la
esfera el “meridiano de Greenwich” G = {®(0,¢) : —7/2 < p <7 /2}.

Z

Al ser imagen continua del intervalo [—m/2,7/2], el conjunto G es compacto y es cerrado
relativo en cualquier conjunto que lo contenga, luego S\ G es un abierto relativo de la esfera.
Como & es biyectiva de Wy a S?\ G, para cada punto p € S? \ G tenemos bien definido el
valor paramétrico:

(@lw,) ") = (6(0), ¢(p)) -

Esto define un par de funciones escalares 6, ¢ : S>\ G — R que son funciones coordenadas
curvilineas en el abierto relativo S?\ G, en el sentido de que cada punto p € S?\ G estd
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Las parametrizaciones también proporcionan representaciones numeéricas de funciones.

Primer caso: funcion que sale de la variedad. Dadas una funcién f : X — R™ y una
parametrizacion ® : W — X, la compuesta

gW—>Rm ) g(“la“'?“k):foq)(ula"'>uk)7

representa una parte de la funcién f: es una representacion numérica de f|g(py. Conociendo
la “férmula en coordenadas” g¢(ui,...,ur) conocemos el valor f(p) para todo p € ®(W), pero
jojo! lo desconocemos para los p € X que no estén en ®(W), si los hay.

Segundo caso: funcién que llega a la variedad. En este caso tenemos un abierto U C R™
y una funcién f: U — R"™ tal que f(U) C X, lo que nos permite considerar a f, de manera
alternativa, como una aplicacion de U a X.

Supongamos que, de hecho, es f(U) C (W) y que ® es inyectiva. Por razones puramente
conjuntistas, existe una tnica funcién g: U — W tal que f = ®og. Con mas detalle:

g(z) = (ul(x), .. ,uk(x)) tal que f(z) = @(ul(x), e Uk(l‘)) .
Dado cualquier valor z = (z1,...,%,) € U, lo que hace la “férmula” ¢(z) es darnos las
coordenadas (uy(z),...,ux(z)) del punto f(z) a partir de los nimeros z1,...,Zm. No es

dificil demostrar que si ademas ® es regular y C® y si f es también C*, entonces g € C*.

A veces son muy utiles las parametrizaciones grafo, que describimos a continuacién. Dados
un abierto W C R* y una funcién ¢ : W — R** de clase C®, la parametrizacién grafo basica
es la siguiente:

W—R" , Wau+— (u,eu)),

pero se obtienen otras, igual de vélidas, aplicando una matriz de permutacion:

P: [ei1|"'|eik|ej1|.”|ejn7kj|n><n’

matriz ortogonal cuyas columnas son una permutacién de la base estandar, dando lugar a:

D(u) = P(u, pu)) = ure, +-- +upey +pi(u)ej, +- -+ on_p(u)ej,_,

que es regular e inyectiva. La imagen ®(WW) es un grafo en el que las variables (zj,,...,z;, )
son funciones C* de las variables (x;,,...,2; ) con dominio W. Por ejemplo:
@
Rim OW — R ;o P(ur,ug) = (801(U17U2)7 u1, pa(u1,uz), @3(ur,uz), u2) .

Las parametrizaciones grafo son regulares e inyectivas. Tienen, ademas, la buena propiedad de
que su inversa ®(u) — u viene dada por ®(W) 3 & — (z4,,..., 2, ), 0sea 1 = ., [ow)
es la restriccién a ®(WW) de una proyeccion

. k
Tipoip t RT— RY | — (24,...,2i) -

4.6 Espacios tangentes
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Por esta razon se dice que o/(t) es un vector tangente a la curva «(I) en el punto «a(t).
Sean ahora una variedad X en R”, un punto p € X y un camino « : I — R” que cumple las
dos condiciones siguientes:

1. Contenido en la variedad: «(I) C X,
2. Pasa por el punto: «(t) = p para algin t € I,

entonces al vector (t), tangente a un camino contenido en X, lo consideramos tangente a X;
mas aun, lo consideramos tangente a X en el punto p.

Definicion 109. Dada una variedad X en R"™ y fijado un punto p € X, el espacio tangente
a X en p es el siguiente conjunto de vectores:

T,X e {d/(0) : @: 1 — R"™ camino diferenciable ,0€ 1, a(I) C X, a(0)=p} .
Los elementos de este conjunto se llaman vectores tangentes a X en p.

Dos comentarios:

(1) Si &/(0) = 0 puede que la curva « no tenga una recta tangente bien determinada en ¢t = 0
pero, por definicién, incluimos el vector nulo en el conjunto 7,X. Es decir que aceptamos como
elementos de T,X todas las derivadas «’(0), nulas y no nulas.

(2) Si @ : I — R™ es un camino diferenciable contenido en X, entonces para cada ¢t € I el
vector o/(t) es tangente a X en «a(t):

al) € X = o(t) € TyyX paratodo tel.
En efecto, fijado t € I definimos el nuevo intervalo J = {s —t : s € I} que cumple 0 € J,

y el nuevo camino §:J — R™ dado por ((s) = a(s +t). Entonces [ es diferenciable y esta
contenida en X lieon ol _swectar A0 — A/(#) neorvionece o T X Pora A0 — Al4)
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Demostracion. Sea k = dim X. Fijado un punto p € X, la proposicién 105 proporciona un
abierto £ C R", con p € F, tal que la parte X N E es un grafo en el que unas variables
(jy,...,2j4,_,) son puestas como funciones C® de las otras variables (z;,,...,x;. ) que a su
vez recorren un abierto W de RF. Esto equivale a que X N E es la imagen ®(W) de una
parametrizacién grafo ®(u) = P (u, p(u)) de las descritas al final del apartado 4.5.

Sean I C R un intervalo con 0 € I y a : I — R™ cualquier camino diferenciable contenido
en X y tal que a(0) =p. Como « es continua 'y F abierto, existe un intervalo 0 € J C I tal
que «a(J) € E. Entonces «:J — X N E es, en realidad, de la siguiente forma:

J 5t alt) = P(u(t), go(u(t))) , (50)

donde la funcién u(t) : J — W C RF es simplemente la proyeccién m;,...;, o a(t) y por lo tanto
es diferenciable. Pero la identidad (50) es lo mismo que «(t) = ® o u(t), de donde:

o/ (0) = (d®)y () (v/(0)) -

Para todos esos caminos, y las correspondientes funciones wu(t), el valor u® = u(0) es siempre
el mismo: el tinico u® € W tal que p = ®(u"). Tenemos, pues , un valor paramétrico fijado u"
tal que todos los caminos a en X con «(0) = p verifican lo siguiente:

o/ (0) = (d®),0 (w'(0))

lo que nos lleva a la inclusién T, X C (d®),0 (R¥).
Si demostramos la inclusién reciproca T, X 2O (d®),0 (R*), quedard probado que T, »X es un
espacio vectorial y que su dimensién es igual al rango de (d®),0, que es k. Pero esto es un caso
particular de la segunda afirmacion del teorema, que es lo que vamos a probar ahora.
Tenemos, pues, un abierto U C R™, una funcién diferenciable f: U — R™ tal que f(U) C X
y un punto a € U tal que f(a) = p. Queremos probar que T,X 2 (df), (R™).
Dado cualquier vector v € R™ el camino ((t) = a + tv estd contenido en U para valores
pequenos de t. El camino imagen «(t) = f(a+tv) estd contenido en X y pasapor p en t =0,
luego

T,X > d(0) = (df)a(v) -

Como v era cualquier vector de R™, queda visto que T,X D (df)q (R™). O

Corolario 111. §i ¥ : W — R" es cualquier parametrizacion regular para X, entonces para
todo u? € W el conjunto {Wy, (u0),..., ¥y, (u)} es una base de Ty (o) X.

Considerando una parametrizacién grafo ®(u) = (u, p(u)) y haciendo L = (d®),0 se tiene:

Buy = (o1, 0u) = (01 Len) s v s Buy = (on, puy) = (e, Llew))

y se deduce que el espacio tangente a ®(W) en el punto p = ®(u’) = (uo, go(uo)) es el conjunto
{(v,L(v)) : v € R}, osea el grafo de L.

4.7 Diferencial intrinseca
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Como todas las normas en R™ son equivalentes, para todas ellas es la misma la clase de funciones
que son un o(|lg — p||).

Veamos, con un ejemplo, que la funcién lineal L no es tnica. Sean X = {y = 22} C R? y
f:+ X — R dada por f(x,y) = xe¥. Nos fijamos en el punto p = (0,0) € X y para cada
constante ¢ consideramos la funcién lineal L.(z,y) = x + cy. Describiendo el punto general
de X como (z,2?%), calculamos:

flx,x ) £(0,0) — L, ((x xz)—(0,0)) = f(x,xQ)—O—Lc(x,wz) =
= 26" —(24ca?) = z(e” —1)—ca® = z0(2?) + 0(2?) = O(z]*) + O(2?) =
= 0(z®) = o(zl) = o(ll(z,2*)Il) = o(ll(z,2*) —(0,0)]|) .

Vemos que, segtin la definiciéon 112, la funcién f es diferenciable en p como funcién X — R,
valiendo para ello cualquiera de las funciones lineales L.. Se comprueba fiacilmente que no vale
ninguna otra: si el coeficiente de z en L no es 1 entonces f(z,2?) — L(z,2?) # o(|(z,2?)])).
La funcién lineal L estd, pues, parcialmente deteminada: uno de sus coeficientes esta fijo y el
otro es libre. Otra manera de decirlo es que el valor L(v) es tnico para los vectores particulares
v = (a,0); pero éstos son, precisamente, los vectores tangentes a X en el punto p.

Teorema-definicién 113. Si f es diferenciable en un punto p € X como funcion X — R™,
entonces todas las funciones lineales L que cumplen (51) tienen la misma restriccion L|t,x al
espacio tangente.

Liamamos diferencial intrinseca de f en p a la funcidn lineal (df), : T,X — R™ definida
por una cualquiera de esas restricciones.

Demostracion. Elegimos una tal L y un vector cualquiera v € T, X. Por definicién del espacio
tangente, existe un camino diferenciable « : I — R™ con a(I) C X, «a(0) =p y o/(0) = v.
Aplicamos (51) y obtenemos:

)= fp) = L{a(t) = p) +o(llalt) —pll) =
= L(a(t) = a(0)) +o(lla(t) = a(0)]) ,

pero también tenemos «(t) — a(0) = ta’(0) + o(|t]) = tv + o(|t]) = O([¢]), luego:
L

f(a(t)) = f(a(0)) = L(tv+o(|t])) +o(O(t])) =
= t L(v) + L(o(|t])) +o(|t]) = t L(v) +o(]t]) ,

de donde:

lim _ iy (L) Fo(t])

=L
t—0 t t—0 t (U) ’

d
y llegamos a la igualdad o f (a(t)) = L(v), en cuyo miembro de la izquierda no aparece L.
t=0

Esto demuestra que, cuando v € T, X, el valor L(v) sélo depende de los datos X, p, f,v y no
de la L que hayamos elegido cumpliendo (51). O

Esta demostracién nos da una féormula para la diferencial intrinseca:
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Ahora nos planteamos cémo calcular la diferencial intrinseca. Vamos a tratar dos casos.

Primer caso: tenemos parametros explicitos. Mds en concreto, hay un abierto W C R”,
una parametrizacion ® : W — X y un valor a € W tal que ®(a) = p y (d®), tiene
rango k = dim X. EI corolario 111 nos dice que {®,,(a),..., Py, (a)} es una base de T,X
y la igualdad:

(df)p (e1®uy (@) + -+ cx Py (a)) = c1(df)p (Puy (a))+---+ck<df)p(¢>uk(a>),

nos dice que basta calcular los valores (df),(®u,(a)),. .., (df)p(®Py,(a)) para conocer (df),(v)
para el vector general v € T,X. Dado 1 < i <k, el camino f(t) = a + te; esta en W para t
pequeno y «(t) = ®of(t) es un camino en X con «(0) =p y o/(0) = ®,,(a). Aplicando (52):
d d
(d)p(®u) = (@)p (e'(0)) = —|  foalt) = (f D)o f(t) = (fo®)ul(a) -

t=0

dt|,_
La diferencial intrinseca es la tnica funcién lineal (df), : 1), X — R™ con el siguiente efecto
sobre la base del corolario 111: &, (a) — (f o @)y, (a) , , @uy(a) —> (f o @)y, (a).

Segundo caso: f es restriccion a X de una funcién de n variables. Mas en concreto,
tenemos un abierto U C R™ que contiene a X, una funcién diferenciable F : U — R™ y
definimos f como la restriccién f = F|x. Dados p € X y v € T,X, sabemos que existen
caminos «, contenidos en X, con a(0) =p y &/'(0) =v. Con uno de estos caminos calculamos:

d d

(df)p(v) = (df)p(a'(O)) = = - foa(t) = pn i Foa(t) = (dF)y(v),

y resulta que (df), es, simplemente, la restriccién a 7, X de la diferencial de F.
(df)p = (dF)plz,x
Esto es conveniente para ejemplos como el siguiente:
X = {(z,9) eR?: x4+ e +2y+cosy = 2},

que es un grafo y = y(x) y también un grafo = = z(y), pero ninguna de esas dos funciones es
elemental y no tenemos una parametrizacion explicita para X. El punto p = (0,0) estd en X y,
derivando implicitamente: 1+ e” 4 (2 — seny(x)) y'(z) = 0, sacamos y'(0) = —1. La recta
tangente 7, X esta generada por el vector (1, —1). Para cualquier funcién diferenciable F'(z,y),
definida en un abierto del plano que contenga a X, y la correspondiente funcién f = F|x,

tenemos entonces: (df),((a, —a)) = (dF),((a, —a)) = a Fx(0,0) — a F,(0,0) = DF g g [ _Z ]

4.8 Espacio normal

Definicion 114. Sea X wuna variedad de dimension k en R™ y sea p € X. FEl espacio
normal a X en p es el complemento ortogonal de T, X, es decir

{wER” :w-v=0 para todo UETPX}.

Un vector de R™ esnormal a X en p si pertence al espacio normal. La codimension de X
es la dimension n — k de sus espacios normales.
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Lema 115. Sean X wuna variedad en R"™ y F una funcion diferenciable definida en un abierto
de R™ que contiene a X. Si F' es constante en X entonces para cada punto p € X el gradiente
VF, esnormal a X en p.

Demostracién. Sea v € T,X. Existe un camino « contenido en X, con a(0) =p y &/(0) = v.

Calculamos: p p
21 Foa) = 2t
dt|,_, dt |,

v-V,F = (DF,)v = —0.

O]

Proposiciéon 116. Sean Uy C R™ un abierto y f = (f1,..., fm) : Uy = R™ wuna funcion de
clase C* que es regular en todos los puntos del conjunto X = {x € Uy : f(z) = b}, que por
lo tanto es una variedad en R™. Para cada punto p € X, los gradientes V f1(p),...,V fm(p)
forman una base del espacio normal a X en p.

Demostracion. Sea p € X. Cada funcién f; es constante en X, luego cada gradiente V f;(p)
es normal a X en p. La hipdtesis de regularidad dice que V f1(p),..., V fm(p) son linealmente
independientes, luego son base de un subespacio V de dimensién m del espacio normal a X
en p. Pero m =n—dimX =n—-dim7,X es la dimensién del espacio normal, luego V es todo
el espacio normal. ]

Corolario 117. En las condiciones de la proposicion 116, para cada punto p € X se tiene:

T,X ={veR":v-Vfi(p) = - =v-Vfup) =0}.

Veamos un ejemplo. Sea X C R?* el conjunto dado por e®!(zo + 3 + 24) + r3rze® = 2. El
gradiente de la ecuacién:

2 3 3
(€™ (wg 4+ 23+ x4) , € + zjaze™ | € + x5e™ | € + wywze™ ),

no se anula en ningun punto de X. En efecto, en un punto z € X, donde se anule la primera
componente del gradiente, tiene que cumplirse x%xge“ = ¢2, con lo cual la cuarta componente
del gradiente e +¢e? es positiva. Luego X es una variedad de dimensién 4 —1 = 3 y clase C*®

en R* Dado p=(2,—1,—1,2) € X, nos planteamos hallar una base de T,X.

Primer método: derivaciéon implicita y corolario 111. El gradiente de la ecuacion en p
es (0,—2¢2,0,2¢?) y, por ejemplo, hay un abierto £ C R* con p € E, tal que X N E es el
grafo {2 = @(x1,23,24)} de una funcién ¢ de clase C* definida en un abierto W C R3 ..
que contiene el punto u® = (p1, p3, p4) = (2, —1,2). Ademds tenemos el dato p(u’) = py = —1,
que nos va a permitir calcular implicitamente las derivadas de ¢ en u’. En W se cumple la
identidad:

e (90($17$3,$4) + x3 + :U4) + p(x1, x3, :134)31‘3 e = ¢2 ,

que al derivarla respecto de x1, 3 y x4 produce la siguiente identidad vectorial:

(6931 +3S02$36x4 ) (‘pl‘u Pxss 903/‘4) + ( (‘P+~T3 +.’IZ‘4) exl ) 6:“ +§03 em4 ’ exl +Q03 x3614 ) = (07 07 0) .
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y, utilizando el corolario 111 y los datos (53), una base de T, X es:

{ @y, (1), Dy, (u°), 0y, (u°) } = {(1,0,0,0),(0,0,1,0),(0,1,0,1) }.

Segundo método: corolario 117. Un vector v = (v1,v2,v3,v4) es tangente a X en p siy
s6lo si es ortogonal al gradiente en p de la ecuacion: 0 = v - (0, —2€2,0,2¢e%) = 2¢2 (vg — v3),
de donde T,X = {vs = v4}. Esto vuelve a darnos la base anterior, pero con muchos menos
calculos.

Veamos otro ejemplo, pero ahora sélo usaremos el corolario 117, que hemos visto es més limpio.
Sea ahora X el conjunto definido por el sistema (48) del apartado 4.3. En el punto o' =
(0,0,0,1) € X vimos que la jacobiana del sistema tiene las dos filas linealmente independientes,
por lo tanto hay un abierto £ C R*, con o/ € E, tal que X N E es una variedad de dimensién
4—2 =2 yclase C®, en R*. Un vector v € R* es tangente a X N E en a’ siy sélo si es
ortogonal a los gradientes en a’ de las dos ecuaciones de (48), es decir ortogonal a las dos filas
de la jacobiana en a’:
0 8
s

Las soluciones de este sistema vienen dadas por vy = vg = 0, luego T,/ (X N E) = {(0,0)} x R2.

U1

o[l =10]

Vg

0
0

Observacién. El segundo ejemplo deja claro que si X viene dada por un sistema de ecuaciones
f(z) = b, con los gradientes de las ecuaciones Vf; linealmente independientes en cada punto
de X, entonces para todo punto p € X el espacio tangente T,X puede calcularse como un

nicleo: |T,X = ker(df),

4.9 Maximos y minimos condicionados

Supongamos que queremos encontrar el punto més cercano al origen en la elipse
X = {(z,y) eR? : 2® —ay+ 9> =1}.

Esto supone hallar el minimo en X de la funcién F(z,y) = /22 + y?. Es habitual llamar a ese
valor el minimo de F sujeto a la condicién z? — xy + y? = 1, y por lo tanto es un ejemplo
de minimo condicionado. También podemos buscar el punto mas lejano del origen en dicha
elipse, es decir el maximo de F sujeto a la condicién z? — 2y + y? = 1, que es un ejemplo
de maximo condicionado; dicho punto serd también el méas lejano del origen en la region R
limitada por la elipse, es decir R = {(z,y) : 2> —zy +y> < 1}.

Es de senalar que F' tiene un minimo en todo su dominio: F(0,0) = 0, pero que en X va a
tener un minimo diferente, estrictamente positivo. Por otra parte F' no tiene maximo en todo
su dominio, pero en X y en R si va a alcanzar un méaximo finito.

En general, un problema de minimo condicionado pide hallar el minimo de una funcién F
en un conjunto X definido por unas cuantas condiciones, cada una de las cuales serd una
ecuacion o una desigualdad. Andlogamente un maximo condicionado. El méximo y el minimo
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Demostracion. Vamos a demostrar que si p no es critico para f entonces no puede ser ni
maximo local ni minimo local para f.

Suponemos, pues (df), # 0. Habrd algin vector v € T,X con (df),(v) # 0 y tomando un
camino «, contenido en X, con «(0) =p y v = /(0), tendremos:

e 2 flalt) = (@) # 0.

t=0

Si ¢ > 0 entonces serd f(a(t)) > f(p) para t positivo y pequenio y serd f(a(t)) < f(p) para
t negativo y pequeno. Si ¢ < 0 se invierten esas desigualdades. En ambos casos habra puntos
q = «aft), situados en X y arbitrariamente cerca de p, algunos con f(q) > f(p) y otros con
f(q) < f(p), con lo cual p no serd ni méximo local ni minimo local para f. O

Por otra parte, en el apartado 4.7 hemos visto que la diferencial intrinseca de f = F|x es la
restriccién de (dF'), al espacio tangente 7, X. Se deduce que las condiciones siguientes son
equivalentes:

— p es un punto critico de f.
— Para todo v € T, X se tiene 0= (df),(v) = (dF),(v) = VF(p) - v.
— El vector VF(p) es normal a X en p.

Esto, junto con la proposicién 116, nos lleva al siguiente resultado.

Teorema-definiciéon 119. Sean un abierto U C R"™, una funcion diferenciable F : U — R, un
conjunto X definido por un sistema de ecuaciones

X = {2€U: f@) = (froeeo fu)la) = b},

cuyos gradientes son linealmente independientes en todo punto de X, con lo cual X es una
variedad en R™. Entonces un punto p € X es un punto critico de f = F|x siy sdlo si existen
escalares A1, ..., \y tales que:

VE@Pp) = MVfilp)+- 4 A Vin(p) - (54)
Ademds esos escalares son unicos y se los llama multiplicadores de Lagrange.

Combinando la proposicién 118 y el teorema 119, llegamos a lo siguiente:

Para que un punto p realice el maximo o el minimo de F' en X es
necesario (no suficiente) que cumpla las siguientes ecuaciones:

flp) =b , VF@p) = MVl +-+AVinp),

para ciertos multiplicadores de Lagrange A1, ..., A\p,.

Vamos a aplicar esto a la biisqueda del punto de la elipse X = {x? —2y+3? = 1} més cercano al
origen y el méas alejado del origen. Esos puntos existen porque la distancia al origen /22 + 32

ne continna v la oalines ac camnacta  Minimizar (A ynaximizar) la dictanecia aonisvmla o hacorla con
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FEnseguida se ve que no hay soluciones con x = 0, pues la primera ecuacién darfa y = +1 y
entonces la segunda y la tercera se convierten en (0,2y) = A (—y,2y), que es incompatible. Del
mismo modo se ve que no hay soluciones con y = 0. Esto permite dividir la segunda ecuacion
por x y la tercera por y, lo cual da: 2=\ (2_Q> =A (2—$>, de donde A#0 y T g,
T Yy y T
luego y = +=x.
En la primera ecuacién, el caso y = x da los puntos pt = £(1,1) y el caso y = —z da los
puntos ¢& = +(1,—1)/4/3. En cada uno de esos puntos hallamos el multiplicador de Lagrange
y la distancia al origen:

en los puntos p* es A =2y F(pt) = /2,
en los puntos ¢& es A =2/3 y F(q%) = /2/3,

Concluimos que los puntos de la elipse mas cercanos al origen son los ¢&, con distancia /2/3,
y los més lejanos del origen son los pT con distancia /2.

Ahora vamos a hallar un méximo y un minimo en una regién definida por una desigualdad.
Buscamos el maximo y el minimo de la funcién F(z,y) = (x — 1)? + 432, asi como los puntos
donde se alcanzan, en la regién R = {22 +y? < 3}. Esos puntos existen porque R es compacta.
Separamos la regién R en su interior, que es la bola abierta U = {22 + y? < 3}, y su frontera,
que es la circunferencia X = {22 + y? = 3}.

Para resolver el problema buscamos puntos de maximo y minimo en U (si es que los hay), puntos
de méximo y minimo en X (que seguro que los hay, porque X es compacta) y comparamos
valores de f en los puntos resultantes.

Un méaximo o un minimo de F' en el interior, si existe, debe ser critico para F', es decir que en él
debe anularse el gradiente VF = (22 — 2,8y). El tnico punto cumpliendo eso es el py = (1,0),
que guardamos para luego.

Un punto de maximo o minimo de F'|x tiene que satisfacer:

24y =3, (20—2,8y) = A(2z,2) .

Puesto como sistema de ecuaciones escalares:

2> +y? = 3
r—1 = Az
4y = Ay

Las soluciones con 3 = 0 son los puntos (++/3,0). Las soluciones con y # 0 tienen forzosamente
A=4y z=—1/3, luego son los puntos ( —1/3, £v/26/3). Evaluamos:

F(po) =0,

en p1 = (V3,0) es A=1-(1/V3) y F(p1) = (V3-1)* = 053,
en py = (—v/3,0) es A=1+(1/V3) y F(p2) = (V3+1)* ~ 746,
en p = (—1/3,+V26/3) es A=4y F(p*) = 40/3 ~ 13'33.

~
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4.10 Hessiana intrinseca

En este apartado las funciones y las variedades se suponen al menos de clase C2.

Sean un abierto U C R"™ y una funciéon f : U — R. La forma Hessiana de f en un punto
p € U, tal como la hemos definido en el apartado 2.8, se obtiene al derivar f dos veces a lo
largo de pequenos segmentos de recta afin:

d2

Hoss (o) = o
t=

f(p+tv).

No podemos hacer exactamente lo mismo con una funcién definida en una variedad X en R",
porque puede no haber, o haber muy pocos, segmentos de recta contenidos en X.

Por ejemplo, se comprueba que la esfera {22 4+ y* + 22 = 1} corta a cada recta afin de R3 a lo
mas en dos puntos. Como todo segmento de recta tiene (aunque sea muy corto) infinitos puntos,
la esfera no contiene ningtin segmento de recta.

En su lugar, vamos a derivar dos veces a lo largo de caminos contenidos en X. La funcion
vendra dada como una restriccién f = F|x donde F estd definida en un abierto U C R™ que
contiene a X. Para cualquier camino a(t) = (21(t),...,zn(t)) contenido en X,y por lo tanto
en U, un céalculo facil nos da lo siguiente:

2 2 n
% () = %F(a(t)) = Y WO Fa, (0t) + 3 2(8) Fa (a(1))
=1

1<ij<n

es decir:
(Foa)'(t) = Hess(F)u)(a'(t)) +(t) - VF(a(t)) . (55)

El término o”(t) - VF (a(t)) no apareci6 en el apartado 2.8 porque los caminos de la forma
a(t) = p+ tv tienen o”(t) = 0. Pero un camino contenido en la variedad X estara obligado,
casi siempre, a tener o no nula.

Dado un punto p € X, lo que vamos a hacer ahora es ajustar la funcién que extiende f al
abierto U, es decir cambiar F' por otra funcién G : U — R que también cumpla f = G|x
y ademds tenga VG(p) = 0. Como (df), = (dG)p|r,x, para que una tal G' pueda existir es
necesario que sea (df), = 0, es decir que p tiene que ser un punto critico de f: X — R.

La Hessiana intrinseca de una funcién definida en una variedad
sélo se define en los puntos criticos de dicha funcién.

Es el precio que pagamos por no tener segmentos de recta en X.

Suponemos X definida por un sistema de m ecuaciones escalares:
X = {er s hi(z)=b1, ..., hm(x):bm},

con h = (hy,...,hy) : U — R™ al menos de clase C? y los gradientes Vhy,..., Vh,, lineal-

mente independientes en cada punto de X. Entonces sabemos que p es un punto critico de
f = Flv ddvdland WVEM — N Yh.(n) t ... 1L\ Yh (n) nara inae multinlicadaores de
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Teorema-definicién 120. Dada f: X — R y el punto p € X critico para f, para cualquier
camino a(t) : I — R™, contenido en X y con «(0) = p, el nimero (f o «)”(0) depende
solamente del vector v =a/(0) € T,X definiendo asi una funcion escalar Q(v) = (f o a)”(0).
Esta funcion @Q :T,X — R resulta ser una forma cuadrdtica en el espacio T,X y la llamamos
forma Hessiana intrinseca de f en el punto critico p.

Demostracion.
Hacemos uso de la funcién Gy que acabamos de describir, que cumple f = Go|x v VGo(p) = 0.
Aplicamos a Gg la férmula (55) y obtenemos:

(foa)(0) = (Gooa)'(0) = Hess(Go)a(o) (a'(O)) +a”(0) - VG (a(O)) =

= Hess(Go)p(v) + ”(0) - VGo(p) = Hess(Go)p(v) +”(0) -0,
y el resultado no depende de o”(0) porque este vector estd multiplicado por 0. Llegamos a:
(aCX ya0)=py o(0) =v) = (f0a)"(0) = Hess(Go)p(v),

y, efectivamente, fijados f y el punto critico p el resultado sélo depende de v € T, X y es una
forma cuadratica actuando sobre v. O

Tenemos, ademés, una férmula para la Hessiana intrinseca: @ = Hess(Gg pero vamos a

)p‘ r,XxX’
P
hacerle una sunphﬁcamén. Definimos la funcién:

G=F—-Mh— - —Anhm,
que es tal que Gg = G+ A\b1 + -+ - A\by, = G + cte. Entonces:
Hess(Go), = Hess(G), = Hess(F), — A1 Hess(h1)p — -+ — Ay Hess(hm)p -

Finalmente, pues, la férmula para la Hessiana intrinseca de f en el punto critico p es:

Q = (Hess(F)p — A Hess(hi)p — - — A\py Hess(hm)p>

T, X

y es una forma cuadrdtica @ : T,X — R tal que (foa)”(0) = Q(c/(0)) para todo camino o
contenido en X y tal que «(0) = p.

Lema 121. Si la Hessiana intrinseca toma un valor negativo entonces el punto critico p no es
un minimo local de f. Si la Hessiana intrinseca toma un valor positivo entonces p no es un
mazximo local de f.

Corolario 122. Para que el punto critico p sea minimo local de f es necesario (no suficiente)
que la hessiana intrinseca sea semidefinida positiva. Para que p sea mdximo local de f es
necesario (no suficiente) que la Hessiana intrinseca sea semidefinida negativa.

Si la Hessiana intrinseca es indefinida (degenerada o no) entonces p no es ni mdzimo local ni
minimo local de f.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informaciorf8ontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Demostracion. Tomamos un abierto £ de R™ contenido en el dominio U de F,con pe E y
tal que la parte X NE sea un grafo donde n—k variables sean puestas como funciones C? de las
otras k variables, que a su vez recorren un abierto W C R¥. La correspondiente parametrizacién
grafo ® : W — R" es biyectiva de W a X N E. La funcion fo® : W — R es de clase C*
porque se la puede escribir como F o ®, compuesta de dos funciones C® con el abierto £ como
dominio intermedio.

Dado el punto a € W tal que p = ®(a), la diferencial (d®), es un isomorfismo de R¥ a T,X.
El punto a es critico para f o ® porque (d(fo (ID))Q = (df)po (d®), = 00 (d®), = 0.

En cuanto a la Hessiana, es facil ver que:

Hess(fo®), = Qo (d®), : RF — R,

donde @ es la Hessiana intrinseca de f en el punto critico p. Como (d®), es un isomorfismo,
si @ es definida (positiva o negativa) entonces Hess(f o ®), es definida del mismo signo que Q.
Aplicando a fo® y a el teorema 74 del apartado 2.9, deducimos que a es un minimo local
estricto para fo® si Q es definida positiva o un maximo local estricto si ) es definida negativa.
Finalmente, como @ es biyectiva del entorno W de a al entorno relativo XNE de p, deducimos
que p es un minimo (resp. méximo) local estricto de f si a loesde fo ®. O

Ejemplo. Sean X = {22 +y?2+22=1} y f = F|x, donde F(x,y,2) = 2>+ y. Calculamos:

2
VF = (22,1,0) , Hess(F) = 0 , V
0

22+ g2 + 22
TIVEE ).

2 2. 2 + i
En cualquier punto p € X, es T, X = {V((w +y“+z )/2)(p)} ={p}.

Las soluciones al problema de multiplicadores de Lagrange:

4P+ =1

2r = Az

1 = )y

0 = Az

son las siguientes:

p o= (#£.30) L a = 2,
gt = (0,1,0) s A =1,
g = (0,—-1,0) , A = —1.

En los puntos p*, una base de T+ X es {v,v2} = {(0,0,1),(—1,++/3,0)}. Como en estos
puntos es A = 2, para ellos consideramos la matriz:

-2 ,

A = Hess(F) —2- Hess <
-2

x2+y2+22> B
— ) =

y entonces la matriz respecto de la base {vi,vs} de la Hessiana intrinseca en pT es:

r ’Ht A’)h ’Nt A’Hn -I
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y entonces la matriz respecto de la base {wi, w2} de la Hessiana intrinseca en ¢* es:
¢ ¢
wiBtw;  wiBtws 1
¢ ¢
whBtw;  whBtws

indefinida, luego ¢ no es ni mximo ni minimo local de F|x (es una silla no degenerada, véase
el apartado 4.11).

Como en ¢~ es A = —1, para este punto consideramos la matriz:
3
2,2 .2
B~ = Hess(F)— (—1) - Hess (W) = 1 ,

1
y entonces la matriz respecto de la base {w1,ws} de la Hessiana intrinseca en ¢t es:
wiB_wl w’iB_wg 3
L p— t p— N [ 1 ] ’
wyBTw;  ws BT ws

definida positiva, luego ¢~ es un minimo local estricto de F|x.
Los valores observados:

F(pi):5/4 ) F(qu):l ) F(pi) -1,

permiten decir que p* son puntos de maximo, que ¢~ es punto de minimo y que pt es un
punto critico de valor intermedio. Pero sin la Hessiana intrinseca no es posible decir si ¢ es
maximo local (no global) o minimo local (no global) o ninguna de las dos cosas.

4.11 Lema de Morse
2

Aqui enunciamos un resultado del matematico estadounidense Marston Morse?.

Teorema 124. Sean U C R* wun abierto y g : U — R de clase C*°. Sea a € U un punto
critico no degenerado, es decir que (dg), = 0 y la Hessiana de g en a es una forma
cuadrdtica QQ no degenerada (puede ser indefinida). FEntonces en un entorno U® eziste un
difeomorfismo o = (01,...,0k) con o(a) =0 y tal que glya = Q(o1,...,0%).

El resultado se pasa de RF a funciones en variedades f : X — R, sin més que aplicarlo a la
compuesta g = f o ®, como hemos hecho en la demostracién del teorema 123.

Ejemplo. Supongamos que a = (aj,az) es un punto critico de g(x,y) y que para todo v € R?
es Hess(g)q(v) = v? — 502, indefinida pero no degenerada. Entonces hay unas coordenadas
curvilineas 01,09 cerca de a tales que o1(a) = o2(a) =0 y g = 0? — 505 en dicho entorno. El
grafo de g cerca de a es la preimagen de la silla cuadratica S = {z = 22 —5y?} por el siguiente
difeomorfismo entre abiertos de R3: (z,y,z) (01 (x,y), oa(z,y), 2 ), es decir que el grafo
de g es una ligera deformacion de la silla S. Las curvas de nivel de g se ven como hipérbolas
en las coordenadas o7,09. Por estas razones decimos que g tiene una silla no degenerada
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5 Integrales sobre caminos

5.1 Integrandos para caminos

Definicién 125. Un integrando (de primer orden) para caminos en R” es una funcion
escalar L(xz,v) donde x,v son elementos de R™ y el par (z,v) recorre un abierto de R™ x R"™ =
R2",

La integral de L sobre un camino af(t) : [to,t1] — R" es el nimero [ L que se calcula de la
manera siguiente. Se hace actuar L sobre las parejas punto-velocidad (a(t) ) o/(t)) del camino,
dando lugar a la funcién [to,t1] 2t — L(a(t), o/(t)), y se hace:

/aL def /t::lL(a(t),o/(t))dt.

Veamos una notaciéon que permite dar y manipular dgilmente esos integrandos. Sélo necesitamos
introducir un sencillo concepto.

Definicién 126. Sea U C R" abierto y f : U — R al menos C'. El campo diferencial df
stgnifica dos cosas a la vez:

1. La funcion que a cada par (z,v) le asocia el nimero (df),(v) = Dyf(z), Aqui es x € U
pero v puede ser cualquier vector de R™.

2. El campo que a cada punto x € U le asocia la funcion lineal (df), : R™ — R. Es decir
que df es el campo de formas lineales que reine todas las diferenciales (df), en un solo

objeto.
Apliquemos esto a las funciones coordenadas xj : R — R, j = 1,...,n. La funcién z; es la
definida por (z1,...,2y,) — x;. Su campo diferencial dz; es la funcién

def
(dzj)(z,v) = v,

que lo dnico que hace es darnos la j-ésima entrada del vector v.

Las 2n funciones x4, ..., xy,,dz1, ..., dx, son las coordenadas estandar =1, ..., x,,v1,...,v, enel
espacio R?" de los pares (z,v). Dado un camino «(t) = (21(t),...,2zn(t)), es mas facil recordar
(dzj) (a(t), /(1)) = ’,(t) que recordar v; (a(t), ' (t)) = x’,(t). Entonces preferimos escribir dx;
mejor que vj;, ya que nuestro propdsito ahora es integrar sobre caminos.

Cualquier férmula en las funciones x1,...,x,,dx1,...,dx, define un integrando para caminos

L(z,v). Ejemplos en R? x R? = R*:

L1 = zizodx; + x% ed™2  actia como Ly (x,v) = z1m2V1 + x%e” ,
d
Ly = 7+ 1 (cosxa) d—xz actia como  Lo(z,v) = 7+ z1 (cosxz) %2 ,
x1 (1
Ls = (logxy1)dxy dre actia como Lsz(x,v) = (logzy)vivs .

El dominio de cada ejemplo es un abierto de R*: L; esta definido en todo R?*, Lo estd definido
en los (z,v) con vy #0 y L3 en los (z,v) con z1 > 0.

™ 4 (aN FATAN LN L 1 m2 o
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Podemos integrar Lg sobre los caminos que cumplan x(t) > 0, es decir caminos contenidos en
el semiplano {z; > 0}, siendo:

/%:/®wmmmﬂ§f%meaw¢@w

to

5.2 Cambio de parametro

Definicién 127. Dados intervalos 1,1 C R y un difeomorfismo o(t) : I — I, para cada camino
a(t) : I — R™ la correspondiente reparametrizacién de o es el camino aoo(t) : I — R", es

decir el resultado de efectuar en a(t) el cambio de pardmetro t = o(t).

El camino « y el reparametrizado « o o tienen el mismo conjunto imagen «(I) = (aoo)(I) y
los dos pasan el mismo numero de veces por cada punto de dicha imagen. Por ejemplo, tanto el
camino

a(t) = (cost,sent): [0, 57/2] — R? (56)

como sus reparametrizacones tienen por imagen la circunferencia unidad, pasando dos veces por
cada punto de ella en el primer cuadrante y una sola vez por los demés puntos. La restriccion al
intervalo abierto a](0757r /2) basa dos veces por los puntos de la circunferencia interiores al primer
cuadrante y pasa una sola vez por los otros puntos; igual hacen sus reparametrizaciones.

Efecto sobre el sentido. Si el cambio de pardmetro ¢t = o(t) es (estrictamente) creciente,
entonces el reparametrizado « o ¢ avanza en el mismo sentido que «. Si, por el contrario, o es
decreciente, entonces o o o avanza en sentido opuesto al de o y se intercambian punto inicial
y punto final. Por ejemplo el camino (56) recorre la circunferencia en el sentido antihorario,
empezando en (1,0) y terminando en (0, 1); mientras que la siguiente reparametrizacién:

B() = a(-t/4) = <cos_4t,sen_4t> :[—107, 0] — R?

recorre la circunferencia en sentido horario, empezando en (0,1) y terminando en (1,0).

Definicién 128. Un integrando para caminos L(x,v) es paramétrico si al reparametrizar
el camino conservando el sentido de avance la integral no cambia. Es decir que para todo
a(t) : I — R, sobre el que L pueda integrarse, y todo difeomorfismo creciente o(t) : I — I, se

tiene:
/L:/ L.

Intuitivamente, lo que se pretende con esta definicién es que, al menos para caminos a no muy
complicados, el niimero fa L esté determinado por el niimero de veces que se pasa por cada
punto de la imagen «(I) junto con el sentido de avance de o. En particular, si a(t) es inyectivo
(salvo por un numero finito de valores de t) entonces fa L quedaria determinado por la imagen
a(I) junto con el sentido de avance.

Teorema 129. L(z,v) es un integrando paramétrico para caminos si y solo si es positivamente
homogéneo de grado 1 en la variable vectorial v, es decir:
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y entonces, como ¢’ > 0:

[r = [elaeed. o aom) i -

tel i

o' (7) - L(a oo(d), o/(a(t))) di ,

Qx\

y, como ¢’ = |¢’|, la férmula de cambio de variable en integrales simples nos dice que:

/awL = / L(a(t), d(t))dt = /L(a(t),a’(t))dt = /aL O

teo(I) tel

Para que L(z,v) sea un integrando paramétrico no basta con que sea homogéneo en v, es
absolutamente necesario que su grado sea 1. Probemos, por ejemplo, con L = (dz1)?, que es
homogéneo pero de grado 2, y con el camino a(t) = (t,0), t € [0,1]. Es obvio que [ L = 1.
Ahora reparametrizamos a mediante o(f) : I — I dado por I = [0,2] vy o(f) = £/2, que es
creciente. Se calcula [ L = f02(1/2)2 dt = 2-(1/4) = 1/2. Queda claro que la integral es
sensible a cambios crecientes de pardmetro, luego (dz1)? no es un integrando paramétrico.

5.3 Invariancias adicionales

En el apartado anterior hemos considerado transformaciones en el dominio del camino «: difeo-
morfismos crecientes I — I, y nos hemos preguntado por los integrandos L para los que estos
cambios no alteran la integral fa L. Ahora exigimos que, ademas, ciertas transformaciones del
codominio R™ tampoco alteren la integral. Concretamente, queremos que la integral no cambie
al rotar o trasladar el camino.

Teorema 130. Sea L(x,v) un integrando paramétrico para caminos. Las condiciones siguientes
son equivalentes:

1. 8i F es cualquier movimiento de R™, entonces [, L= [ L.

2. Se tiene L = c- \/(dx1)2 + -+ (dzy)?, es decir L(xz,v) = ¢ ||[v||2, para algin ¢ € R.

Demostracion parcial. S6lo demostraremos que 2. implica 1. Cada movimiento F' viene dado
por un vector constante b y una matriz constante A € O(n), de modo que F(x) = b+ Az y
Foa(t)=b+ Aa(t). Calculamos:

[ r= [elaai = [elapa = [ L. )

tel tel

Para especificar el valor de la constante ¢ basta establecer el valor de la integral sobre un camino
concreto. Exigiendo que para el camino «(t) : [0,1] — R", dado por a(t) = tey, la integral sea
igual a 1, queda determinado el integrando L(z,v) = ||v]|2.

Definicién 131. Llamamos longitud del camino a(t) : I — R™ a la integral [, [lc/(t)]]2 dt,
asociada al integrando L = \/(dm1)2 + -+ (dxy)?.

La longitud es, pues, la més invariante de las integrales paramétricas sobre caminos.
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5.4 Los integrandos mas sencillos

Si lo que queremos es que L(z,v) sea (positivamente) homogéneo de grado 1 en la variable v, lo
maés sencillo es fijarnos en los que son lineales en v.

Definicion 132. Sea U C R™ un abierto. Una 1-forma o forma de Pfaff en U es un
integrando w(x,v), (x,v) € U x R™, que es lineal en la variable v. FEsto quiere decir que para
cada punto x € U la correspondiente funcion wg(-) = w(z,-) : R" = R, dada por v — w(x,v),
es lineal.

La férmula que describe estos integrandos es especialmente sencilla, pues todos ellos se expresan
como:
w = a1(x)dxy + -+ ap(x) doy,

para ciertas funciones escalares aj(z),...a,(x) : U — R. Una manera ttil de entenderlos es
como campos de formas lineales en U, pues asocian a cada punto z € U una funcién lineal
wg cuya matriz, la fila [ ai(z) az(z) -+ an(z) |, puede variar a medida que el punto x se
mueve dentro del abierto U.

Ejemplo especial. Un caso particular de las integrales que estamos considerando en este
apartado es el trabajo hecho por un campo de fuerzas F(z) = (Fi(z), Fo(xz), F3(z)) a lo
largo de un camino a(t) = (x1(t), z2(t), z3(t)), que es la siguiente integral:

/F‘d§: /(Fldw1+F2dx2+F3d$3).

Las formas de Pfaff satisfacen la identidad w;(—v) = —w;(v), de donde dado un difeomorfismo
o : I — I se tiene:

/ w si o es creciente
«

— / w sl o es decreciente
(07

Asi, pues, la integral de una forma de Pfaff es sensible al sentido de avance del camino, de modo
que se multiplica por —1 al invertir dicho sentido de avance.

Existen unas formas de Pfaff particulares cuyas integrales muestran una invariancia extremada-
mente fuerte:

Definicion 133. Una forma de Pfaff es exacta en U si coincide con el campo diferencial df
de una funcion f:U — R. Su fomula en coordenadas es: df = fy, dx1 + -+ [z, dzy,.

Dada una forma de Pfaff exacta w, llamamos potenciales de w a las funciones diferenciables f
tales que df = w.

Teorema 134. Sea w una forma de Pfaff en un abierto U C R™. Las condiciones siguientes
son equivalentes:

1) w es exacta en U.

2) Para todo camino o« C U, la integral faw solo depende de los puntos inicial y final
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de donde: oy
[ = [ G rew)ar = r(att) - (ot
s6lo depende de los puntos «a(tg), a(t1):

Mientras mantengamos lo extremos intactos, el inicial como inicial
y el final como final, el valor de una integral exacta no cambia por
mucho que cambiemos el camino.

Que « sea un camino cerrado significa que a(tg) = a(t1), de donde f(a(t1)) — f(a(to)) =0 y
asi [ df =0.

Veamos ahora que 3) = 2). Sean «, 5 dos caminos en U que empiezan en un punto p y terminan
en un punto ¢. El camino =, que consiste en recorrer primero « y luego una reparametrizacion
de 8 con el sentido de avance invertido, es un camino cerrado. Luego:

- o o)

vy queda visto que fa wy [ 5w son iguales si los extremos de a y (3 son iguales; esto es lo que
afirma 2).

Veamos por ultimo que que 2) = 1). Para construir una funcién f tal que w = df, o sea un
potencial para w, fijamos un punto py € U y, para todo p € U, elegimos un camino suave a;, en
U que comience en pg y termine en p. Entonces hacemos:

ﬂmzéf,

y la propiedad 2) nos dice que el valor f(p) sélo depende de p y no de la eleccién que hayamos
hecho para oy, luego esta f estd bien definida. Afirmamos que en cada p € U se cumple
fe;(p) = wp(ej), 5 = 1,...,n. Se prueba que fi,(p) = wy(e1) eligiendo un primer camino
azl, que termina en un pequeno segmento paralelo a e; y con extremo final p. Se prueba que
fzs(p) = wp(e2) eligiendo un segundo camino oz% que termina en un pequeno segmento paralelo
a ey y con extremo final p. Asi sucesivamente, hasta llegar a f;,(p) = wy(e,) que se prueba
eligiendo un n-ésimo camino «j que termina en un pequeno segmento paralelo a e, y con
extremo final p.

Al tener f derivadas parciales f;,,..., fz, en todo punto de U, respectivamente iguales a las
funciones w(ey),...,w(e,), que son continuas, resulta que f es una funcién diferenciable en U
y tal que (df), = wp para todo p € U. O

Comentarios. (1) En realidad el camino 7 de la demostracién anterior es C! a trozos: puede
tener una “esquina” en el punto final de «. Todo integrando para caminos se integra a lo largo
de los caminos C' a trozos, y es evidente cémo hacerlo: se integra en cada tramo C' y se suman
los resultados. Suponemos, pues, enunciada la condicién 3) del teorema 134 para esta clase un
poco més general de caminos.

(2) En la férmula (58) de la demostracion precedente, ha sido crucial que || sw cambie de signo
al invertir el sentido de avance del camino. El teorema 134 es cierto gracias a la sensibilidad al
cambio de sentido expresada por las férmulas (57).

Nineuna. de las condiciones del tearema anterior es facil de comnrobar en 1a nrictica. Para eso
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Demostracién. Estamos suponiendo que w es, al menos, de clase C!. Si en un abierto V C U
tenemos w = df, entonces f es al menos de clase C? y, por el teorema de Schwarz, debe cumplir
Jzju; = [1;2; Para cualesquiera ,j, luego aju; = aiq;, en V. Como se recubre todo U por
abiertos pequenos V, en los que hay potenciales para w, se tiene a; ., = a;z; en todo U.

Sea ahora w cumpliendo las condiciones de derivadas cruzadas. Entonces sabemos calcular, por
un método aprendido en el curso de Calculo (lo recordamos un poco més abajo) funciones f
tales que df = w. Dicho método de cédlculo funciona en abiertos convexos, en los cuales w es,
pues, exacta. Como para todo punto p € U existe una bola B(p,r) contenida en U, y las bolas
son convexas, resulta que w es exacta en esas bolas, es decir localmente exacta en U. O

Ejemplo estandar de una 1-forma cerrada que no es exacta:
U =R\{0,0} , w=(zdy—yde)/(a®+y°).

El camino a(t) = (cost,sent), 0 < t < 2, contenido en U, es cerrado pero [ w = 27 no es
cero, luego w no es exacta. Es trivial comprobar que esta w satisface la condicién de derivadas
cruzadas. El abierto U, en el que w esta definida, es conexo pero estd lejos de ser convexo.

Recuerdo de método. Se calcula un potencial en cualquier abierto convexo en el que w
satisfaga las condiciones de derivadas cruzadas. El método consiste en ir reduciendo el niimero
de variables que aparecen en la forma. Hagdmoslo para w = e* dx + zdy + (ze® + y + cos z) dz.
La funcion f; = fox e* dxr = xe® es tal que w y df; tienen el mismo coeficiente de dx, luego va a
ser w — df] = ba dy + b3 dz para ciertas funciones bs, b3. Ademads dfy, siendo exacta, cumple las
condiciones de derivadas cruzadas y w — df; también las cumple, lo que fuerza b1, = by, = 0, es
decir que la variable x no va a aparecer en w — df; por ninguna parte. Efectivamente:

w—dfi = zdy+ (y+cosz)dz .

La funcién fo = foy zdy = zy, ademas de no depender de z, es tal que w — df; — dfs sélo tiene
no nulo el coeficiente de dz, el cual no depende ni de = ni de y: w — dfi — dfs = coszdz.
Finalmente f3 = foz cos zdz = sen z s6lo depende de z y es tal que w — df; — dfs — dfs =0, es
decir w=d(f1+ fo+ f3) =d(xe®* + zy + sen z).

El método hace uso de integraciones en una wvariable cada vez, que pueden verse como inte-
graciones a lo largo de segmentos paralelos a los ejes coordenados. Esto se puede hacer de una
manera consistente, de modo a obtener funciones definidas en todo el abierto U, si la interseccion
de U con cada recta afin paralela a un eje es o vacia o “ininterrumpida”, es decir consistente
en un segmento y nada mas, una semirrecta y nada maés, o la recta entera. Esta “ausencia de
interrupciones” esta garantizada si U es convexo.

Proposicion 136. Si U C R” es un abierto conexo y w es una I-forma exacta en U, entonces
dos potenciales cualesquiera de w difieren en una constante.

Demostracion. Siw = df = dg entonces h = f — g es tal que dh = 0. Fijemos un punto pg € U.
Dado cualquier otro punto p € U, existe un camino «(t) : [0,1] — U tal que a(0) = py y
a(l) = p, ademds podemos tomar « diferenciable. Por la regla de la cadena:

d

| NTNAN (AL [ I0NN — 0
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5.5 Pullback de formas de Pfaff

Denotamos por R el espacio RF con coordenadas (ug,...,u;); andlogamente R”. Tenemos
abiertos Uy C RY Uy C R? y una aplicacién diferenciable U; — Us escrita como = = f(u).
Entonces a partir de cada 1-forma w en Uy se obtiene una 1-forma f*w en U; dada por:

para pe Uy y v € RF es (ffw)p(v) def wf(p)((df)pv) .

La 1-forma f*w recibe el nombre de pullback de w por f (en castellano seria “traida de w
por f7, pero se usa el nombre inglés).

El pullback f*w es muy facil de calcular a partir de una expresiéon de w en coordenadas:
w = a1(z1,. .., xn)dey + -+ ap(x1, ... 2y) doy, (59)
y de las funciones que definen f:

simplemente se sustituye en (59) cada x; por la funcién x;(u), se hacen las operaciones y se
reagrupa.
Aclaremos eso con un ejemplo. Consideramos la siguiente 1-forma en R3:

w = z1dr; —dxy + (21 + x3) dxs ,

y la aplicacién f : R2 — R? dada por:

2
u
(3}1,1’2,1’3) = f<u17u2) - <1+U1+U2 9 ulu2+?2 ) _ul) 9

entonces:

2

ffw = (1+U1+U2)d(1+ul+l@)*d U1U2+@ +(1+u1+uz—u1)d(7u1),
2

que se desarrolla y reagrupa asi:

ffw = (14 up +u)(dus + dug) — uy dug — ug duy — ug dug — (1 +ug) duy =
= (14w +up —ug — 1 —uz)duy + (1 +ug +uz —ug —uz) duy =
= (ul—uQ) duy + dusy .

Nos interesa especialmente el caso k = 1. Entonces U; C Ry y lo que tenemos es un camino
a(t) : Uy — Uy C R™. Dada cualquier 1-forma w en Us, se tiene una sencillisima expresion:

ofw = a(t)dt,

donde a(t) = waqy(/(t)) y para cualquier intervalo I C Uy es:

/ = /wnm(o/(tﬂ dt = /a(t)dt = /a*w
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6 Formas diferenciales exteriores

En este capitulo k£ y n serdn enteros positivos con k < n.

6.1 Integrandos para funciones paramétricas

En este apartado queremos hacer lo mismo que en el capitulo anterior, pero reemplazando los
caminos (funciones de t) por funciones de varias variables.

Definicion 137. Una funcion paramétrica de k parametros en R™ estd dada por una region
acotada D C RE y la restriccion ®|p : D — R? a la regién D de una funcion ®(u) : W — R,
donde W C RE es un abierto conteniendo a D y ® es al menos de clase C* en W. En este
contexto las variables uq, ..., u se llamardn pardmetros.

Si k=1 la region D serd un intervalo y ® es un camino. Si k =2 entonces ®(ui, u2) también
puede llamarse superficie paramétrica en R".

Si una funcién paramétrica ®(u) : D — R™ estd dada por n funciones ®(u) = (z1(u) ..., z,(u))
de los k pardmetros ui, ..., u, entonces una integral (de primer orden) sobre ® serd el nimero:

/("‘)dul"'duk,

ueD

donde (- - -) es una funcién de (uq, ..., ux) que se construye combinando (solamente) las funciones
xi(u) y sus derivadas primeras dz;/0u;, o sea combinando el vector ®(u) y la matriz D®,,.

Definicion 138. Un integrando para funciones de k pardmetros en R" es una funcion
escalar L(x, A), donde x representa puntos de R™, A representa matrices n X k con entradas
reales y el par (x,A) recorre un abierto del espacio R™ x M,y (R) = Rk,

Dada ®(u) : D — R", funcién paramétrica de k pardmetros, la integral de L sobre ® es el
numero que resulta de evaluar L en los pares “punto-matriz jacobiana” (@(u), D<I>u) de @ e
integrar sobre D la funcion resultante D 3 u — L( ®(u), DO, ) :

/L o /L((I)(u),DCI)u)dul---duk.
P

ueD

En principio L puede ser cualquier funcién de n+ nk variables definida en un abierto de R*+7*.

6.2 Orientacion de variedades

Aqui queremos definir el andlogo, para funciones de varios parametros, del sentido de avance
que fue importante en la definicion 128 del apartado 5.2. Empecemos definiendo el concepto de
orientacién para un espacio vectorial.

En Fisica y en Quimica se utiliza la palabra quiral, procedente del griego xeip (jeir), que sig-
nifica mano, para referirse a aquellos objetos que no pueden superponerse a su imagen especular.
El ejemplo més obvio son los guantes: al reflejar un guante de la mano derecha en un espejo
resulta un guante de la mano izquierda, y moviendo el guante derecho en el aire nunca podremos
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Es importante que las bases sean ordenadas, es decir que se sabe cudal es el primer vector, cudl
el segundo vector, etc, porque al permutar una base se permutan columnas (o filas) de la matriz
de paso y eso puede cambiar el signo de su determinante.

Elegidos uy,...,u; € V, linealmente independientes, cualquier base ordenada de V es equiva-
lente o bien a {uj,...,u;} obiena {—uj,ug,...,u;}, noaambas. Luego V tiene exactamente
dos orientaciones.

Si V tiene dimensién 1 es una recta real. Una clase de equivalencia de bases consta de una
vector no nulo u; y todos sus multiplos positivos, es decir que una orientacién es en este caso
un sentido de avance a lo largo de la recta.

En el espacio numérico R¥ tenemos la base estandar {ey,...,e;}. Dada cualquier base ordenada
B = {v1,...,vi}, la matriz de paso de la estdndar a B es la matriz P = [vq| - |vy] cuyas
columnas son los vectores de B. Una orientacién de RF es la clase de las bases ordenadas
con det [Vl |- |Vk] positivo y la otra orientacién es la clase de las bases ordenadas con ese
determinante negativo. En los casos de R? y R?® reconocemos visualmente el signo de ese
determinante asociando la base ordenada con un objeto quiral que nos resulte familiar.

A dos vectores ordenados vi,ve € R?, linealmente independientes, el objeto quiral que se les
suele asociar es un circulo giratorio que senale el camino angular mas corto de v; a vo. Hecho
esto, se tiene det[vi|va] > 0 si el circulo gira en sentido antihorario y se tiene det[vi|va] < 0 si
el circulo gira en sentido horario,

v,

por ejemplo det[ej|ez] > 0 y detlez|e;]| < 0.

En un plano cualquiera (espacio vectorial de dimensién 2) dos bases ordenadas son equivalentes
si y s6lo si definen el mismo sentido de giro por el camino angular mas corto del primer vector
al segundo. Esto estd bien definido porque, de los dos caminos angulares del primer vector
al segundo, el corto es menor que un semiplano y el largo mayor que un semiplano; luego no
necesitamos que haya un producto escalar establecido en dicho plano para poder reconocer el
camino angular corto y asociar un sentido de giro al par ordenado de vectores.

Orientar un plano es decidir qué sentido de giro consideramos antihorario en él.

A tres vectores ordenados vi,vs,vs € R3, linealmente independientes, algunas personas les
asocian una mano derecha y otras presonas les asocian un tornillo derecho®. El plano
generado por vi,vo separa R3 en dos semiespacios; colocamos nuestra mano derecha de
modo que al cerrarla los dedos senalen el sentido de giro de vi a vy por el camino angular méas
corto; entonces det[vi|va|vs] es positivo si y sélo si el pulgar apunta hacia el mismo semiespacio
al que apunta vs.

Orientar un espacio vectorial de dimensién 3 es decidir qué manos consideramos derechas en él.

Sea or(V) el conjunto (tiene dos elementos) de las orientaciones de V. Un isomorfismo lineal
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transporta la orientacién estdndar de R* (la de la base estdndar) a una orientacién de 7,X (la

de la base ordenada {®, (u),..., Dy, (u)}).

Definiciones 140. Sea X wuna variedad en R™ de dimension k. Una orientacién para X es
un objeto O que elige una orientacion O, en cada espacio tangente T, X y lo hace de manera
continua, es decir que siempre que p,q € X estén “muy juntos” las orientaciones elegidas en
T,X yen Ty X puedan definirse por bases muy parecidas.

Decimos que X es orientable si admite una orientacion. Una variedad orientada es un par
(X,0) formado por una variedad orientable X y una orientacion O de X.

Dada una variedad orientada (X,0) de dimension k y dado un abierto W C R, decimos
que una parametrizacion reqular ® : W — X es compatible con O si para cada vw e W la
diferencial (d®), lleva la orientacion estindar de R* q O (u)-

Se introduce el adjetivo “orientable” porque no toda variedad admite orientaciones. Mas abajo
damos un ejemplo de esto.
La siguiente proposicion muestra interacciones entre orientaciéon y conexién por caminos.

Proposicion 141. Sea X wuna variedad orientable y conexa por caminos. Si dos orientaciones
de X coinciden en un espacio tangente T,, X, entonces son la misma.

Sean una variedad orientada (X,0) de dimension k, un abierto conezo por caminos W C RF
y una parametrizacion reqular ® : W — X (no necesariamente inyectiva). Si para un valor
particular ug € W se cumple que (d®),, lleva la orientacion estdndar de R* q O (ug), entonces
® es compatible con O.

Véase el apartado 6.11 para la demostracién. De la proposicién 141 se deduce facilmente que una
variedad orientable y conexa por caminos tiene exactamente dos orientaciones. Una variedad
X, con s componentes conexas por caminos X, ..., X, es orientable si y sélo si cada una de
las X es orientable, y entonces tiene 2 x --- x 2 (s factores) orientaciones, dando lugar a 2°
variedades orientadas distintas.

La siguiente figura muestra una parametrizacion regular @, no inyectiva, de un abierto rectan-
gular de R? a la banda de Mébius.

Supongamos que la banda de Md&bius fuese orientable. Como es conexa por caminos, tendria
exactamente dos orientaciones 01, Os. Como el rectangulo es conexo por caminos, la parametri-
zacion ¢ tendria que ser compatible con O; o con Os. En cualquier de los dos casos ® tendria
que llevar la orientacién estandar de R? (indicada en la figura por circulos giratorios) a una
sola orientaciéon de la parte 1ndlcada por “?” en la ﬁgura pero se ve facﬂmente que @ 1nduce

RO L S E S [ S | 1 1 1 11 4
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Lema 142. Dada una variedad X de dimension k en R™ y clase C®, las parametrizaciones

requlares RF D W 2, X son localmente inyectivas y abiertas a X, es decir que para
todo abierto W' C W el conjunto ®(W') es un abierto relativo de X.

Véase el apartado 6.11 para la demostracién. El lema nos dice que la imagen Y = ®(W) es
un abierto relativo de X, luego es también una variedad de dimensién k y clase C°. Con la
ayuda del lema demostramos la siguiente proposicién, que ya nos proporciona una infinidad de
variedades orientadas.

Proposicién 143. Sea ® : W — X parametrizacion reqular, con W abierto de R*¥ y k =
dim X. Si ® es inyectiva entonces es compatible con una inica orientacion de Y = ®(W), que
de este modo resulta ser una variedad orientable.

Demostracion. Cada punto p € Y tiene una tnica preimagen u € W y se determina una tinica
orientacién en T,Y = T,X resultado de transportar por (d®), la orientacién estandar de RE.
Alser ® : W — Y abierta, la inversa ®~! : Y — W es continua. Entonces la base ordenada
{®,,(u),..., Py, (u)} es funcién continua del punto p, porque u = ®~1(p) también lo es, y
hemos construido una orientacion para Y que es la tnica con la que ® es compatible. O

Existen muchas variedades que no se pueden obtener como imagen de una parametrizacion
regular e inyectiva. Por ejemplo, si existiera una parametrizacion ® : W — S? regular y
biyectiva de un abierto W C R? a la esfera S? entonces ® seria abierta a S? por el lema 142
y la inversa ®~!' : S? — W serfa continua y biyectiva, obligando al abierto W C R? a ser
compacto, imposible.

La idea para construir una orientacién (si existe) en una variedad de esas es la siguiente:

Se toman varias parametrizaciones ®; : W; — X regulares e inyectivas,
de modo que las imdgenes ®;(W;) recubran toda la variedad X, y se
procura que en las intersecciones no vacfas Y;; = &;(W;) N @;(W;)
coincidan la orientacién inducida por ®; con la inducida por ®;.

Como Yj; es un abierto relativo de X, tenemos dos abiertos de R* definidos como sigue:

Wi = o7'(Yy) , Wi = &71(Yy),

.. d; b . .
y las restricciones W;; — Y;; = Wj; son ambas biyectivas.

Prooosicién 144. Si la variedad X u las ®; son de clase C5. entonces las biuecciones
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El difeomorfismo o = <I>;1 o®; : Wj; — Wi; es tal que @y, = (‘I)i|Wij) oo. Entonces @y,
y ‘I)j|Wji inducen la misma orientacion en Y;; siy sélo si det Do es positivo, es decir si y sélo
si o conserva la orientacion.

Teorema 146. Sea X wuna variedad que se recubre con imdgenes ®;(W;) de parametrizaciones
requlares e inyectivas tales que siempre que sea ®;(W;)N®;(W;) # @ el difeomorfismo ®; ' o®;
conserva la orientacion alli donde estd definido. Entonces hay una unica orientacion en X con
la que son compatibles todas las P;.

Reciprocamente, dada X orientable y cualquier orientacion suya O, hay un recubrimiento de X
por imagenes ®(W;) de parametrizaciones requlares, inyectivas y compatibles con O.

Demostracion.

La condicién det D(@;1 o®;) > 0 hace que ®; y ®; definan la misma orientacién en el abierto
relativo ®;(W;) N ®;(W;) de X. Entonces se define una orientacién en toda X de la manera
siguiente: dado p € X, eligiendo cualquier pareja (®;,u) con u € W; y p = ®;(u) ponemos
en T,X la orientacién inducida por (d®;),. El resultado no depende de la eleccién de la pareja,
ademads es una eleccién continua de orientacién de los espacios tangentes porque es una eleccién
continua en cada abierto relativo ®;(W;).

Sea ahora X con una orientacién . En primer lugar, siempre se puede recubrir X por
imégenes ®;(W;) de parametrizaciones regulares e inyectivas; esto es cierto aunque X no sea
orientable y puede hacerse, por ejemplo, con parametrizaciones grafo. En segundo lugar, pode-
mos suponer que los abiertos W; son conexos por caminos porque, en caso contrario, restringimos
®, a cada componente conexa por caminos de W; y obtenemos (varias) parametrizaciones regu-
lares e inyectivas que recubren el mismo conjunto que la ®; original. Una vez que cada W; es
conexo por caminos, la imagen ®(W;) estd contenida en una componente conexa por caminos
de X, la cual sélo admite dos orientaciones: la O y otra, y la proposicién 141 dice que ®; tiene
que ser compatible con una de ellas. Si ® es compatible con O, la dejamos como esta. Si ®; es
compatible con la otra orientacién, tomamos cualquier difeomorfismo o : R¥ — RF que invierta
la orientacién, reemplazamos W; con W/ = o~ Y(W;) y reemplazamos ® con ®oo: W/ — X,

K3
que es compatible con O y cubre la misma parte de X que cubria ;. ]

Como difeomorfismo que invierta la orientacién en R* podemos tomar uno de éstos:
(ul, Uy .- ,uk) — (—ul,uQ, ceey uk) y (ul, Uug, U3, . . . ,uk) — (UQ, U, U3, .. . ,uk) s

o cualquier otro que nos guste.

6.3 Hipersuperficies: orientaciéon y normal unitaria

En el caso particular de una hipersuperficie, es decir una variedad X de dimensién n — 1
en R™, tenemos una sencilla caracterizacion tanto de la orientabilidad como de las orientaciones.
Empezamos estudiando las orientaciones de un hiperplano, es decir de un subespacio vectorial
V € R™ de dimensién n — 1. Dadas dos bases By = {uj,...,u,—1} y Ba = {v1,...,Vvp_1}
de V y un vector a # 0 normal a V, tenemos las bases {a,ui,...,u,—1} v {a,vi,...,vp_1}
de R™ cuya matriz de paso es

P = [LL} ,

nlp
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Dada una hipersuperficie X en R", aplicamos esas observaciones a cada espacio tangente 7, X
y deducimos que es equivalente elegir una orientacién de 7,X a elegir una normal no nula
a(p) € {T,X}*. La correspondencia entre una y otra eleccién es la siguiente:

La normal no nula a(p) corresponde a la orientacién definida en 7, X
por una base ordenada {uy,...,u,_1} siy sélo si

det [a(p) [ui| -+ [up—1] > 0. (62)

Esta correspondencia funciona en las dos direcciones: un campo normal a : X — R"\ {0}
determina mediante (62) una tnica orientacién en cada espacio 7}, X; asimismo una orientacion
de X determina mediante (62) un campo normal a : X — R™\{0} que es tinico salvo multiplicar
por una funcién escalar positiva, habiendo entre todos ellos un tnico campo unitario.

Teorema 147. Sea X wuna hipersuperficie en R™.

Si un campo normal a: X — R™\ {0} es continuo entonces le corresponden por (62) orienta-
ciones de los espacios T,X que varian de manera continua con p, es decir que forman una
ortentacion de X.

Dada una orientacion de X, entre los campos normales que le corresponden por (62) los hay
continuos, por ejemplo el unitario.

Véase el apartado 6.11 para la demostracién.

Corolario 148. Una hipersuperficie X en R™ es orientable si y solo si admite un campo
normal continuo. Ademds (62) establecce una biyeccion entre las orientaciones de X 1y los
campos normales a : X — R™ continuos y unitarios.

Si X viene dada por una ecuacién fi(x) = by, con gradiente V f; nunca nulo en X, entonces
podemos elegir (V f1)|x como normal continua y queda elegida una orientacién en X.

En lugar del campo Vfi, nos sirve cualquier otro de la forma ¢ - (Vfi)|x con g : X — R
continua y positiva. En particular el campo (1/||Vfill2) - Vfi es la normal unitaria a la
hipersuperficie que apunta en el sentido de aumento de fi.

Para la esfera S"~! podemos tomar la normal unitaria (1/2) V(2?2 + -+ 22) = (z1,...,7,).
Esto y (62) definen una orientacién para la esfera, que por lo tanto es orientable.

Reciprocamente, si una hipersuperficie X no es orientable entonces no admite una normal
continua y no nula. Es lo que le ocurre a la banda de Mobius.

Observacion. Nos preguntamos si la banda de Mébius, llamémosla S, es de las superficies que
se obtienen en R? por el teorema 104 del apartado 4.3. Es, decir, nos preguntamos si existen un
abierto U C R?, una funcién f; € CH(U) v un by € R tales que S ={z c U : fi(z) =b;} vel
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6.4 Orientacién e integracion, caso de dos parametros

Definiciones 149. (1) Tenemos abiertos W, W C R¥, regiones acotadas D C W | DCW Y
un difeomorfismo o : W= W. Supongamos que o es biyectivo de D a D. Para toda funcion
paramétrica ®(u) : D — R", la reparametrizada por o es la funcion compuesta:

doc(i): D — R",

es decir el resultado de hacer el cambio de pardmetros u = o(a) en P(u).
(2) Un integrando L para funciones de k pardmetros en R"™ es paramétrico si cumple:

o conserva la orientacién — L = / L.
doo [

Insistimos en que el concepto de reparametrizacién se define para funciones paramétricas en
general, sean regulares o no, inyectivas o no, esté su imagen contenida en una variedad o no.

En el resto de este apartado nos restringimos al caso k& = 2.

Tenemos un abierto W C R2, del plano de pardmetros (u,v) y una regién acotada D C W.
Tenemos un abierto U C R™ y consideramos funciones ®(u,v) : D — U que sean restriccién
a D de funciones W — U al menos de clase C!; esto hace que las funciones ®,,®, : D — R"
estén definidas (restricciones a D de las derivadas en W) y sean al menos continuas.
Escribiremos la jacobiana D® de dos maneras, que consideraremos equivalentes: como una
matriz “alta” [<I)u | @v] € M, x2(R) y como un par de columnas (<I>u, <I>U) € R" x R*". En
concordancia con esto, los integrandos para estas ® los veremos indistintamente como funciones
L(z,A) del par punto-matriz (z,A) = (z, [vi|vs]) € U X Myx2(R) y también como funciones
L(z;v1,v2) de la terna punto-vector-vector (z;vy,va) € U x R™ x R™.

La integral de uno de esos integrandos L sobre una funcién de dos parametros ® : D — U es,
pues, el siguiente nimero:

/ / ) s D® ) dudv = /D L(<I>(u, v); By, CI%,) dudv .

Para cada dos indices 1 <7 < j7 <n consideramos la proyeccién
. 2 _
m; R" — R | = (21,...,2n) — (25,2),

y la funcién escalar A;;, actuando indistintamente sobre matrices altas A = [v1|va]px2 0 sobre
pares de columnas A = (vi,Vvs), que consiste en el determinante 2 x 2 formado por la fila i y la
fila 5 de A. En total hay (Z) =n(n—1)/2 funciones A;; y, si las aplicamos a la jacobiana D®,
el resultado son los determinantes jacobianos de las proyecciones de &:

Al reparametrizar por un difeomorfismo o(w,v) : W — W cada proyeccién m;;0® se reparame-
triza por este mismo o y, aplicando la regla de la cadena, obtenemos:

Al](D((I) @) O')) (6,5) = det (_D(ﬂ'U od OO’) )(1717) = det (DU)(’UU) - det (_D(T(’U @) (I)))O'(’EU) y
es decir:

Aij(D(®oo)) = det(Do)- [(Ay(D®)) oo| para cualesquiera indices 1 <i<j<n. (63)
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Teorema 150. Para que un integrando L(x, A) para funciones de dos pardmetros en U C R"

n
sea paramétrico es nmecesario y suficiente que exista una funcion Lo(x,t) : U X rRG) & R
cumpliendo dos condiciones, la primera:

L(z, 4) = Lo (s, A(4)) , (65)
y la seqgunda:

¢ >0 = Lo(x,ct) = cLo(x,t). (66)
es decir que Lo(p,t) sea positivamente homogénea de grado 1 en el vector t.

Demostracion parcial. S6lo vamos a probar la parte de suficiencia.

Sean ®(u,v) : D — U una funcién de dos pardmetros y ® oo : D — U una reparametrizacion
por un difeomorfismo o que conserva la orientacion, es decir que tiene det(Do) > 0. Si existe
Ly cumpliendo (65) y (66), aplicamos la identidad (64) y la homogeneidad de Ly para deducir:

L(®oo,D(®oo)) = det(Do)- [L(®,DP) o0 ],
y, utilizando la férmula de cambio de variables en integrales dobles:

[DWL = /5|det(Do)|-[L(@,D@)oa]dada = /L(@,D(b)dudv = AL.

D
Ul

La funciéon A — A(A) pierde informacion, es decir que no se puede recuperar A a partir de
su vector de menores. Esto se hace evidente con una transformacion elemental:

(vi,v2) — (Vi+Ave, va ), (67)

como las usadas en el método de Gauss pero haciendo combinaciones de columnas en vez de filas,
que cambia la matriz y al mismo tiempo deja intacto el vector de menores. La jacobiana D®
sufre la trasformacién (67) al reparametrizar ® por el difeomorfismo o(w,v) = (ﬂ, v+ )\ﬁ),
que ademds tiene det(Do) = 1. Escribiendo

V11 V12

Un1 Un2
se deduce que no existe una funcién Lo que cumpla (65) para integrandos como los siguientes:

To—T4 (

L(z;vi,va) = (21 4 5x3) +viivee , L(z;vi,ve) = e v31)?

Un integrando como L = €% (Aj2)? tampoco es paramétrico porque, si bien existe Lo(z,t)
que cumple (65) y es homogénea en t, lo es con un grado inadecuado.

La identidad (64) es cierta tanto si ¢ conserva la orientacién como si la invierte. Esto nos
permite considerar los dos casos especiales siguientes:

(par) Si L existe cumpliendo (65) y (66), y es par: Lo(z,—t) = Lo(z,t), entonces [; L
permanece igual al reparametrlzar tanto si o conserva la or1entac10n como si la 1nv1erte
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Supongamos que X admite una parametrizacion regular y biyectiva ®q, y sea ® otra parametri-
zacion biyectiva de X, no necesariamente regular. Si repasamos la prueba de la proposiciéon 144
vemos que con estas hipdtesis basta para que o = & Lo® sea de clase C°, ademds de biyectiva.

Para los cambios de pardametro o : W — W, biyectivos aunque tal vez no difeomorfismos, se
cumplen dos cosas que no vamos a demostrar aqui:

— Si W es conexo por caminos, entonces det(Do) puede anularse pero no cambia de
signo.

— Todavia es valida la formula de cambio de variables en integrales dobles.

/I)L:/%OUL:/I)OL, (68)

/L si det(Do) >0
o)

AL _ AOWL - (69)

—/ L si det(Do) <0
)

En el caso (par) tenemos:

y en el caso (impar) tenemos:

De todos los integrandos en el caso (par), nos interesamos por los siguientes (hay muchos mas):

L= f@all = fl@) [ > (Ay)?.

1<i<j<n

La integral [y [|All2 se llama drea y las integrales [y f(z)|All2 se denotan [ fddrea. Si
ademds n = 3 entonces [y fddrea = [, f(®(u))||Pu, X Py, |2 durdus.

Imitando lo hecho en el capitulo 5, de todos los integrandos en el caso (impar) vamos a estudiar
los mas obvios:

Definicion 151. Dado un abierto U C R", una 2-forma o forma diferencial de grado 2
en U es un integrando w para funciones de dos parametros ® : D — U que depende linealmente
del vector de menores. Esto quiere decir que existen funciones escalares a;j(x) : U — R, para
1 <i<j<n, tales que:

w(x; vy, ve) = Z aij(z) Aij(vi, va) .

1<i<j<n
Ahora sabemos que todas las 2-formas cumplen las igualdades (69).

Para L en el caso (par) o en el caso (impar), se plantea la cuestién de calcular [, L cuando
X es una superficie que no se pueda recubrir por una sola parametrizacién regular y biyectiva
(por ejemplo, la esfera S?). Lo que hacemos es romper X en “parcelas” que si se parametricen
biyectivamente, integramos en cada parcela y sumamos los resultados. Por supuesto, en el caso
(impar) damos a cada parcela una parametrizacién que, ademés de biyectiva, sea compatible
con la orientacién de la superficie. Aunque cada parcela esté parametrizada biyectivamente, no
prohibimos que hava puptos comunes a dos o més parcelags. Para carantizar que la suma de
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6.5 Numero arbitrario de parametros

Ahora tenemos un abierto W C RF, con k arbitrario pero no mayor que n, y funciones
paramétricas ®(u) : W — R"™ que luego restringiremos a regiones acotadas D C W.

Veremos la jacobiana D® indistintamente como matriz “alta” [®y, | - [Py, ]nX , © como
una k-upla de columnas (@, , ..., @y, ) € R" x --- x R" (k factores). Tenemos un abierto
U C R"™ y escribiremos los integrandos para las ® : W — U indistintamente como funciones
del par punto-matriz L(z,A) = L(z, [vi|---|vk]), y también como funciones escalares
L(z;vy,...,vg) de la (k + 1)-upla formada por un punto cualquiera x € U y k vectores
columna cualesquiera vi,...,vi € R™. Para cada sucesion creciente de niimeros enteros:
yenaytp con 1< <o < <1 <n,
hay una funcién Aj .., ([vi| - |ve]) = Aj iy (Vi,..., Vi) que consiste en el determinante
: . n n! : :
k x k formado por las filas i1,...,i; . En total son p) = m funciones. Al aplicarlas
'(n —k)!

a la jacobiana D® estas funciones dan los determinantes jacobianos de las proyecciones de &:
Alllk (D(I)) = det (D(ﬂ-lllk o (I)) ) .

Definimos R(%) como el espacio cuyos vectores se escriben t = (til."ik)1§7;1<...<ikgn, siendo los
indices de las entradas de t sucesiones crecientes de k enteros. Por ejemplo, el vector general
t e R(g) se escribe t = (t123, t124, 134, t234), siendo los indices de sus entradas ternas crecientes
de enteros entre 1 y 4. Asociamos a cada matriz A, «; su vector de menores A(A) € ]R(Z)
cuyas entradas son t;,..;, = Ay, ...;, (A4).

Al reparametrizar ®(u) : W — U por o : W — W, se reparametriza cada proyeccion m;,...;, o P
por el mismo cambio de pardmetros u = o(u) y se deduce, igual que en el apartado 6.4, que el
vector de menores cambia por la férmula (64). Es inmediato obtener la (parte de suficiencia de
la) siguiente generalizacién del teorema 150:

Teorema 152. Para que un integrando L(x, A), para funciones de k pardmetros en U C R™,
sea paramétrico es mecesario y suficiente que exista una funcion de n+ (Z) variables Lo(x, t),
con (z,t) recorriendo U X R(Z), que cumpla las dos condiciones siguientes:

(b) Lo positivamente homogénea de grado 1 ent: c¢>0= Lo(z,ct) =cLy(x,t).

Se demuestra, igual que en el apartado 6.4, que no es posible recuperar la matriz a partir de su

vector de menores. Los integrandos para los que existe Ly cumpliendo (a) son, pues, especiales.
Todavia son mds especiales los que ademds cumplen (b).

Dentro de los integrandos paramétricos tenemos, igual que en el apartado 6.4, los casos especiales
(par) e (impar) que cumplen, respectivamente, las férmulas (68) y (69). Entre los de tipo (par)
nos interesan los de la forma:

L= f@lale = f@) [ > (D)

1<ii<-ip<n

2

T a tvbnmnal [ ITAIL a1 2 (1. . N T fand 1 L el NIAL d "
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Entre los integrandos paramétricos de tipo (impar), vamos a estudiar los méas obvios:

Definicion 153. Dado un abierto U C R", una k-forma o forma diferencial de grado k
en U es un integrando w para funciones de k pardmetros ® : D — U que depende linealmente
del vector de menores. Esto quiere decir que existen funciones escalares ai,..; (z) : U — R,
para 1 <1 < --- < i, < n, tales que:

w(z; v, ..., vEg) = Z Wiyervi, () Dy (V1 oo VE) (71)

1<iy < <ip<n
Una 0-forma en U es, sencillamente, una funcion escalar a(x) : U — R.

La integral de una k-forma sobre una funciéon paramétrica ® : D — U esta dada por la formula:

A w:/ S i (BW)  Aiy i (D) du - duy,. (72)

weD 1< << <n

Todas las k-formas cumplen las igualdades (69), que ahora escribimos asi:

/ w sl o conserva la orientacion
®

— / w sio invierte la orientacion
P

compdralas con las férmulas (57) del apartado 5.4.

En cuanto a cémo se calcula [y L en el caso (par), y como se calcula f(X,O) L en el caso
(impar), aqui valen los mismos comentarios hechos al final del apartado 6.4 con sélo una ligera
modificacién: ahora los puntos que pertenecen a mas de una parcela forman una unién finita de
variedades de dimensiones menores que k y contenidas en X. La idea es que las parcelas tengan
“forma poliédrica” y que a lo sumo compartan “caras de dimensiones menores”, empezando con
caras de dimensién k — 1 y llegando hasta aristas y vértices.

6.6 Funciones alternadas y k-formas

Sea E espacio vectorial y E* el espacio E x --- x E de las k-uplas (v1,...v;) de vectores de E.
Teorema-definicién 154. Dada ¢ : E¥ — R multilineal, son equivalentes:
(a) Se anula siempre que hay un vector repetido:
O( V1, Vi1 Vo, Vigdy ey Uiy Vo, Vg, .o, U ) = 0.
(b) Si intercambiamos dos vectores, el valor de ¢ se multiplica por —1:

(p(vl,...,/vifl,w,/Ui+1,...,’vj71,v,/Uj+1,...,vk) =

— —(0(211 ..... Vi 1. V.Vi1..... Vi1 . W.UVj171.... UL-).
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Dadas dos formas lineales /1,/ : E — R, contruimos a partir de ellas la siguiente funcion:

61 (Ul) 62(1}1)

A(ﬁl,fg)IEXE—)R 5 A(fl,fg) (1)1,1}2) d:ef El(’Ul)EQ(UQ)—fl(Ug)EQ(Ul) = ’ gl(Ug) 62(1}2) ' s

y se ve de inmediato que es bilineal alternada, es decir A(fy,/2) € A%(E).
En general, dadas f1,... ¢y : E — R lineales se define la funcién A(/y,...,0,) € A*(E)

mediante:

A(ﬁl, oo ly) EF 5 R , A(El, ooy i) (’Ul, co,vE) = det (Ei(vj))kxkz .
Teorema 155. Sea {v1,...,v,} una base de E y sean l1,...,0, : E— R las correspondientes
funciones coordenadas, es decir que ¢;(ajv1 + -+ apvy ) = a; para i =1,...,n. Entonces

el conjunto:
Bk = { A(E'h? CIEa 7£’Lk) }1§i1<"'<7;k§n

es una base de A¥(E). En particular dim A*(E) = (7).
Ademds, dada ¢ € A¥(E) su tinico desarrollo como combinacion lineal de esa base es:

o= > i) Ay, ) (74)

1<y <--ip<n

Para la demostracién véase el apartado 6.11.

Hagamos con cada k-forma w en un abierto U C R™ como en la definicon 126 del apartado 5.1:
veamos w indistintamente como una funcién de k+1 variables w(x;vy,...,vg) : UX (R")k —R
y como un campo que a cada punto x € U asocia una funcién w,(vy,...,vg) : (R”)k — R,
que por la féormula (71) y el teorema 155 es, en realidad, una forma alternada de grado k.

Una k-forma w en U es un campo de funciones alternadas de grado k en U:
a cada punto z € U le asocia una funcién alternada w, de grado k.

y la férmula (72) para la integral de una k-forma w podemos escribirla as:

/I)w: / W (u) (Puys - Puy ) duy -+ - dug (75)

ueD

Sabemos ahora, ademds, que para cada punto x € U los nimeros a;,...;, () que hacen verdadero
el desarrollo (71) son tnicos y vienen dados por

Qjyoif () = wa(€y,... €5 ). (76)

Las operaciones algebraicas se extienden de la manera obvia a campos, simplemente se hacen
punto a punto:

—Sia:U — R es funcién escalar y C un campo (de cualquier tipo) en U, entonces aC
es el campo U 3 z — a(x)C,.

- Si wy,...,w; son formas de Pfaff en U, entonces A(wi,...,wy) es la k-forma en U
que a cada x € U le asocia A(wig,...,wWky).
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6.7 Producto exterior

Teorema-definicién 156. Dado un espacio vectorial E, existe una operacion binaria N\ entre
funciones alternadas que tiene las siguientes propiedades :
(1) Sip:E¥ - R y 1 : E" = R son alternadas de grados respectivos k y h entonces
© A E¥th 5 R es alternada de grado k + h.
(2) Bilineal:
distributiva por la izquierda: (p1+ 02) NP = @1 A+ o2 A,
distributiva por la derecha: @ A (1 + 2) = @ A1 + @ Ao,

y tal que (cp) A } = c(eN).

o A (c)
(2) Sily,... . lgin: E— R son formas lineales entonces
Al .o ly) N Aty lign) = Al gn) - (78)

La operacion A se llama multiplicacién exterior o producto exterior.

Para la demostracién véase el apartado 6.11.

La multiplicacién exterior es unica. Para demostrarlo fijemos una base {vi,...,v,} de E y
sean f1,...,¢, las correspondientes funciones coordenadas. Dadas dos formas alternadas
p = E iy -y, A(fil,...,gik) , Y= E bjl"'jh A(fjl,...,ﬁjh) ,
1<y << <n 1<jii<-<jn<n

por la unicidad de los coeficientes, garantizada por el teorema 155, y la la bilinealidad de A,
efectuar el producto ¢ A1) se reduce a hacer los productos A(4;,, ..., 4, ) NAY,, ..., Lj,), que
estén fijados por (78).

La multiplicacién exterior es asociativa. Para empezar, los productos de elementos basicos

(A(@-l,...,eik)AA(@-D...,@,L)) ANAWL, ... 0,

Ao li) A (A L) Al 0) ) |

son ambos iguales a A(l;, ..., L,y ... 4, 0y, ..., 0, ). Esta asociatividad se traspasa, por la
bilienalidad, a un producto de tres combiaciones de elementos basicos; o sea a cualquier producto
de tres formas alternadas.

De la asociatividad y (78) de deducimos que para formas lineales cualesquiera ¢1, ..., ¢ se tiene:
OON- Nl = Ay, ..., lg) .

Las formas alternadas del tipo ¢1 A --- A ¢;, se llaman monomios. No volveremos a utilizar la
notacién A(4y,...,0) para escribirlos.

Para cualquier x € R", las diferenciales (dz;), son las coordenadas lineales (ci,...,¢,) — ¢y
las formas alternadas

(dl'il)m/\"'/\(dxik)m , 1<y <<y <n,

forman la base de A* (R”) que el teorema 155 asocia con la base estandar de R™. No volveremos

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

TSIl UL ~TT ‘

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informaciot Eontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



El producto #1A- - Al si que puede variar al reordenar sus factores. Lo primero que observamos
es que dos formas lineales anticonmutan:

bo Nl = =l Ny
Algunas consecuencias practicas que esto tiene son:
a) Si en el producto ¢1 A - -+ A £ hay un factor repetido, entonces el producto es nulo.
b) Las formas de grado par conmutan con todas las formas diferenciales.
¢) Si wy y we tienen grados impares (iguales o distintos) entonces ws A wj = —wi A wa.

Efectuar un producto exterior es facil en general, porque a) hace que muchos de los monomios
sean nulos. En el siguiente ejemplo, de los cuatro monomios que forman el producto sélo queda
uno porque los otros tres son obviamente nulos:

(dzy A dxe + adxs A dzy) A (bdxe A dxy + cdry ANdzy) = acdxs A dxg Adzy Adey .

Podemos reordenar el resultado como acdxi A dxs A dxy A dxr, sin cambio de signo porque dx;
ha saltado por encima de dx3 A dzx4, que es de grado par y por lo tanto conmuta con todo.

Si w es de grado impar entonces w A w = —w A w, por lo tanto w A w = 0.

También se tiene w Aw =0 si w es un monomio, de cualquier grado.

No es nada obvio que una funcién alternada sea un monomio, o que no lo sea. Por ejemplo el
“trinomio” 5 dxq1 A dxe —2dxy Adxs + 3dxs Adxs resulta ser (2dxy — 3dxs) A (dxy + dxg — dxs)
y si es un monomio. En cambio el “binomio” w = dxi Adxs+dxs Adxy tiene cuadrado exterior
distinto de cero en todo punto:

wAw = 0 + dry ANdaxo ANdxs Ndxy + drg ANdxg ANdry Adxe + 0 = 2dxy Adxo ANdxs N\ dzy ,

y por lo tanto w, no es un monomio para ningin punto x.

6.8 Derivacion exterior

Definicion 157. Dados un abierto U C R™ y una k-forma w en U, la derivada exterior
de w es una (k + 1)-forma dw en U que se calcula segin la siguiente regla:

d Z sy .., (.CC) d:cil FANRREIVAN d:cik = Z dail,_ik A\ d:l,’l'l VANRIRIAN dl’ik . (80)

1<i1 << <n

Para una 0-forma, es decir una funcion escalar f : U — R, su derivada exterior es el campo
diferencial df de la definicion 126 del capitulo 5.

Para una forma de Pfaff w = a1 dx1 + - - - + a,, dx,, la derivada exterior es una 2-forma:
dw = daj Ndxy + -+ +dan, Ndx, = Z bij(x) dx; N dxj .
1<i<j<n

TV:iAAAn 2 - 2 AT L hnn i L L L Al . | el L L L L
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Ahora vamos a eliminar unas rigideces que tiene la regla de calculo (80). Una de ellas es que

exige que los indices i1, ...,1; estén en orden creciente.

Lema 158. Para cualquier secuencia i, ...,1, incluso con repeticiones, se tiene:
d(a(@)dwy, A ANdzg, ) = daAdag, A Adg, . (82)

Demostracion. Si en iy,...,i; hay alguna repeticién entonces los dos miembros de (82) son

idénticamente nulos y la igualdad es trivialmente cierta.

Supongamos que no hay ninguna repeticion en iy, ...,4; y sea ji,...,Jr el resultado de poner

la secuencia en orden creciente. Existe un € € {1, —1} tal que
dCL‘il /\~--/\dmik = 6'd33j1 /\---/\dmjk ,

luego adxi, A--- ANdx;, = (ea)dxj, A--- Adxj,, pero la regla (80) se puede aplicar al segundo
miembro de esta ltima identidad, deduciéndose:

d(adziy A+ Ndx;, ) = edaNdzj A~ Ndzj, =
= daN(e-dxj N---Ndxj, ) = daNdxy, N--- Ndxy,

y queda demostrada (82). O

Otra rigidez de la regla (80) es que sélo permite monomios formados por diferenciales de las
coordenadas estandar x1,...,x,. Para quitarla necesitamos un par de férmulas y un lema.

a(x) funcién escalar = d(an) = daAn + adn (83)

La demostracién de (83) se deja como ejercicio. Atencién al signo en la siguiente férmula:

w forma de Pfaf — d(wAn) = (dw)An — wAdy (84)

Demostracion. Supongamos primero que w y 1 son asi: w = a(x) dz;, n = b(x)dxj A---ANdzj, .
Usando la férmula (82), calculamos:

dwAn) = d((ab)de; Ndzj, A+ Ndj, ) = (bda+adb) Adx; Adxj, A--- Adaj,
de donde:

d(wAn) = bdaNdx; Ndxj A--- Ndxj, + adbAdz; Adxj, A--- Ndxj, =
= (da) Ndx; A (bdxj, N+ Ndxj, ) —adx; A(dbAdxj, N Ndzj, ) = (dw) An — wAdn.

En el caso general es w = > w; y 7 = > Ny, sumas de monomios como los del célculo anterior.
Para cada par (i, ) se tiene d(w; A na) = (dw;) A o — w; A dnjg; la suma de los miembros de la
izquierda de estas igualdades da por resultado d(w An) y la suma de los miembros de la derecha
da por resultado (dw) An—w Adn. Como hay igualdad sumando a sumando, los dos resultados
son iguales. O

Lema 159. Para funciones cualesquiera a(xr) € C* y ai(x),...,ax(z) € C?, tenemos la si-

ninomto comomalinandfon Ao lQ0)
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6.9 Lema de Poincaré

Definicion 160. Sea w una k-forma en un abierto U C R™. Decimos que w es cerrada si
dw = 0. Decimos que w es exacta en U si existe una (k— 1)-forman en U tal que w = dn.

Teorema 161. (Lema de Poincaré). Una forma diferencial, de cualquier grado positivo, es
cerrada si y solo si es localmente exacta. En un abierto convexo toda forma diferencial cerrada
es exacta.

En particular d(dn) = 0 para toda forma diferencial 1 de clase C? , lo que suele resumirse as:

(86)

Demostracion. La igualdad d(dn) = 0 basta demostrarla para n = a(z) dzi, A--- A dx;,:
dd(a(z)dw;, A ANdzg, ) = d(daAdzg, A+ Ndzy, ) = d(da) Adxi, A--- Ada,

que es cero porque d(da) = 0.
Sea ahora U C R™ y w una k-forma cerrada en U. Suponiendo U convexo, vamos a describir
un método explicito para calcular una (k — 1)-forma 7 en U tal que dn = w.

Primer paso. De todo el desarrollo w = Zl§i1<--~<ik§n @i, iy, dxiy A -+ N dx;, separamos los
términos que contienen dzi y, si hace falta, los reordenamos para que el factor dr; quede en
primer lugar: los ai;,..i, dz1 A2, A--- Adx;,, y calculamos funciones ay;,. ;, tales que:

daiiy.i,, .
8.’E1 19...0% )

lo cual es posible porque U es convexo. Con estas funciones formamos la (k — 1)-forma:

n o= g Alig...ip dTiy N+ ANdxy,
2<io << <n

y consideramos la diferencia w; = w — dn; que, siendo diferencia de una cerrada menos una
exacta, es cerrada. Ademads, por la manera en que la hemos construido, no contiene dxy:

wp = Z b“% dﬂjil VAN d‘TZk .

2 <1< <1 <n

Dados 2 < iy < --- < i <, el término (funcién) - dzy A dzi, A --- A dx;, del desarrollo de
dwy es nulo y a él sélo contribuyen las derivadas de los términos bj,. j, dxj A--- Adxj; con
{J1,- - gky € {l,i1,... ix}, que son los 0 -dxy A (dwgy, A--- Adg, | Ndwg, N -+ Adag,),
idénticamente nulos, y el b;,. 4, dx;, A--- A dx;,. Por lo tanto sélo contribuye la derivada del
término b, ;, dx;, N --- Adx;,, luego:

b
0 = (funcién) - dzy Adzi, A--- Ndx;, = # dzy Ndxi, A~ Nda,
X1
bi, ..., . )
Esto prueba que ——— = 0 para todas las funciones coeficiente b;, ;, del desarrollo de wj.
Como U es convexo. estao_implica aue son funciones indepnendientes de x1: bi. 4. (20 To) V
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(k—1)-forma ny en U . Esta forma diferencial 73 no contiene z; en ningun sitio y, por lo tanto,
tampoco lo hace dns. Ademas la diferencia

wy = wy—dn = w—dn —dns,
no contiene x; ni xy en ningun sitio y es cerrada.

Paso general. Partiendo de w,, cerrada y que no contiene z1,...,z, en ningin sitio, hallamos
una (k — 1)-forma 7,41 tal que wy4+; = w, — dny41 NO contiene x1,...,T,, Ty41 en ningun sitio
y, siendo diferencia de una cerrada menos una exacta, es cerrada.

Paso final. Cuando hayamos hecho n — k pasos tenemos w,_j que solamente contiene las k

dltimas coordenadas z,_k41,...,Z, y se desarrolla con un solo monomio:
Wk = w—dn —dny— - —dip— = c(Tp_ks1, -+ s Tn) dTp_pr1 A ANdxy, .
. . . oc .
Tomamos una integral indefinida de ¢: ———— = ¢, cuidando que no dependa de 1, ..., T,_,
LTp—k+1

hacemos 7,11 = ¢ dTp_gr2 N\ -+ Adx, y conseguimos wy,_r = dn,—k+1. Finalmente:

w = d(m+-+ Nk + Mp-pt1) -

6.10 Pullback de formas diferenciales

Definiciéon 162. Sean Uy C R} y Us C R? abiertos, f:U; — Uy una aplicacion diferenciable
escrita como x = f(u) y w una k-forma en Uy . El pullback de w por f es la k-forma f*w
en Uy definida de la siguiente manera:

para u €Ur y v1,...,0% €ER™ es (ffw)u(vi,...,v) = wrw ((df)uvr, ..., (df)uvr) -
Si k =0 entonces w = a(x) : U — R es una funcion escalar y definimos f*a =ao f.

Se dice “pullback”, que significa “resultado de tirar hacia atras”, por razones visuales:

Si mirando la flecha U; — Us nos imaginamos que f “empuja”’ los puntos de Uj
hacia U;. Entonces nos tenemos que imaginar que esa misma f “tira” de w, que esta
en Us, y la trae a una forma diferencial en U;. Asi f*w es “la traida de w por f”.

El pullback f*w es facil de calcular a partir de la expresion de w en coordenadas:
w = Zail...ik($1> ooy @) dzgy A Ndxgy (87)

y de las funciones que definen la aplicacién: f(u) = (ﬂ:l(u), ..., zp(u)). Se repite lo dicho
en el apartado 5.5: se sustituye en (87) cada x; por la funcién x;(u), se hacen las operaciones y
se reagrupa.

Veamos un ejemplo. Consideramos la siguiente 2-forma en R3: w = e*dx A dy y la aplicacién
f:R? = R3 dada por:

(rooag 2N o £l a0 N o [ copnar 24, 22 9, )
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respecto de una base, entonces el espacio A*(E) tiene una base de un solo elemento: £ A---Afy,
y toda forma alternada ¢ : E¥ — R admite una expresién:

w = cte- by A Nl .

Correspondiendo a eso, las k-formas en un abierto de R¥ son muy sencillas, pues se expresan
con un solo monomio y una sola funcién coeficiente:

wo = a(u) dug A---ANdug, ,  a(u) = wo(er,...,ex) .

Definicién 163. Sea wy = a(u) duy A--- Aduyg una k-forma en un abierto Uy C RX. Para toda
region acotada D C Uy, definimos la integral de wg sobre D de la siguiente manera:

def
/wo = /w(m(el,...,ek)dul---duk,
D D

que es lo mismo que escribir:

/a(u)dul/\---/\duk d:ef/a(u)dul---duk.
D D

Importante: El orden de los vectores eq,...,e; en la primera férmula es fundamental, por lo
cual el orden de los factores du; en a(u)duy A --- A duy también lo es.

Si w es una k-forma en un abierto U C R? y ®(u) : Uy — U es una funcién de k pardmetros,
entonces:

(Dw)y (€1, .. er) = Wog)((dP)uer, ..., (dD)uer) = Wo) (Puy -5 Puy)

luego P*w = we(y) (Puy - -+, Puy) dur A--- Aduy y la férmula (75) del apartado 6.6 se escribe:

/w:/é*w
o D

Para integrar una k-forma w sobre una funcién R* O D 2, R
se hace el pullback ®*w y se integra éste sobre la regién D .

(88)

Las siguientes identidades muestran cémo interactia el pullback con las operaciones algebraicas:

’f*(wl+w2) = ffur+ ffwe , fflaw) = (aof)f'w , ffwrAwr) = f*wl/\f*WQ‘ (89)

Si tenemos abiertos U; C R™, ¢ = 1,2, 3, aplicaciones diferenciables U L Uy 25 Us y una
forma diferencial w en Us, podemos traerla a la forma g*w definida en Uy y después traer g*w
a la forma f*(g*w), que estd definida en Uj.

f(g*w) +— g'w +— w
Uy Us Us

También podemos usar go f : U; — Us para directamente traer w a la forma diferencial (go f)*w

TT -
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Demostracion. Empezamos con el caso en que w = b(x) : Uy — R es una 0O-forma. Para cada
punto u € Uy y cualquier v € R* tenemos:

d(f*b)u(v) = d(bo flu(v) = (db) s ((df)uv) = (f*(dD)),(v),

queda probado que d(f*b) = f*(db).

En el caso k > 1, tomamos w = Y a;, ., () dzi, A--- Adz;, y la descripcién de la aplicacién:
x=f(u) = (f1 (u), ..., fn(u)) donde, por hipétesis, cada f; es de clase C2. Por el caso k = 0,
para cada i vemos que f*(dz;) = d(z; o f) = df; y, por (89), para cada secuencia i1, ..., i es:

de donde, utilizando (85) y (89), sacamos:

d(frw) = Y d((ai.a0 Fdfiy Ao Ndfi,) = D d(ai. a0 f) Adfiy A-- Adfy, =

6.11 Demostraciones

Demostracion de la proposicion 141.
Primera parte. Sean O1, Oy dos orientaciones de X tales que el conjunto

Y = {pEX:Olp = ng},

contiene un punto pg, o sea no es vacio.

Veamos que Y es un abierto relativo de X. Dado p € Y podemos elegir una base B, de T,X
que define la orientacién Oi, = Og,. Para ¢ € X cercano a p, hay dos bases By, Ba; ambas
muy cercanas a B, y definiendo 01, y Oy, respectivamente. Pero entonces By, es cercana
a By, y la matriz de paso entre ellas, cercana a la identidad I}, tiene determinante positivo.
Esto prueba que O; y O2 coinciden en puntos cercanos a p, es decir que Y contiene todo un
entorno de p en X. Como p era un punto arbitrario de Y, queda probado que Y es un abierto
relativo de X.

Veamos que X \' Y también es un abierto relativo de X. Dado p’ € X \ Y, las orientaciones
Oy y Ogy de Ty X se definen por bases respectivas By, By con matriz de paso P tal
que det P < 0. Para ¢ € X cercano a p’ tenemos bases Big, B, que definen Oj; y Oy,
respectivamente, con Bi, muy cercana a By y B, muy cercana a By,. La matriz de paso de
Biy a By, es cercana a Py tiene determinante negativo, luego 014 # Oz y ¢ € X \ Y. Esto
prueba que X \'Y contiene un entorno de p’ en X, luego es un abierto relativo porque p’ era
un punto arbitrario suyo.

Como X es conexa por caminos, el conjunto Y tiene que ser o vacio o toda X. Pero Y no es
vacio por hipétesis, luego ¥ = X y 01 = Os.

Segunda parte. Sean ahora W C RF abierto conexo por caminos y ® : W — X una
parametrizacion regular, donde X es una variedad orientable en la que hemos elegido una
Avinntanidn M MNAafinim l coniiingt AL YA forwna nor loc o LV, VAR N PN lo_bac
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(jy,--.,2j4, ,) son puestas como funciones C* de las otras variables (x;,,...,x; ) que a su
vez recorren un abierto Wy C R¥. La correspondiente parametrizacién grafo W : Wy — R” es
regular y biyectiva de Wy a X N UP. Ademas la inversa U~! es la restriccién a X NUP de
la proyeccién m;,...;,. Tomamos un entorno u € W* C W tal que ®(W*") C UP. Entonces en
realidad ®(W™) esta contenido en el grafo y la proyeccién

O = Tiyeiy od: W" — Wo s
ademds de ser al menos C!, cumple la identidad
Olyyu = Voo (92)

Aplicando la regla de la cadena a (92), vemos que la inyectividad de las diferenciales de ®

fuerza que las de o sean también inyectivas, luego biyectivas, y o es aplicacién regular entre

dos abiertos de R*. Entonces o es localmente inyectiva, por el teorema de la funcién inversa,

y es abierta por la proposicién 89 del apartado 3.6. La inyectividad local de ¢ la hereda Voo,

es decir ®|yp, por ser ¥ biyectiva. Esto demuestra la inyectividad local de ®.

Volviendo con el abierto W', ahora sabemos que o(W/NW") es un abierto de R* y la férmula:
QW' NW") = (XNUP) N7, (e(WnWwY)),

i1

produce un abierto relativo de X. Suponiendo hecha esta construccién para todo u € W, la

igualdad:
oW = |J e’ nwv),
ueW’
exhibe la imagen ®(W’') como un abierto relativo de X. O

Demostracion de la proposicion 144. Por razones puramente conjuntistas, las biyecciones (60)
estdn bien definidas y son inversas mutuas. Si demostramos que son de clase C®, quedara
probado que son difeomorfismos. Por la simetria del problema, basta con ver que <I>j_1 o®; es
de clase C°.

Dado u € W;; veamos que <I>j_1 o®,; es de clase C® en un entorno de u. Como wu es arbitrario,
esto probara que <I>j_1 o ®; es de clase C® en todo su dominio.

Sea v = <I>;1(u), es decir que tenemos ®;(v) = ®;(u) = p € X. Hay un abierto UP? C R”,
conteniendo a p, tal que X NUP es un grafo. Sea ¥ : Wy — X NUP la correspondiente
parametrizacién grafo y ;,..;, la proyecciéon que la invierte. Tomamos un entorno W9 C Wj;
de v tal que Y; = ®;(W") es un abierto relativo de X contenido en U? y conteniendo a p.
Hemos visto en la demostracién del lema 142 que la proyeccién o = 7.5, 0 ®; : WY — Wy
cumple la identidad ®;|y» = Woo. También hemos visto que o es regular. Ademas es inyectiva,
porque ®; lo es, luego o es un difeomorfismo de W a un abierto Wy C Wj.

Como ®; es biyectiva de WY a Yj, resulta que ¥ es biyectiva de Wy a Yj, luego

Wo = ¥7HY)) = mipei, (Y5) -
El inverso <I>j_1 2 Y; — WY es la composicién o lo (\11_1|yj) =o!
ahora el abierto Wy = &,

7

o (g ly;). Tomamos

1(Yj), que contiene a u, y tenemos la férmula:
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clase al menos C! en un abierto W C R®~!. Basta, pues, con demostrar el teorema cuando X
es un grafo de éstos. Ademas podemos suponer que W es conexo por caminos, porque si no lo
es estudiamos por separado los grafos de las restricciones de ¢ a cada componente conexa por
caminos de W.

Haremos la demostracién cuando j = 1. Al final serd obvio qué hacer para otros valores de j.
Tenemos, pues, un abierto conexo por caminos W C R"! una funcién ¢ : W — R y el grafo

X = {(gp(xg,...,:cn), To, ..., xn)  (z2,. .., xn) EW} )
Consideramos también la parametrizacién grafo:
W —X |, D(xy,...,zy) = (cp(a:g,...,xn),xg,...,a:n).

Al ser W conexo por caminos, su imagen continua X = ®(W) también lo es. Entonces de
las proposiciones 141 y 143 deducimos que X tiene exactamente dos orientaciones: la inducida

por ® y la inducida por ¥ : W’ — X, donde W' = {(z9,23,...,2,) : (—z2,23,...,2,) € W}
y U(zo,x3,...,2,) = P(—x2,23,...,2Tp).
Encontramos el campo normal a : X — R”, continuo y unitario, dado por la siguiente férmula
en la que hemos escrito T para denotar (z2,...,Z,):
1, —0uy(T) ooy — 0, (T
p = @) — a@p) = ( P, (T) P ( )2) _

V14 en @t e (@)

Si b: X — R” es cualquier campo normal, continuo y unitario, se prueba facilmente que el
conjunto Y = {p € X : a(p) = b(p)} es abierto y cerrado relativo de X. Como X es conexa
por caminos, se deduce que o bien b = a o bien b = —a, luego X tiene exactamente dos
campos normales continuos y unitarios: a y —a.

En el siguiente calculo hemos sumado a la primera columna cada una de las otras columnas
multiplicada por su primera entrada:

! Pzy  Pua3 P, | [ 1+ ||VSOH% Pry  Paz Pz,
— Py 1 0 0 0 1 0 0
det | —@u, 0 1 = det 0 0 1
— Oz, 0 0 1] i 0 0 0 ]
y llegamos a:
1+||Vel3)-1---1
det [a]| Py, | -+ | Pg, | = ( ) = /14 [|[Ve|3 > 0. (93)

1+ [[Vel3

Dado un campo normal y continuo by : X — R™\ {0}, el campo b = bg/||bg||2 es normal,
continuo y unitario. Si b = a, entonces (93) nos dice que la orientacién en cada espacio T, X
correspondiente a bg(p) por (62) es la inducida por @, luego varfa continuamente con p y
es una orientacién de X. Si b = —a, entonces deducimos de (93) que la orientacién en cada
espacio T, X correspondiente a bqg(p) por (62) es la inducida por W. luego también varia
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Demostracion del teorema 155. Primero demostramos que esas funciones generan AF(E). Lo
haremos para k =2 dejando como ejercicio el caso de k general.

Tenemos, pues, una forma bilineal alternada ¢ : E x E — R. Escribimos el par general (v,w)
de vectores de E como v =ajv; + - -+ apv, ¥y w = byvy + - - - + bpv,. Desarrollamos:

pv,w) = ¢ Z a;v; , Z bjvj | = Z a;b; o(vi,vj) =

1<i<n 1<j<n 1<i,j<n

= Z aibjgo(vi,vj) = Z (aibjgo(vi,vj)—I—ajbigp(vj,vi)> =

1<i,7<n 1<i<j<n

i#]

= Y e (@b —bag) = Y 90(01',%‘)<€i(v)€j(w)—&(w)€j(v)) =

1<i<j<n 1<i<j<n
= ) v v) Al L) (v,w) .

1<i<j<n

Al ser esta igualdad cierta para cualesquiera v, w € E, tenemos ¢ = El§i<j§n cij A(¢;,45) con
los coeficientes dados por c¢;; = ¢(v;,v;). Andlogamente se hace para otros k.

Con esto sabemos que By, genera A¥(E). Para ver que Bj es una base probaremos ahora que,
dada ¢ alternada de grado k, los coeficientes en el desarrollo

Y = Z Ciq -y, A(Eip e aglk) ) (94)

1<t << <n

sélo pueden ser ¢;,...;, = ©(Viy, ..., Vi,).
Para 1 <ji<---<jp<n y 1<4; <+ <1 <n, vemos que:

: Y (0s o SO0 st (k) # (k)
A(‘€]17~.-,€]k)(UM?-.-;UZIC) - { 1 si (jb'"ajk:):(il,.--,ik)

lo cual nos permite deducir que si se cumple (94) entonces:

QD(’UZ'I, ey Uik) = Ciy..q4y " 1 + Z Cj1jk -0 = Ciq...iy, -
(F15esdn) F(F1 0k

O

Demostracion del teorema 156. Consideramos el grupo simétrico Sy v los subgrupos Hi, Ha,
donde H; consta de las permutaciones que fijan k+1,...,k+ h y Ho consta de las permuta-
ciones que fijan 1,...,k. Los elementos de H; conmutan con los de Hy y HiH> es un subgrupo
y es un producto directo.

Fijamos cualquier conjunto R C Sk de representantes para el conjunto cociente S.yp/HiHo.
Hecho eso, toda permutacién o € Si4; se factoriza de manera tnica como ¢ = prT2 con
pER, € Hy y o € Ho.

Dadas formas lineales ¢1,...,0,, m1,...,mp : E — R y vectores v1,...,vi1p € F, Tenemos:

A /n n
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Esto sugiere definir, para cualesquiera ¢ € A*(E) y o € A*(E), la funcién:

((p A d)) (1}1, .. .,Uk+h) = Zsig(p) . go(vp(l), .. 'aUp(k)) . ¢(Up(k+1), N 7Up(k+h)) .
PER

Esto es una buena definicién de una funcién E¥** — R. Ademds depende bilinealmente de la
pareja (p,1). Sabemos, ademds, que la operacién A que resulta satisface la condicién (78).
Sélo falta comprobar que ¢ A1 es alternada, pero esto es cierto cuando los factores son del tipo
A(--+) y,como A es bilineal y en general ¢ y 1 son sumas finitas de elementos de ese tipo, la
funcién ¢ A1 es una suma finita de formas alternadas y por lo tanto una forma alternada. [

6.12 Ejemplos de calculo de una primitiva exterior

Dada una k-forma w, llamamos primitiva exterior o antiderivada exterior de w a una
(k — 1)-forma n tal que:
dn=w .

Llamamos exactas en el abierto U a las formas diferenciales que admiten una antiderivada
exterior en U. Para que w sea exacta en U es necesario que sea cerrada en U, es decir que
cumpla la identidad:

dv = 0 entodo U.

En el apartado 6.9 hemos descrito un método para calcular, en dominios convexos, una primitiva
exterior de una forma diferencial cerrada. Aqui damos varios ejemplos de ese método de calculo.
En cada uno de ellos, comprueba ti que la forma w que se da cumple dw = 0.

Ejemplol. Una 2-forma en R3:
w= (e —z)dx Ndy+e*de Ndz+ 2yz —aye¥* +1) dy Ndz .
Comprueba que dw = 0.
Primer paso. Separamos los términos que contienen dz:
(e¥* —z) dx Ndy y e“dx Ndz

en cada uno quitamos el factor dz (asegurdndonos primero de que esté a la izquierda) y reem-
plazamos la funcién coeficiente por una integral indefinida suya respecto de x:

T

2
m = (meyz ~-3 ) dy+xe*dz.
Calculamos la derivada exterior de n;:
dm = (e —x)de Ndy+e*de Ndz —zye¥* dy Ndz

y la diferencia w; = w — dn; ya no contiene z en nigun sitio:
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y finalmente:

2
2) dy+ (xe® + %z +y)dz .

w = dn con n =m+WPrty)dz = <£L‘€yz—
Ejemplo 2. Una 3-forma en R*:
w = (w2 + bxsxy)dry Adre Adrs + (1 + x%) dxi Adxg Adxy + (3x123 — ) dae Adrs Adxy .

Comprueba que dw = 0.
Primer paso. Separamos los términos que contienen dx; y nos aseguramos de que el factor dz;
esté a la izquierda:

(xo + bxsxy) dxy A dxe A dxs y ( 1+ at%) dx1 Ndxze Adxy .
En cada término quitamos el factor dx; e integramos la funcién coeficiente respecto de x1:
m = (x1x9 + Sr12324) dTg N dTg + (:L‘l + xlzzrg) dxo Ndxy .
Hallamos dn; y la diferencia:

dm = (w9 + dbxsxy)dry Adre Adrs + ( 1+ x%) dx1 N dro Adry +
+ bxixgdry N dro N drs + 2z1x3drg Adro Adry =
= (a2 + bxszy) dxy Adxg Adxs + ( 1+ $§) dx1 Ndro ANdxy + 3x123dro Ades Adxy ,
w—dm = —e*3droANdrsNdry.

Segundo paso. Como w — dn; es un monomio conteniendo solamente las variables xg, z3, 4, €s
facil ponerlo como una derivada exterior:

—e" dxo Ndrs Ndzy = d ( e dxa A dac4) ,
luego w=d (771 + €T3 dxo N dxy ), es decir:

w =dn con 1= (z1x2+ dxr12374) dTo A dT3 + (:1:1 + xlxg + e*3 ) dxo Ndxy .

Ejemplo 3. Una 2-forma en R*:

w = (6211 sen gy — 2x1 29 €2 cos acg) dzy A dzy — dxoxs €2 dxy A das + sen zo dzy A dzy —
—(em4 + 25 271 ) dxo N dxg + (:cl cos 9 — x3 ™4 ) dro ANdry + 2x3des A dxy .

Como era de esperar, es una suma de (;) = 6 monomios. Puedes comprobar que es cerrada.

Primer paso. Separamos los (tres) términos de w con el factor dr;. En cada término nos

aseguramos de que dzi esté a la izquierda, quitamos este factor e integramos la funcién coeficiente

respecto de x1:
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y hallamos la diferencia:
w; = w—dm = —e"dro Ndrs — x3e™ dro N dry + 2x3das Adxy

que, tal como predice la teoria, ya no contiene la variable z; en ningin sitio debido a que w es
cerrada. Ademads wq es cerrada, por ser diferencia de una cerrada menos una exacta.

Segundo paso. Separamos los (dos) términos de w; que contienen el factor dzy. En cada
término nos aseguramos de que dxo esté a la izquierda, quitamos este factor e integramos la
funcion coeficiente respecto de xo eligiendo funciones primitivas que no dependan de x1:

Mo = —x9e ™ dry — woxg e duy .
Hallamos la derivada exterior y la diferencia:

dny = —e"dxg Ndrs — x3e™ drg N dxy + ( T €74 — x9 ™4 ) dxs Ndzy ,
—_——
=0
wo = wi;—dny = 2xzdrsANdzry,

Tal como predice la teoria, wy ya no contiene x; ni xo en ningun sitio. Para que esto haya
sido posible, ha sido crucial que w; sea cerrada y que hayamos construido 7o con funciones
primitivas que no dependen de zj.

Tercer paso. Como ws es un monomio sin las variables x1, x2, es facil ponerla como una derivada
exterior:
2x3drs Ndxy = d (azgdm) .

Finalmente w = d (771 + m2 + 23 dxy ), es decir w = dn con:

2x1
n = (62 sen Ty — (xl ¥ — (1/2) 62”“) 9 COS:(:2> dxoy — (23:21:3 €21 4 g9 e“) dxs +

—i—(:vl sen o — wroxs et + a:%) dzy .

6.13 Ejemplos de orientacion, pullback e integracion

Ejemplo 1. Sea X = {(z,y,2) : 22 +3? + 22 = 1} la esfera unidad en R3. Elige una normal
unitaria continua v para X. Considera la orientacion O de X correspondiente a la v elegida
y calcula [ (X,0) %> siendo w la siguiente 2-forma:

w = zxdxNdy+ydx ANdz .

El campo V(22 + y? + 22) = (2,2y,22) es normal a la esfera, en la cual tiene longitud cons-
tante 2. Elijamos, por ejemplo, v = (1/2) V(22 + y? + 22) = (x,v, 2).
La siguiente parametrizacién:

O(u,v) = ( COSUCOSV , COSUSENv , senu) , (u,v)eD = (—g, g) x (0,2m) ,

PRSI [ SR S A 1 1 1.1 1 L 1
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Y ahora aplicamos el criterio de la férmula (62). El determinante:

00 -1
det [v[®y|Py], .\ =(10 0|=-1
(u,0)=(0,7/2) ’

' 01 0

es negativo, luego ® no es compatible con la orientacién que hemos elegido. La aplicacion
o(u,v) = (—u,v) es un difeomorfismo, aplica biyectivamente D sobre si mismo e invierte la
orientacion; por lo tanto la siguiente parametrizacion:

U:D—X , U(uv) = ®(—u,v) = (cosucosv, cosusenv, —senu) ,

es compatible con la orientacién O correspondiente a v.
Como ademés el complemento X \ ¥(D) = X \ ®(D) es un arco de curva, tenemos:

/ w:/ w:/w:/\lf*w.
(X,0) (¥(D),0) 1\ D

Comenzamos el cdlculo del pullback:

U*w = cosucosv d(cosucosv) A d(cosusenv) +
+ cosusenv d(cosucosv) Ad(—senu) =
= cosucosv [ —senucosvdu—cosusenvdv | A | —senusenvdu + cosucosvdv | +
+ cosusenv [ —senucosvdu—cosusenvdv] A (—cosudu) =
= cosucosv [ (—senu) cosucos® vdu A dv + (— cosu) (—senu) sen? v dv A du] +

+ cosu (— cosu) (— cosu)sen® v dv A du .

Teniendo en cuenta que dv A du = —du A dv, llegamos a:
U*w = ( — cos?usenucos® v — cos® usenwucosvsen®v — cos® usen’ v) du N dv .
Finalmente:
/ w = / ( —cosZusenucos®v — cos®usenucosvsen®v — cos® usen? v) dudv =
(X,0) D
w/2 2
= / —cos2usenudu‘/ cosPvdv —
—7/2 0
/2 2w
—/ cosgusenudu-/ cosvsen®vdv —
—7/2 0
/2 2m
—/ cos3udu-/ senvdy =
—7/2 0
[ sen® u ] /2 4
= 0—-—0— |senu— T = ——=T
3 —7/2
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Las normales unitarias del grafo X son £(1//) - a, siendo:

a = (_(px17_@x27_80$3a1) y ¢ = \/90:251"’_90%2""_90%3"’_1'

Elegimos como normal v la que tiene cuarta coordenada positiva, es decir v = (1/¢) - a, y
consideramos la correspondiente orientacion O en X.
El determinante:

— P, 1 0 0 0 1 0 0
— 0 1 0 0 0 1 0
det[a]®s |20 |20 ] = | 0" 0 o | =|g o o 1 |=C
3
1 Pry Paz  Pas s Pz1 Pzo Paxs

es negativo, luego ® no es compatible con O. El difeomorfismo o (1,22, 23) = (—x1,22,73)
invierte la orientacién y es biyectivo de D = [~1,0] x [0,1]> a D. Tomamos el compuesto
U = ® oo, es decir:

\Il(xlax27x3) = ( — 1, T2, T3, ¢(331,$2ax3) ) ) ($1’$2,$3) € [_170] X [07 1]2 )

siendo 9 (z1,2,73) = ¢(—71, 22, 23). Ahora ¥ es compatible con la orientacién O y la imagen
V(D) es la misma parcela de antes. Calculamos el pullback de w:

Urw = (— dxl) ANdxo N dxs

y sabemos que:

Foo =yttt = - vr @) = 1.

Calculamos el pullback de n:
Uy = ( — de‘l) Ndxo ANdip = —t)gq dzy Adxa A dzs

y entonces:

— g, dridrodrs =

S~
=
gz
I
3
Il
—

[

(/ —Y/ng dIL‘3> dl’ldl‘g =
[—1,0]x[0,1] [0,1]

(¢(21,22,0) — Y(x1,22,1) ) darday =

—1,0x[0,1]2

Il I
—

[—1,0]x]0,1]

= / o(—x1,22,0) dxldfrz—/ o(—x1,29,1) dr1dre =
[—1,0]x]0,1] [—1,0]x[0,1]

= / o(x1,x2,0) dl‘ld.%'g—/ o(r1, 22,1) dridas .
[0,1]2 [0,1)2
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7 Teoremas de la divergencia y de Stokes

Si X es una hipersuperficie en R™ que admite una normal unitaria continua v : X — R",
escribiremos (X, v) para indicar la variedad orientada formada por X y la orientacién corres-
pondiente a v mediante la férmula (62) del apartado 6.3.

7.1 Notacion musical

n
n—1
Por lo tanto los espacios E, A'(E) y A" '(E) son linealmente isomorfos. Sucede que hay dos
isomorfismos lineales de gran utilidad cuando se los efectia, punto a punto, sobre campos.

Utilizaremos simbolos musicales para denotarlos.

Sea E un espacio vectorial de dimensién n. Hay dos nimeros (%) igualesa n: () = (,",) =n.

Definicién 165. Sea U C R"™ un abierto. A cada campo de vectores F : U — R" e
asociamos la (n — 1)-forma F* (“efe becuadro”) que en cada punto x € U es como sigue:

Fi(vi,...,va_1) = det [F(@)|vi| - |vao1],
y también le asociamos la 1-forma F° (“efe bemol”) que en cada x € U esta dada por:

F’(v) = F(z)-v.

Damos ahora férmulas concretas para esos isomorfismos. Si F = ( fi(z), ..., fa(z)), entonces:
n . —
F' = > (=) fidey Avo- Adai Ao Aday, (95)

=1

donde el circunflejo = puesto encima de un factor indica que dicho factor ha sido suprimido.
Para n = 2:

F' = fidy— fodw, (96)

y para n = 3:
F' = fidyAdz— fodz Adz+ fsdx Ady, (97)

que algunas personas prefieren escribir F% = f1 dy A dz + fodz A dz + f3dx A dy para exhibir
una simetria ciclica, pero no hay simetria ciclica ni en la férmula (96) ni en la general (95).

Se ve claramente en (95) que F +— F! es biyectiva: para cada (n — 1)-forma w en U hay un
tinico campo de vectores F en U tal que w = F&.

Por otra parte, en la férmula:

F* = fidey+ -+ frden, (98)
claramente vemos que F — F es biyectiva de campos de vectores a formas de Pfaff en U.

Es facil comprobar que las siguientes identidades se cumplen para todo n:

(VF) = df (99)

[ [IA mIAY VAREEEE n A 1 1 ‘ 100N
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Esto es parcialemnte cierto: en justicia, hay que reconocer que el rotacional tiene aspectos im-
portantes que quedan ocultos en la derivada exterior. Uno de estos aspectos es que rot es un
endomorfismo del espacio ker(div) = {F : div(F) = 0} y, como tal, tiene (muchas) auto-
funciones, por ejemplo el campo de vectores F = ( cos(Az), — cos(Az) —sen(Az), sen(Az) ) es
tal que rot F = AF. En cambio la derivada exterior, de 1-formas a 2-formas en R3, no es un
endomorfismo y, para que pueda tener autofunciones, es preciso modificarla.

7.2 Flujo a través de un trozo de hipersuperficie

Definicion 166. Sean X C R™ wuna hipersuperficie orientable, v : X — R" la normal unitaria
correspondiente a una de las orientaciones de X y P C X wuna parcela. El flujo a través
de P en el sentido de v de un campo de vectores F : P — R™ es el siguiente nimero que
puede ser positivo, cero o negativo, sequn como sea F':

/ (F-v) dérea, (102)
P

El flujo a través de P y el isomorfismo musical F — F! estén relacionados por el siguiente
resultado.

Proposicion 167. En las condiciones de la definicion 166 se cumple la siguiente igualdad:

/ F! = /(F-I/)dérea. (103)
(Pv) P

Véase el apartado 7.7 para la demostracion.

A pesar de que las integrales f p fdarea son del tipo (par), descrito en los apartados 6.4 y 6.5,
los dos miembros de la igualdad (103) cambian de signo al cambiar la orientacién de P porque
la funcién F - v, que estamos integrando en el miembro de la derecha, es sensible a ese cambio.
Esto hace posible la proposicién 167.

7.3 Dominios elementales

Consideramos una hipersuperficie X en R™ tal que existe un abierto U C R™ con FrU = X.
Esto requiere que X sea un subconjunto cerrado. Suponemos, ademas, que U esta a un solo
lado de X. Esto quiere decir que, dado cualquier punto p € X y las dos normales unitarias
que X tiene en p, hay un camino «a(t) : [0,e) — R™ empezando en «(0) = p, con velocidad
una de esas normales y disjunto con U, y hay otro camino £(¢) : [0,d) — R"™ que empieza en p
con velocidad la otra normal y que estd contenido en U para 0 <t < J.

o

U p
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de caminos empezando en p y disjuntos con U. La otra normal unitaria se llamama normal
interior a U, pero no la vamos a utilizar.

Por ejemplo, la normal unitaria de S"~! exterior a la bola Euclidea B(0,1) es v(x) = .

Se demuestra que la normal exterior es continua. Por lo tanto define, a través de la férmula (62)
del apartado 6.3, una orientacion preferida de la hipersuperficie X, que resulta ser orientable.

Ejemplo. El abierto U = {(z,y) : 4 < 22 + y*> < 9} es la corona circular abierta con radio
menor 2 y radio mayor 3. Su frontera X = FrU tiene dos componentes conexas por caminos:
la circunferencia de radio 2 y la circunferencia de radio 3. De las cuatro orientaciones que
admite X, la normal unitaria exterior a la corona elige una preferida. La siguiente figura muestra
la normal unitaria exterior a la corona; también muestra las correspondientes orientaciones de
las circunferencias, vistas como sentidos de recorrido.

En realidad, para decidir cuél es la normal exterior a U en un punto frontera p no necesitamos
conocer todo U ni tampoco toda su frontera: nos basta con lo que ocurre en un pequeno entorno
de p. Aplicamos esta observacion a un abierto U cuya frontera sea una unién Py U---U P, de
parcelas P; C X; de unas hipersuperficies X;, 2 = 1,...,s. Fijado ¢ definimos Y; C P; como
el interior de P; relativo a X;. Entonces Y; es una hipersuperficie y en cada punto p € Y; estd
bien determinada la normal unitaria exterior a U.

La siguiente figura muestra el cuadrado U = (—1,1)? € R?, cuya frontera es unién de cuatro
segmentos compactos. Los correspondientes segmentos abiertos son variedades de dimensién 1
en las que la normal unitaria exterior al cuadrado estd bien definida y los convierte en curvas
orientadas. La figura muestra las normales exteriores al cuadrado y las orientaciones de los
segmentos vistas como sentidos de recorrido.

Fl resto de la frontera del_cuadrado (1o ane no estd en los seomentos abiertos) son las “hisacras”:
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Por lo explicado, cada una de las “partes suaves” Y; de FrU tiene una orientacién preferida,
inducida, segin la férmula (62) del apartado 6.3, por la normal unitaria v exterior a U.

En la parte bisagra puede no estar definida la normal. Pero el area de esta parte es nula y no
influye en el valor de las integrales. De hecho, para todo integrando paramétrico L se tiene:

/ L:/ L.
FrU oU

7.4 Teorema de la divergencia

El siguiente enunciado se conoce como teorema de la divergencia. En el caso particular
n = 3 también se lo llama teorema de Gauss.

Teorema 169. Sea U C R" un dominio elemental cuyo cierre U (que es compacto) estd
contenido en un abierto un poco mayor: U C Uy. Para todo campo de vectores F : Uy — R"
de clase C', se tiene:

/ divF dzy - - -dzxy, = / (F -v) déarea (104)
U ou

stendo v la normal unitaria exterior a U.
Hacemos algin comentario sobre la demostracion en el apartado 7.7.

Corolario 170. Sea v = (v1,...,v,) la normal exsterior a U. Para toda funcion f de clase
Cl en Uy ytodo i € {1,...,n} se tiene:

/ fz, dxy - dxy = fvi darea (105)
U U

Resulta de aplicar el teorema de la divergencia al campo F = fe;.

Corolario 171. (Integracién por partes). Dadas f,g de clase C' en Uy y dado un indice
ie{l,...,n} se tiene:

/ fa:igdxl"'l'n = /fg;pi dl‘l"-dCCnJr/ (fgl/i)dérea.
U U ou

A continuacién enunciamos el corolario que més nos interesa aqui. Se llama teorema de Stokes
para funciones paramétricas.

Teorema 172. Sea un abierto V C RN en el que hay definida una (k — 1)-forma w. Sea un
dominio elemental U C R*, cuyo cierre U estd contenido en un abierto un poco mds grande Uy,
y sea OU la parte suave de FrU orientada por la normal v exterior a U. Dada una funcion
®:U — V, restriccion de una ¥ : Uy — V de clase al menos C?, se tiene:

/dw :/ *w (106)
o (0U,v)

A veces se define el borde orientado 9P de ® como el par (‘I’\BU,O) formado por la
restriccion de ® a QU vy la orientacién O de OU inducida por la normal v exterior a U.
Entonces f(aUV) P*w = f(an) ®*w también se denota [y w y (106) queda [5dw = [5p w.

Demostracion del teorema 172.
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7.5 Teorema de Stokes para variedades

Definicion 173. Sea X wuna variedad en R™ de dimension k. Una variedad con borde es
un subconjunto Y C X que estd separado del complemento X \'Y por otra variedad Z C X
con dimZ =k — 1. La dimension de Y es k. La variedad Z se denota JY 1y se llama borde
de Y.

Ejemplos. La bola cerrada B(p,r) es una variedad con borde de dimensién n en R™. Su
borde es la variedad de dimensién n — 1 que la separa del resto de R"™, es decir la esfera de
centro p y radio 7.

El segmento Y = {2} x [0,1] x {4} es una variedad con borde de dimensién 1 en R3, contenida
en larecta X = {z =2,z=4}. El borde 0Y es el conjunto de dos puntos {(2,0,4),(2,1,4)},
pues separa el segmento del resto de la recta X.

FEn cada punto p € 9Y tenemos dos conormales unitarias, que son los vectores unitarios
tangentes a X y normales a JY. Entre ellas se distingue la conormal exterior a Y de
manera enteramente analoga a lo explicado para dominios en el apartado 7.3. Si ademas Y
estd orientada entonces se induce una orientacién en JY de la siguiente manera. Dado p € 9Y,
una base ordenada {vi,...,viy_1} de T,0Y pertenece a la orientacién inducida si al anadir
en el primer puesto la conormal 7, exterior a Y resulta una base ordenada {n,,v1,...,vi_1}
perteneciente a la orientacién de Y.

FEnunciamos ya el teorema de Stokes para variedades.

Teorema 174. Sea U C R™ un abierto en el que hay definida una (k — 1)-forma w. Sea Y
una variedad compacta con borde de dimension k contenida en U. Si Y estd orientada y
damos a 9Y la orientacion inducida, entonces:

/de _ /{ij (107)

Idea de la demostracion. Para una parcela P C Y y su borde OP el teorema es un corolario
del 172. En general Y no se puede cubrir por una inica parametrizacién biyectiva & : U — Y,
por lo que es preciso hacerle una parcelacién. Entonces fY dw esla suma de las integrales de dw
sobre las parcelas. Dicha suma es igual a la suma X de las integrales de w sobre los bordes
orientados de las parcelas. Una parte del borde comin a dos parcelas recibe orientaciones
opuestas de ellas, por lo que contribuye cero a la suma total de integrales de w. Las partes
pertenecientes al borde de una sola parcela forman una parcelacién de 9Y y tienen la misma
orientaciéon aue AY. lueeala suma > esional a .. w 1
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La demostracion a base de parcelas que hemos hecho del teorema 174 sirve también para el caso
en que Y es una variedad cerrada, es decir compacta con borde vacio, obteniéndose:

8Y:®:>/dw:0. (108)
Y

En efecto, hacemos una parcelacién de Y y ahora resulta que todo trozo de borde es comun a
dos parcelas; luego contribuye cero a la suma de integrales de w sobre los bordes orientados de
las parcelas. Entonces dicha suma es nula, que es lo que se afirma en (108).

Proposicion 175. Fijamos un abierto U C R™. Para que una k-forma u sea exacta en U es
necesarto que sea cerrada y ademds que su integral sobre cualquier variedad cerrada Y C U
de dimension k sea nula.

Ejemplo. Sea U = R?\ {0}. En este abierto consideramos la siguiente 2-forma:

1
(.’E2 + y2 + 22)3/2

0= (xdyAdz—ydx/\dz+zdmAdy),

y se comprueba que dp = 0, o sea que u es cerrada. Ademds p = F?, donde F = r/r3 es el
campo gravitatorio (o el electrostédtico). La esfera unidad S? est4 contenida en U y el flujo
de F a su través, segiin la normal exterior a la bola v =r, es:

/ (F-v) dérea = / 773 (r-r) dérea = / 1-dérea = érea(SQ) = 4m,
52 52 52

distinto de cero. Luego p es cerrada pero no exacta en U. En vista de la formula (101), este
resultado nos dice que el campo gravitatorio F no tiene nigiin potencial vector en U, es decir
no existe ningiin campo G de clase al menos C' en todo U y tal que F = rot G. Por supuesto,
si que tiene potenciales vector en cada abierto convero V C U; lo que ocurre es que es imposible
“pegar” esos potenciales vector de modo a obtener uno definido en todo U. Los libros de Fisica
no muestran un potencial vector para el campo gravitatorio en R3\ {0}... por una buena razén.

7.6 Casos especiales

Cuando k = n = 2 el teorema de Stokes es el teorema de Green, que afirma que si
w= P(z,y)dr+Q(x,y) dy es una forma de Pfaff, definida en un abierto del plano que contenga
la adherencia U de un dominio elemental U, y damos al borde 9U la orientacién inducida por
la normal exterior a U, entonces:

/@U(PdeQdy) = //U(Qm—Py)dxdy.

Pero ahora tenemos una ayuda para recordar, sin equivocarnos, cudl es el integrando de la
integral doble, porque:

d(Pdz+Qdy) = dP Adw+dQ A dy =
= (Ppdx+ Pydy) Ndz + (Qpdx + Qudy) Ndy =
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Definiciones 176. Sea M C R"™ una variedad compacta de dimension 0, es decir un conjunto
finito de puntos. Una orientaciéon de M es un objeto O que coloca en cada punto p € M
una de las dos etiquetas “salida” o “llegada”.

Si (M,0O) es una variedad orientada de dimension 0 y f es una funcion escalar (una 0-forma)
definida en los puntos de M, la integral de f sobre (M,Q) es el nimero:

A&mf et S ) - S ).

p punto de llegada € M p punto de salida e M

Para M = @ definimos / f=0.
M

Un conjunto M de N puntos tiene 2V orientaciones. El caso que aqui nos interesa es el de un

camino «a(t) : [a,b] = U y M = {a(a),a(b)} el conjunto de sus extremos. Cuando el camino
no es cerrado, este conjunto tiene dos elementos y admite 4 orientaciones. De entre estas cuatro
elegimos la “especial”, para la cual el punto inicial a(a) es de salida y el punto final «(b) es de
llegada.

Definicién 177. Sea «o(t) : [a,b] — U un camino. El borde de « es el objeto da que se
define de la manera siguiente. Si o es un camino cerrado entonces da = &. Si a no es
cerrado entonces Oa es la variedad de dimension cero {a(a),a(b)} con la orientacion para la
cual a(a) es de salida y a(b) es de llegada.

Con esas definiciones, tenemos:

f = f(a®) - f(ala),

da

tanto si a es cerrado como si no lo es. Pero sabemos desde el capitulo 5 que:

ﬂmm—fww)zéw.

Juntando las dos igualdades, deducimos:

7.7 Demostraciones

Demostracion de la proposicion 167. En el apartado 1.1 hemos definido el concepto de matriz

de Gram de una sucesién de vectores vi,..., Vg, que es semidefinida positiva y por lo tanto
-2 7
con determinante no negativo. Por ejemplo, para v, = 1| yve=| 2 | dicha matriz es:
3 2
ViV ViV vﬁvl V'ng _9 1 3 -2 7 14 —6
pu— pu— 1 2 pu— .
o | L7 00] |5 ]
V9 - V1 Vo Vo V5Vi V5Va 3 2
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forman una base de R™ con determinante positivo. La utilizamos para describir cualquier campo
F: P — R" como combinacién lineal:

F(2(u) = g1(u)v(®(u)) + g2(w) Puy (u) + -+ + gn(w), Pu,_, (u) -

Nétese que g1 = F - v. El miembro izquierdo de (103) es igual a lo siguiente:

/D det [F(®(w)) | Puy | - | Pup_y | dug -+ dup—y =
- /D det [ g1(u) V(@) [ By | -+ | @y, | duy -+ dup_y =

- /D (F ) gy et [(@(w)) | DD] dus -+ du, s
Ahora bien:
det ([ v(®(w) | D®] )2 = det ( [v(@(w) | D2]' [v(2(w) | DD]) =

o (D ()" 1 0
- det< ED‘W) [ v(®(u)) !Dq’]> = det [ 0| (D®)!'DP

En la dltima matriz son nulas las cajas fuera de la diagonal porque los vectores ®;(u) son
tangentes a la parcela P en el punto ®(u), luego ortogonales a V(@(u)) Asi llegamos a la

identidad det < [v(®(uw)) | D] )2 = det ((D®)!D®) vy, utilizando (109), obtenemos:

et ([v(®(w) | D])" = |ADD), (10)

Como por hipdtesis @ es compatible con v, es det ([ v(®(uw)) |D®]) > 0 y de (110) deducimos
que det ([ v(®(uw)) | D®]) = ||A(DD)]|2, luego:

/ F? = / (F-u)@()HA(DCI))HQ duy - duy,_1 = / (F-v) dérea .
(Pv) D v P
O

Demostracion del teorema 169. Exisen basicmente tres demostraciones: por particiones de la
unidad, por céalculo de variaciones y por flujos. Aqui sélo explicamos algunas ideas de la de-
mostracién por flujos.

El flujo? de un campo de vectores F es una familia de difeomorfismos ¢; entre abiertos de R"
que satisface el sistema de ecuaciones diferenciales % or(z) = F(cpt(ac)) y ademés g = id.
Para dominios muy pequenos £ C U y un punto p € E, se tiene

(divF), - Vol (E) =~ Vol (¢4(E)) ,

t=0

dt
con un error que, a medida que reducimos E, se va haciendo despreciable frente a Vol (F). Si
vamos partiendo U en dominios cada vez méas pequenos, en el limite obtenemos:

/ (divF) dxy - -dxy, = 4 Vol (¢:(U)) . (111)

t=0

Por otra parte la diferencia de volimenes Vol(p4(U)) — Vol (U) viene dada por lo que ¢4(U)
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