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1. Motivacién y Fundamentos

1.2. Espacios vectoriales con producto escalar y espa-
cios normados

Producto escalar

Partimos de un espacio vectorial sobre R que llamamos V. Puede tener
dimension finita o ser de dimension infinita. Sus elementos en general los
vamos a designar como v 0 como .

Definicién 1. Un producto escalar definido sobre un espacio vectorial V
es una aplicacion (-,-) : V xV — R que cumple las siguientes propiedades:

1. (v,v)>0siv=+0,(0,0)=0.

2. (v,u) = (u,v) para todo v,ueV.
3. (Av+ pu,w) = AN (v, w) + pu(u,w) para todo \,p e R, viu,weV.

Aplicando lo que conocemos de las formas, podemos decir que un producto
escalar es una forma bilineal no degenerada (definida positiva). El producto
escalar también se puede llamar producto interior. En R” es habitual denotar
el producto escalar de dos vectores v,u como v - u.

Obsérvese que la definicion anterior es vélida para espacios tanto de di-
mensién finita como infinita (en general, espacios de funciones).

Vamos a especificar una notacién que utilicemos a lo largo del texto. La
base candnica de R” es la formada por los vectores {e1,...,e,}, donde cada e;
es el vector cuyas coordenadas son 0 excepto la que estd en el lugar i—ésimo.
En R3 la base canénica se suele denotar también como {i, j, k}. Vamos a usar
ambas notaciones.

Ejemplo 1. Consideramos el espacio R™ y la base candnica del mismo, es de-
cir, la formada por los vectores{(1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)}.
Entonces la aplicacién

n
(Vv.u) = 2y + Toys o TRy, = Y T
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L. (v,v)>0siv=#(0,...,0) y ((0,...,0),(0,...,0)) = 0:

(V,VY =22+ + 2wy, =2t + -+ 22 >0si 2 #(0,...,0),

((0,...,0),(0,...,0)) =0-0+--+0-0 = 0.
2. (v,u) = (u,v) para cualquier v,u € R":
(V,u) = 21y1 + Taya + - + TnYn = Y171 + YaTa + -+ + Yy = (W, V) .

3. (AW+pu,w) = M(v,w) + u({u,w) para todo \,u € R, v,u,w € R
denotando w = (z1,...,2,):

(Av + pu, w) Z (Az; + py;) zi = Z (\wiz; + pyizi)

_ iA Y gz = Aszzszyzzz

=1 i=1
=Av,w)+ pu({u,w).

@

Ejemplo 2. Consideramos el espacio C[0, 1] de las funciones de variable real
con valores en R continuas en el intervalo [0,1]. Vamos a comprobar que

(f.0h= [ F@)o()dr

donde f y g son funciones reales continuas en [0,1], es un producto escalar.
Hay que comprobar que se cumplen las siguientes propiedades:

L. (f,f)>0si f#0, (0,0) =0, para cualquier feCJ[0,1].

{
2. (f,q9) =g, f), para cualquier f,ge C[0,1].
{

3. (Af+pg,h) = XN(f,h) + u{g,h), para cualquier A\, € R, y cualquier

f,g,heC[0,1].
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ya que la funcién F(x) = f2?(x) verifica que F # 0, F(x) > 0 para
xz €[0,1] y F € C[0,1], por lo que la integral definida en [0,1] de F
representa entonces el area limitada por la gréfica de F'y el eje = en el
intervalo [0,1].

Obsérvese que, en particular

[ 1@ 7 @ydr=0

siy sélo si f2 (z) es idénticamente nula y, por tanto, si y sélo si f es la
funcién nula en [0,1].

1 1
(0,0):/ O-Od:c:f 0da = 0.
0 0

2. Comprobamos la segunda propiedad:

Ademas,

(F.o)= [ @@= [ g@) @) dr=1g.5).
3. Nos queda la ultima propiedad:

(O rug )= [+ 9) ()R
= [ @) + pg()he))
=[OlAf(x)h(x)dx+[Olug(x)h(x)dx

- [ ' (@) h()d + Ji L o()h(x)da
= A(f,h)+ (g, h).

Por tanto, esta aplicacion si define un producto escalar en las funciones
continuas en el intervalo [0, 1].

Este espacio vectorial no tiene dimension finita.
o
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de dimensién 2 y 3). Estos conceptos son més generales, y volveremos a ellos
mas adelante, pero antes vamos a recordarlos .
Recordamos que dado u = (x4, ..., x,) € R?, definimos su norma o médulo

Jua] = (u,u)"? = \’ z<>

Es decir, es la raiz cuadrada de su producto escalar consigo mismo. Intuiti-
vamente, es la longitud del vector u en R? o0 en R? y el valor absoluto de un
nimero si estamos en R. Se llama norma euclidea.

Ejemplo 3. Consideramos el vector u = (3,0,-4) € R". Vamos a calcular su
norma euclidea, que es

[af = (3,0,-4)] = ((3,0,-4) - (3,0,-4))"/*
= (32402 + (-0)*) " = Vo716 = VB =5.
o

Esta definicion no sélo vale para vectores de R”, es vélida para cualquier

espacio vectorial con producto escalar, simplemente definiendo la norma como
1/2

[uf = (u,u)".

Observamos que la norma asi definida cumple las siguientes propiedades,
parau,veV 6 AeR:

» Ju[ >0y |u|=0siysdlosiu=0.

= |Auf = A ul.
w Ju+v|<uf+||v]y [u+v]=]|u]+]|v]siysdlosiu,v son linealmente
dependientes.

La primera propiedad indica que una norma (longitud) de un vector es
siempre positiva o 0 y sélo es 0 si es la norma del vector nulo. La segunda
implica que la norma de un vector proporcional a otro vector es la norma del
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Ejemplo 4. Consideramos el espacio C[0,1] y el producto escalar

(f.g) = folf(x)g(a:)da:.

Vamos a determinar la norma de f (x) = sen (7z). Es
1 1/2
[ f] = (sen (7x), sen (7?3:))1/2 = (/ sen2(7m:)d:c)
0
11— 172 1 1 172

= (/ Md:p) = ([ ld:p—lf COSQ?T:L‘d:L‘)

0 2 0o 2 2 Jo

1 1 N e
=|zz| - — sen(2mx)|,| =\/z=-—+.

2%, 4x 9

2
1 - cos(2x)
—

2

porque sen<z = -]

Si consideramos que los elementos de R™ son puntos, la distancia euclidea
entre dos puntos P y () es la norma del vector P@) que une ambos puntos:

1(7.0)- 73]

Ejemplo 5. La distancia entre los puntos (1,0,1) y (2,1,1) de R? es la
norma del vector
u=(2,1,1)-(1,0,1) = (1,1,0).

Su norma es

Juf = (1,1,0)] = ((1,1,0)- (1,1,0))"
- VI 12=V2.

Estos dos puntos, junto con el vector que los une, se representan en la

siguiente figura
o

Hemos repasado el producto escalar porque permite definir angulo entre

oalamaontnae Ao 11m nacia ymmetarial v artocanalidad an P2 3 Botac coanecantac
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Figura 1: Distancia entre dos puntos

De esto, la expresion
(u,v) = [[uf - [v] cosd

es una definicién geométrica del producto escalar, y es independiente de la
base y del sistema de coordenadas elegidos.

De esta interpretacion geométrica del producto escalar se deduce otra,
relacionada en este caso con la proyeccion de un vector u sobre otro vector
v, que es proyuy = |uf cosf. Entonces el producto escalar es

{u,v) = |v] proyu,
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Definicién 2. Se dice que dos vectores no nulos u,v € V de un espacio
vectorial son vectores ortogonales si (u,v) = 0.

Se dice que dos vectores no nulos u,v € V de un espacio vectorial son
vectores paralelos si (u,v) = |ul-|v].

Ejemplo 6. Consideramos en el espacio de las funciones continuas en el
intervalo [0, 1], C[0,1], el producto escalar

<fg>= [ F@)g()dr

Vamos a estudiar si las funciones f(z) = cos(mx) y g(x) = sen(mzx) son
ortogonales.
El producto escalar de f () = cos(wz) y g (z) = sen(7wz) es

1 11
< f,g>= f cos (mx) sen (mx)dx = f 5 sen (2mx)dx
0 0
1 1
e (- cos2mz)|, = yy (- cos 2w + cos0) = 0.

Luego si son ortogonales. o

Proposicién 3. Dada una familia {vy,...,v,} de vectores ortogonales dos
a dos se cumple el Teorema de Pitdgoras

[vit et val* = Vil o vl

Esta definicion también se extiende a conjuntos de forma natural. Dos
subconjuntos A, B de un espacio vectorial con producto escalar son subes-
pacios ortogonales si (z,y) = 0 para todo x € A,y € B.

A lo largo de esta asignatura vamos a trabajar frecuentemente con subes-
pacios ortogonales (por ejemplo: plano tangente y recta normal a una super-
ficie en un punto).

Senialamos que el conjunto de vectores ortogonales a un subespacio vec-
torial de un espacio vectorial V' es un subespacio vectorial de V.

Ejemplo 7. Consideramos el espacio R*. Sean M = {(x,y,z,t) e R*: 2z -y +
z=0} y N la recta que pasa por el origen y tiene vector director (2,-1,1,0).
Vamos a estudiar_si estos esnacios son ortosonales
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Este espacio representa un hiperplano de R%. Por otro lado, si (z,y,2,t) € N,
existe o € R tal que:
(.’,U, Y,z t) = (20&, -, Q, 0)7

que es la ecuacién de una recta. Calculamos el producto escalar de un ele-
mento de cada espacio:

(20, —a,a,0) - (A 22X + s 1, y) =2aXd —a (A + p) + ap +0 -y
=20\ - 2o\ —ap+ap = 0.

Por eso, si podemos concluir que son espacios ortogonales. o

Vamos a enunciar la siguiente propiedad que se cumple en espacios vec-
toriales cuando se ha definido un producto escalar.

Proposiciéon 4. En un espacio vectorial V' se cumple, para u,v € V, la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(u, v)|* < (u,u) (v,v).

Esta desigualdad sélo es igualdad si u, v son linealmente dependientes, es
decir, si existe A € R, tal que u= A\v.

Demostracion. La demostracion de este resultado no es complicada, se basa
en calcular el producto escalar de Au — pv consigo mismo, para A, € R:

0 < (Au—-pv, u-pv) = (Au u-pv) - (pv,Au-pv)
=A{wAu-pv) - p (v, \u-pv)
=22 (u,u) - A\ {u,v) = A (v,u) + p?(v,v)
=A% (u,u) - 2 p(u,v) + p? (v, v).

Si elegimos A = (u,v), 1 = (u,u), tenemos:

A (u,u) =2 (u, v) + p? (v, v)

= (u,v)2 (u,u) - 2(u,u) (u,v)2 + (u, u)2 (v,v)

/ \ / \2 \2 4 \oon
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Espacios normados. Norma

Ahora vamos a generalizar la idea de moddulo de un vector que hemos
visto en el espacio euclideo R", a cualquier espacio vectorial. Hemos definido
la norma a partir de un producto escalar, y en el caso de R™ coincide con
la idea intuitiva que tenemos de longitud de un vector. Para mantener esta
idea intuitiva, vamos a pedirle algunas cosas, para que coincida con la idea
intuitiva de longitud de vector que ya conocemos. Primero pediremos que sea
siempre positiva y que sea 0 si y sélo si es la norma del vector nulo. Ademas,
vamos a pedir que la norma de un vector proporcional a otro sea proporcional
en la misma proporcién. Y también vamos a pedir que la norma de la suma
de dos vectores va a ser siempre menor o igual que la suma de las normas de
los vectores y sea so6lo igual cuando los vectores estén alineados. Estas son
las propiedades que cumplia la norma que viene del producto escalar.

Con estas condiciones, podemos definir ya norma.

Definicién 5. Sea V' un espacio vectorial sobre R y sean u,v € V., X € R.
Una norma es una aplicacion |-| : V. — R que cumple las propiedades
stquientes:

» No degenerada: [ul| >0y ||u =0 si y sélo si u=0.
» Homogénea por homotecias: |[Aul = [A||u] .

» Desigualdad triangular: |u+ v < |juf + |v].

Un espacio vectorial donde se ha definido una norma se llama espacio
normado. A veces se indica (V, |-]|)-

Queremos destacar que la norma es una aplicaciéon, no es un ntmero.

Vamos a ver algunas propiedades de la norma.

» Para todo u eV, se tiene
[uf 0.

s Para u,v eV, se verifica

[l = il < us v < fu] +]v]
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Conocemos la norma euclidea en R”, definida para x = (x1,...,x,) como

n \1/2
1] - (Zx?) |
=1

En los ejercicios hemos comprobado que cumple las propiedades de una nor-
ma. En R esta norma determina, en cada ntimero, su valor absoluto. En R?
o en R3 representa, para cada vector, su longitud.

Podemos definir mas normas en R”, como las normas del maximo | - |
(también se denota, a veces, como |- |o) y de la suma | - ||;. Estas normas se
definen, para x = (x1,...,x,) € R*, como

H (1’1, tt ,l’n) H°° = maXi:l---"{|xi|}’

n

H (1’1,...,l’n) Hl = Z|x2|

i=1

Vamos a comprobar que la norma del médximo es una norma y dejamos como
ejercicio comprobar que lo es la norma de la suma. Comenzamos con la
propiedad de no degeneracion:

| (1, 70) oo = max;ey. n{|2zs]} >0
obviamente, porque cada |z;| > 0. Ademaés,
0= | (21, 0 oo = maics,_n{Jil} <= ] = 0 para todo i

Es decir, |x]| =0 si y sélo si x =0.
Vamos a comprobar ahora que es homogénea por homotecias:

(Ao = A (1, s ) oo = maxiey, _n{[Ai]} = maxiy_p{[A] ]}

= Al maxiy,_n{lzil} = Alx], -
Nos queda por comprobar la desigualdad triangular:

Ix+ ¥l =21+ 41,5+ yn) oo = maxicy _nflzi +il}

< maxi-1,..n{|zi + yil} < [x[o + ¥l

porque |z; + y;| < |x;| + |y;| para cualquiera nimeros x;,y; € R.
in embargo, esta norma no proviene de un producto escalar. Se puede
S b , est d duct lar. S d
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Sabemos que este supremo existe, porque es una funcién continua, con valores
en R, definida sobre un conjunto cerrado.
Otra norma usual es la siguiente norma:

I = [ 17 @l

Ejemplo 8. Vamos a comprobar que la norma del supremo

[flee = sup {If (2)[}
z€[0,1]

definida sobre el espacio vectorial C'[0,1] = {f:[0,1] — R: f es continua}
es una norma. Tenemos que comprobar:

1. No degenerada: |[f|e >0y ||f]e =0 siy sélosi f(z) =0 para todo .
En efecto:

[fles = S%Ii]ﬂf(ﬂf)l} =0 f(2)=0size[0,1].

2. Homogénea por homotecias: [Af] e = [Al[|f]o :

[Aflleo = sup {IAf (2)[} = sup {[AlIf (2)[} = Al sup {|f ()}
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
= A1 e
3. Desigualdad triangular: ||f + ¢]eo < | f]eo+]g] - Tenemos:
[f+glloe = sup {[f (x) +g(x)[} < sup {[f ()] +]g ()]}
ze[0,1] x€[0,1]
< sup {|f (@)} + sup {lg ()]} = [fleot]glc-
z€[0,1] z€[0,1]
-]

Si tenemos un subespacio vectorial W de un espacio normado (V,|-]),
entonces |-| restringida a W también es una norma, que se llama norma
inducida. A veces se indica como |-|;,. De este modo, (W, |-||;;,) es un espacio
normado. Se dice que W es un subespacio normado de V.

Tenemos que normas distintas pueden dar lugar a conjuntos distintos, o a
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El conjunto es:

A={(z,y) eR*: |(z,y)| <1} = {(z,y) eR*: /a2 +y> <1}

={(z,y) eR?: 22 +y? < 1}.

Dicho conjunto se corresponde con el circulo centrado en (0,0) y de radio 1,
y se representa en la Figura 2.

=
o

Figura 2: Conjunto A

Para el conjunto B, tenemos:

B ={(z,y) eR*: [(z,y) ] < 1} = {(2,y) e R* : max{|a],Jy[} < 1}
={(z,y) eR*:]a] <1,|y[ < 1}
={(z,y) e R?:-1<x<1,-1<y<1}.

Por tanto, B se corresponde con la Figura 3, en el plano.

A partir de una norma, tal como haciamos con el producto escalar, se

nnede definir nmma_distancia como
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Figura 3: Conjunto B

Ejemplo 9. Consideramos en el espacio de los polinomios definidos en el
intervalo [0, 1], la norma definida, para p (z), mediante:

bl = [ ()2

Vamos a determinar la distancia, definida a través de la norma, entre los
polinomios f(z)=22+z+1y g(z)=2-2.

La distancia entre dos polinomios es la norma de su diferencia, es decir,
se determina mediante:

1 1
I7-gl= [ (f@-g@)de= [ (e +o+1-(@-2))da
= fl(x2+3)2dx: fl(a:4+6:c2+9)da:
0 0
1
= l:c5+231:3+9:c :1+2+9: 26
5 0o 9 5
-]
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Esto, de forma mas formal, es decir que las estructuras topologicas de las dos
normas son las mismas (los mismos conjuntos abiertos y cerrados). O, lo que
es lo mismo, que las dos normas son equivalentes.

Dos normas | - |, |- |1 definidas en un espacio vectorial V', son normas
equivalentes si existen A\, € R, A\, u > 0 tales que para todo u € V' se cumple

Alul < fualy < ful.

Un resultado importante es que en R" todas las normas son equivalentes.
Esto significa que podemos trabajar con cualquiera de ellas. En general, a no
ser que digamos lo contrario, trabajaremos con la norma euclidea.

Observaciéon 6. Cualquier espacio vectorial normado V' sobre R de dimen-
sion finita n es isomorfo a R™. Por tanto, el estudio de cualquier espacio
normado de dimension n se reduce al estudio de R™.

Vamos a demostrarlo, pero en una primera lectura se puede obviar esta de-
mostracion. Partimos de V', un espacio vectorial de dimension n y de un base
suya de vectores unitarios {ay,...,a,} con la norma |-|*. Sea {ei,...,e,} la
base canonica de R™.

Entonces podemos establecer un isomorfismo algebraico' entre R™ y V:

f(xlel + oo +xnen) =xiay + -+ ITpa,.

Puesto que el espacio V' es de dimension finita, se cumple ademas que F' es un
isomorfismo topolégico u homeomorfismo (biyectiva, continua y con inversa
continua) entre (R™, |-|) y (V. ||"), en donde || es una norma cualquiera®
de R™. Ademds, cualquier propiedad que posea un subconjunto M c R"™ la
tiene también f (M) y cualquier propiedad que tenga un subconjunto F c 'V
la tiene también f~1(F).

Al hablar de isomorfismo queremos decir aplicacion biyectiva entre dos
espacios. Un isomorfismo algebraico es una aplicacion lineal biyectiva entre
dos espacios vectoriales

Se puede demostrar facilmente sin mas que tomar una base {ay,...,a,}
de vectores unitarios con la norma ||-]*. Si {e;.....e,} es la base candnica de
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Entonces esta aplicacién es un homeomorfismo (biyectiva, continua y con in-
versa continua) entre (R”, |-|) y (V. ||*), en donde |- es una base cualquiera
de R™. Entonces, cualquier propiedad que posea un subconjunto M c R” la
tiene también f (M) y cualquier propiedad que tenga un subconjunto F' c V'
la tiene también f-!(F'). Por tanto, el estudio de cualquier espacio de di-
mension n se reduce al estudio de R™.

Sabemos que podemos definir una norma a partir de un producto esca-
lar, pero no siempre es posible definir un producto escalar a partir de una
norma. La norma asociada a un producto escalar cumple la identidad del
paralelogramo

[t v+ u=v|*=2(Juf* + |v]°)

para u,v € V. Esta identidad tiene una clara interpretaciéon geométrica: si
tomamos el paralelogramo determinado por los vectores u, v entonces la suma
de los cuadrados de la longitud de sus diagonales es igual a la suma de los
cuadrados de sus cuadro lados (que son iguales dos a dos). Pero ademés, si una
norma cumple esta igualdad, entonces la norma viene de un producto escalar
y el espacio es vectorial y tiene producto escalar. Es decir, la identidad del
paralelogramo es condicion necesaria y suficiente para que una norma venga
de un producto escalar. Este resultado se atribuye a Fréchet, von Neumann
y Jordan y no vamos a demostrarlo.

Utilizando este resultado podemos comprobar con facilidad cuando una
norma proviene de un producto escalar. Vamos a comprobar que la norma
del supremo en R” no viene de un producto escalar. Recordamos que esta
norma es:

I (21, 20) oo = maXz‘:l,...n{|~”Uz'|}-

Si | - | cumpliese la identidad del paralelogramo, entonces para todo x =
(x1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € R” se tendria que

2 2 2 2
Ix+ ¥l +Ix -yl =2 (Ixl% + Iy1%) -

Es decir,

(‘i gl 3?) + (i (o))
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Sin embargo, si elegimos x = e1,y = e; + e,, entonces

Ix + YHZO = (max;_1, nf{|z; + yi|})2 =22 =4,
Ix - YHZO = (max;_1, n{|z; - yi|})2 =12 =1,

Ix]1%, = maxior, o flail} = 1,
Iy 1% = maxir, a{lyd} = 1,
2 2
Ix+yle+ %=yl =5,

2(Ixlz + lyl) =4,

luego no se cumple la identidad del paralelogramo. Por tanto, | - || no pro-
viene de un producto escalar.

Con este ejemplo vemos que los espacios vectoriales con producto esca-
lar son espacios normados, pero que en los espacios normados no siempre
se puede definir un producto escalar. Es decir, la idea de espacio normado
generaliza los espacios vectoriales con producto escalar.

1.3. Orientacion, producto vectorial y producto mixto

Como sabemos, para obtener las coordenadas de un vector de un espacio
vectorial de dimension finita respecto a una base distinta a la que esta expre-
sado, se multiplica el vector de sus coordenadas respecto a la base primera
por una matriz, que es la matriz de cambio de base. Esta matriz nos permi-
te clasificar de alguna forma, las bases de espacios vectoriales de dimension
finita que son, como veremos mas adelante, isomorfos a R".

En R” se dice que dos bases tienen la misma orientacion si el deter-
minante de la matriz de cambio de base es positivo. Asi, se pueden clasificar
las bases en R" segtin su orientacién con respecto a una base fijada. Como el
determinante de la matriz de cambio de base puede ser positivo o negativo,
se obtienen dos clases de bases segin el valor del determinante: la clase de
orientacion positiva (misma orientacién) y la clase de orientacién negativa
(distinta orientacion).

Ejemplo 10. Normalmente se considera que la base canénica de R3 con
su orden natural, que es B = {ey,e3,e3} = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} tiene
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z z
€3 €3
/ \62 / \«eg
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e »l// e; k/
x x
Orientacion positiva Orientacién negativa

Figura 4: Orientaciones positiva y negativa

La orientacién de una base es un tema importante y que vamos a utilizar
al trabajar con curvas y superficies. Alli hablaremos de orientacién positiva
0 negativa y entre otras cosas, en nuestra vida cotidiana es la formulacién
matematica de izquierda y derecha y da significado matematico a la expresién
“recorrer una curva en un sentido”.

Ahora trabajamos en R3. Una terna de vectores linealmente independien-
tes {vy1,Vva, vz} se dice que es derecha o dextrégira si tiene el mismo tipo de
orientacion que los dedos pulgar, indice y corazén de la mano derecha, o si
al ir de vy a vy el vector vs tiene el sentido de avance de un tornillo. En otro
caso, se dice que la terna es levogira o izquierda.

Ejemplo 11. La base canédnica {i,j,k} de R3 es dextrdgira.

El conjunto de vectores linealmente independientes B formado por los
vectores {(1,-1,0),(1,1,-1),(0,0,1)} es dextrégiro (los vectores estan dados
respecto a la base canédnica) y el conjunto {(1,-1,0),(0,1,-1),(0,0,-1)} =
B’ es levogiro.

En efecto, la matriz que expresa B respecto a la base candnica es

1 10
-1 10
0 -1 1

Su determinante es 2, se comprueba de forma inmediata. Asi pues, B tiene
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Figura 5: Orientaciones de las bases

Definicién 7. Siu = (uy,us,usz), v = (v1,v2,v3) son dos vectores de R3, el
producto vectorial deu y v, denotado por unv ouxv, es el unico vector
de R3 que cumple
(uxv)-w=det(u,v,w)
para todo w € R3.
El producto vectorial también se llama producto exterior.
Determinar qué vector es el producto vectorial de dos vectores puede

parecer complicado, pero no lo es tanto. Baste observar que si u = (1, uz, u3),
v =(v1,v9,v3) , entonces se cumple:

1 0 0 v U
2
(ll X V) €1 =] U Uy U3 | = 3
V2 U3
V1 Vg Vs

Teniendo en cuenta que el producto escalar de un vector por e; es la pri-
mera coordenada del vector, entonces la primera coordenada de u x v es el
determinate anterior. De forma similar, se obtienen las coordenadas segunda
y tercera de u A v respecto a la base candnica de R3. Y asi, se cumple

|U2 U3| |U1 U3| |U1 U2|
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donde tenemos que calcular un determinante cuya primera fila no son nime-
ros, sino son los vectores de la base canodnica.

Ejemplo 12. Vamos a determinar el producto vectorial de los vectores

(0,-1,3) y (2,-1,1).

Hacemos
e; €2 e3
(07—1,3)X(27—171) =(0 -1 3 :2e1+6e2+2e3.
2 -1 1
Luego (0,-1,3)x(2,-1,1) = (2,6,2) en la base canénica. ()

Proposicion 8. Propiedades del producto vectorial.

1. uxv=-vxu, no conmutativo.

2. (Au+pw)xv=(Au)xv+(pw)xv=XA(uxv)+u(wxv), linealidad.
3. uxv=0 sty solosiuyv son linealmente dependientes o cero.

4. (uxv)xw#ux (vxw), no asociativo.

5. (uxv)-u=(uxv)-v=0.

A partir de estar propiedades, obtenemos mucha informacién interesante.
Primero observamos que u xv es un vector perpendicular al plano deter-
minado por u y v (es decir, al subespacio generado por estos vectores). Se
demuestra teniendo en cuenta la tltima propiedad y la linealidad del pro-
ducto vectorial.

Por otro lado, como

det (u,v,(uxv)) = (uxv)-(uxv)=|(uxv)]>>0,

entonces la base formada por u, v, (u x v) tiene orientacién positiva.
Ademas, el médulo del producto vectorial u x v es el area del paralelo-
gramo de lados u y v, y viene dado por:
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Definicién 9. El producto mixto de tres vectores u,v,w es (uxv) - -w.

A partir del calculo del producto vectorial con determinantes, es facil ver
que si u = (ug,ug,uz), v=_(v1,v2,03), w = (wy,ws, ws3), entonces

Ur Uz U3
(uxv)-w=| v vy w3
w; W2 W3

Como interpretacion del producto mixto, diremos que el valor absoluto
de (uxv)-w es el volumen del paralelepipedo dado por los tres vectores, si
son linealmente independientes. Es sencillo de demostrar.

Por otro lado, supongamos que la base del paralelepipedo es el paralelo-
gramo cuyos lados son u, v, y que w determina la arista que no esta en ese
plano.

A partir de esto podemos determinar facilmente el volumen del tetraedro
que forman los vectores. El volumen de un tetraedro es

Zbh,
3

si b es el area de la base y h es la altura. Si consideramos el prisma triangular
cuya base viene determinada por u y v el volumen de dicho prisma es la
mitad del volumen del paralelepipedo determinado por u,v y w, luego dicho
volumen es

1

5 (u X V) *W.
Como el prisma triangular se descompone en tres tetraedros de igual volumen
(ver Figura 6), se deduce que el volumen del tetraedro definido por u, vy w

es .
E(U XV)- W.

Ejemplo 13. Determine el volumen del tetraedro de vértices
A=(0,0,0), B=(1,1,1), C=(2,0,-1), D=(-1,0,1).
Si consideramos los vectores
u=AB=(1,1,1), v=AC=(2,0,-1), w=AD=(-1,0,1),

entonces el volumen del paralelepipedo formado por los vectores u,v,w es

[(11 % v).wl YV el yolnmen del tetraesdro og 1a geovta narte del drea de octe
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Figura 6: Descomposicion del prisma triangular en tres tetraedros de igual
volumen

Terminamos adelantando una tltima propiedad. Si u y v son funciones de
R en R3 (son expresiones de la forma (u(t),us(t),us(t)), que repasamos en
el siguiente apartado) que dependen de un pardmetro ¢, y que son derivables,
entonces su producto vectorial también es derivable y

L v 1) = B0 1) 4 u () 240

1.4. Funciones de R" en R™

Partimos de funciones f: A c R® — R™. Son las aplicaciones que a cada
x = (1,...,2,) € A le asignan un elemento

fx)=f(x1,...,xn) = (fi(zr,. . yzn) ooy fin (21,0 20))
=(f1(X),...,fm(X)),

donde cada una de las funciones f; : A c R® — R es una funcién de varias
variables, que se llama componente de f. En esta definicion hemos indicado
las posibles notaciones que nos vamos a encontrar para hablar de funciones de
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Vamos a distinguir algunos casos particulares de funciones de R™ en R™
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 14. Sin =m =1, tenemos las funciones f: I c R — R de variable
real sobre R. La funcién f:[0,60] — R que a cada t € [0,60] le asigna los
kilémetros recorridos por un coche Férmula 1 durante los primeros ¢ minutos
de una carrera es un ejemplo de estas funciones.

o

Ejemplo 15. Si n > 1,m = 1, tenemos las funciones f : A c R* — R de
varias variables con las que hemos trabajado frecuentemente. Un ejemplo es
la funcién T': [0,1]x[0,1] ¢ R? — R que asigna a cada punto de coordenadas
(x,y) de una placa cuadrada de lado 1, la temperatura T (x,y) en ese punto.

)

Ejemplo 16. Si n = 1,m > 1, la funcién se suele llamar funcion vectorial.
Casos particulares son:

= Curva plana, considerando el movimiento de una particula que depende
s6lo del instante (tiene un grado de libertad, n = 1,m = 2). La funcién
o:1cR — R? da la posicién de la particula dependiente del instante
de tiempo.

= Curva en el espacio cuando n = 1,m = 3, que describe la posicion de
una particula que se mueve con un grado de libertad en el espacio
tridimensional.

Ejemplo 17. Sin > 1,m > 1, las funciones se suelen llamar campo vectorial.
Citaremos varios ejemplos de estas funciones:

= Simetria en un espacio de dimension n > 1 respecto al origen, que es la
funcién f:R?® — R” definida por f(x1,...,2,) = (-x1,...,—x,).

= Superficie, con n = 2,m = 3, donde la posicién de una particula en el
espacio esta determinada a partir de su movimiento con dos grados de
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= En el espacio, cambio de coordenadas esféricas a cartesianas y viceversa,
conn=3m=3.

Ejemplo 18. Si f : A c R® — R tiene todas las derivadas parciales en todos
los puntos de A, entonces el gradiente de f es la aplicacion que a cada x € A
le asigna

VIx) = (Dif(x),....Dif (x),.... Dnf (%)),

y donde Vf:AcR*» — R~
o

Las definiciones, resultados y procedimientos relativos a funciones de va-
rias variables estudiados anteriormente se pueden extrapolar facilmente a las
funciones objeto de nuestro estudio, teniendo en cuenta que cada una de las
componentes es una funcién de varias variables que toma valores en R.

De esta forma, para funciones f,g : A ¢ R®* — R™ se pueden definir
su funciéon suma y funcién resta, es decir, considerando estas operaciones
componente a componente.

Ejemplo 19. Sean f,g:R3 — R? dadas por

f(x,y,2) = (¥, 22 +1), g(2,y,2) = (%z)

Entonces

r—z
(F+9) (002) = F(r2) o (o 2) = (wer+ 525 22 142),

(F=9) (002) = (2) = (9, 2) = (w0 - 2

-z
+1

,22+1—z),

La composiciéon de funciones de varias variables con valores en espa-
cios multidimensionales se hace considerando las dimensiones de los espa-

cios imagen de la primera funciéon y dominio de la segunda. Consideramos
A RMm oo (- oon £LAY 2 R v of RY £ (' Q5 viara £ - A R

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Mateméticos M

Ejemplo 20. Sean f:R? — R?, g: R? — R3 dadas por:

o) = (x). g(a.y)=(cos(z—y),a>+y-1.z).

Entonces

h(z,y)=gof(z,y)=9(f(z,y))=9(4* z)
- (cos(y3—x),(y3)2+:c—1,y3) = (cos(y3—x),y6+x—1,y3).

Continuidad

Una funcién f: A c R* — R™ es continua en un punto a € A si existe
limy_a f (x) y ademés lim,_, f (x) = f(a). Esto es equivalente a decir que
cada una de las componentes f; de f es continua en el punto a. Ademas,
sabemos como estudiar la continuidad de cada f;, al ser funciones de varias
variables con valores en R.

Ejemplo 21. La funcién f : R? — R3 con f(x,y) = (22, y -z + 1, sen7y)
es continua en (0,0,0), porque

£(0,0)=(0%,0-0+1,senw-0) = (0,1,0),
lim r,y)= lim 22 y—x+1,senmw
(z,y)~(0,0) f(@y) (z,y)—(0,0) ( Y y)
= lim 22 lim —z+1), lm senw )
(<x7y)_)<070) (2,y)—(0,0) (y ) (z,y)—(0,0) Y
=(04,0-0+1,sen7-0) = (0,1,0),
lm  f(z,y)=/(0,0).

(z,y)—(0,0)

Una funcién f: A c R® — R™ es continua en el conjunto A si es continua
en todos los puntos a € A. Esto es equivalente a decir que cada una de las
componentes f; de f es continua en el conjunto A.

Sif,g:AcR* — R™ son funciones continuas en A, entonces también

| [P

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Mateméticos M

Diferenciabilidad de funciones de R™* en R™

Sea f: Ac R — Rm™ dada por f = (f1,..., fi,..., fm), donde cada
fi : AcR® — R. Entonces se puede extender el concepto de derivada segin
un vector v a esta funcion mediante:

Dyf(a)=(Dyfi(a),....,Dyfi(a),...,Dyfm(a)).

Obsérvese que la notacién que utilizamos es la habitual para indicar derivada
segiin un vector.

Como f;: AcR* — R, podemos utilizar las definiciones y resultados ya
conocidos para las funciones de varias variables sobre R. En concreto, pode-

. . . . of;
mos considerar sus derivadas parciales segtin e;, denotadas como D; f; o 83’; L,
J

A partir de ellas, podemos definir un equivalente a la aplicacién gradiente,
para funciones de R™ en R™. Es la apliacion dada por la siguiente matriz de
orden m x n:

Difi(a) Dofi(a) ... Dyfi(a)
Difs (a) Daf> (a) ... Dnf2 (a) ’
Difu(a) Dafu(a) - Dufu(a)

que es la matriz jacobiana de f en a y se denota f’(a).
Ejemplo 22. Dada f:R3 - R? definida por
f(x,y,2) = (a: + cos (:c2yz) Arx+y+2) ez) ,

vamos a determinar su matriz jacobiana. Hacemos

f’(X)Z( lel(X) D2f1(X) D3f1(X))
Dif2(x) Daofs(x) Dsfa(x)

[ 1-2zyzsen (2%yz) —ax?zsen (2?yz) -x?ysen (22yz)
| e? e* e*(l+x+y+z2) |

Definimos formalmente la diferencial de una funciéon f de R™ en R™.

Definicién 10. Una funcion f: A cR* — R™ es diferenciable en un punto
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La diferencial tiene las siguientes propiedades:

1. Si existe, la diferencial de f en a es tnica. Se denota Df (a), es decir
Ax) = Df(a)(x) y se tiene que la matriz asociada a la aplicacién
lineal Df (a) es la matriz jacobiana f’(a).

2. Condicién necesaria de diferenciabilidad: Si la funcién f diferenciable
en a, entonces f es continua en a.

Ademas, al igual que pasaba con la derivada y con las derivadas parciales,
hay varias reglas de célculo que nos permiten determinar la diferencial de una
funcion. Algunas son conocidas del estudio de las funciones de varias variables
que toman valores en R.

Proposicion 11. Propiedades de funciones diferenciables.

1. Toda funcion constante en A es diferenciable en A y su diferencial en
cualquier punto a de A es la aplicacion lineal nula.

2. Toda aplicacion lineal es diferenciable y su diferencial en cualquier pun-
to es ella misma, es decir, si T : A ¢ R* — R" es lineal, entonces
DT (a)(x) =T(x) para todo a € A.

3. 81 f,g: AcR® — R" son dos funciones diferenciables en a € A sobre
R y a, 8 € R son dos numeros reales, entonces las funciones af + g y
f g son diferenciables en a y:

D(af +pg)(a) =aDf (a)+5Dg(a),
D(f-g)(a)=f(a)Dg(a)+g(a)Df(a).

4. 81 f,g: A cR* — R" son dos funciones diferenciables en a € A
sobre R y g(x) # 0 para todo x € A, entonces la funcidn cociente es
diferenciable en a y se cumple:

f g(a)Df(a)-f(a)Dg(a)
Dl=](a)= .
(9)( : (9 (a))*
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Ejemplo 23. Sean f:R? — R? y ¢g: R? — R las funciones dadas por

f(2,y) = (2*y*, cosay?), g(2,y) = ye".

Vamos a estudiar si g o f es diferenciable y en caso de que lo sea, vamos a
determinar su diferencial, tanto para un punto genérico (x,y) como en el
punto (0,1).

En efecto, es diferenciable, por ser composicién de funciones diferencia-
bles. Ademas:

_ lel(xvy) D2f1(x7y)
Df(x’y)_( D1f2 ('Tvy) sz(ﬂf,y) )

_ ( 2xy* 42293 )

—y3senxy? -3xy?senxy?
Y Y Y

Dg ('Tvy) = ( Dlg (l‘,y) DQ.g (ZL‘,y) ) = (yem’em)’

Dy (f (z,y)) = Dg ((2*y* coszy?)) = (65’323/4 cosxy3,e”32y4),
D(gof)(@y)=Dg(f(z,y)) e Df (x,y) = Dg(f (z,9))-Df (z,y)

(gt s a2 2xy 42y
(e cosxy-, e )( —y3senxyd -3xy?senxyd

2,4 2,4
= (2zy*e™ Y coszy® — P’V senwy?,
2,4 2,4
4% Y cosay® - 3xy?e” ¥ sen xy?).
Para determinar la diferencial en (0,1) hacemos:

D(gof)(0,1)=(2-0-1%"" cos(0-1%) - 13" sen (0 - 13),
4-0213¢% cos(0-13) - 3-0-12¢% sen ) (0 - 13))
= (0,0).

Si lo hubiéramos hecho directamente, habriamos hecho:

g(f (2,9)) = g (”y*,cos 2y’ = (cosy®) V",
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Finalmente, el siguiente teorema nos dice cudl es la diferencial de una
funcién.

Teorema 12. Una aplicacion f: AcR® — R™, f=(f1.....fi,-.., [m) €S
diferenciable en a € A si y sélo si cada f; es diferenciable en a. Ademds, la
diferencial de f en a es la aplicacion lineal Df (a) cuyas componentes son
las diferenciales D f; (a) de las componentes de f, es decir:

Df(a)=(Dfi(a)..... Dfi(a),.... Dfn ().
Este resultado indica que la diferencial esta dada por la matriz jacobiana.

Ejemplo 24. Segiin vimos en un ejemplo anterior, la matriz jacobiana de
f:R3 > R2 con

f(x)=f(x,y,2) = (a:+ cos (J:Qyz) Arx+y+2) ez)

Dify(x) Dafs(x) Dsfa(x)

[ 1-2zyzsen (2%yz) —ax?zsen (2?yz) -x?ysen (22yz)
S\ e e? e (l+x+y+z) |

fI(X):( lel(X) D2f1(X) D3f1(X))

Entonces la diferencial de la funcién f en el punto (0,0,0) es la aplicacién

lineal Df (0) : R? - R? dada por
x
) y |=(r,z+y+2).
z

Es decir, es la aplicacién lineal dada por la matriz jacobiana de f en (0,0,0).
o

i)

Df(0)(z,y,2) = f(0) (z,y,2) =( } ?

Funcién implicita. Derivaciéon implicita

Consideramos una funcién f : A ¢ R2 — R. Se dice que la ecuacién
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Esto es lo mismo que decir si podemos escribir y en funcién de = (para
x € V), o si podemos “despejar” y (es decir, cuando y = g(x) o, abusando
de la notacién y = y(x)), entonces en estos puntos se cumple la ecuacién

f(z,y) =0, para (z,y) € U.
Obsérvese que esta definicion se puede reescribir para “despejar” x.

Ejemplo 25. Se tiene la funcién f : [0,00) x [0,00) —> R definida por
f(x,y) =22+ y? - 5. Entonces si consideramos la ecuacién

f(zy)=2>+y*-5=0,

vemos que la variable x se puede expresar en funcién de la variable y como

T=1/5— y27
en el conjunto [0,/5] x [0,v/5]. Esto significa que la funcién f define a la
variable x como funcién implicita de y mediante = = g (y) = /5 - y? y que
f( 5-y%y)=0.

Es decir, hemos despejado una de las variables en funcion de la otra.
Podiamos, de la misma forma, haber expresado y en funcion de x.

-]
Sea f: AcR"xR™ — R™. Entonces el sistema
fi(xy) =0,
fm (x,y) =0,
define ay = (y1,...,Ymn) como funcién implicita de x = (z1,...,2,) en un
entorno U c A si existen un abierto V' ¢ R y una aplicacién g = (g1, ..., gm)

V cR® — R™ tales que (x,9(x) €Uy f(x,9(x)) =0 para todo x € V.

Ejemplo 26. Se tiene la funcién f : R?2 x R — R definida por f(x,t) =
f(x,y,t) =e* =3y +t3. De forma evidente, a partir de la ecuacién
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Por eso, se dice que f define a la variable ¢ como funcién implicita de (z,y)
mediante g : R? — R, g (z,y) = /3y —e* y que

f(:c,y, y 3y—em) = 0.

En este ejemplo, hemos despejado una de las variables en funcion de las otras
dos.
o

La definicién anterior nos dice que cuando tenemos un sistema de ecua-
ciones, podemos despejar unas de las incégnitas en funcién de las otras. Lo
dificil es saber cuando podemos hacerlo (cudndo existe la funcién g) y atin
en el caso de poder hacerlo, no siempre es facil encontrar la expresién de g.

Si la funcién f es lineal, encontrar una funcién implicita se reduce a
estudiar si un sistema tiene solucién unica.

Teorema 13. Teorema de la funcion implicita. Sea A c R" x R™ un
abierto, (a,b) un punto de A y f: Ac R*xR™ — R™ una funcién de clase
q en A (es decir, tiene derivadas parciales hasta orden q y son continuas en
A). Si se cumple:

1. f(a,b) =0,
2. det (Dy4ifj(a,b)) #0, parai,j €{1,2,...,m},

Entonces existe un subconjunto abierto U c A que contiene a (a,b), un
entorno abierto V. c R™ de a y una unica funcion g:V — R™ de clase q en
V' tales que:

1. det (Dy+if; (x,y)) #0, para todo (x,y) €U,
2. {(xy)elU: f(xy) =0} ={(xy)eU:xeVy=g(x)}.

Observacién 14. Senalemos lo siguiente respecto al teorema de la funcion
implicita:

= Fste teorema nos da condiciones suficientes que nos permiten asequrar

mie nodemas _desneiar unas de Ins imedanitas en funcidn de laos otras
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= 51 no se cumple la sequnda condicion, puede haber una, varias o ningu-
na funcion implicita, no lo sabemos (las condiciones no son necesarias).

= El teorema tiene cardcter local, no nos asequra que se pueda hacer glo-
balmente con expresiones unicas.

= Como veremos a continuacion, el teorema de la funcion implicita nos
permite determinar las derivadas parciales (de cualquier orden) de g.

A partir del teorema de la funcién implicita, podemos determinar las deri-
vadas parciales de g. Abusando de la notacién, podemos escribir, suponiendo
que se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita, que:

y=9(x)=y(x)=(y1(x),yn(x)).

En ese caso, tenemos que para los puntos (x,y(x)) € U, se cumple f (x,y(x)) =
0 o, para cada componente

fi(x,y(x))=0.

o .

Asi, queremos determinar a—z, parai=1,...,m, k=1,...,n. Con este fin,
Tk

derivamos la ultima expresion respecto a la variable xy, resulta:

ofi afi%Jrafi%Jr_ + afiay_m

+

Or, Oy Oxy,  Oyo wy, B OYm Oy,
Para cada k fijo, como ¢ = 1,...,m, tenemos un sistema lineal de m ecuaciones
y m incégnitas. La matriz de los coeficientes es ( 8yi) y su fila i es
J 2,j=1,...m
el vector formado por las derivadas parciales de f; respieclto a las variables
(Y1,--+y-++,Ym). Si lo escribimos utilizando la notacién matricial, tenemos
Oh Ofi\(Oow \ (Oh
le &gm 83.:%C 8@
Of O || 2w | | 0fu
e A, A A
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independientes es (— afl) . Pero ademads, considerando k£ = 1,...,n,
Tk /i=1,..m
tenemos la siguiente ecuacion matricial:
Oh O \(9nm . O of . Oh
Oy Y 0x1 oz, 0xq oz,
Ofn . Ofw || O .. Om Ohn . n |
Oy1 OYm o0xy o0x,, o0x, ox,,
donde las incognitas son (%) . . Como A tiene inversa, podemos ob-
T z:_ ..... VZ
tener su solucion: o
Oy On 9fi . Oh
8.’171 a.ﬁL’n 8:61 axn
A : : = - : : -
Oy Wy Ofm . Ofm
8.’171 a.ﬁL’n 8:61 axn
O On of . Oh
al‘l a{L‘n al’l axn
—| : =-A" :
Oym . Oy Ofm .. Ofm
8.’171 a.ﬁL’n 8371 axn
Otra forma de resolverla es utilizando la regla de Cramer para k fijo. En
ese caso:
O(f1,-- [m
. Uioodn) ()
Yi _ a(yla"'ayl—la "L‘Zayﬁ—l)-")ym)
Oy, O(f1,-- fm) ’
x,y (x
a(yl,...,...,ym)( (x))

donde (S, fm)

8(y17---7---7ym)
a(flu---7fm)

s Yio1y — T Yiadsy - - 7ym)
cuya fila j es el vector formado por las derivadas parciales de f; respecto a

(Y1, -y Vi1, —Tiy Yist, - - -, Ym ) - Esta es una expresién general, pero el sistema

(x,7(x)) es el determinante de la matriz de los co-

eficientes y 2 es el determinante de la matriz
Y1,
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1. Estudiar si f define a v y v como funciones implicitas diferenciables

(u,v) = (g1 (z,9,2),92 (x,y,2)) en un entorno de (0,0,0,—%, %)

2. Obtener la matriz jacobiana de dicha funcién implicita en caso de que
exista.

Solucion:
1. Tenemos f('ruy7z7uuv) = (fl ('r7y7z7uuv) 7f2 (x7y7z7uuv))7 donde
fi(z,y, z,u,v) =utv+a?—y*+22, fo(x,y,2,u,0) = u? +v2 +u—-2xy2,

que son funciones continuas en R®. Ademas,

11 11
fl (O’O’O’__ ):07 f2 (070707__ ):Oa

22 272
of of
ou Ov 1 1 1 1
:‘2u+1 % :‘o | *
dfs 0f2 (0,0.0-3.3)

ou  0v l(000-11)

Luego se cumplen las condiciones para la existencia de funcién implicita
y existe un subconjunto U de R5 que contiene a (O, 0,0, —%, %), un
entorno V de (0,0,0) y una funcién g (z,y,2) = (g1 (x,y,2) , 92 (x,y,2))

tales que:
{('T7y7z7 u7v) e U:f('r7y7z7u7v) = 0} =
= {(x7y7z7u7v) € U : (x7y7z) € ‘/;(qu,U) :g(x7y7z7u7v)}
={(z,y,2,9(2,y,2)) : (w,y,2) € V'}.

2. Llamando a las componentes de la funciéon implicita g; y g2, la matriz
jacobiana en P = (0,0,0, L 1) sera,

2032
991 991 991 of, ofi \'( Oh 0f Oh
or Oy 0z ou v ox oy 0z
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Podiamos haber derivada implicitamente y luego haber resuelto el sis-
tema. Partimos de

0= f('raywzmql (x7y7z) y g2 ('ray7z)) -
0 =01 (1’7%2) + g2 (1’7%2) +.T2 _y2+22,
0=g?(x,y,2) +g5( -2
1 Y, 92 l’,y,Z) +gl ("L‘ayaz) TY=z.
Derivamos estas expresiones respecto a x,, 2:
01 892 o dg2 O )
0,0 +2x,2 +2 — -2
(0,0) = (ax xSy TR T or T Y)
8g1 8g2 g Jg2 891 )
0,0 -2y,201— + 29» -2
a91 09> og Jga  Og )
0,0 2z.2 +2 — -2z
(0,0) = (8z+8z R R P P

Tenemos un sistema de 6 ecuaciones y 6 incoégnitas, que particularizan-
doenx=y=2=0, son:

891 2(0,0,0) + 692 = (0,0,0),

0=- a91(000) a92(000) 8~‘71(000)_692(000)
891 L (0.0.0)+ 6)92(000)

0=- a91(000) a92(000) 891(000) a92(000)

891 2(0,0,0)+ 692 2(0,0,0),

0= 891 2(0,0,0)+ 692 2(0,0,0)+ ,99:1(0.0,0) (S;O’O) 992 (0,0,0).

Observe que aqui se ha tenido en cuenta que g (0,0,0) = -1, g2 (0,0,0) =
%. Obviamente, la solucién de estas ecuaciones son

19,
gl —(0,0,0) = 992 4,0,0) = 0,
ZL‘
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Ejemplo 28. Se considera la funcién f:R? x R - R definida por
F(@,y,2) = 1 - eleT =),
Vamos a:

1. Encontrar el valor de a tal que en un entorno del punto (1,0,a) la
ecuacion f(x,y,z) defina implicitamente una funcién z = g(z,y).

2. Calcular @(1,0) y @(1,0).
ox y

0%g
Y Bz

0%g 0%g 0%g
. lcular —=(1 —(1 — (1 1.0).
3. Calcular 8:102( 70)7 8y2( 70) axﬁy 70) ( 70)

Comencemos:

1. Para que se verifiquen las hipotesis, en primer lugar f debe ser una
funcién diferenciable con continuidad en un entorno de (1,0,a), lo que
se verifica ya que

f,(x7 y7 Z) = - (7.T6 -z 2y — x) e($7+y271z71).

Ademéds, debe ser f(1,0,a) =0, que es lo mismo que 1-e* =0, lo que
implica a = 0. Finalmente, en el punto (1,0,0) debe ser D3 f(1,0,0) # 0.
Como Dsf(x,y,z) = ze(@ +v’~e==1) "entonces D3 f(1,0,0) = 1, por lo que
la funcion f verifica las hipotesis del teorema de la funcién implicita en
este punto.

2. Al verificar las hipotesis de la funcién implicita, en un entorno U del
punto (1,0,0) la funcién f define a z como funcién implicita de las
otras variables. Si z = g(z,y), entonces en U

f(x,y, g(z,y)) =1 - e’ za(@y)-1) — g,

Si derivamos esta expresion respecto a x y a y, tenemos
0
) (7566 - g(ay) -3 (a, y>) e malen ) =,
x

ﬁ’)/
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3. Derivando las ecuaciones del punto anterior respecto a las dos variables
obtenemos:

92
0= (423:5 -2=—=(z,y) - o) (z,y)
Ox?
2
+ (728 - g(x,y) - fvg—z(ﬂc, y)) ) el v -ma@y)-1),
d%g

_y (l’,y) _'raxay (l’,y)

(
(
o RV ORI RE e ) | YRS AE) | EERa
(
(

0? 0 2
2058 () + (2022 () et maten o,
Oy? o

g 0%g
(l’,y) _'raxay (l’,y)

Ay
_ 99 6_ _ 9 )) (a7 +2 g (2.9)-1)
+(2y oy (x,y))(h g(x,y) T (z,y)])e :

Sustituyendo (z,y,9(z,y)) = (1,0,0), considerando los valores obteni-
dos en el segundo punto, se obtiene

0? 0? 0? 0?
Gor (0 =2 (@) =0= 5 (@y) g () =2,

Funcién inversa. Cambio de variable.

Consideramos dos espacios vectoriales, que llamamos FE,F donde hay
definida una distancia, y sea f : E — F una aplicacion entre ellos. En
general, estd aplicacién no es biyectiva y por eso, no existe f~!. Pero, dado
un punto a € F, si que podemos dar condiciones para que existan un entorno
V de a y otro entorno W de f(a) para que haya una biyeccién entre V' y
W, v que asi, exista f~! en W.

Vamos a centrarnos en espacios normados de dimensién n, es decir, en
TDn.
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de las y;):

yl:fl('xN'-'u'rn)u

Yn = fo (2, . 2,) .

Como esto es dificil en general, buscamos condiciones que nos permitan
asegurar que esto se puede hacer (o afirmar que f tiene funcién inversa). Si
f es una funcién lineal, en principio, podemos hacerlo (es un sistema de n
ecuaciones lineales y n incognitas). Si f es diferenciable, entonces podemos
utilizando el teorema de Taylor sabemos que F (x) = f(a) + Df (a) (x—a)
es una aproximacion lineal de f en un entorno V de a, porque

i ) =G

w>a |x-a

Como la matriz de la aplicacién lineal D f (a) es su matriz jacobiana, entonces
parece légico pensar que f tiene inversa en un entorno de a si det f’(a) # 0.

Teorema 15. Teorema de la funcion inversa. Sean A un abierto de R™,
f=(01, - fn) s AcR* — R" una funcién de clase ¢ en A, a € Ay
det f'(a) # 0. Entonces existen un entorno abierto V de a y un entorno
abierto W de f (a) tales que

1. f(V)=W,
2. La restriccion de f a'V tiene inversa f~': W — V de clase ¢ en W.

3. Ademds, para cada y € W se cumple (f~1) (y) = [f (f 2 (y))]".
Ejemplo 29. Sea f la funcién f:R? - R? definida como
f(xz,y) = (cosx +cosy, senx + seny).
Vamos a buscar la o las opciones correctas:

a. Es localmente inversible en cada punto de R2.
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Observamos que
f(@,y) = f(z+2m,y +2m).

Por tanto, no es inyectiva y no posee inversa global en R2.

Ademas, no en todos los puntos ha inversa local. Por ejemplo, en los pun-
tos de la forma (e,-¢) y (—¢,¢), para e suficientemente pequetio y positivo,
tenemos:

f(&', _8) = f(—&,é‘),
por lo que la funcién no es inyectiva. Como no es inyectiva en un entorno de
(0,0), entonces no va tener inversa local cerca de este punto. Por eso, no son

ciertas ni la opcién a) ni la opcién b). Sélo es correcta la opcion c).
-]

Ejemplo 30. Considérense las aplicaciones f, g :R? — R3 definidas por
f(xa Y, Z) = (62x7 _26y27 e—yz)’
9(z,y,2) = (v +y,2° + 2,22).

Tenemos las opciones siguientes:

a. La funcién f admite inversa diferenciable en el punto (0,0,0).
b. La funcién f admite inversa diferenciable en el punto (1,0,1).
c. La funcién go f admite inversa diferenciable en el punto (1,0,1).

d. Ninguna de las anteriores.

Veamos que las opciones correctas son la b) y ¢).

Comprobamos dénde es diferenciable la funcién f. Es de clase C'* en
R3, por ser cada una de las tres componentes de f de clase C*® en R (por
tratarse de productos y composiciones de la funcién exponencial con funcio-
nes polinémicas). Segin el teorema de la funcién inversa, f admite inversa
diferenciable en un entorno de cada punto donde el determinante jacobiano
de f sea distinto de 0. Puesto que

| 2e2® 0 0 |
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f admite inversa diferenciable en los puntos (z,y, z) € R3 tales que z(2y%-1) #
0, es decir, en el conjunto

Az{(x,y,z)eRB‘:z#Ooyii\/T?}.

Por otro lado, las funciones f y g son de clase C* en R?, por tanto, su
composicion f o g también lo es. Calculemos el jacobiano de g:

1 10
detg/(z,y,2)=|2r 0 1 |=z-22%
z 0

En virtud de la regla de la cadena, se tiene que

det(g o f)'(w,y,2) = detg'(f(z,y,2)) det f'(x,y, 2).

Por consiguiente, go f admite inversa diferenciable en los puntos (z,y, z) € R3
tales que det ¢'(f(z,y,2)) #0 y det f'(x,y,z) # 0. Obsérvese que

1
det g'(f(z,y,2)) = det ¢'(e¥*,—ze¥" e 7V7) = e7¥° = 2™ = () = ™4¥% = =
<~ 4dr+yz=-1n2,

luego g o f admite inversa diferenciable en el conjunto

2
A={(z,y,2) ER3:4x+yz¢—ln2,z¢0,y¢i§}.

El teorema de la funcion inversa se puede aplicar en casos muy concretos
de funciones con una finalidad muy concreta. Son los cambios de variable.

Proposiciéon 16. Si f : A ¢ R* — R” una funcion de clase 1 en A y
det f'(x) # 0 para todo x € A entonces la imagen de cualquier subconjunto
abierto de A es un subconjunto abierto.

nn'ﬂn;niﬁn 17 n/rn]’m‘n /"o /rvn/r-/;n”\]o Qon A 212 n;v;o/r-‘f'n I‘ID Rn [Ina n/n]/z‘nnn/;r{/n
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3. f es inyectiva en A.

Proposicién 18. Si f es una aplicacion reqular de clase ¢ en A (es decir,

continua y con derivadas parciales hasta orden q continuas), entonces f (A)
es abierto y f~1: f(A) — A es de clase q en f(A).

Ejemplo 31. Cambio de coordenadas polares a cartesianas y viceversa. Sea
f :R? — R? definida por

F(p.6) = (2,y) = (pcosb, psen ).

Como cos = cos(0+2m) y senf = sen (0 +27) no es inyectiva global. Es
inyectiva considerando que esta definida sobre

AZ{(p,9)6R22p>O,—7T<(9<7T}.

Y en ese caso, f es un cambio de variable entre Ay f(A), donde f(A) es
R? menos el semieje x negativo.
Las ecuaciones inversas son:

p=\/12+1y2 0= zaurctgg para (z,y) € f(A).
x
o

Ejemplo 32. Cambio de coordenadas cilindricas a cartesianas y viceversa.
Sea f:R3 — R3 definida por

f(p,@,z) = (l’,y,Z) = (pCOS@,pSGHG,Z) :
La funcién f es de clase infinito y si jacobiano

cosf -psenf 0
det f'(p,0,2) =| sen@ pcos 0 |=p
0 0 1

es distinto de 0 si p # 0.
Como f(p,0,2) = f(p,0+27m, 2), no es inyectiva. Sin embargo, con el
mismo A de las coordenadas polares. es invectiva en A x R v_f es un cambio
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Ejemplo 33. Cambio de coordenadas esféricas a cartesianas y viceversa. Sea
f :R3 — R3 definida por

f(p,0,9) = (2,y,2) = (pcosfsen p, psen sen g, pcos ¢).

La funcién f es de clase infinito y su jacobiano cumple:

cosfsenyp —psenfseny pcostcosyp
det f'(p,0,2) =| senfsenyp pcosfseny psenfcosp | =—p?senp
CoS ¢ 0 —psen p

es distinto de 0 si p#0 0 p # k7.
Como f(p,0,¢) = f(p,0+2m,¢) (por ejemplo) no es inyectiva. Pero si
consideramos

A={(p,0.0)eR*:p>0,-m<f<Tm,0<p<m},

entonces f es inyectiva en A y f es un cambio de variable de A sobre f (A).
Las ecuaciones inversas son:

z

V2 +y?+ 22

p=\x2+y?+22 0= arctgg, = arccos
x

para (z,y,2) € f (A).
-]

Ejemplo 34. Sea f : R? - R? una funcién definida en el conjunto A =
[-1,1] x [-1,1] ¢ R? por f(x,y) = (2%,y) . Estudiamos si f es un cambio de
variable de orden 1 en A.
Para ello, partimos del determinante de la matriz jacobiana:
, |2z O
det f ('Tuy) - 0 1

‘:233.

Como det f(0,y) = 0 para todo y € [-1,1], podemos asegurar que no es un
cambio de variable.
e
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1.4. Combinaciones baricéntricas

Nota importante

El estudio de los apartados Coordenadas baricéntricas y Transformacio-
nes afines no deben hacerse de forma exclusiva con este documento. Deben
estudiarse también los apartados correspondientes de “Notas de Geometria
Diferencial con aplicaciones”.

Cuando queremos describir un objeto matematicamente, lo que es un
primer paso si queremos trabajar con él a través de un ordenador, necesitamos
un sistema de coordenadas. Un ejemplo conocido son las coordenadas de un
vector de un espacio vectorial a partir de los elementos de una base suya,
o los cambios de coordenadas. Ademas nos interesa el objeto en si y no
su relacién con un sistema de coordenadas determinado. Esto significa que
vamos a trabajar con herramientas que son independientes del sistema de
coordenadas elegido.

Vamos a trabajar en un espacio bidimensional (o tridimensional), que
vamos a llamar espacio afin. Los denotamos, respectivamente, E? y [E3. Sus
elementos son puntos, que vamos a denotar con las letras (mintsculas en
negrita) a, b, x, y y sucesivas. Un punto identifica una posicién, como por
ejemplo, el punto medio de un segmento, el baricentro de un triangulo o el
centro de una esfera.

Pero ademds, consideramos R? y R3, que son espacios vectoriales donde
hay un producto escalar, y estan definidos distancia y angulos. Sus elementos
son vectores, que denotamos con las letras, también minisculas en negrita,
u,v, W, y sucesivas.

Podemos escribir los puntos y los vectores como matrices fila o como
matrices columna.

Aunque escribimos igual los puntos y los vectores, no son lo mismo. Los
puntos indican posicion y los vectores indican movimiento o desplazamiento.
Por eso, podemos sumar y restar vectores, y podemos multiplicar vectores
por escalares (por nimeros reales, en nuestro caso).

NA nadomne ciaaxaar nauintac ni woultinlicarlac nar acealarac coxma ooy an
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Pero podemos “restarlos” y el resultado es un vector. Por un lado, dos
puntos cualesquiera, a y b determinan un tnico vector que va de a a b. Lo
podemos determinar restando las coordenadas una a una:

v=Db-a.

Siay b estdn en E2, entonces veR? y si ay b estdn en E3, v € R3.

Pero, por otro lado, dado un vector v € R* con n = 2,3, hay infinitos
pares de puntos a y b tales que v = b —a. De hecho, si tenemos un par ay b
con esta caracteristica, también lo van a cumplir a+w y b+w para cualquier
vector w €R3,

Un ejemplo de esto lo tenemos en la siguiente figura.

B

.M
b//

V.
D
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Sin embargo, se pueden definir operaciones similares con los puntos. Por
ejemplo, si tenemos un segmento definido por su extremos a y b en E? o en
[E3, entonces su punto medio estd dado por la posicién

Pm = 1a+1b:a+1 (b-a).
22 2
Parece una suma de puntos, pero en realidad es una posicién mas un despla-
zamiento (un punto mds un vector), al haberlo reescrito como a+3 (b - a).
Observamos que se hace una “combinacion lineal” con los puntos, donde la
suma de los coeficientes es 1. De la misma forma, el segmento que une a 'y b
estd descrito por la ecuacién

ta+(1—-t)b, parate[0,1].

Para cualquier ¢, el punto resultante esta en el segmento y ademaés, para
cualquier punto del segmento existe un t de tal forma que se para ese t
tenemos el punto. Observamos que en las dos ecuaciones anteriores, la clave
estd en que la suma de los coeficientes es 1, porque de nuevo podemos escribir

ta+(1-t)b=b+t(a-b),

que es de la suma de un punto y un vector.
Podemos extender esta idea a un numero finito de puntos y a las coor-
denadas baricéntricas. Para los puntos a; € E2,E3 y para \; € R, con

1=0,...,mycon "\ =1, decimos que
m
a=2)\,~ai
i=0

es la combinacién baricéntrica de los puntos a; con pesos (o coordena-
das baricéntricas) \;. Senalamos que aunque parece una suma de puntos, en
realidad se puede reescribir como la suma de un punto mas una combinacién
lineal de vectores, porque

m m
a=2)\,~ai =aO+Z)\,~ (ai—ao).
1=0 i=1

Ejemplo 36. El centro de gravedad del cuadrado de vértices (0,0),(1,0),(1,1)
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Para entender bien las coordenadas baricéntrica, vamos a definir referen-
cia afin. Se dice los puntos py, ..., p, forman una referencia afin de R" si los
vectores popi,-- -, PoPr forman una base de R™. Si tenemos una referencia
afin pg, ..., pn, entonces cualquier punto p se escribe de forma tnica como
una combinacién baricéntrica

p= Z AiPi-
=0

Ejemplo 37. Vamos a comprobar que los puntos pg = (1,1), p1 = (2,1) y
p2 = (2,-1) son una referencia afin?
Veamos que los siguientes vectores son linealmente independientes:

Vl:pl_p0:(271)_(171):(170)7
Vo =P2 —Po = (27_1)_(171): (17_2)

El determinante de la matriz que forman es

=220

1 0
1 -2

y, por tanto, son base de R?, ya que son dos vectores linealmente indepen-

dientes y las bases de R? estdn formadas por dos vectores.
o

Ejemplo 38. Vamos a encontrar las coordenadas baricéntricas del punto
p =(0,0) en la referencia afin pg = (1,1), p1 =(2,1) y p2 = (2,-1).
Tenemos que encontrar Ag, \; y A9 tales que

(070) = )‘0(17 1) + )\1(27 1) + )\2(27 _1)7
con 1= Xy + A1 + Ay, Entonces

(0,0) = )\0(1, 1) + )\1(2, ].) + (1 — )\0 - )\1) (2,—1)
= (—)\0 +2,2)\0 +2)\1 - 1) .

Entonces obtenemos las ecuaciones

0=—>\0+2, l
P

A\ [ L 90
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Utilizar la relacion entre las coordenadas baricéntricas obtenemos Ag:

3 1
Md=1-dAg-A\=1-2+-=—.
2 0 1 +2 5

Entonces 3 .
(070) = 2(17 1) - 5(27 1) + 5(27_1)
o

Un caso importante de coordenadas baricéntricas son la clausura convexa
de un conjunto de puntos. Dado un conjunto de puntos a;, 7 = 1---n, la clausura
convexa de estos puntos es el conjunto de combinaciones baricéntricas de los
puntos {a;,i=1--n} de modo que las coordenadas baricéntricas (también
llamadas pesos), ademds de sumar 1, son no negativas. Es decir, son los
puntos a tales que

azzg)\iaizzg))\izl, A; 20 para todoi=0,...,m.

En E? nos podemos imaginar la clausura convexa de un conjunto de pun-
tos como el conjunto delimitado por una goma elastica que bordea a los
puntos, que estan senalados con clavos en el plano.

1.5. Transformaciones afines

Una transformacién afin o afinidad en el plano esta dada por la ecuacion
f(x)=Ax+b,

donde A es una matriz no singular de la forma

A = Qoo Ao1 ’
aip an
v b = (b, b1)" representa una traslacion.

De la misma forma, podemos considerar las transformaciones afines o
afinidades en el espacio como las transformaciones dadas por la ecuacion
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v b =(by,br,b)" es una traslacion.
Si A =1,b =0 entonces la transformacion es la identidad:

f(x)=Ix+0=x.
Si A =1, entonces la transformacion es una traslacion de vector b:
f(x)=Ix+b=x+b.

Ejemplo 39. La transformacion

re=(o 1) (5 )-(6)-(73")

es una traslacién de vector (1,0). -]

Ejemplo 40. La transformacion

1 00 T 1 r+1
f(x)=10 10 y |+ 2 |=] y+2
0 0 1 z -3 z-3

es una traslacion de vector (1,2,-3).

Ejemplo 41. La transformacién en E3 dada por

I

1 00
f(x)=1 0 10
000 0

IS IS

es la proyeccion sobre el plano xy. No es una transformacion afin, porque la
matriz es singular.
o

Ejemplo 42. Una homotecia es una transformacion afin que a partir de un
punto fijo, multiplica las distancias por el mismo nimero. Si el punto fijo es
el origen, estd representada por una matriz diagonal A v un vector b = 0.
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Ejemplo 43. Si la matriz A es una matriz diagonal, y b = 0, entonces
la transformacion f reescala cada uno de los ejes por los elementos de la
diagonal de A correspondientes. Por ejemplo, la transformacién

2 0 0 T 2z
)= 0 -1 0 [ly|=|-¥
0 0 1 z z

multiplica la primera componente por 2, la segunda por -1 y la tercera per-
manece igual. (]

Las transformaciones afines no respetan, en general, cualquier combina-
cion lineal de puntos, porque

fOx+py) = A(Mx+uy)+b=MAx+pAy +Db,
A (x)+uf(y) AM(Ax+b)+p(Ay+b) = AAx+ Ay + Ab+ ub
fAx+py)

cuando A + p # 1. Es decir, cuando hay una traslacién, la afinidad no respeta
las combinaciones lineales de dos puntos, excepto si tenemos una combinacién

#

baricéntrica.
Este resultado es vélido en general, para una combinacién baricéntrica.
Dados m + 1 puntos x;, \; e R, con i =0,...,my X"y \; = 1, para cualquier

afinidad, se tiene
f(z )\ixi) =Y NS (%)
i=0 i=0

Por este motivo, las afinidades transforman segmentos en segmentos y rectas
en rectas. Y ademas, respetan las proporciones entre segmentos de una recta.

Ejemplo 44. Sea f la transformacién dada por

roo=(5 1) )4)

2f(170)_f(071) :f(2(170)_(0’1))'

Entonces
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a comprobar la afirmacion:

f(2(1,0) = (0,1))

1
-
~
Jl\D

|
—_
~

|

—_—

1l

[N}
—_——
O =
— DN
SN— |
—_——
SO = O+
N~———

+

Si A es una matriz ortogonal (es decir AA" = 1), entonces la transforma-
cién es una isometria. Conserva las distancias, es decir

d(x,y) =d(f (%), f(y))-

Vamos a demostrarlo viendo que el cuadrado de ambas distancias es el mismo,
porque

E () F) = [FE)=FOIF=(F)-F () f(x)-f ()

(Ax+b-(Ay+b),Ax+b-(Ay +b))

= (A(x-y),A(x-y))=(x-y) A'A(x-y)
(x-y) (x-y)=(x-y,x-y)
|x-y[*=d(xy).

Ademas, si la transformacion es una isometria, la matriz A debe ser
ortogonal.

Senalamos que no toda matriz con determinante 1 es ortogonal.
Ejemplo 45. La transformacién plana dada por

[ \ [ 4 o\ [ o\
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La transformacién plana dada por

B cos% —seng (0 -1 1
A_(seng cos 5 )_(1 0 )’b_(—l ’

es un giro de 5 radianes mds una traslacién con vector (1,-1):

(0 -1 x 1Y [ -y+1
en-(10)(5)-(5)-()
En general, la transformacién plana dada por
cosf) —senf
A_( senf cosf )’
es un giro de 6 radianes. (-]

Ejemplo 46. Un giro de # radianes respecto al eje x esta dado por

1 0 0
A=] 0 cosf -—senf
0 senf cosf

y b=0. (]

Un movimiento en E? es una isometria donde el determinante de la
matriz A es 1. La matriz A de cualquier movimiento plano es un giro de 6
radianes y, por tanto, es de la forma

cos) —senf
A= :
( senf cosf )
A menudo, estas transformaciones han sido llamadas movimientos directos y

su caracteristica es que conserva la orientacion en el plano.
Las isometrias que no son movimientos tienen una matriz A de la forma

cosf senf
A_( senf) —cosf )

En estas isometrias no se conserva la orientacién.
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Ademds, sabemos que hay dos posibilidades: (0,0) se transforma en (1,0) y
(0,1) en (2,0) o (0,0) se transforma en (2,0) y (0,1) en (1,0). El primer

caso se reduce a
Ocost —0sen@+by \ (0o |\ (1
Osenf+0cos@+b; ] \ by ] \ O )’

f(0,0)
Ocosf—1sen@+by \ [ —lsen@+0by \ [ 2
Osenf+1cos@+b; | \ lcos@+by | \ 0 J°

Tenemos las ecuaciones

f(0,1)

b0:17 b0:17
61:0, - 61:07
—senf +1 =2, senf = -1,
cosf +0=0. cosf =0,
fr— bozl’blzojezgg_

En este caso, la transformacion seria un giro de 37” radiantes més una tras-

lacién de vector (1,0)

ro=(5 )0 ) (6)

Para el segundo caso, tenemos
Ocost —0sen@+by \ [ bo |\ [ 2
Osenf+0cos@+b; ] \ by ] \ O )’

Ocosf—1sen@+by \ [ —1lsenf@+by |\ (1
Osen@+1cos@+b; | \ lcos@+b; ) \ 0 )

£ (0,0)

f(0,1)

Resulta el sistema:

bO = 27 bO = 27
bl = 0, _ b1 = 0,
—senf +2=1, senf =1,
cosf+0=0. cosf = 0.
Supone una traslacién de vector (2,0) y un giro de g radianes. -]
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para f,g € C[0,1]. ;Se puede definir una norma a partir de él?

Solucidn: Si, siempre se puede definir una norma a partir del producto
escalar. En este caso es:

n=( [ rwa)”

2. Calculense el producto escalar de (1,2,3,4) y (-1,-2,-3,-4) y la nor-
ma de estos dos vectores.

Solucién: (1,2,3,4)-(-1,-2,-3,-4) =1(=1)+2(=2)+3(-3) +4(-4) =
~1-4-9-16=-30.

“(1727374)” = \/12 +224+32+42= \/3_0

(-1,-2,-3,~4)] = \/(-1)* + (-2)* + (-3)" + (-4)" = V/30.
3. Sea la norma definida a partir de un producto escalar como
>1/2

[ul = (u,u

Demuéstrese que cumple las siguientes propiedades, para u,v € R,
AeR:

a) [u| >0y |u| =0siy sélosiu=0.
b) [Aul = A[u].
¢) Ju+v]<fuf+]v].

Solucidén: La demostracién de estas propiedades es sencilla teniendo
en cuenta las propiedades del producto escalar. Comenzamos:

a) |u| >0y [u]=0siy sélosi u=0.En efecto:
[u] = (u,u)* >0
porque es una raiz positiva. Ademas,

>1/2

Ju] =(u,u) " =0 <= (u,u)=0<=u=0

por la primera propiedad del producto escalar.
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¢) lu+v| <|uf+|v]. Tenemos:

Hu+v|| (u+v,u+v)=(u,u+v)+(v,u+v)

= (wu) + (u,v) + (v,u) + (v, v)

= (u,u) +2(u,v) +(v,v)

<Juf* +2[u]- v]+|v|?
por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Entonces:
2 2 2
[u+v[" <™+ 2]uf - v] +]v]
2
= (lul +1vI)
lo que implica que
Ju+v]<fuf+]v].
4. Sean F un espacio vectorial normado tal que su norma | - | proviene

de un producto escalar. Probar que si x, y € E verifican que |z +y|| =
|| + |ly|, entonces x e y son linealmente dependientes.

Solucién: Como |z +y| = |z| + |y| v | - | proviene de un producto
escalar, entonces [z +y[* = ]2 + [y]* + 2[«[[y]. Por otro lado:

|z +yl? = (z+y,z+y) = (z,2) + (y,y) + 2(z,y).

De aqui sigue que
(z,2) +{y,y) + 2(z,y) = [z[* + [y|* + 2] = [ |y]

y por tanto
{z,9) = [yl

Razonando por reducciéon al absurdo, si x e y no son linealmente de-
pendientes entonces se cumple que = — Ay # 0 para todo A € R. Por
consiguiente

|z = Ay| >0 para todo \ € R.

Entonces

1
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Pero como (z,y) = |z||y|| se cumple que

{2, y) P =y, v) (2, ) = |2y = (y, 9) (x,2) =0

lo cual es una contradiccién. Luego existe A € R tal que z = Ay o
equivalentemente = e y son linealmente dependientes.

5. Consideramos en el espacio de las funciones continuas en el intervalo
[0,1], C[0,1], el producto escalar

1

(1.9)= [ @) g()da
para f,g € C[0,1]. Determine un polinomio de grado 2 que sea ortogo-
nal a f(x)=x-3.

Solucién: Si g (z) es un polinomio de grado 2, debe ser de la forma
g () = ax? + bx + c. Para que sea ortogonal a f () debe cumplirse

(f,9) folf(x)g(x)d:pzfol(x—3)(ax2+bx+c)dx

1
f (ax?’ +bx? - 3ax® + cx - 3bx — 30) dx
0

= f 23dx + (b- 3a)/ x?dx + (c - 3b) f xdx — 3c/ dz
0

= ai x4‘0+(b—3a)§x3‘0+(c—36 §x2‘0—3cx|0
_a, b—3a+c—3b_3c
4 3 2
_ 3a+4b-12a+6c-18b - 36¢
- 12
~ =9a-14b-30c
= T =
Esto ocurre, por ejemplo, si a = 10,b = 0,¢ = -3, siendo en este caso,
g(z)=102%-3
6. Demostrar que la norma de la suma, definida para x = (x1,...,x,) € R?,
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» No degenerada: |ul| >0y ||u| =0 si y sélo si u=0.
» Homogénea por homotecias: [Aul| = [A||u].

» Desigualdad triangular: |u+ v < |jul + |v].

Comenzamos con la propiedad de no degeneracién:
n
| (21, z) o= )l 0
i=1
obviamente, porque cada |z;| > 0. Ademads,
n
0= |zi| <= |x;| = 0 para todo 1,
i=1
lo que implica que cada z; = 0, lo que quiere decir que |x| = 0.

Ahora vamos a comprobar ahora que es homogéneo por homotecias:
n n
[Axly = A (@, wa) 1= ) Al = 3 [\ [
i=1 i=1

=Dl = A -
i=1

Nos queda por comprobar la desigualdad triangular:

n
HX+Y|\1 = [(x1+ Y155 T+ Un) oo = ZI!Eﬁyil
=1

< (il +lyil) = >0 = Ixl, + Iyl
i=1 i=1

(2
porque |z; + y;| <|x;| + |y;| para cualquiera nimeros x;,y; € R.
7. Demostrar la siguientes propiedades de la norma:

a) Para u,v eV se verifica

Jlaall Dzl [ Daall o Il
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Solucion:

a) Demostramos esta propiedad aplicando la desigualdad triangular
y la homogeneidad de la norma. Tenemos:

Ju| =Ju+v-v|<|u-v|+]|v]= |u]| - |v| < |u-V]|,

vl =lv+u-uf <|v-uf+]u] = |v]-|u] <]u-v].
De aqui resulta [|u] - ||v]| < |u+v| porque
[uf = Ivl <fa=v],v] - u] <]u-v].
Por otro lado
[u-v]<u]+[-v]=]uf+]v],
lo que, junto con la desigualdad triangular, implica
[usv]<uf+]v].

b) Se demuestra teniendo en cuenta las propiedades triangular y ho-
mogeneidad por homotecias y aplicando induccion sobre n.

8. Sean F un espacio vectorial normado tal que su norma | - | proviene
de un producto escalar. Probar que si x, y € E verifican que |z + y|| =
|| + |ly|, entonces x e y son linealmente dependientes.

Solucién: Como [z +y| = |z + [y| y | -] proviene de un producto
escalar, entonces [z +y[* = | + y]* + 2[«[[y]. Por otro lado:

lz+y|? =z +y,z+y) = (z,2) + (y,y) + 2(x,y).

De aqui sigue que
(z,2) + (y,y) + 2(z,y) = [z[* + |y|* + 2] = | |y]

y por tanto
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Entonces
(x =Xy, z = y) = (z,2) = 2X (2, y) + N (y,9) > 0 para todo A € R.

(razonando como en la demostracién de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz) la ecuacién anterior en A no puede tener una raiz real y, por
tanto, su discriminante es menor que cero

(@, y) > = (y, y) (z,x) <0.

Pero como (z,y) = |z||y|| se cumple que

{z,9) P =y, y) (. 2) = |2y ]? = (y, ) (x,2) =0

lo cual es una contradiccién. Luego existe A € R tal que = = Ay o
equivalentemente z e y son linealmente dependientes.

9. En el espacio de las funciones definidas sobre R y que son dos veces
derivables en el intervalo [-1, 1], se define

11 = 0700 + 1 Mo »

donde ||, es la norma del maximo. Pruébese que |-| es una norma en
este conjunto.

10. Sea f:R? - R? la funcién definida por

(ayw) = (jal+ ol

senx)
. .

Estudiar si existen derivadas parciales de f en el punto (0,0) y deter-
minarlas en caso de que existan tal como estd definida la funcién. Si
no es posible con esta definicién, estudiar si se puede redefinir en (0, 0)
de tal forma que f tenga en ese punto derivadas parciales. ;Es f una
funcion diferenciable en (0,0)?

Solucién: Observamos que

Son
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Veamos si podemos redefinir f(0,0) para que la funcién tenga derivadas
parciales en ese punto. Como
senx

lim r,y)= lim = lim cosx =1,
<x,y>e<ovo>f2( v) @)=00) T  (za)=(0.0)

podriamos considerar fo(0,¢) =1y f(0,t) = (|t|,1) para garantizar la
continuidad de f en el origen. En este caso,

D1 i(0.0) = lig LD ZNOD) g, 1120

t— t>0 ¢

que tampoco existe. [gualmente, no existe Dy f1(0,0). Para f,

o fa(t,0) = f(0,0) - SPE-1  sent—t
D1£2(0,0) = Jimn / S ==l ——=0
_1¢ f2(07t)_f2(070) Y 1-1 _
D5 f5(0,0) = lim ” =lfm——=0

por lo que si que existirian las derivadas parciales de f;. Pero como no
existen D1 f1(0,0) v D5 f1(0,0), en ninguno de los dos casos es [ una
funcién diferenciable.

11. Razone si es cierto que una funcién de clase uno, f : R? - R2, con
det f’ (x,y) # 0 en cualquier punto de R?, cumple:

a) Es invertible en un entorno de cualquier punto de R?2,

b
c

d

)
) Es inyectiva,

) Es lineal.

) Ninguna de las anteriores.

Solucidn: Es cierta la opcién a) por el Teorema de la funcién inversa.

La opcién b) no es cierta, porque esto significa que tiene inversa global
y no siempre ocurre asi.

La opcidn ¢) no es cierta, se ve con un contraejemplo: f (x,y) = (e* cosy, e*seny).
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Solucion: Comprobamos dénde se cumplen las condiciones del teorema
de la funcién inversa. Como cada una de las componentes son infinita-
mente derivables, f es una funcién de clase infinito. El determinante
de la matriz jacobiana en un punto (z,y) es

det f' (z,y) =

ze ‘zxyem—yemzyex(x—l).

Podemos asegurar que tiene inversa local si este determinante es dis-
tinto de 0 y esto ocurre si

y+0, x+l1.

Asi, los puntos en los que podemos asegurar que f tiene inversa local
esenlos {(z,y) eR2:y#0y x+1}.

13. Sea f:R? - R? la funcién definida como

fx,y) = (2% -y, 2% +y).

Elija los puntos en los que f tiene inversa local en un entorno suyo:

a) (0,0)
b) (1,1)
c) (0,1)
d) Ninguna de las anteriores.

Nota: Notese que el Teorema de la funcion inversa da condiciones su-
ficientes, pero no necesarias para que una funcién tenga inversa en un
punto. Por eso, aunque en un punto no se cumplan las condiciones, la
funcion puede tener inversa, y entonces ahi hay que estudiar si aun asi,
la funcién es invertible.

Solucién: Es correcta la opcién b).

Comprobamos que cumple las condiciones del teorema de la funcién
inversa en cada punto. Como cada una de las componentes son infini-
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Podemos asegurar que f tiene inversa local en un entorno de cada
punto en donde este determinante es distinto de 0. Como se anula en
los puntos de la forma (0,y), sabemos que la respuesta b) es correcta.

Pero aunque en los puntos (0,0) y (0,1) el determinante sea 0, no po-
demos asegurar que no tenga inversa (el Teorema de la funcién inversa
da condiciones suficientes). Por eso, vamos a buscar una expresién de
la posible inversa de f y ver si en entornos de estos puntos, existe.

Podemos calcular la inversa de la funcién despejando:

2+y=u x? =
p— bt

2-y=v

Entonces, como obtenemos una expresién de 22 en funcién de u y v, si
intentamos despejar, para cada valor de u y v obtenemos dos valores de
x. Y por esto, observamos que en cualquier entorno de un punto de la
forma (0,y), existen dos puntos en él de la forma (¢1,y) y (-¢1,y), tales
que la imagen de estos puntos por f es la misma. Por eso, la funcion
no es inyectiva y por tanto, no tiene inversa local en estos puntos. Asi
podemos concluir que las opciones a) y ¢) no son correctas.

14. Sea f:R? - R la funcién dada por f(z,y) = z3 —y3 —y2x + 1. Elija la
opcioén correcta.

a) La funcién f define una funcién implicita y = ¢(z) en un entorno
de (0,0).

b) La funcién f define una funcién implicita y = ¢(x) en un entorno
de (0,1).

c¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién: Es correcta la opcién b).

Veamos que se cumplen las hipotesis del teorema de la funcién implicita
en (0,1). La funcién f es de clase C* en R? por ser polinémica y se
tiene que f(0,1) = 0. Puesto que se trata de despejar la variable y, hay
que comprobar que Dy f(0,1) #0:
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tnica funcién ¢ : V — R de clase C* en V tales que Dy f(x,y) # 0 para
todo (x,y)eU y

{(,y) U f(2,y) =0} = {(z,y) e Uz e Viy = p(x)}.

Luego en el entorno U de (0,1) f define la funcién implicita y = p(x).
En el punto (0,0); no se tiene que f(0,0) =0, por tanto, la opcién a)

no es correcta.
15. Se considera la funcién f:R3 — R definida por
fz,y,2) =1 - ele™+y-ra-1)
Elija la o las opciones correctas:
a) Sia =0, podemos asegurar que la funcién (z,y,z) define implici-

tamente una funcién z = g(z,y) en un entorno de (1,0,a).

b) Si a =1, podemos asegurar que la funcién (z,y,z) define implici-
tamente una funcién z = g(z,y) en un entorno de (1,0,a).

c¢) Sia=-1, podemos asegurar que la funcién (z,y, z) define implici-
tamente una funcién z = g(z,y) en un entorno de (1,0,a).

d) Ninguna de las anteriores.

Solucidn: Vamos a ver para qué valores de a se cumplen las condiciones
del teorema de la funcién implicita. Para que se verifiquen las hipotesis,
en primer lugar f debe ser una funcién diferenciable con continuidad
en un entorno de (1,0,a), lo que se verifica ya que f tiene diferencial,
que es

f(w,y,2) = (— (5ZE4 - z) 6(955*3/‘953—1)’ _6($5+y_m_1),xe<x5+y‘m‘1)) .

Y a su vez es continua, por ser producto de funciones continuas. Ademas,
debe ser f(1,0,a) =0, que es lo mismo que 1 —e® =0, lo que implica
a = 0. Finalmente, en el punto (1,0,0) debe ser D3f(1,0,0) # 0. Como

o/ AN (250 po 1)
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16. Sea g la funcién z = ¢g(y, z) definida implicitamente en un entorno del
punto (o, Yo, 20) = (-1,-1,1) por la funcién F(x,y,z) = 2? —In(xyz) -
(z+2)* =5y —6=0 ges diferenciable en (yo,2) = (-1,1)? Razone la
respuesta.

Solucién: Si, porque D1 F(-1,-1,1) #0 y F'(-1,-1,1) = 0. El teorema
de la funcién implicita garantiza que g es diferenciable en su entorno
de definicion.

17. Sean los puntos po = (0,1), p1 = (1,1), p2 = (2,-1). ;Son una refe-
rencia afin? En caso de que lo sean, determinenense las coordenadas
baricéntricas \g, A1, A2 de un punto (z,y) respecto a esta referencia.

Soluciéon: Comprobamos que son una referencia afin. Veamos que los
siguientes vectores son linealmente independientes:

Vl:pl_p0:(171)_(071):(170)7
Vo =P2 —Po = (27_1)_(071) = (27_2)'

Podemos comprobar que son linealmente independientes viendo que no
es 0 el determinante de la matriz

1 0
0]

Por tanto, base de R2, ya que son dos vectores linealmente indepen-
dientes y las bases de R? estan formadas por dos vectores.

Las coordenadas baricéntricas de un punto (x,y) son
(:an) = )‘0(07 ]-) + )‘1(17 1) + )‘2(27 _1)7
con 1= Xy + A1 + Ay, Entonces

(l‘,y) = )\0(0, 1) + )\1(]_, ].) + (1 — )\0 — )\1) (2,—1)
= (—2)\0 —)\1 +2,2)\0 +2)\1 - 1) .

Entonces obtenemos las ecuaciones

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

Sustituyendo esta igualdad en la segunda ecuacion, tenemos el valor de

)\02
2 =—r-M+2=-2x-2-y+1+2="2x-y+3
= A L + >
=-r—-—y+-.
0 273
Y ya solo nos queda utilizar la relacion entre las coordenadas baricéntri-

cas para tener As:

1 3
A=1-A-A =1 T 1==-=9.
9 0 1 +:c+2y 5 T-y+ 5 2y

Estas son las coordenadas baricéntricas.

o3 ()

determinese la imagen de la recta y = x + 2 por esta aplicacién afin.
t

18. Dada la afinidad

Solucién: Los puntos de la recta y = x + 2 son de la forma (x,x + 2)

Su imagen por f es
o3 2 )5 ) (D))
Obtenemos los puntos de la forma
(3x+5)
-x-2 |
Esto es lo mismo que escribir que son los puntos (z,y) que cumplen:
r=3\+5, y=-A-2,

o, considerando A = —y — 2, la recta
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