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1. Curvas en el espacio. Visualizacion en el
ordenador.

Ya conocemos las curvas en el plano. Vamos a generalizar lo anterior al
espacio, donde ademas apareceran nuevas caracteristicas de las curvas. Vimos
que podemos interpretar intuitivamente una curva como la trayectoria que
describe una particula o un mévil. Suponiamos que depende del tiempo t y
que la posicién de la particula estd dada por la funcién x (¢), donde para
curvas en el espacio, es x (t) : [ c R — R?, con x (t) = (z (1) ,y (1), 2 (t)).

Igual que para curvas en el plano, la velocidad de la particula esta dada
por la funcién (vamos a suponer que las componentes tienen tantas derivadas
como necesitemos)

dx (t)
dt

v () =x'(t) = (2" (1) 4" (1), 2" (1)) =

Ademas, conociendo la posicién, xg, en el instante t, de la particula y su
velocidad v (t), la trayectoria de la curva es:

x(t):x0+/t;tv(s)ds.

La aceleracion de una curva es la derivada de la velocidad, es decir es

a(t) e
Zl(tg ) — (mll (t) ’yll (t) ,Z” (t)) .

Comenzamos con ejemplos de curvas en el espacio.

a(t)=x"(t) =

Ejemplo 1. Todas las curvas del plano son curvas en el espacio. Una forma
sencilla de verlo es considerando que su tercera componente, z (t) vale 0. @

Ejemplo 2. Por analogia con los ejemplos de curvas planas, vemos que un
punto es una curva espacial, de ecuacion

x (t) = (a,b,c).

Su velocidad es nula, v (¢) = (0,0,0). Una recta también es una curva espa-
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y que en un instante t = to pasa por el punto (a,b,c), la ecuacién de la recta

es:
t t t t
x (t) =x0 + f v(s)ds=(a,b,c)+ (/ v1ds, f vads, [ vds)
to to to to

= (CL + vt — ’Ulto, b+ Vol — ’Ugto, c+ vt — Ugto) .
Las ecuaciones paramétricas de la recta son:

r=a+v(t-ty),

y=b+’U2(t—t0),
z=c+uvg(t—to).

La grafica del punto (-2, 1,3) y la recta que en ¢ = 0 esté en ese punto y tiene
velocidad constante (1,0, 1) se representa en la siguiente figura:

QQﬁQ]QmﬁQ Qin {‘]Dfﬂﬂﬂv‘hhc cn olla ocnie 11na rocta on ol ocnacia nuiode cor
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En efecto:
x' (t) = (3t,3t%,3t%).

Ademas, la aceleracién es constante, porque
x" (t) = (6t,6t,6t).

La gréfica de esta curva es

N o
OOOO0

100
M0 100 g

y para representarla con Maxima hemos utilizado las sentencias:
-> load(draw)$
draw3d (parametric(t~3-1,t"°3,t"3+1,t,-5,5));

Recordamos que si se utiliza wxdraw la grafica se representa en el mismo
documento de Maxima y que si se escribe draw, la representacién es en una
nueva ventana que se puede girar con el raton. Esto ayuda a visualizar con
mas facilidad la curva. o

Ejemplo 4. Las componentes de la curva dada por
x(t) = (2 - 1,t"+ 3t +2,t)

son polinomios. Su representacion grafica es, hecha con Maxima a partir de
-> load(draw)$

1 a1 oo g ax = = [a ol
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Las curvas cuyas componentes son polinomios se llaman curvas polinémicas.
o

Al estudiar las curvas polinémicas, vimos las curvas de Bézier, donde estas
curvas estan determinadas a partir de coeficientes ordenados del poligono
de control, {b;};—0. n, y expresadas en la base dada por los polinomios de
Bernstein de grado n, B! (t):

SURTACE Y G TR

para t € [0,1]. Vimos propiedades de estas curvas, como que son invarian-
tes por transformaciones afines, que la curva estda contenida en la clausura
convexa del poligono de control o que se cumple:

x (0) =bg, x(1) = b,.

Ahora senalamos que todo el desarrollo hecho para las curvas de Bézier es
valido si el poligono de control no esta en el plano, sino en el espacio, es
decir, si b; € R3.

Ejemplo 5. Vamos a determinar la curva de Bézier cuyo poligono de control
es {(-1,2,0),(0,1,0),(1,1,-1)}.

Fl naliocnnn dacantral ac
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para los polinomios de Bernstein

2
l

Bf(t):(?)t"(l—t)"_i,Bf(t):( )ti(1—t)2-i.

Entonces la curva de Bézier es
x(t)=(-1,2,0) B3 (t) + (0,1,0) B (t) + (1,1,-1) B2 (t)
=(—1,2,0)( g )to(l—t)2+(0,1,0)( f )tl(l—t)1+(1,1,—1)( g )t2(1—t)0

=(-1,2,0)t°(1-t)*+(0,1,0) 2t* (1 - t)"
S+(1,1,-1)2(1-1¢)°
=(2-(-0)°,2+20(1-1)+2(1-1)",~1?)
=(2t- 1,12 -2t +2,—1%).

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

, Pooo
Liommkioo

Podemos determinar, de la misma forma que se hace para curvas en el
plano, el poliogono de control para expresar una curva como curva de Bézier.
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de Bernstein de grado 3.

x(1) = YbiB! (1)

=boB; (t) + b1 By (1) + bo B3 (1) + b3 B3 (1)
:bo( g )t0(1—t)3+b1( ‘{f )tl(l—t)z
+b2( ;’ )t2(1—t)1+b3( g )t3(1—t)0

= by (1-1)>+ b3t (1 -1)* + by3t> (1 - t)" + bst?.
Si llamamos b; = (z;,y;, 2;), entonces

x () = (20,40, 20) (1 =) + (1,51, 20) 3" (1= )" + (w2, 42, 22) 3 (1 = )" + (w3, s, 23) £
To — 3xot + 3wot? — wot? + 3twy — 6221 + 33w + 3t2x9 — 319 + 1375
= Yo — Syot + 3y0t2 - yot?’ + ?)tyOI - 6t2y1 + 3t3y1 + 3t2y2 - 3t3y2 + t?’yg

Z0 — 3tZO + 3tz + 3t220 - 6t221 - thO + 3t222 + 3t321 - 3t322 + t32’3
$0+3(—I0+I1)t+3($0—21’1 +I2)t2+ (—I0+3I1 —31’2 +l’3)t3
= yo+3(~yo+uy1)t+3(yo—2y1+y2)t?+ (—yo+3y1 — 3y + y3) t3
Zo+3(—20+21)t+3(2’0—22’1 +2’2)t2+ (—Zo+32’1 —322+23)t3
(t3 =2t + 1,4t - 1,1%).

Igualando la tercera componente, obtenemos:
Zo + 3(—20 + Zl)t+ 3(20 -2z + Zg)tz + (—ZO +321 — 329 + Zg)tg = t2,
lo que implica
zZ0 = 07
—Z()+21:O:>Z'1:ZOZO,
1
37
—20+321—-32:9+23=-1+23=0=— 23 =1.

3(20—221+22):322=1:>ZQZ
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significando
Yo = _17
1
3(-yo+y1)=3(1+y)=4d=u =3

3
(Yo +3y1—3y2+y3) = (1+1-5+y3) =0 = y3 = 3.

2
3(y0—2y1+y2):3(—1——+y2):O:>y2=

Con la primera componente de los vértices del poligono de control, hacemos
170+3(—£L'0+1'1)t+3(170—21'1 +$2)t2+ (-$0+3ZL‘1 -3, +ZL‘3)t3 =t3—2t+ 1.
Resolvemos y obtenemos:
xo =1,

1
37

2 1
3(1’0—2£Cl+$2) :3(1—§+$2) :O:>.§C2 :—g,

3(—xo+m)=3(-1+m)=-2= 11 =

—ro+3T1 —3x2+23=—-1+1+1+23=1=— 253=0.
Entonces, se puede escribir:

x(t) = (£ -2t + 1,4t - 1,t*) = boBj (t) + by B} (t) + by B3 () + by B3 ()
, 11 : 151
- (L0 B0+ (5.5.0) B0+ (555 ) BEO + (0.3, B ().
La grafica es:

Dooo
[ o BN 3 s Y

n
=
n
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2. Definiciones y primeros resultados

Nota importante: El estudio de este apartado se debe complementar
con el apartado 4.4. del documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés, enero 2014.

Siguiendo con el desarrollo realizado para curvas en el plano, resumimos
las principales definiciones y resultados ya hechos para estas curvas, y que
son totalmente vélidos para curvas en el espacio, es decir, para curvas en R3.

Partimos de curvas dadas por x : I ¢ R — R3, donde la funcién x
es al menos diferenciable una vez (aunque a veces vamos a pedir que sea
diferenciable mas de una vez). Aunque lo que sigue ya lo estudiamos en
general, vamos a repasar los conceptos de punto regular y singular, curva
regular, punto multiple y longitud de arcos con algunos ejemplos.

Comenzamos con curvas que no estan necesariamente parametrizadas por
la longitud de arco. La variable es t y la curva es:

x(t) = (z(t),y (t),2(1)) .

la parametrizacién no influye para determinar puntos singulares y regulares
o puntos multiples.

Ejemplo 7. Sea C' la curva definida por x(t) = (¢, - 3t,t> + €'), para x :
[0,1] - R3. Vamos a estudiar si tiene puntos singulares y si es una curva
regular. Ademas, estudiaremos si el vector x’ (¢g), que es tangente a C' en un
punto x () no singular puede ser perpendicular al plano zy.

Primero determinamos el vector x’ (t) :

x'(t) = (1,3t - 3,2t +€") # (0,0,0)

para cualquier ¢, porque la primera componente siempre es distinta de 0. Por

tanto, la curva no tiene puntos singulares y como la funcion que la define es

diferenciable (las componente son derivables) es una curva regular.
Ademas, el vector derivada es

x'(t) = (1,3t* - 3,2t +¢'),

. . . ., .
xr tiomna la micoma_divaceidn sz cantida cnia ol szaotar tancanta Dara cnin caa
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Ejemplo 8. Determinemos si la curva dada por
x (t) = (1,¢ - 2t,2¢%)

tiene puntos multiples.
Tiene puntos multiples y si y solo si

(1,82 -2t,2t%) = (1,43 - 2¢;,2¢3) .

La primera coordenada coincide siempre. La tercera coordenada es igual si y
solo si t = +t1. Nos interesa s6lo cuando t = —t;. En ese caso, debe cumplirse,
en la segunda coordenada:

=2t = (=t =2(~t)) =3+ 2t; =t + 24,

=t=t; < t=0.

Por eso, la curva no tiene puntos multiples. Su grafica es

Sabemos que un vector tangente a la curva en el punto correspondiente
at =ty es el vector derivada x’(ty). El vector tangente es un vector con
su misma direccién y sentido, pero unitario, es decir, es el vector

L e
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Tenemos:
x'(t) = (2tcost - t*sent,cost,3), x' (0) = (0,1,3).
Por eso, el vector tangente a la curva en ¢ =0 es

v 0.13) (0 b i) '
1(0.1,3)] \"" V10" V10
Ademsds, x (0) = (0,0,0). Por tanto, la recta tangente es
(z,y,2) =(0,0,0) + A (0,1,3).
)

Ejemplo 10. Calculemos la longitud de un paso de hélice circular de ecua-
ciones x (t) = (cost, sent,3t).
Tenemos que
x' (t) = (—sent,cost,3).

Un paso de hélice es la porcién de curva comprendida entre los valores ¢; y
t1 + 2m. Por eso, en este caso, tenemos:

27 27
I= V sen 2t + cos2t + 32dt = / V' 10dt = 2+/10m.
0

0

La expresiéon de una curva parametrizada por la longitud de arco es

x(s) = (x(s),y(s),2(s)),

donde s es el parametro longitud de arco. Si la variable es s nos vamos a referir
a curvas parametrizadas por la longitud de arco, aunque no lo indiquemos
entonces. Y si la variable es t a curvas no parametrizadas por la longitud de
arco.

El vector tangente para una curva parametrizada por el arco, que llama-
remos t (s), verifica:

t(s)=x'(s) = (2" (), 4" (s),2"(s))
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La funcién curvatura o curvatura es su médulo, es decir, es
_ "
k(s) = [x" ()]
Observamos que la curvatura siempre es positiva.

Ejemplo 11. El vector curvatura y la curvatura de una recta en el espacio
es 0, tal como ocurria con rectas en el plano. o

Ejemplo 12. Vimos que una parametrizacién por la longitud de arco de la
hélice dada por las ecuaciones

x (t) = (4cost,4sent,—t),

para t € (-=10,10), considerando tg = 0, era

VIT V1T V1T

Vamos a determinar el vector curvatura y la funcién curvatura de esta para-
metrizacion.
Tenemos que el vector tangente es:

X(s):x(t):(4008i dsen — —i).

t(s):x’(s)z(— 1 sen — 1 oS

S 1
N AN AT, ¢1_7’_¢1_7)'

El vector curvatura es

4 5 4 5
k = " = [ [ —_— .
(s) =x"(s) ( T cos ViR, sen Niva 0)

La funcion curvatura es

" B 4 s\ 4 s\ 5
k(s)=|x (s)|—\l (—ﬁcos \/1_7) +(—1—75en \/ﬁ) +0

N =)
4
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Ejemplo 13. La hélice del ejemplo anterior no tiene puntos de inflexién,

porque A
k(s)=—%0
(s) =17

para todo s. (]

Recordamos que para curvas planas, la curvatura determina de forma
Unica la curva, salvo movimientos en el plano, por el teorema fundamental
de la toeria de curvas planas. Esto no ocurre con las curvas en el espacio. Un
ejemplo esta en la hélice del ejemplo anterior, con curvatura constante % y
en la circunferencia de radio %, dada por las ecuaciones

17 17
x(t) = Zcost, Zsent, 1],
que tiene esta misma curvatura. Obviamente, ambas curvas no son la misma.
Necesitamos algo més, como veremos mas adelante.

Tal como pasaba con las curvas planas, para curvas espaciales parametri-
zadas por la longitud de arco, los vectores tangente t (s) y curvatura k(s)
son perpendiculares, porque:|x’ ()] = 1, tenemos:

dx dx ]

ds ds
Derivamos esta expresion y tenemos en cuenta las propiedades del producto
escalar, para llegar a:

d’x dx dx d*x d?x dx
_._+_-—_2—-—:
ds? ds ds ds? ds? ds

0.

Esto significa que el vector derivada segunda (que es el vector curvatura
k (s)) es perpendicular al vector tangente t (s), o que la aceleracién de una
curva parametrizada por el arco es tangente a la velocidad.

Ejemplo 14. Comprobamos que los vectores tangente y curvatura de la
hélice circular de los ejemplos anteriores son ortogonales. Sabemos que
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Entonces
4 4 S S

t(s) k(s :——(——) sen Cos

(5) k() === | =17 ) 50 7 %
+i(—i)cos °_ sen —— - ! 0
V1T \ 17 17 V1T V17
__ 16 sen i CoS 5 16 cos i sen >
1717 1T AT 11T 1T /1T

=0.
-]

Para curvas en el espacio, el vector tangente no tiene un unico vector
normal. Sin embargo, cuando x” (s) # (0,0,0) (es decir, cuando un punto no
es punto de inflexién) hay un vector normal privilegiado, y es el vector

x!! (S)

n(s)=———=—

[x" ()]

Se llama vector normal (a veces, se llama también vector normal princi-
pal). Observe que hemos elegido el vector normal de forma que para curvas
parametrizadas por el arco, tiene la misma direccion y sentido que el vec-
tor curvatura. En la siguiente figura se representan los vectores tangente y
normal:

y
J/

e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



ETS de
Ingenieros
L. Industriales
Apuntes de Complementos Matemaéticos M

Ejemplo 15. Determinamos el vector normal de la hélice circular de los
ejemplos anteriores. Sabemos que

" (s) ( 4 5 4 s 0)
x"(s)=|-—=cos —,—-—sen ——,0],
17 V17 17 V17

4
k = —.
(s) T
Entonces

n(s) = o8

~x7(9)]

17( 4 s 4 s 4
=—|—75cos , — o sen ——,
4\ 17 1T 1T AT

s s
=|cos —, sen ——,0.
( V17 \/ﬁ)
o

2.1. Curvatura de una curva espacial no parametrizada
por la longitud de arco

Tal como hicimos con curvas planas, podemos determinar la curvatura
de una curva espacial sin necesidad de parametrizarla por el arco. Podemos
seguir el mismo desarrollo realizado para las curvas planas, llegando a:

d?x

k(s(t)) = T2
(d2x) (dt )2 dx dt
= —_— JRE— + _—
dt? ) \ds dt ds?

No repetimos este desarrollo, pues es igual al realizado al estudiar curvas
planas, ya que no se tuvo en cuenta que trabajabamos en R? para llegar a él.

No obstante, el vector normal n(t) a la curva en un punto tiene la misma
direccion y sentido que el vector curvatura. Por eso, conociendo la curvatura
v el vector normal. también podemos determinar k(#)
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por el arco, y asi saber que:

2
e () x ! (5)] = | 2 X (0)
|1 Px(s) || || dx (s)
Tl ds? H ds >
|| d*x(s)
Tl ds?
Entonces, tenemos:
d?’x (s)

B = I ()] = | s
= [x" () x X' (5)]

_(géﬂ@f+§fgxﬁﬁ

dt? ) \ds dt ds? dt ds

~ d?>x\ ( dt dx d?t\ dxdt

) ((ﬁ) (%) dt ds2) dt ds

_(ﬁggﬁx@£+wgﬁxﬁﬁ
dt? ) \ds dt ds dt ds*  dt ds

dt\° dt X

(7) &)~ 7]

dt\* dt || dx ( t) dzx (1)

(ds) ds H

dt dt?
H dx(t) dx(t) H

_ dt dt2
Ea
Ejemplo 16. Determinemos la funcién curvatura de la curva dada por las
ecuaciones
(t) (t2—1 1-¢t2 )
x(t)=|——=,t——=
1+t27 1+t2

Vamos a encontrar también si tiene puntos de inflexion.
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Para esta curva, tenemos:

—th 41— 482
X (1) = [a— L ),
(1+¢2) (1+1¢2)

1_ 2 2 _
< (1) = (4 Sty4tt 3y0‘
(1+1¢%) (1+1¢2)

o] to\ (e
. (t)”’\l(4<1+t2>2) )

2
= 1{;2v1+4t2+t4,
{ J k

, / t —t+1-4¢?
x' () xx" (t) = 4(1+t2g (1+t22)
1-3¢ t
4(1+t2) 4t(1+z€2) 0
1
=4———(t(3-t*),1-3%,- (3t + 1)).
(t2 n 1)5 ( ( ) ( ))

Su médulo es

(1 \/( £(3-12))2+ (1-3t2)2 + (= (32 + 1))

=—————¢ﬁ+1m4+%2+2
(1+2)°

Por tanto, la funcién curvatura es

4
zﬁﬁrVﬁ+1%4+W2+2_4¢ﬁ+1m4+w2+20+¢%3

k(t) = =
(1+t2\/1+4t2+t4) (1+2)° V2 VT az+ it
v”¢w+1m4+w2+2
V1 +4t2 +t4
T An smrrmd e A 3md 11 | A 1 L L (1) 1 O D4
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No vamos a demostrarlo, pero es interesante senalar, que el vector

(X" (1) xx" (1)) x X' ()

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal. Para comprobarlo,
lo multiplicamos escalarmente por x’ (t):

(" (#) xx" (1)) xx" (1)) - x" (1)
= (=x"(1) (' (1) - x" (1)) + x" (8) (X" (1) - X (1)) - x" (1)
== (') -x' (1)) (" (£) - x" (1)) + (X" (1) -x" (1)) (X' (£) - X' (¢)) = 0.

Son ortogonales, porque su producto escalar es 0. Hemos utilizado las pro-
piedades del producto vectorial (uxv =-vxuyux(vxw)=v(u-w)-
w (u-v)). Aqui no vamos a demostrar que tiene el mismo sentido.

Pero siguiendo con estos calculos, demostramos que podemos obtener el
vector normal restando a x” (t) la proyeccién de este vector sobre la recta
tangente, porque

(" (£) xx" (8)) xx" (1) = =x" (1) x (X' (1) xx" (1))
== () (X' (1) -x" (1)) +x" (1) (X' (1) - x" (1))
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donde « es el dngulo entre x' () y x” (¢). Como

|x" ()] cos
[x" ()]

es la proyeccién de x” (t) sobre la recta con la direccién de x’ (t), entonces
tenemos que (x'(t) x x” (t)) x x’ (t) es proporcional al vector que resulta de
restar a X" (t) la proyeccion de este vector sobre la recta tangente. Esta idea
geométrica tan clara también es véalida para curvas planas. Pero ademas, el
desarrollo anterior nos dice que la orientaciéon como base del plano de t y n
para la curva parametrizada por la longitud de arco, es la misma que la de
la base x’ (t) y x” (t) cuando la curva no estd parametrizada por la longitud
de arco.
La expresion

X' ()

(x"(8) xx" (1)) x x' (),
que nos da un vector en la misma direccion y sentido que el vector normal,

es muy util para determinar del vector normal de curvas no parametrizadas
por la longitud de arco.

Ejemplo 17. Vamos a determinar el vector normal en (-1,0,0) a la curva
dada por las ecuaciones

(t) (tz—ltl—t2 )
x(t)=|—. t——
1+¢27 1+1¢27
Sabemos que
t 44+ 142
x’<t>=(4 i ,1),
(1+1¢2) (1+1¢2)

1 -3¢t t2-3
X (1) = (4 )

At 0
(1+2)° (1+2)°
Como

X(O) = (_17070)7
x' (0)=(0.1.1).
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tenemos que determinar

v = (x"(0) xx" (0)) xx' (0)
= ((0,1,1) x (4,0,0)) x (0,1,1)

1 J k
=10 1 1|x(0,1,1)=(0,4,-4)x(0,1,1)
4 0 0
=(8,0,0).
Este vector tiene la misma direccién y sentido que el vector normal, que va
a ser
8,0,0
n (t) = M
1(8,0,0)]
=(1,0,0).

Para curvas planas, cerca de un punto aproximamos a la curva por la
recta tangente y por la circunferencia osculadora. En el espacio podemos
considerar ademas el plano en el que localmente se puede considerar a la
curva contenida en él. Partimos de una curva parametrizada por el arco y
de un punto x (sg) en ella. Ademds, pedimos que este punto sea regular y
que el vector normal no sea nulo, es decir, pedimos t(sg) = x’(sg) #+ 0 y
n (80) =x" (50) #0.

Para determinar el plano que mejor se ajusta a la curva en este punto
hacemos lo mismo que para determinar la circunferencia osculadora: con-
sideramos tres puntos de la curva (el punto x(s¢) en cuestién y otros dos
puntos) de tal forma que estén no alineados con él y determinamos el plano
que los contiene. Si calculamos el limite de los planos que resultan cuando
dos puntos tienden a x (sg), tenemos un plano, que es el plano osculador.

El plano osculador a veces desempena el mismo papel que la recta tan-
gente en curvas planas. Asi, de la misma forma que para que exista recta
tangente en un punto no debe anularse el vector tangente, para que exista
plano osculador no deben anularse los vectores tangente y normal y deben
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incluido en el plano. Pero cualquier vector incluido en el plano toma la for-
ma X —x(8g), si x = (z,y,2) es un punto del plano cualquiera. Por eso, la
ecuacion del plano osculador es:

(t (s0) xn(s0)) - (x=x(s0)) = 0.
Esta condicion es equivalente a decir que
det (t (s0),n(s0),x-x(s0)) =0.

Podemos llegar a otra expresion de esta ecuacién, si tenemos en cuenta
que t (sg) y n(sg) sean perpendiculares a cualquier vector director del plano
significa que el espacio lineal generado por estos vectores, que denotamos
como

L(tn) :L(dx d2x)’

ds’ ds?
coincide con el plano vectorial asociado al plano osculador. En ese caso,
podemos escribir la ecuacion del plano osculador como

dx d*x

= L|l—, —.
x=x(80) + (ds’dsQ)

En la siguiente figura, se representa el plano osculador:

/

7
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Si la curva no esta parametrizada por la longitud de arco, sabemos que
los vectores x’ (s) y x’ (¢) tienen la misma direccién. Pero ademaés, el espacio
: dx d’x :
lineal (plano, en este caso) generado por ¥ y & es el mismo que el generado

dx d?x
por &y X, porque

() ()’ e
dt ds dt? ) \ds dt ds?
_(a@wd_%)d_xw(@)g(d?_x)
“\ds ds?) dt ds dt?
X A
dt ”BdtQ’

y el reciproco se demuestra igual. por eso, si la curva no estd parametrizada
por el arco el plano osculador es el plano dado por

X = X(t0)+L(C§; Cj;z)
o por
det(‘f;() o (0).x- x(t))

Ejemplo 18. Sea C la curva dada por la ecuacién

-1 1-¢2
x(t) = 1+t2’t1+t2’t

Vamos a determinar su plano osculador en el punto x (0) = (-1,0,0).
Sabemos, por ejemplos anteriores, que

_+4 _ A+2
X,(t):(4 t y th+1 ;Lt )
(1+¢2)" (1+12)
— 342 2 _
X,,(t)=(41 3t3’4tt 33’0)
(1+1¢2) (1+1¢2)
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Un punto (z,y, z) del plano osculador va a verificar:

0 =det (x' (0),x"(0),(z,y,2) - (-1,0,0))

0 11
=14 0 0|=-4z+4y.
z+1 y =z

Por eso, la ecuacién del plano osculador en (-1,0,0) es:

Y=z
o

Como propiedad, senalamos que si la curva esta contenida en un plano,
entonces el plano osculador en cualquier punto es el plano que contiene a la
curva. Por otro lado, si la torsién no se anula en x (ty), entonces la curva
atraviesa al plano osculador.

Ejemplo 19. Sea C la curva dada por la interseccién de las superficies
z=x2+y,r—2z=-2. Vamos a determinar la ecuacién de su plano osculador
en el punto (1,2,3).

Es una curva plana (estd contenida en el plano x — z = =2), y por eso, su
plano osculador es este mismo plano: x — z = -2. o

Para curvas en el espacio también se puede definir la circunferencia os-
culadora como aquella que mas se ajusta a la curva cerca de un punto. Esta
circunferencia esta contenida en el plano osculador y su centro, el centro de
curvatura, se encuentra en la direcciéon del vector normal, y en su mismo
sentido. Estd a una distancia R del punto x (¢y) y este valor es su radio, el
radio de curvatura. Es la cantidad inversa de la curvatura en el punto:

R(to) = ﬁ

Ejemplo 20. Sea C' la curva definida por las ecuaciones

x (t) = (t2,t,1%).
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Para esta curva, tenemos:

x'(t) = (2t,1,3t%), x"(t)=(2,0,61),
x' (O) = (07 L, 0) , x’ (t) = (27 0, 0) ) ||X’ (O)H =1,

i J k
x'(0)xx"(0)=[0 1 0 [==-2k |x'(0)xx"(0)] =2.
200
Entonces la curvatura es: 9
k (O) = ﬁ = 27
y el radio de curvatura es
1
R(0)=—.
(0) =5

Vamos a determinar ahora el vector normal, que sabemos que tiene la misma
direccion y sentido que:

(' (1) xx" (1)) X (1).
En este caso, es

(x'(0) xx"(0)) xx"(0) =((0,1,0) x (2,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,-2) x (0,1,0)

1 gk
=10 0 -2|=(2,0,0).
010
Entonces (2 0.0)
n(0)=—"2--=(1,0,0).
1(2,0,0)]

El cento de curvatura estd a una distancia 3 del punto x (0) = (0,0,0) en la
direccién y sentido de (1,0,0). Por eso, el centro de curvatura de la circun-
ferencia osculadora es el punto
1
c=[(-,0,0].
(z00)
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Vimos que una ecuacién del plano osculador es

(t(s) xn(s)) - (x-x(s)) = 0.

Por tanto, la variacion del plano osculador también esta dada por la variacién
del vector t (s) x n(s). Este vector se llama vector binormal y se denota:

b(t)=t(s)xn(s).

En la siguiente figura se representan estos tres vectores:

)
%

_—

: dx d’x
Este vector es perpendicular al plano osculador, generado por 2% y 95.

. . 2
n vi mi u ner r &y &X enton
Este plano, como vimos, es el mismo que el generado po Cé’; ‘thx, entonces

si la curva no estd parametrizada por la longitud de arco, el vector binormal
tiene la misma direccién que el vector

X () x X" (1).

Pero ademas, el sentido coincide, e intuitivamente es claro si tenemos en
cuenta que el vector normal se tiene restando a x” (t) la proyeccién de este
vector sobre la recta tangente.

Ejemplo 21. Sea la curva de ecuaciones
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Por eso, calculamos:

x'(t) = (et,2t - 1,cost), x"(t)=(e',2,-sent),
x' (0) = (1,-1,1), x" (0) = (1,2,0).

Un vector con la misma direccién y sentido que el vector binormal es:

i j k
x'(0)xx"(0)=|1 -1 1|=(-2,1,3).
1 2 0

El vector binormal es unitario, por lo que es

1 1
b (0) = (-2,1,3) = —(-2,1,3).
\/(—2)2+12+32 vi1d

Hasta ahora, en cada punto x de la curva, tenemos tres vectores unitarios,
t, n y b, que ademds, son ortogonales dos a dos y por eso, linealmente
independientes.Estos tres vectores son una base local para cada punto de la
curva, y van variando con ella. Se llaman triedro de Frenet

F ={t,n,b}.

En la siguiente figura se han representado los triedros de Frenet para dos
puntos distintos de la curva:

! "p"t
b
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Ejemplo 22. Sea la curva de ecuaciones
r=t2y=t*+t,z=t-1,teR.

Vamos a determinar el triedro de Frenet en el punto (1,2,0).
Solucién: El punto (1,2,0) es la imagen de ¢ = 1. La parametrizacién

x(t)= (2 +t,t-1)

es regular y
x'(t)=(2t,2t+1,1), x"(t)=(2,2,0),
x' (1) =(2,3,1), x" (1) =(2,2,0).

Con estos valores, sabemos que el vector

v = (X, (1) X X”(l)) x x' (1) = ((2737 1) X (2’270)) X (2737 1)

1 J k
=12 3 1[x(2,3,1)=(-2,2,-2)x(2,3,1)
2 20
i gk
= -2 2 —2|=(8,-2,-10).
2 31

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal principal n y que,
por lo tanto,

v (8,-2,-10) 1 1
n=_— = = (8,-2,-10) = —— (4,-1,-5).
HVH \/82 + (_2)2 + (_10)2 2/42 V42
El vector tangente unitario a la curva en (1,2,0) es
(1 2,3,1 1
g- XM 23D L o4y
Ix (D] V22+32+12 V14
Por tanto, el vector binormal es
S
1 1 11 |t
b=txn=—— (231)x ——(4,-1,-5) = ———|2 3 1
VTARMIV/TA N TV 1 s
V3 V3

(-14,14,-14) = Y2 (C1,1,-1).

A9
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Para estudiar cémo varian el vector binormal, es mejor estudiar la va-
riacién del triedro de Frenet. Conocemos la primera de las formulas de
Frenet para curvas parametrizadas por la longitud de arco, que relaciona los
vectores tangentes y normal

t'(s)=k(s)n(s).

Vamos a extender esta relaciéon a las curvas espaciales. Si escribimos el triedro
de Frenet en forma matricial, y derivamos esta matriz, tenemos

11 Q12 A13
):(t(s) n(s) b(s) )| an am an | = F=Fa

a31 daz2 G33

(dt dn db
ds ds ds

para una matriz A, que es antisimétrica, es decir,
Al = - A;
La demostracion esta en el documento “Notas de Geometria Diferencial con

aplicaciones” de Antonio Valdés, version de enero 2014. Entonces, teniendo
en cuenta esta hecho y la primera féormula de Frenet, tenemos

0 -k(s) 0O
A= k (S) 0 ags
0 —Qa923 0
Por la definicion de la matriz A, sabemos que debe cumplirse
db
% = Q931N (8) .

Entonces, as3 es justamente la variacién del vector normal. Llamamos tor-
sién a esta variacién, lo denotamos como 7 (s) y se cumple

T(S)=%'H(S).

La idea intuitiva de la torsion es la siguiente: indica cuanto cambia el vector
binormal, lo que significa que muestra cuanto cambia el vector perpendicular
a los vectores tangente y normal. Por eso, nos dice cuanto se “retuerce”, en
el espacio, la curva.

A partlr de esta expresmn tenemos A y podemos escrlblr un sistema de

e~ 2t Al 1 L2z 1 1 I
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Para k(s) > 0 y x(s) arbitrarias, existe una unica curva diferenciable,
salvo movimientos en el plano, para la k(s) y x(s) son la curvatura y la
torsion.

Ejemplo 23. La curva C estd dada por x : [a,b] — R3, tiene curvatura y
torsién dadas por k(t), 7(¢) en cada punto x(t). Vamos a ver qué ocurre
con k(t) y 7(t) si recorremos la curva en sentido contrario.

Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad, que estan recorridas por el
arco. Recorrer la curva en sentido contrario es lo mismo que dar la curva por
la aplicacién

y (s) =x(f(s))

donde f : [a,b] — [a,b] estd dada por f(s) = —s+ b+ a. Si llamamos
t(s) y t1(s) a los vectores tangentes a la curva C, n(s) y n;(s) a los
vectores normales y b (s) y by (s) a los vectores binomales, y k(s),k; (s) y
7(s),71 (s) a las curvaturas y torsiones respectivas pero recorrida segin x e
y respectivamente, tenemos:

() =¥ (5) =X (F () J' (5) = -t (s).
¥ (5) =X (£ () (' (5))" X (f () 4" (5) = X" (£ (5)).
y'(s) X))

Iy )~ B (et

De aqui se deduce:

k(s) = [x"(f (NI = y" ()] = k1 (s),

es decir, la curvatura no cambia.
Por otra parte,

n (s) =

b=txn=(-t;)xn; =-t; xn; = -by,

db db
— = () (s) = -1 (s)n(s) =7 (s)n(s).
ds ds
De aqui se deduce que las torsiones de ambas curvas son opuestas. o
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La demostracién no es complicada:

db d{ , x" x"!
T(s):£-n:d— x' x .

S\ ) T
d , X// . , d X// X//
= —x'x x'x ———1-
& Tl G B
. X" X// , d X" X”
X" | T X i | e
) Tl " ST B
X/// //
00 (x5 - 2L () )
(e i FY]
( , <" ) x!!
= | x x R
Re) BT
1
|| I,||2 ( / ///) H ,,|| // . (X/ x X”I)

= 1 det (X”,X,,X"') _ _det (X (3),X (S),X (S))

< k(s)

Hemos utilizado las propiedades del producto vectorial, que el producto vec-
torial de dos vectores con la misma direccién es 0 y que el producto escaldar
de dos vectores ortogonales es 0.

Si C' es una curva con una parametrizacién arbitraria x =x(t), y x es
tres veces derivable, la torsién en un punto x (¢) esta dada por

det (x’ (t),x" (t),x""(t))

[x () <x"(®)*
Ejemplo 24. Vamos a encontrar la torsién de la curva dada por las ecua-
ciones

T(t)=-

r=cost,y=t>+1,z=t-1,teR,

para un punto genérico y para t = 0.
Sabemos que

x'(t) = (-sent,3t2,1), x'(0)=1(0,0,1),
x"(t) = (=cost,6t,0), x"(0)=(=1,0,0)
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Entonces, la torsién es:

() = _det (x" () ,x" (t) ,X';' (1))
[x" () xx" (1)]

sent 3t2 1
cost 6t O
—-sent 6 0

\/(—615)2 +(—cost)” + (3t2cost — 6t sent)’
6cost + Gtsent

\/(625)2 + (cost)® + (3t2cost — 6t sent)’

Para t = 0, tenemos:

(0) 6cos0+0sen0 6
T = - = —6.
V02 +12 +02

A partir de la expresiéon de 7, observamos que si la curva es plana, po-
demos hacer un giro que la transforme en una curva donde su componente
z sea 0. en ese caso, la tercera componente de x’ (t),x” (t),x" (t) va a ser
también 0 y:

det (x' (¢),x" (t),x" (t)) =0.

Entonces, la torsion es 0. El reciproco también es cierto.

4. Forma candnica local de una curva

Nota importante: El estudio de este apartado se debe complementar
con el apartado 4.6. del documento Notas de Geometria Diferencial con apli-
caciones de Antonio Valdés, enero 2014.

Partimos de una curva espacial parametrizada por la longitud de arco,
dada por x(s) : I ¢ R — R?, de tal forma que esta funcién es al menos 4
veces diferenciable. Si quisiérmos aproximar a la curva por el desarrollo de
Taylor cerca de un punto x (sg), esta aproximacién seria de la forma

1 o 1 . 2
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Es decir, como ya sabemos, el desarrollo de Taylor nos da la expresion poli-
nomial de grado 3 que mas se ajusta a la curva cerca de x (sp). Observamos
que en esta expresién aparecen las derivadas x* (s) hasta orden 3 de x (s).
Como son vectores, se pueden a partir del triedro de Frenet

{t(s0),n(s0),b(s0)}
Sabemos que
X, (80) =t (80) .

A partir de esta expresion, utilizando las formulas de Frenet, tenemos que

d
x"(s0) = == (t(50)) = k (s0) 1 (0),
X" (30) = S (k (30) 1 (50)) = - (k (30)) 7 (50) +  (50) - (n (50))
0) =72 0 0)) =72 0 0 0) 7q 0
=k (s0)m(s0) + £ (s0) (=K (s0) t (s0) = 7 (s0) b (s0))
=—k*(s0)t (s0) + & (s0)n(s0) =k (s0) 7 (50) b (s0).
Si la base tiene el origen en x (s¢) y los vectores son el triedro de Frenet,
sustituyendo estas igualdades en la aproximacion por el desarrollo de Taylor
1, tenemos

1 1
x(5) =% (50) =% (50) (5 = 50) + ;%" (50) (5 - 50)° + X" (50) (5 - 50)°
+R(s)
1
=t (s0) (5= 50) + 5 (s0) 1 (s0) (5 - s0)’
1
+ 31 (—k (30)2 t (s0) + K (s0)n(s0) =k (s0)7(s0)b (50)) (s- 30)3
+R(s).
Considerando las tres componentes en base al triedro de Frenet, tenemos

x(s):(s—so)—lf(%)(s—so)ngRl,

k(s o k() 2

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

artagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Industriales

ETS de
Ingenieros
Apuntes de Complementos Matemaéticos w

Es habitual simplificar y suponer sy = 0, siendo estas ecuaciones

1 (02
r(s)=s- (f?) s34+ Ry,

y(s)= 16(20)32 + k,éo)s3 + Ry,
z(s) = —Ms‘g + Rj3.

Estas ecuaciones se llaman forma candnica local de la curva. Y observamos,
a semejanza de lo que ocurria para curvas planas, que esta aproximacion de
la curva estd dada por la curvatura y la torsién, salvo movimientos en el
plano.

Si la curva es infinitamente diferenciable y se puede determinar por el
desarrollo de Taylor, podemos anadir mas términos, que dependen de la cur-
vatura, la torsién y sus derivadas.

Con esta referencia, si t (Zy) juega el papel del vector (1,0,0), n () es
el equivalente a (0,1,0) y b () es (0,0,1), entonces plano zy, determinado
por los vectores tangente y normal se llama plano osculador. Como ya vimos,
es perpendicular al vector b y pasa por x (sg) y su ecuacién es:

(x=x(to)) b (to) =0.

Se representa en la siguiente grafica, junto con la recta binormal, con la
direccién del vector binormal y que pasa por x (), por lo que su ecuacién
es

X (t) =X (to) +tb (t()) .
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Ejemplo 25. Vamos a determinar las ecuaciones de la recta binormal y del
plano osculador a la curva de ecuacién x : (-2,2) - R3 en el punto (0,-1,1),
para x(t) = (senwt,cosmt,t).
Sabemos que
x(1)=(0,-1,1).
Tenemos, pues, que considerar ty = 1. La ecuacion del plano osculador es
(x-x(t9))-b(ty) =0.

Necesitamos el vector binormal. Vamos a comprobar que es (1,0, 7). Te-
nemos que un vector con la misma direccién y sentido que el vector tangente

es:
x'(t) = (mcoswt,—mwsenwt, 1), x'(1) = (-m,0,1).

Ademas:
x"(t) = (-m*senmt, -m2 cos7t,0), x”(1) = (0,72,0).
Por eso, la direccién del vector binormal es la del vector
i j k
- On 1 l = —m?i-m3k,

x'(1) xx"(1) =
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Y la ecuacion del plano osculador es
(X - (07_17 1)) ) (1,0,7T) = 07 0
r+mz—-m=0.
(]

El plano yz, dado por los vectores normal y binormal, se llama plano
normal. La recta perpendicular a él, con la direccion del vector tangente y
por x (tp), se llama recta tangente. Se representan en la siguiente grafica

La curva atraviesa al plano normal siempre, porque la tangente, que marca
en qué direccion se “mueve” la curva, es perpendicular a él. La ecuacién del
plano normal es

(x=x(tp))-t(to) =0,
porque es perpendicular al vector tangente. La ecuacién de la recta tangente
es

x (t) =x(to) +tt (to) -

Ejemplo 26. Vamos a determinar el plano normal a la hélice circular z =

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Apuntes de Complementos Matematicos

el vector tangente unitario es

=)
S V1+nE V1+72)
La ecuacion del plano normal es
(x-(-1,0,1))-(0,-7,1) =0 <= (z+1,y,2-1)-(0,-7,1)=0
— -my+2-1=0 <<= z-my=1.

La ecuacion de la recta tangente es

x(t)=x(1)+tt(1)=(-1,0,1) +t(-msenw-1,mcosm-1,1)
= (~1,0,1) +£(0,~7,1).

El plano zz, determinado por los vectores tangente y binormal, es el
plano rectificante, y la recta perpendicular a ¢l es la recta normal, cuya
direccién es la del vector normal. Se representa en la siguiente grafica:

‘\t b
1 -
05 |
ol )
05t
-1F
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La ecuacion del plano rectificante es
(x—x(to)) -n (o) =0,

porque es perpendicular al vector n y contiene a x (tg). La ecuacién de la
recta normal es

x(t) =x(to) +tn(tg) .

Ejemplo 27. Vamos a determinar las ecuaciones de la recta normal y del
plano rectificante a la curva de ecuacion x : (-2,2) — R3 en el punto (0,-1,1),
si x(t) = (sennt,cosmt,t).

Por los ejemplos anteriores, sabemos que ty = 1, que el vector

x'(1) = (-m,0,1),

tiene la misma direccién y sentido que el vector tangente, y que el vector
binormal es: (1,0, 7). Por otro lado, el vector normal tiene la misma direccién
que el vector

t(1)xb(1)=(-m0,1)x(1,0,7)
=(0,1+72,0).

Por eso, una ecuacion de la recta normal es
(z,9,2) = (0,-1,1) + ¢ (0,1 +x2,0)
y el plano rectificante estd dado por

((w7yaz)_(0,—1,1))'(0,1+7T2,O):O<:>y+1:0.
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