CAMPOS ELECTROMAGNETICOS
GRADO EN INGENIERTA AEROESPACIAL EN AERONAVEGACION
UNIVERSIDAD REY JUAN CARLOS
«ANALISIS VECTORIAL»

CURSO ACADEMICO 15 /16

Indice

1. Escalares y vectores

1.1. Nociones basicas de andlisis vectorial . . . .. ... .. ... .. ..........
1.1.1. Operacionesconvectores . . .. ........................
1.2. Campos escalares y vectoriales . . . .. .. .. ... ... .. .. .. .. ......
1.2.1. Lineasdecampo . . . . . ... ... ... ...
1.22. Flujodeuncampovectorial . . . .. ... ... .. .. .. ..........
1.3. Ejemplos para practicar . . ... ... ... ... .. ... o

. Sistemas de coordenadas

2.1. Coordenadas cartesianas . . . . . . . . . . . i i i e e
2.2. Coordenadascilindricas . . . . . . . . . . . . . . e
2.2.1. Cambio de coordenadas cilindricas-cartesianas . . . . . ... ... .....
2.3. Coordenadasesféricas . . . . . .. . . . . . e
2.3.1. Cambio de coordenadas esféricas-cilindricas . . . ... ... ........
2.3.2. Cambio de coordenadas esféricas-cartesianas . . . . . .. ... .......
2.4. Ejemplos para practicar . . .. .. .. ... ... .. ...

. Cdlculo integral

3.1. Integraldelinea . . . . . .. .. ... .. ... ...
3.2. Integraldesuperficie . . . . ... ... ... ..o oo
3.3. Integraldevolumen . . ................ ... ... ... ... .. ...

. Operadores espaciales

41. Gradiente. . . . . .. ...

42, Divergencia . . .. .. ... ...
42.1. Teoremadeladivergencia . . . .. ... ... ... ... ... .. .. .....

43. Rotacional . . .. .. ... .. ...
43.1. TeoremadeStokes . .. ... ... ... ... .. ... ...

44. Laplaciano . . . . ... ... . e

4.5. Clasificacién de los campos vectoriales . . . . .. ... ... ... ... ... ..



1. Escalaresy vectores

Las magnitudes del electromagnetismo se dividen en escalares (carga, corriente) y vectores
(campo eléctrico E).

= Un escalar es una cantidad que se representa por un ntimero (y sus unidades). Ejemplo:
corriente eléctrica de 3 A.

= Un vector es una cantidad que se representa por un médulo, una direccién y un sentido
(y sus unidades). Ejemplo: velocidad de un mévil es 7u, m/s.

No obstante, las magnitudes electromagnéticas no son puntuales (con excepciones), sino
que se distribuyen en el espacio. Se habla entonces de campos escalares y campos vectoriales.

= Un campo (escalar o vectorial) es una funcién que especifica la distribucién espacial de
una cantidad, que puede ser o no funcién del tiempo. Ejemplos: campo de temperaturas
en una habitacion, intensidad sonora en un teatro, campo eléctrico creado por una carga
puntual.

1.1. Nociones béasicas de andlisis vectorial

Un vector @ contiene informacién tanto de una direccién (y sentido) como de una magnitud.
La magnitud de @, también conocida como mddulo de @, es un escalar y se representa como |
o simplemente a. La direccién (y sentido) de @ puede describirse por medio del vector unitario
(de magnitud unidad) a lo largo de @, por medio de:

—

Ug =

| 2

o

de forma que @ puede escribirse como:
a = |d|i, = at,.
Un vector @ en coordenadas cartesianas puede escribirse como
0 = agly + ayly + a s,

donde a,, ay, a, representan las componentes del vector @ en las direcciones z, y, z respectiva-
mente; y i, U, y U, constituyen los vectores unitarios en las direcciones z, y, z respectivamente.

El médulo de @ viene dado por:
|d| = \/aZ + a2 + a2,

y el vector unitario en la direccién de a:

., Qg ly + Qyly + a, i,

Uy =
2 2 4 42
a; +a; +a;

T

Para expresar la posiciéon de un punto en un sistema de coordenadas de referencia se utiliza
el vector de posicion. En coordenadas cartesianas, un punto P genérico situado en las coordena-
das (z,y, z) puede representarse mediante el vector de posicién i definido desde el origen de
coordenadas O al punto P como:

7= OP = 2, +yil, + ~@..



1.1.1. Operaciones con vectores

Dados los vectores @ = ay iy + aylly + a,U; ¥ b = bytly + bytiy + b, . definidos en el sistema
de coordenadas cartesianas, se definen las siguientes operaciones:

— Sumay resta de vectores. La suma de vectores @+ b da como resultado otro vector &tal que:

Asi, sean los puntos Py @) genéricos dados por (zp,yp, 2p) ¥ (g, yQ, 2q) respectivamen-
te. Se define el vector distancia o el vector separacién desde P a ) como:

TpQ =Tp —TQ = (Tp — 2Q)Us + (yp — YQ)Uy + (2P — 2Q)Us.

A
A

(zp,yp, 2p)

Y
PQ

(@, Yq: 2q)
X

— Producto escalar entre dos vectores @ y b, expresado como @ - b, se define como el producto
de la magnitud de @, la magnitud de b y el coseno del d&ngulo que forman:

@ b= |d’||5\cos€ab:am~bx+ay~by+az~bz.

El producto escalar da como resultado un niimero y representa la proyeccién de un vec-
tor sobre el otro, esto es, la componente de un vector en una direccién dada. Ejemplo:

b- Uy = by.




De esta forma, si dos vectores a@ y b son ortogonales, entonces se cumple que

i-b=0
Propiedades del producto escalar:
» Conmutativa: @-b=b - a.
= Distributiva: G- (b+2) =d-b+a-c.

— Producto vectorial entre dos vectores @ y b se expresa como @ X b y da como resultado
otro vector cuya magnitud es el drea del paralelepipedo formado por @ y b, su direccién
es perpendicular al plano que contiene @ y b y el sentido coincide con el avance de un
sacacorchos girado desde @ hasta b, esto es:

axh @ x b= |@|[b] sin Oap i,

S
~
~

’ donde %, es un vector unitario perpendicular
Oab , al plano que contiene @'y b.

El producto vectorial puede calcularse en funcién de las componentes de cada vector a
partir del determinante:
Uy Uy U,

gy Gy Gy | = (ayb, —byay)Uy — (azb, — bya,)iy + (azby — byay)d,
by by b,

=Tl
X
K
I

Propiedades del producto vetorial:
» Anticonmutativa: @ x b = —b x .
= Distributiva: @ x (b+¢&) =@ x b+ a@ x €.

m gxa=0.

1.2. Campos escalares y vectoriales

Se define campo escalar 1) como una funcién escalar que asocia cada punto (z,y, z) del

espacio un escalar:
¥ R 5 R

Ejemplos:
» T(x,y,2) = xyz + k, temperatura en el aula.
» A(z,y) : altitud geogréfica.
» ¢(z,y, z) : potencial eléctrico.

Los campos escalares se representan por medio de superficies equiescalares tales que ¢ (z, y, z) =
cte. Ejemplos de tal representacién son las isobaras (curvas de presién constante) o las curvas

de nivel.
Se define campo vectorial A como una funcién vectorial que asocia cada punto (z, y, z) del

espacio un vector:
A:R3 - R3



Ejemplos:
n A(z,y, 2) = ayilly — y*i, + v2,.
= Campo gravitatorio terrestre.

= Campos eléctrico y magnético.

1.2.1. Lineas de campo

Los campos vectoriales se representan por medio de las lineas de campo, que son tangentes al
campo vectorial en cada punto. Indican direccién, sentido e intensidad de un campo vectorial
para lo cual se dibujan de forma que hay mayor densidad de lineas en las zonas en las que la
intensidad de campo es mayor. La siguiente figura muestra dos ejemplos de lineas de campo.
Las lineas de campo equiespaciadas, en la figura de la izquierda, representa un campo de in-
tensidad uniforme en todos los puntos del espacio. Por el contrario, en la figura de la derecha
se tiene un campo no uniforme. La densidad de lineas de campo indica que el campo en la

seccién (a) es de mayor intensidad que en la seccién (b).

I
! »
[l g
I

La "fuerza” de un campo vectorial puede medirse mediante el flujo. El flujo ¢ de un campo
vectorial A a través de una superficie! S se define como el nimero de lineas de campo que
atraviesan S.

YYVYY

YYVYYY

lineas de campo uniforme (a)

1.2.2. Flujo de un campo vectorial

e o= A8
—s —1 & De la ecuacién anterior (producto escalar) se desprende que el flu-
1 == . jo es directamente proporcional a la magnitud de la superficie y
— —F 1 . . L
, campo considerados. Ademads, depende del la direccién de la su-
— —1 perficie que corta las lineas de campo de tal forma que si ésta es
perpendicular al campo el flujo es nulo (ninguna linea de campo
/ corta a la superficie).

De forma general, si el campo A no es uniforme y S no es plana, la superficie se divide en
elementos diferenciales ds en los que se asume que el campo es uniforme. En cada ds, se tiene
una contribucién de flujo dada por d¢ = A - d3. El flujo total no serd mas que la suma (integral)
sobre todos los elementos diferenciales, resultando:

A

‘ ¢:ffs/_('d§

INétese que una superficie se representa vectorialmente de forma que S = Sy, donde S es la magnitud de la
superficie considerada y @, es un vector perpendicular a la misma.



1.3. Ejemplos para practicar

1 Dados los vectores A = @i, + 3i, y B = 5ii, + 24, — 61, determine:
a |A— B|.Sol.: V53 = 7.28.
b 54 — B.Sol.: (0,13, 6).
¢ La componente de A en la direccién @,. Sol.: 3.

d Un vector unitario en la direccién 34 + B. Sol.: (0.54,0.74, —0.40)

2 Los puntos Py @ estdn localizados en las coordenadas (0,2,4) y (-3, 1, 5). Calcule:
a El vector de posicién de P. Sol.: 21, + 41l
b La distancia entre Py Q. Sol.: 3.317

3 Dados los vectores A = 3ii, + diiy + U, y B = 24, — 5il,, determine:

a 04p.5o0l.: 83.73°
b A x B.Sol.: (—22,15,6)



2. Sistemas de coordenadas

Dependiendo de la geometria del problema se utilizard uno de los siguientes sistemas de
coordenadas:

= Coordenadas cartesianas: (z,y, z).
= Coordenadas cilindricas: (p, ¢, z).

= Coordenadas esféricas: (r,0, ¢).

2.1. Coordenadas cartesianas

A
A

dy Un punto P genérico en coordenadas cartesia-
dz nas se representa por la tripla (x,y, z), donde

dx
—00 < x,Y, 2 < 00.

bS]

Un vector @ en coordenadas cartesianas puede
escribirse como @ = a, i, + ayiy + a,U..

Los elementos diferenciales de linea, drea y volumen son importantes en el célculo vectorial.
A partir de la figura anterior, se pueden obtener los siguientes resultados:

— Diferencial de linea: evaltia movimientos diferenciales en cada una de las direcciones del
espacio.
dl =dz Uy +dy - Uy + dz - U,

— Diferencial de superficie: fruto de los desplazamientos infinitesimales, se generan distintas

superficies diferenciales, que pueden caracterizarse como:
Uy

» 2z =cte.: d§ = dxdy - U,, <’7

= y = cte.: d5 = dudz - Gy, dy

m p =cte.: ds = dydz - u,. ?7 dz

dx

— Diferencial de volumen: los movimientos infinitesimales definen un volumen infinitesimal
dv = dxdydz.

Notese que un dv es un escalar, no tiene direccién y sentido asociado.

2.2. Coordenadas cilindricas

Las coordenadas cilindricas constituyen una versién en tres dimensiones de las coordena-
das polares de la geometria plana.



g\

Un punto P genérico en coordenadas cilindri-
cas se representa por la tripla (p, ¢, z), donde

Uz
e 0< p <oo,
p Up 0< ¢ <27T,
—o0o< 2z < oo
>y

Un vector @ en coordenadas cilindricas puede
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, escribirse como @ = a,ti, + aylly + a,U,.

La relacién entre las coordenadas cilindricas y cartesianas de un punto P puede obtenerse
en el plano XY

»Y
z Ug De la figura de la izquierda puede extraerse fa-
3 / cilmente que:
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, L0y
y o T = p-cosg,
i Up
Uy Yy = p-seno.
y teniendo en cuenta que z = z se llega a:
A\
X
2 2
$:p'COS¢, p=z"+y,
Yy = p-senao, ¢ = arctan (y),
x
S z=z.
Z
— Diferencial de linea: ’
dl =dp -, + pde - Uy + dz - 0.
dp
— Diferencial de superficie: = N
» p=cte: ds= pdpdz -, 5 - 7. do
= ¢ =cte: ds=dpdz- Uy,
m z=cte.: ds= pdpde-u,. >y

— Diferencial de volumen:

dv = pdpdpdz.



2.2.1. Cambio de coordenadas cilindricas-cartesianas

Para cambiar de coordenadas cilindricas a coordenadas cartesianas, y viceversa, es necesa-
rio relacionar los vectores directores de cada sistema de coordenadas. A partir de la siguiente

figura

»Y

\
X

se pueden obtener las siguientes relaciones:

CILINDRICAS-CARTESIANAS

Uy = COS @ - Uy + SeN ¢ - Uy
Uy = —SeN @ - Uy + COS @ - Uy

z = Uz

a=ap Up+ap- Up+ az - Uy
=a, (cos¢ - Uy +send - uy) +
+agy (—sen¢ Uy +cos¢o - uy)
+a, u, =

= (a, - cos ¢ — ag - sen @) Uy +

Qg

+ (a, -sen¢ + ag - cos @) Uy+

ay
+ a, ‘u,
~—
az
Gy cos¢p —seng 0
ay | = | sen¢ cos¢ O

a, 0 0 1

CARTESIANAS-CILINDRICAS

Uy = COSP - U, —Sen ¢ - Uy
Uy = sen ¢ - U, + Cos P - Ug

Uy, = Uy

Q= Qg Uy + Gy - Uy + Ay - Uy
=a, (Cos¢-TU, —sene - Uy) +
+ay (sen¢ - T, + cos ¢ - Ugy)
+a, u, =

= (az - cosp + ay - sen @) u,+

ap

+ (—ag -sen¢ + ay - cos @) Ug+

ag
+ Gz 'ﬂz
~—
az
ap cos¢p sen¢ 0 Gy
ap | = | —seng cos¢p 0 |- | ay
a, 0 0 1 a,



2.3. Coordenadas esféricas

Un punto P genérico en coordena-
das esféricas se representa por la tri-
pla (r,6,¢), donde

0< r <oo
0< 0 <m,
0< ¢ < 2m.

Un vector d en coordenadas esféricas
puede escribirse como @ = a,i, +
aglly + a¢ﬁ¢.

La relacién entre las coordenadas esféricas y cartesianas de un punto p se obtiene en los

planos Zpy XY

_ : »Y
Uz Uy 3
Y o T O P i ﬂd)
_________________ N Up i
i ueg S VAl Uy
i Yy [0) _
a vt
! Uy
5 \/
>p X
z=rcosb, T = pcos ¢,
p=rsenf. Yy = psen ¢.

Relacionando ambos resultados se llega a:

x = rsen 6 cos ¢,
y = rsenf sen ¢,

z=rcosb.

10



Sean las figuras:

Y
do > A

dé
Jpdé '

2df

\
X >0

que representan una variacion lineal infinitesinal en cada una de las direcciones del sistema
de coordenadas esférico. Teniendo en cuenta que pd¢ = rsenfd¢ se cumplen las siguientes
relaciones.

— Diferencial de linea: B
dl = dr -, 4+ rd0 - g + rsen 0de - Ug.

— Diferencial de superficie:

r=cte.: ds=r2senfdfds-u,,
0 = cte.: ds = rsenfdrde - uy,
¢ =cte: ds=rdrdd - uy.

— Diferencial de volumen:
dv = r? sen Odrdfdé.

11



2.3.1. Cambio de coordenadas esféricas-cilindricas

La relacién entre los vectores directores de los sistemas de coordenadas esférico y cilindrico
se puede obtener a partir de la siguiente figura

A UT/Z ET
_________________ ' Hﬂp
Ug
z |
’ >
5 P

ESFERICAS A CILINDRICAS

U, = cosf -u, +send -u,
g = —senf - u, + cost -,

Uy = Ug

G = 0p Ur+ag Uy + Qgp * Up =
=a, (cos@ -u, +senf -7,)+
+ap (—senf -, +cosf - u,)
+ag-up =
= (a, -senf + ap - cos ) u,+

ap
+ [ -ﬂ¢+
~—~
ag

+ (ar - cos @ — ag - sen ) u,.

az

ap senfl cosf O ar
ag = 0 0 1 . Qg
a cos) —senf 0 ag

12

CILINDRICAS A ESFERICAS

U, = cosf - Ug + sen 0 - u,
U, = —senb -uy + cosb - u,

’LL¢=U¢

aG=0ap Up+ Q¢p Up+ ay U, =
=a, (cosb -TUp +senb -u,) +
+ ag - Uy
+a,(—senf-uy+ cosb-u,) =

= (a, -senf + a, - cos0) u,+

ar

+ (a, - cosf — a. - sen ) ug+

agp

+ ag Uy
~—~
ag
a, senff 0 cosf ap
ag | = | cosf@ 0 —send |-| ag
ag 0 1 0 a;



2.3.2. Cambio de coordenadas esféricas-cartesianas

Para relacionar los vectores directores de los sistemas de coordenadas esférico y cartesiano
se hace necesario el paso intermedio que relaciona los sistemas de coordenadas esférico y cilin-
drico.

ESFERICAS A CARTESIANAS

Obteniéndose de la siguiente figura

—Y
x - Ug
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, AL TH
Y _
i Up
qu'
\4
X
que:
Up = COS P - Uy +SEN P - Uy
Uy = —SeN @ - Uy + COS @ - Uy

z = Uz
y sabiendo que:
U, =cosf -u, +senb -u,

Ug = —send - u, + cosd - u,

Uy = Ug

tal y como se demostré en la seccién 2.3.1, entonces, sustituyendo el primer sistema de ecua-
ciones en el segundo, se tiene que:

Uy = cos 0 - Uy +senf - (cos ¢ - Uy + sen ¢ - Ty,
Ug = —sen - U, + cos6 - (cos ¢ - Uy +sen ¢ - uy)

Uy = (—sen¢ - U, + cos¢ - Uy)

U, = senfl cos ¢ - U, +sendsen ¢ - Uy, + cos0 - u,
Ug = cosfcos ¢ - U, + cossen ¢ - u, —send - u,

Up = — SEN @ - Uy, + COS ¢ - Uy

Definiendo @ = a, - 4, + ag - Ug + a4 - Uy, entonces:

13



a4 = Qr Uy + Qg - Ug + Ay - Up =

=a, (senfcos @ - U, +senbsen¢ - U, + cosf - u,) +

+ ag (cos@cos ¢ - U, + cosfsen¢ -, —senf - u,) +

+ ag (—sen¢ - Uy +cosd - uy) =

= (a, -senfcos ¢+ ag - cosfcos g — ag - sen @) U, ~+

Ay

r-senfésen¢ + ag - cosfsen ¢ + ag - cos @) Uy+

ay

-cosf — ag -senb) u.+

az

senfcos¢p cosfcos¢p —seno ar
senflsen¢ cosfsen¢  cos¢ -1 ag
cos 0 —senf 0 ag

CARTESIANAS-ESFERICAS

Siguiendo un procedimiento andlogo al presentado anteriormente y partiendo de

se llega a:

Q= Qg Uz + Gy - Uy + Az - Uy,

Qp
ag =
Q¢

senflcos¢p senfsen¢ cosf Gy
cosflcos¢ cosllseng —senf |- | ay
—sen ¢ cos ¢ 0 a,

2.4. Ejemplos para practicar

1 Dado el punto P(—2,6,3) y el vector A = yii, + (z + 2)y:

a Exprese el punto P en coordenadas cilindricas y esféricas. Sol.: P(—2,6,3) = P(6.32,108.43°, 3)

P(7,64.62°,108.43°)

b Evalde A en P en coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas. Sol.: A = 6, + i, =

—0.9487,, —6.008%, = —0.8571w, — 0.406614 — 6.008s.

14



3. Calculo integral

La teoria electromagnética requiere el uso de calculo integral sobre campos escalares y vec-
toriales. En esta seccién se presentan resumidamente los tipos de integrales mas utilizadas en
temas posteriores de la asignatura.

3.1. Integral de linea

Se entiende por /inea un camino a lo lardo de una curva en el espacio. Se utilizaran indis-
tintamente los términos linea, curva y contorno para referirnos a esta situacién. Sea un campo

vectorial A y una curva L. Se define la integral de linea como la integral de la componente

/Z-df:/Acosadl,
L L

donde a es el dngulo que forma A con el elemento dl.
Cuando el camino de integracién es cerrado la integral de linea se denomina circulacién y

se denota por
]{ A dl.
L

Notese que en los calculos anteriores, el término dl siempre se toma positivo de forma que el
sentido de integracién se introduce en los limites de la integral.

tangencial de A a lo largo de L:

3.2. Integral de superficie

Sea un campo vectorial A y una superficie S. Se define la integral de superficie o flujo de A
a través de S como
/ff~d§: / A-i,dS = / A cos adS,
S S s

donde i, es el vector normal a S'y « es el dngulo que forma A con dS. Notese que una superficie
S estd definida por un contorno cerrado L. Por convenio, dicha superficie se puede representar
por un vector S de magnitud igual al drea de la superficie, de direccién perpendicular al plano
que la contiene y de sentido el dado por la regla del sacacorchos (regla de la mano derecha),
cuando se recorre el contorno de acuerdo a la orientacién elegida.

Cuando la superficie es cerrada (define un volumen), la ecuacién anterior se expresa

?f A-dS,
s
y se corresponde con el flujo neto de A a través de S.

3.3. Integral de volumen

Sea un campo escalar ¢ y un volumen V. Se define la integral de volumen ¢ sobre el volu-

men V como
/ Ydv.
1%

15



4. Operadores espaciales

Las operaciones espaciales se describen utilizando el operador diferencial nabla (V). En
coordenadas cartesianas se expresa como

ve P a4 2

o Y oy Y 0z

Este operador no es un vector en si mismo, pero cuando se aplica sobre campos escalares

se obtiene como resultado un vector. El operador nabla se utiliza para definir las siguientes

operaciones:

uZ’

= Gradiente de un campo escalar 1, expresado como V1), se obtiene como resultado un
vector.

] Vi — VECTOR‘

= Divergencia de un campo vectorial A, expresado como V - A, se obtiene como resultado
un escalar.

|V A ESCALAR|

= Rotacional de un campo vectorial A, expresado como V x A, se obtiene como resultado
un vector.

|V x 4 - VECTOR|

» Laplaciano de un campo escalar ¢, expresado como V?y = V - Vi), se obtiene como
resultado un escalar.

En coordenadas cilindricas, el operador nabla se define como:

veLa+ilq,4 0y
C9p " pog * T 9z "
y en coordenadas esféricas:
0 10 1 0
V=7 + =1

ar r 00" + rsen 0 %W)

4.1. Gradiente

El gradiente de un campo escalar v, expresado como V1) es un vector tal que:

= El médulo representa la méxima tasa de variacién de ¢ por unidad de distancia: ‘%.

= La direccién se corresponde con la de maxima tasa de cambio de ¢ y es perpendicular a
las superficies escalares constantes: .

A partir del gradiente, se puede obtener la tasa de variacién de 1 en una direccién cualquie-
ra dl, como

dip =V - dl
El gradiente de 1 en coordenadas cartesianas se expresa
I
VY = or ' + 8yuy + 92
en coordenadas cilindricas o0 1 00 o0
v¢ = FpUp + ;%Uq} + auz,
y en coordenadas esféricas
% _ 10y _ 1 0Y_

Vi = —up + ——

or r a9 " rsen@@igbudy

16



4.2. Divergencia

La divergencia de un campo vectorial A en un punto P se define como el flujo neto de salida
de A por unidad de volumen, es decir, a medida que el volumen se hace infinitesimal alrededor
de P: L

o A-dS
V-A= lim foA-d5
AV=0  Av

)

donde Av es el volumen que encierra la superficie S en la que P esta localizado.
Fisicamente, la divergencia es una medida de la ganancia o pérdida de un campo al atrave-
sar un volumen:

= Sila divergencia de un campo es positiva en un punto P, se dice que dicho punto es una
fuente del que emanan las lineas del campo (flujo neto positivo).

= Sila divergencia de un campo es negativa en un punto P, se dice que dicho punto es un
sumidero en el que convergen las lineas del campo (flujo neto negativo).

Se define la divergencia de A en coordenadas cartesianas como

- 0A 0A 0A
A= x y z
v 3m+8y+az’

en coordenadas cilindricas como

- 10(p-4,) 104, 0A,
A==z (A
v b9 p oo B2

y en coordenadas esféricas como

1 O(senfAy) 1 0944
r2  Or rsend 00 rsen 0¢

4.2.1. Teorema de la divergencia

El Teorema de la divergencia establece que el flujo total de salida de un campo vectorial A
a través de una superficie cerrada S es el mismo que la integral de volumen de la divergencia

de dicho campo, esto es
f/i’.dgz/(v-ﬁ)dv.
S v

4.3. Rotacional

El rotacional de un campo vectorial A se define como el vector cuya magnitud se correspon-
de con la maxima circulacién de A por unidad de 4rea y cuya direccién es perpendicular a la
superficie considerada con el sentido dado por la regla del sacacorchos. Mateméaticamente:

. $ A
VXA<A%120AS U

donde el area AS estd limitada por la curva L y i, es el vector unitario perpendicular a AS con
el sentido dado por la regla del sacacorchos.

Fisicamente, el rotacional muestra la tendencia de un campo vectorial a inducir rotaciones
alrededor de un punto (cémo circula alrededor de P). Propiedades del rotacional:

] V'(VXA):O.
n VXxVy=0.
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Se define el rotacional de A en coordenadas cartesianas como:

VxA=| 2 2 2

A, A, A,
en coordenadas cilindricas como:
T
Vx A= ; ap ¢ 32 |
Ap pA¢ Az
y en coordenadas esféricas:
U  TU9 Tsendug
Uxde_Lt |2 o )
r2senf | o0 99 9¢ ’
Ar rAg rsenfAy,

4.3.1. Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes establece que la circulacién de un campo vectorial A alrededor de

un camino cerrado L es igual a la integral de superficie del rotacional de A sobre la superficie
(abierta) limitada por el camino L. Matematicamente

j{fT-czf:/(VxE)-dﬁ
L 5
Noétese que las direcciones dl 'y dS han de cumplir la regla del sacacorchos.

4.4. Laplaciano

Por razones précticas conviene introducir el operador laplaciano que se constituye al aplicar
los operadores gradiente y divergencia conjuntamente.

= El Laplaciano campo escalar 9, representado como V2, se obtiene como la divergencia
del gradiente de

V) =V - Vip.

= El Laplaciano campo vectorial A, representado como V24, se define matematicamente
como:

VZA=V(V-A) -V xVxA

4.5. Clasificacién de los campos vectoriales

Un campo vectorial estd caracterizado de forma tnica por su divergencia y rotacional. A
partir de éstos se puede establecer la siguiente clasificacién:

= Un campo vectorial A se dice solenoidal si V - A = 0.

= Un campo vectorial A se dice irrotacional si V x A = 0.
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