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Capfitulo 1

Limites y continuidad de funciones reales de una variable real.

En el presente capitulo repasaremos los conceptos relacionados con el célculo de limites y continuidad de
funciones de una variable real. Puesto que en otros temas se tratara la extension de dichos conceptos al caso de
varias variables reales en algunos casos las definiciones pueden ser ligeramente distintas a las estudiadas en cursos
anteriores.

1. Aplicaciones.
Empecemos recordando el concepto de aplicacion y sus propiedades basicas.
1.1. Definicion y conceptos basicos.

Definicion 1.1. Aplicacion. Se llama aplicacion de un conjunto X a un conjunto Y a una regla f que asigna
a cada uno de los elementos del conjunto X un elemento del conjunto Y :

M R

S (),

que cumpla las siguientes propiedades:

» Para cualquier elemento x € X, existe un elemento y € Y tal que y = f(x) (correspondencia).
= Para cualquier par de elementos x|,x, € X con x| = x, se tiene que f(x;) = f(x,) (univoca).

Ejemplo 1.1. Dados los conjuntos X =N e Y = R, podemos definir la aplicacion f de N en R que asigna a

, , 1
cada nimero natural n, el niimero real —:
n

f:N — R
n — f(n)=£.

@

Definicion 1.2. Dominio de definicion de una aplicacion. Dada una aplicacion f : X — Y, se define el
dominio de definicion, y lo denotaramos por Dom(f), como el conjunto X en el cual la aplicacion estd definida.

Ejemplo 1.2. En el ejemplo anterior, el dominio de definicion de la aplicacion, son los niimeros naturales.

Ejemplo 1.3. La aplicacién:

f:[0,0) — R
X — fx)=4/x

solo estd definida para los niimeros reales positivos, y por lo tanto, su dominio de definicion es [0, c0) C R.

3

Definicion 1.3. Imagen de una aplicaciéon. Dada una aplicacion f : X — Y, se define la imagen de la

aplicacion, y lo denotaremos por Im(f), como el siguiente subconjunto de Y :

@ Im(fy={yeY : Axe X tq. y= f(x)}.

En otras palabras, la imagen de una aplicacion serd el conjunto formado por las imdgenes de todos los elementos
del dominio de definicion:

&) Im(f)={f(x): x€X}.
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Ejemplo 1.4. En el primer ejemplo que presentdbamos en esta seccion, f : n € N - f(n) = l, se tiene que:
n

Im(f)

{yeR: I3neNtq. y= f(n)}

{f(n): neN}
{%: neN}.

. L 1
Esto es, la imagen de la aplicacion es la sucesion { - } .
neN

(6)

n

Ejemplo 1.5. Para la aplicacion f : x € [0,00) = f(x) = \/;, se tiene que:

Im(f) = {yeR: axe[o,oo)z.q.\/}=y}

{\/;: xE[O,oo)}

[0, c0)

)

Definicion 1.4. Imagen directa de un subconjunto. Dado un subconjunto A C X se define la imagen directa
de A mediante la aplicacion f . X — Y, y lo denotaremos por f(A), como el siguiente subconjunto de Y :

®) fA)={yeY : IxeAtq. y=f(x)}.

Ejemplo 1.6. Consideremos la aplicacion:

f 110,00 — R

® x — =k

y calculemos la imagen directa del subconjunto:

(10) A =14,9] C [0, ).

Se tiene que:

(an SA)={f(x): x€[4,9]) = (Vx : x€[4,9]) =[2,3].
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o) =+/x

f(A)

Definicion 1.5. Imagen inversa de un subconjunto. Dado un subconjunto B C 'Y se define la imagen inversa
de B mediante la aplicacion f : X — Y,y lo denotaremos por f~'(B), como el siguiente subconjunto de X :

(12) f'B)={xe X : f(x)e B}.

Ejemplo 1.7. Consideremos la aplicacion:

R — R
(13) X SN f(x) — ex
y calculemos la imagen inversa del conjunto B = [1, e]:
(14) flled)={xeR: f(x)e[l.e]l}={xeR: e e[l,e]} =[0,1].
fx)=e
B
—=a
/7(B)

Definicion 1.6. Composicion de aplicaciones. Dadas dos aplicaciones f : X - Y yg : X' - Y’ con
Y C X', se define la composicién de la aplicacién g con la aplicacion f, y lo denotaremos por go f : X — Y',
como la tinica aplicacion que verifica que:

5) g f(x) =g(f(x)).
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Ejemplo 1.8. Consideremos las aplicaciones:

fiR — (0,00)

(16) x N f(x) — ex
y
17 g:[0,00) — R

x — gx)= \/;

La composicion de la funcién f con la funcion g que denotaremos por (g ° f) es la aplicacion:

R — (0,0)Cc[0,00) — R
X —  fo=e&  — g(f(x) = e

Ademds, la composicion de la funcion g con la funcion f, que denotaremos por (f » g) es la aplicacion

(18)

[0,00) —> R — R
X — g =yx — flgkx)=eV~

1.2. Tipos especiales de aplicaciones.

19)

Definicion 1.7. Aplicacién inyectiva. Dada una aplicacion f : X — Y, diremos que es inyectiva si dados dos
elementos x y x" en X tales que f(x) = f(x") se tiene que x = x'. O lo que es lo mismo, dos elementos diferentes
del conjunto X no pueden tener la misma imagen directa.

Ejemplo 1.9. La aplicacién

f:R — R
(20) x — f(x)=x2

no es inyectiva ya que los puntos x = —1 y x = 1 tienen la misma imagen f(—1) = f(1) = 1.

fo)=x?
fED=f1) =1
a

Ejemplo 1.10. La aplicacion

g:R — R
x — glo=x

21 3

es inyectiva ya que dos puntos distintos nunca tendrdn la misma imagen
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fx)=x°

Definicion 1.8. Aplicaciéon sobreyectiva. Dada una aplicacion f : X — Y, diremos que es sobreyectiva
cuando Im(f) =Y. O lo que es lo mismo, todos los elementos del conjunto Y tienen imagen inversa no vacia.

Ejemplo 1.11. La aplicacién definida en el ejemplo 1.9 no es sobreyectiva ya que no existe ningiin niimero
real tal que f(x) = —1. Sin embargo, la aplicacién definida en el ejemplo 1.10 si es sobreyectiva, ya que dado
cualquier niimero real y, siempre podemos encontrar un niimero x tal que x> = y(x= \3/;).

Definicion 1.9. Aplicacion biyectiva. Dada una aplicacion f : X — Y, diremos que es biyectiva cuando es
inyectiva y sobreyectiva.

A continuacién pasamos a enunciar y demostrar una serie de resultados de utilidad.
Proposicion 1.1. Dada una aplicacion f : X — Y con X # @, se tiene que la aplicacion es inyectiva si y

solamente si existe una aplicacion g . Im(f) — X tal que g » f es la aplicacién identidad en X :

Iy: X — X

(22) X
x — Iy(x)=x

Como consecuencia del resultado anterior, se tiene el siguiente corolario.

Corolario 1.1. Dada una aplicacion f : X — Y con X # @, se tiene que la aplicacion es biyectiva si y

solamente si existe una aplicacion g . Y — X tal que g o f es la aplicacion identidad en X :

Iy: X — X

(23) x — Iy(x)=nx.

Definicion 1.10. Inversa de una aplicacion. Dada una aplicacion biyectiva f : X — Y, se define la inversa
de la aplicacion f, y lo denotaremos por f~', como la tinica aplicacién g que cumple que su composicion con la
aplicacion f es la identidad de X .

Ejemplo 1.12. La inversa de la funcion f(x) = log(x) (x > 0) es la funcion g(y) = e’, ya que:

(24) g(f(x)) = €2 = x;  f(g(»)) = log(e?) = y.

Ejemplo 1.13. La inversa de la funcion f(x) = sen(x) es la funcion g(y) = arc sen(y), ya que:

(25) g(f(x)) = arcsen(sen(x)) = x;  f(g(y)) = sen(arc sen(y)) = y.

2. Funciones reales de una variable real.

Definicion 1.11. Funcion real de una variable real. Llamaremos funcién real de una variable real a una
aplicacion:
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fi:ACR — R
(26)
x — f(x)ER,

donde A C R es el dominio de definicion de la funcion f, también denotado por Dom(f).

Ejemplo 1.14. La funcion f : x € R — f(x) = cos(x) es una funcion real de variable real que tiene por
dominio de definicion R.

Ejemplo 1.15. La funcion f : x € A C R — f(x) = log(x) es una funcién real de variable real que tiene
por dominio de definicion A = {x € R : x> 0}.

Ejemplo 1.16. La funcion f : x € A C R — f(x) = x/log(x) es una funcion real de variable real que
tiene por dominio de definicion A= {x €R : x€ (0,1)U(l,)}.

v

=t

=T~ T N~ -

_______t________
et
n
o
a
=

Definicion 1.12. Operaciones elementales con funciones. Dado un conjunto A C R, dos funciones f,g :
x€ACR — f(x),g(x) € Ryunescalar A € R, definimos las siguientes operaciones elementales:

s (f+8  xEACR — (f+8)(x) = f(x)+ gx).
s (- f)ixEACR — (A- f)(x)= A+ f(x)
" (fr9 i x€EACR—(f -9 =f(x):gk).

n Sig(x) #0Vx € A, definimos (é) xEACR — (é)(x) = Lx)

g0’
Sobre el conjunto de las funciones reales de variable real, podemos definir la siguiente relacién de orden:

10
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Definicion 1.13. Relaciéon de orden en el conjunto de las funciones de variable real. Dado A C R, podemos

definir la siguiente relacion de orden sobre el conjunto de las funciones de variable real que tienen por dominio de
definicion A:

(27) f<ge f(x)<gkx) VxeEA.

Ejemplo 1.17. Las funciones f : x € R — f(x) =sen(x)yg : x € R — g(x) = 1 son tales que f < g,
ya que, sen(x) < 1, Vx € R.

A continuacién pasaremos a definir el concepto de funcion acotada.

Definicion 1.14. Acotacion de funciones. Dado un conjunto A C R, diremos que una funcién real de variable
real f definida en A es:

= Acotada superiormente, si existe un niimero M € R tal que f(x) < M, Vx € A. Al niimero M se le llama
cota superior de f.

» Acotada inferiormente, si existe un niimero m € R tal que m < f(x), Vx € A. Al niimero m se le llama
cota inferior de f.

= Acotada, si es acotada inferior y superiormente, esto es, si existen niimeros m, M € R tales que m <
f(x) £ M, Vx € A.

Observacion 1.1. Resulta evidente que la acotacion de una funcion es equivalente a la acotacién de la imagen
de la misma, esto es, dada una funcion f definida en un conjunto A C R, f serd acotada si y solamente si
f(A) C R es un conjunto acotado. Andlogamente, diremos que un niimero S es mdximo (respectivamente minimo)
de la funcion f, cuando S sea mdximo (respectivamente minimo) del conjunto f(A), esto es, S debe cumplir las
siguientes propiedades:

= S es supremo de f(A).
n Se f(A) & Ix e Atal que f(x)=S.

Ejemplo 1.18. Consideremos la siguiente funcion definida sobre todo R:

R

fiR —
(28) x —  f(x)=sen(x).

Claramente, el rango de la aplicacién seno es el conjunto cerrado [—1, 1], (sen(R) = [—1, 1]), que es un conjunto
acotado. Ademds, la funcion seno tiene mdximo ya que, sup([—1,1]) =1y sen(%) =1 (andlogo para el minimo).

3. Limites de una funcion.

En esta seccidn analizaremos el concepto de limite de una funcién y sus aplicaciones.

Definicion 1.15. Limite de una funciéon en un punto. Dado un conjunto A C R, una funcion f . x € A C
R — Ry un punto xy, € A’, diremos que f tiene por limite ¢ cuando x tiende a x, y lo denotaremos por:

29) lim f(x)=72,
X—)xO
Si:
(30) Ve>036>0: |x—xp| <6, x#x9=>|f(x)=7]| Le.

Esto es, la funcion f tiende hacia el limite € cerca de x, si se puede hacer que f(x) esté tan cerca como queramos
de | haciendo que x esté lo suficientemente cerca de x(. En la siguiente figura se puede ver una interpretacion
grdfica del concepto de limite de una funcion.

11
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T f(x)
€
/

X0

Ejemplo 1.19. El limite de la funcién f(x) = x* + 1 cuando x tiende a 0 es 1 ya que los valores de f(x) son
tan proximos a 1 como queramos sin mds que considerar valores de x proximos a 0:

(31 limxZ+1=1.
x—0

Ejemplo 1.20. Debemos observar que x no tiene por qué ser un elemento de A para calcular el limite, de
hecho no tiene por qué existir f(x). Podemos calcular el limite de f cuando x tiende a x, cuando podamos apro-
ximarnos a x, por puntos del dominio de [ (es por ello que requerimos que x, € A’ para calcular el limite). Por
ejemplo, la funcion:

R-{0} — R
32) f {0} 1

x — fx)=e 2,

no estd definida en el 0, sin embargo existe

(33) lim £(x) = 0.

12
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Ejemplo 1.21. Consideremos la siguiente funcion:

fR — R

(34) _ x> six<?2
x — J= 1 six>?2
Esta funcion no tiene limite en xy = 2 (ver siguiente figura):
S (x)
fx) =1

Veamos como podemos aplicar la definicién de limite para obtener el limite de una determinada funcién en un
punto:

Ejemplo 1.22. (Cdlculo de un limite por definicion). Consideremos la funcion real de variable real f : x €
R — f(x) = x> € Ry sea Xo un elemento cualquiera de R. Veamos como podemos aplicar la definicion de
limite para demostrar que:

(35) lim f(x) = x}.
x—>x0

Consideremos un niimero real positivo € > 0, veamos si podemos encontrar un niimero real positivo 6 > 0, tal que
si |x — xg| < 6 con x # x, entonces |x% — x%l < €. Por un lado:

(36) Ix% = x| = |(x + x0)(x — x0)| = |x + x| x = xq.
Si tomamos 6 < 1, necesariamente se tiene que:

(37 XE[xg—0,xg+6]=|x—xp|l <1=|x| <14 |xp]
y por lo tanto,

(38) x* = xg| < (Ix] + [xoD)lx = xo| < (14 2|x0])]x = Xg.

€
142 x|

Finalmente podemos asegurar que tomando 6 < se verifica que:

€

(39) 0<|x—xol <6=|x*—x3| < (1+2]xpDlx—xol <(1 +2|XO|)1+T|X()| =c

13
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Hasta ahora, hemos estudiado el limite de una funcion cuando x tiende a un nimero real x;. A continuacion
veremos qué significado tiene calcular el limite cuando x tiende a infinito.

Definicion 1.16. Limite de una funcion en el infinito. Dada una funcion real de variable real f © x € R —
f(x) € R. Diremos que el limite de la funcién f cuando x tiende a + es L, cuando:

(40) Ve>0IM>0: x> M= |f(x)— L| <e.

Con otras palabras, los valores de la funcion f estan tan proximos a L como queramos sin mds que escoger valores
de x suficientemente grandes. De forma andloga, podemos definir el limite de una funcién cuando x tiende a —co.
En los dos casos, es necesario que la funcion f esté definida para valores de x tendiendo al respectivo infinito.

Ejemplo 1.23. El limite de la funcion f(x) = i cuando x tiende a +oo0 es 0 ya que los valores de f(x) son
tan proximos a 0 como queramos sin mds que escoger valores de x suficientemente grandes:

(41) im L =o.

X—>+00 X

f =1
X

X—>+00 X

A continuacion veremos la definicién de que una funcién tienda a infinito cuando x tiende a x,.

Definicion 1.17. Limite infinito de una funcion. Dada una funcion real de variable real f : x € ACR —
f(x) € R. Diremos que el limite de la funcion f cuando x tiende a x es +oo si:

(42) VM >036>0: |[x—xg| <6=> f(x) > M.

Con otras palabras, los valores de la funcion f son tan grandes como nosotros queramos sin mds que escoger
valores de x suficientemente proximos a xy. De manera andloga podemos definir el valor —oo como limite de una
Sfuncion cuando x tiende a x,.

Ejemplo 1.24. El limite de la funcién f(x) = é cuando x tiende a 0 es +o0 ya que los valores de f(x) son
tan grandes como nosotros queramos sin mas que escoger valores de x proximos a 0:

43 lim — = +oo.
(43) am 2 =t

14
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1
f(x)=;

Definicion 1.18. Limite infinito de una funcion en el infinito. Dada una funcion real de variable real [ :
x € ACR — f(x) € R. Diremos que el limite de la funcién f cuando x tiende a +o es +oo si:

(44) VM >03K>0: x>K= f(x)>M.

Con otras palabras, los valores de la funcion f son tan grandes como nosotros queramos sin mds que escoger
valores de x suficientemente grandes. De manera andloga es posible definir los valores +00 como limite de una
Sfuncion cuando x tiende a +co.

Ejemplo 1.25. El limite de la funcién f(x) = x* cuando x tiende a +o es +oo ya que los valores de f son
tan grandes como queramos sin mds que coger valores de x suficientemente grandes:

(45) lim x? = +c0.

X—>+00

lim x“ =+
X—>+00

Teorema 1.1. Teorema de caracterizacion secuencial del limite de una funciéon.Sean f . x € ACR — R
y xg € A'. Se tiene que:

46) lim f(x)=¢ < [V{xn}neN ¢ lim x, = x, con x,, # xo Vn €N, se cumple que lim f(x,) = f] .
X—)XO n—0o0 n—0o0

15
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Observacion 1.2. El Teorema anterior nos permite demostrar que un cierto limite no existe si encontramos
dos sucesiones {x,},en € {Vy}pen tales que {x,},en: {Vptnen — Xo, pero que las sucesiones de las imdgenes
{f(x ) en Y Lf )} en tiendan a niimeros diferentes. Por ejemplo, consideremos la funcion:

fiR — R

47 x —  f(x)=cos(x).

Podemos argumentar la no existencia del limite de f(x) cuando x tiene a infinito en base al teorema anterior, encon-

trando dos sucesiones {x,},en € {Vn)nen tales que {X,} e {Vn}neny = +00, pero que { f(x,)} pen Y {F )} nen
tiendan a limites diferentes. Tomemos, por ejemplo:

x, = 2nm
(48)
¥, = @n+ Dr,
se tiene que:
f(xn) = 15
(49)
Sy = -1

Puesto que la sucesion de las imdgenes converge a limites diferentes, se concluye que no existe el limite cuando x
tiende a o de la funcion.

Corolario 1.2. Sean f : x€ ACR — f(x) € Ryxy € A'. Si existe £ = lim f(x), éste es tinico.
X—>X0

Proposicion 1.2. (Operaciones con limites de funciones.) Sean f,g : A C R — R dos funciones reales de
variable real y sea xy un punto de acumulacion de A. Supongamos que existen £; = lim f(x)y £, = lim g(x).
X=X X=X

Entonces:
1. lim (f + g)(x) =& + &,. O lo que es lo mismo, el limite de la suma es la suma de los limites, salvo en
X—)XO

el caso en el que sea +o0o — 00 0 —00 + 0, que resultan indeterminados.
2. lim (f - g)(x) =7, -, O lo que es lo mismo, el limite del producto es igual al producto de los limites,
X—)XO

salvo en los casos +oo - 0, que resulta indeterminados.

14

3.5iC={xe€e A: gx)=0},lafuncionh : A—C — h(x) = RACa} verifica que lim h(x) = Lo
8(x) X—>X() fz

que es lo mismo, el limite del cociente es igual al cociente de los limites, salvo en los casos g y E’ que

son indeterminaciones.

4. SiAeR, lim(Af)(x) = A¢;.
X—=Xq
5. lim f(x)8® = f?. O lo que es lo mismo, el limite de una base elevada a un exponente es igual al limite de
X—)XO

la base elevado al limite del exponente, salvo en los casos 1%, 0%, oo y 00, que resultan indeterminados.
Debemos tener en cuenta que oo™ no es indeterminado, ya que:
" +00t® = +o0.

m too ®=——=0
+oot®
s (—c0)"® oscila entre +o0 y —oo por lo que no tiene limite.

—o 1 _
" (mo0) ™ = (—c0)t® 0

Una propiedad muy qtil en el célculo de limites de funciones es la que se enuncia a continuacién:

Proposicion 1.3. Sean f,g : x € A C R — R dos funciones reales de variable real y sea x, € A’. Si f(x)
es una funcion acotada cuando x tiende xq y g(x) tiende a 0 cuando x tiende a x,, entonces:

(50) lim f(x)g(x)=0.
x—?xo

16
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Proposicion 1.4. (Paso al limite en desigualdades.) Sean f,g,h : x € A C R — R tres funciones reales de
variable real tales que:

(51) hx) < f(x)<gx) VxeA

y sea xy € A'. Supongamos ademds que existen los limites

(52) lim h(x) = 2,
X—)xO

(53) lim g(x)=7¢
X=X

y que son iguales. Entonces, existe

(54) lim f(x)=¢.
X—)XO

Ejemplo 1.26. Consideremos las siguientes funciones:

h(x) = O.
1. /1
(55) f(x) = ;Sll’l(;).
1
gx) = —.
x
Claramente, h(x) < f(x) < g(x), ademds,
lim A(x) = O.
X—>00
(56)
lim g(x) = O.
X—>00
Por lo tanto,
(57) lim f(x)=0.
X—00

4. Resolucion de algunas indeterminaciones.

Veamos a continuacién cémo podemos resolver algunas indeterminaciones.

2
Ejemplo 127. lim — > +t1
x—>teo x3 4+ x2 + x + 1
dor y el denominador por la mayor potencia de x:

(indeterminacion g ). En este caso, se resuelve dividiendo el numera-

X 1
2 S+
, 1 B 3 3
(58) lim — T = lim —= =% 0.
xooo 34 x24x+1 xoeo X X2
2tats

Ejemplo 1.28. lirJIl Vx3 +2 — Vx3 (indeterminacion +oco — o). En este caso, se resuelve multiplicando y
X—>+00
dividiendo por el conjugado:

(VP2 VW24 V) 2

lim —————=0.

= NEFE e v 2 Ve

(59)

17
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2 x+1
Ejemplo 1.29. lim <x + > (indeterminacion 1%°). En este caso, se realizan las siguientes operacio-
X—=+oo \ x< + X
nes:
2 o) x+1 2 7 _ 2 x+1 9 _ x+1
1+ x"+2 1 _ 1+ X~ + X X 1+ X
x2 4+ x x2+x x2+x
(60) x+1)(2—x 2—x
x24x % P

[N]

—X

2—x \ 2~ 2-x
1+ = 1+
x2+x x2+x

Por lo tanto, empleando el limite para el niimero e:

X—+00 e

2 x+1 _
. x“ 42 lim 2=x ]
61 lim =g Mxooo T = |
©D) <x2+x>

sen(x)

Ejemplo 1.30. lim

1 (Indeterminacion de la forma g ). Lo veremos mds adelante.
1
Ejemplo 1.31. lim 2%

x—0 1
x

(Indeterminacion de la forma % ). Lo veremos mds adelante.

Ejemplo 1.32. lirr(l) X sen <l> = 0. Funcion acotada por otra que tiende a cero.
xX— X

5. Limites laterales de una funcion.

En esta seccidn trabajaremos con el concepto de limite lateral de una funcién real de variable real.

Definicion 1.19. Limites laterales de una funcion. Consideremos un funcion real de variable real f : R —
Ry sea xy € A’. Diremos que:

1. ¢ es el limite por la derecha de [ cuando x tiende a x si:
(62) Ve>036>0: O0<x—xg<o6=>|f(x)—7¢|<Le,
que denotaremos por:

(63) lim_f(x) = 2.

-
XXO

2. ? es el limite por la izquierda de f cuando x tiende a x si:
(64) Ve>036>0: 0<xg—x<6=>|f(x)-7¢| <Le,
que denotaremos por:

(65) lim f(x)="7¢.
X—)XO
Observacion 1.3. Al igual que con el concepto de limite de una funcion, en el caso de los limites laterales,
existe una caracterizacion secuencial del mismo que no detallaremos por resultar obvia.

El siguiente resultado resulta muy til en la practica a la hora de decidir si una funcién tiene limite en un punto
0 no a partir de los limites laterales:
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Teorema 1.2. Sean f : A C R — Ry x, € A’. Entonces, existe el limite de f(x) cuando x tiende a xq y
vale ¢:

(66) lim f(x)=¢

X—)XO

sty solamente si existen los dos limites laterales de f(x) cuando x tiende a x 'y los dos tienen el valor ¢,

67) 3 lim f(x)=Zy3 lim f(x)=~¢.
x—»x; X=Xy
1 _1
Ejemplo 1.33. Consideremos la funcion f : R — {0} — R, donde f(x) = %.
ex +e x

¥ 1ol
08T
06T

0.4

02T

. ex —e x ., 1l—e x

Ii L = - = hm+ - = 1,
x0T ox +e x =0T +e x

(68)
1 1 2 )

, ex—e x ., ex —

lim - - lim =-1.
=0 ex +e x x=0 ex +1

Puesto que los limites laterales no coinciden, entonces no existe el limite.

_1 .
Ejemplo 1.34. Consideremos la funcion f : R — R, donde f(x) = { l+e ; Sl_ X Z 8’
si x <
y ‘
18T
16T
131

121

1
(69) Jm s = liml+ex=1
1i = lim1=1.
iy s = iy

Puesto que los limites laterales coinciden, entonces existe el limite de la funcion f cuando x tiende a 0 y su valor
es 1.
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6. Continuidad de una funcion.

En esta seccion trabajaremos con el concepto de continuidad para funciones reales de variable real. Comence-
mos definiendo el concepto de funcién continua en un punto.

Definicion 1.20. Funcion continua en un punto. Sea f : x € A C R — R una funcion real de variable
real y xy € A. Diremos que f(x) es continua en x, cuando se cumpla lo siguiente:

(70) Ve>035>0: |x—xol <6=|f(x)— flxp)l <e.

Observacion 1.4. Como consecuencia de la definicion anterior se cumple que:

1. Si xq es un punto aislado de A, entonces f es continua en x, puesto que existe 5* > 0 : (xq— 6", xo +
5")YN A = {xy}. Por lo tanto, dado cualquier € > 0, si tomamos el §* anterior, se cumple trivialmente la
definicion de continuidad.

2. Sixy € A', se verifica que f es continua en x, si y solamente si:

= Existe el limx_)xO fx)="=¢.

= Existe f(xg).

= Se cumple que f(xq) = 7.
Es decir, el limite de la funcion f(x) cuando x tiende a x coincide con el valor de la funcion en el punto
xo. En efecto, por una lado, si la funcion es continua en el punto x,, sabemos, empleando la deficion de
continuidad que:

(71) Ve>036>0: |[x—xp] <6=>|f(x)— flxp)| Le.

De donde, compardndola con la definicién de limite de la funcion f(x) cuando x tiende a x, deducimos
que existe el limite de f(x) cuando x tiende a xyy es igual a f(x). Por otro lado, si existe el limite cuando
X tiende a x de la funcion f(x), sabemos que:

(72) Ve>036>0: 0<|x—xo| <6= |f(x)—£] <e.

Pero, como estamos suponiendo que el limite de f(x) cuando x tiende a x es igual al valor de la funcion
en el punto, se obtiene precisamente la definicion de continuidad.

Definicion 1.21. Funcion continua. Dada una funcion f : x € A C R — R, diremos que es continua en A
cuando sea continua en todos los puntos de A. Denotaremos por 6 (A) el conjunto de todas las funciones continuas
en A:

(73) GA)={f: ACR— R : f escontinuaen A}.

Ejemplo 1.35. Son ejemplos de funciones continuas las funciones polindmicas, las funciones trigonométricas
sen(x) y cos(x), la funcion exponencial e*, la inversa de la funcién exponencial 1og(x) en su dominio de definicion
x>0, ..

Proposicion 1.5. (Operaciones con funciones continuas.) Sean f,g : x € A C R — R dos funciones reales
de variable real y sea xy € A. Supongamos que f(x)y g(x) son funciones continuas en a. Entonces:

1. f(x)+ g(x) también serd continua en x,,.
2. f(x) - g(x) también serd continua en x,.

f(x)

. —— es una funcion continua en xy si g(xq) # 0.
g(x)
Ejemplo 1.36. Puesto que f(x) = sen(x) y g(x) = e~ son funciones continuas en todo R:
s La suma s(x) = f(x) + g(x) = sen(x) + e* es una funcioén continua en R.

= El producto p(x) = f(x) - g(x) = sen(x) - e* también es una funcién continua en todo R.
sen(x)

= Por otro lado, ya que e* # 0, tenemos que el cociente c(x) = es una funcion continua en R.

eX
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X
» Ahora bien, si realizamos el cociente c¢(x) = #(x) deja de ser continua en los puntos x = 2kn, conk € Z,
ya que ni si quiera estd definida.

Ejemplo 1.37. Consideremos la funcion real de variable real f : R — R, donde:

sen(x) )

(74) f(x)={ — 5 x#0
1 si x=0.
Y10

30 20 A0 o/ 20 30
X
Loz +

La funcion f(x) es continua en R ya que:

» Para x # 0, f(x) es continua (operaciones con funciones continuas).
= El tinico punto conflictivo es x = 0, que analizaremos utilizando el criterio del Sandwich. Por un lado,
sabemos (LARSON, Pag. 65.) que:

tan(d) _ 0 _ sen(h)
75 >=>
(75) 2 27 2
Si multiplicamos la expresion anterior por :
sen(6)
(76) L 5 9 51 voe©.z2
cos(@) ~ sen(f) — ’ ’
0 —0 . L . -
pero, como cos(0) = cos(—6) y = , deducimos que la expresion anterior es vdlida en el
sen(d) sen(—0)
intervalo (—x/2, z/2) — {0}. Por ltimo si invertimos la desigualdad (76):
a7 cos(8) < Ser;(e) <1
y tomamos limites cuando 0 — 0, obtenemos que:
(78) tim SO0 _
6—0 [}

Al igual que en el caso del limite de una funcién en un punto, es posible dar una caracterizacién secuencial de
la continuidad en un punto.

Proposicion 1.6. (Caracterizacion secuencial de la continuidad en un punto). Sea f : x € ACR — R
una funcion real de variable real y sea x, € A. Se tendrd que la funcién f(x) es continua en x si 'y solamente si
se cumple:

(79) V{x,}en - lim x, = x(, se cumple que lim f(x,) = f(xp).
n—00 n—oo
Por ultimo, definimos un tipo de continuidad mas fuerte que la continuidad, la continuidad uniforme.
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Definicion 1.22. Dada una funcion f . x € A C R — R, diremos que es uniformemente continua en A
cuando se cumpla la siguiente condicion:

(80) Ve>035>0: [x—x'|<6=|f(0) - f(x)| <e.

Ejemplo 1.38. Como ejemplo de funciones uniformemente continuas, destacamos las siguientes:

» Las funciones constantes: f : x € R — f(x) =k € R.
» fix€R— f(x)=x€R, pues basta tomar 6 = e.
n fix€e[0,3]CR - f(x)= x2. En efecto,

2_ .2
(81) [x7 = x5l = [(x = xp)(x + xp)| < [x = xp||x + xo| < 6[x — xg.
Por lo tanto, dado € > 0, basta tomar 6 = g, ya que, entonces:

(82) [x —xo|l <6 = |x? —xé| <e.

Observacion 1.5. En general, cualquier funcion continua definida en un conjunto cerrado y acotado de R, es
uniformemente continua.

7. Continuidad lateral de una funcién.

En esta seccidn trabajaremos con el concepto de continuidad lateral de una funcién en un punto.

Definicion 1.23. Continuidad lateral en un punto. Sea f : x € A C R — R una funcion real de variable
real’y x, € A.

» Se dice que f es continua por la derecha en x, cuando se verifica que:

(83) f(xg) = lim_f(x).

X—>X0

= Se dice que f es continua por la izquierda en x(, cuando se verifica que:

(84) f(xp) = lim_ f(x).
x—>x0

Al igual que en el caso de los limites, es posible caracterizar la continuidad de una aplicacién en un punto en
base a la continuidad lateral de la misma.

Proposicion 1.7. Sean f : x € A C R — R una funcion real de variable real y x, € A. Entonces, f(x) es
continua en x si y solamente si f(x) es continua por la derecha 'y por la izquierda en x,.

Ejemplo 1.39. Determinemos los valores de los pardametros by ¢ para que la funcion:

fiR — R

(85 x — f(x>={

x+1 sio |x=2| <1,
XZ+bx+c si |x=2|>1.

Debemos estudiar dos puntos clave, el 1 y el 3:

lim x+1=2, lir?x2+bx+c=1+b+c, f(H)=1+b+ec,
X— x—=1"
(86)
lirgl+x2+bx+c=9+3b+c, lim x+1 =4, fB3® =9+3b+ec.
X—> X—=3"
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Para que la funcion sea continua se tiene que cumplir:

2 = 1l4+4b+c = 1+b+ec,
9+ 3b+c.

(87)

4

94+3b+c

Por lo tanto, c =4y b= -3.

8. Composicion de funciones continuas.

En esta seccién veremos como se comporta la composicién de funciones con respecto a la continuidad.

Proposicion 1.8. Sean f : x€e ACR — Ryg : x € BCR — R dos funciones reales de variable real
tales que la imagen de f(x) (f(A)) es tal que f(A) C B. Se tiene entonces que si f(x) es continua en ay g(x) es
continua en b = f(a) € B, entonces la composicion (g o f)(x) = g(f(x)) es continua en a.

Ejemplo 1.40. La funcién ¢ es continua en todo R por ser composicion de las funciones continuas en R
f()=x%ygx) ="
Ejemplo 1.41. La funcion:

cos(x?) + 10*

(88) f= T

es continua en R por ser composicion y cociente de funciones continuas con el denominador nunca nulo.

9. Discontinuidades.

En esta seccion analizaremos los tipos de discontinuidades que se pueden presentar a la hora de estudiar la
continuidad de una funcién real de variable real.

Definicion 1.24. Tipos de discontinuidades. Sean f : x € A C R — Ry x, € A’. Diremos que la funciéon
f(x) es discontinua en x cuando no sea continua en x(. La discontinuidad en x, puede darse por las siguientes
razones:

1. 3 xll)n; f(x) pero xll_)ﬂ; f(x) # f(xqg). A este tipo de discontinuidad, si el limite es finito, se le denomina
discor(;tinuidad evitab(}e.

2. 8i f (xg) # f(xy) y ademds f (xa“) y f(xy) son finitos o infinitos, se dice que tenemos una discontinuidad
de primera especie (también llamada discontinuidad de salto).

3. Si no existe alguno de los limites laterales diremos que tenemos una discontinuidad de segunda especie.

Ejemplo 1.42. Veamos una serie de ejemplos en donde se observan los tres tipos de discontinuidades ante-
riores:

1. La funcion:

X si x<1,
(89) f(x)=4 0 si x=1,
2—x si x>1,
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Yio
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x

presenta una discontinuidad evitable. La funcién seria continua si redefiniésemos la funcion de forma que

fxp)=f() =1

2. La funcion

b si x<1,
(90) f(x)=<2 0 si x=1,
2—(x—=17% si x>1,
tiene, en el punto xy = 1, una discontinuidad de primera especie.
3. La funcion
sen( si x<1,
x —
1) fx)=40 si x=1,
0,1 ,

si x> 1,

x—1

tiene, en xy = 1, una discontinuidad de segunda especie.

10. Propiedades de las funciones continuas.

En esta seccién analizaremos las propiedades y resultados mds importantes relacionados con las funciones

continuas.

Teorema 1.3. Teorema de Bolzano. Sea f : [a,b] C R — R una funcion real de variable real continua en
[a, b], tal que f(a)- f(b) < 0. Entonces existe al menos un punto ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0. En la siguiente figura
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se puede ver una interpretacion geométrica del enunciado:

Ejemplo 1.43. Consideremos la siguiente funcion, cuya grdfica se corresponde con la figura anterior:

f:R — R
©2) x — f(x)=—1+2x3+4x2.
Se tiene que:
f=H =1
©3) 1 23
1G) = &

toman signos opuestos, por lo tanto, por el teorema de Bolzano, existird un elemento ¢ € (—1, 1/4) tal que f(c) = 0.

Ejemplo 1.44. Supongamos que tenemos una funcion f . [—1,1] — R continua tal que toma los mismos
valores en los extremos del intervalo:

(94) f=D = f(1).

Podremos encontrar un punto ¢ € [0, 1] tal que:

(95) flo=fle-D.

En efecto, definamos la siguiente funcion real de variable real:

g:[0,1] — R
(%6)
x — gx)=fx)—fx-=1.

Se tiene que la funcion anterior es continua en el intervalo [0, 1], ademds, supuesto que no estamos ante el caso
trivial en el g(0) = 0 en el cual el problema ya estaria resuelto, se tendrd que:

g0)=f0) = f(=D = f(0) - f(1),
o7
g) = f() = f(0)
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por lo tanto, g(0) - g(1) < 0y, entonces, por el teorema de Bolzano, sabemos que existird un punto ¢ € (0, 1) tal
que g(0) = 0 o, lo que es lo mismo, f(c) = f(c — 1).

Observacion 1.6. Una aplicacién muy importante del Teorema de Bolzano es el métono numérico de dicoto-
mia o biseccion que se emplea para encontrar ceros de funciones.

El método de biseccion o dicotomia es un método numérico que se emplea para encontrar raices de ecuaciones.
Supongamos que tenemos una funcion f : A C R — R real de variable real y que nuestro objetivo es encontrar
un punto x, € A que sea solucion de la ecuacion f(xy) = 0 (a dichos puntos se les denomina raices o soluciones
de la ecuacion f(x) =0).

Dicho método, estd basado en el teorema de Bolzano, el cual, dada una funcion f : [a,b] C R — R conti-
nua tal que f(a) - f(b) < 0, nos garantiza que existe un elemento ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0 (¢ es una raiz de la
ecuacion f(x)=0).

Sea entonces una funcion f : [a,b] C R — R continua tal que f(a) - f(b) < 0, el método de dicotomia
construye una sucesion {x,},en contenida el intervalo [a, b], de forma que {x,},en converge a una raiz de la
ecuacion f(x) = 0. Para ello, se emplea el siguiente algoritmo:

B a1+b1
X1 = ) N

donde ay=a y b =b

a,+b,

Paran>?2, x, = , donde:

{an—l si fla,_q)- f(x,-1) <0,

I = X, i f@, ;) f(x,_;) >0,
b = { Xpo1 Si f(a,_p) - f(x,)) <0,
L n b,_y si fla,_y): f(x,_;) > 0.

Dependiendo de la precision, € > 0, que determinemos para la convergencia del algoritmo, detendremos la cons-
truccion de los elementos de la sucesion {x,} cuando lleguemos a un elemento x s tal que:

[f(xp)l <e.

En la siguiente figura se puede ver como se generan unas cuantas iteraciones del método de dicotomia.

F(x)
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Corolario 1.3. Teorema de los Valores Intermedios Sea f : [a,b] C R — R una funcion continua y supon-
gamos que f(a) < f(b). Entonces para cada valor A tal que f(a) < A < f(b), existe al menos un punto ¢ € (a, b)
tal que f(c) = A

fb) e
S(x)
A=f() e
fla) e
o o o
a c b

Teorema 1.4. Teorema de Weierstrass. Sea f . x € [a,b)] C R —> R una funcion continua en el in-
tervalo cerrado y acotado [a, b]. Se tendrd entonces que existen valores x,, € [a,b] y xp; € [a,b] tales que
f(x,) = min(f(A)y f(xp) = max(f(A)). O lo que es lo mismo, la funcion f alcanza su mdximo y su minimo
en el intervalo [a, b].

f(xp) = max f([a,b]) ¢

f(x,,) = min f([a,b]) °

Observacion 1.7. En el siguiente ejercicio se pone de manifiesto que, bajo ciertas condiciones, el resultado
anterior se puede extender a dominios no acotados.

Ejemplo 1.45. Sea f : R — R una funcion real de variable real, tal que:

= f(x) > 0 para todo x € R.

» lim f(x)= lim f(x)=0.
X—>+00 X——00

n f es continua en R.

Veamos que, entonces, podemos encontrar un punto xy € R tal que f(x) < f(xq) para todo x, € Ry que
Im(f) = f(R) C (0, f(xg)l. En efecto, sea a = f(0) > 0. Como f tiene limite O para x — +00y x = —00, existen
valores positivos k| y k, tales que:
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x<—-k;=0< f(x)<al2,
(98)
x>k, =>0< f(x)<al2,

de donde deducimos que:
f((=00,=k]) C(0,a/2),

99)
S ([ka, +00)) C (0, a/2),

o lo que es lo mismo, f estd acotada en las colas. Veamos ahora lo que ocurre en el intervalo [—k,, k,]. Como f
es continua, sabemos, por el teorema de Weierstrass, que [ alcanza su mdximo m en el intervalo [—kq, k,]:

(100) m= f(xo) = max{f([=k;.k,])}, conxy € [=k;. k,].

Ahora bien, 0 € [—k|,ky]y f(0) = a, ha de ser m > a. Si se tiene en cuenta que para x < —k,y x > k, es

f(x) < al2, se concluye que m = f(xy) = max f(R) y, entonces, f(R) C (0, f(xq)].

11. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. Estudia si las siguientes reglas son aplicaciones y, en caso afirmativo, determina su dominio
de definicion A:

. f:x€EACR — f(x)=¢"

2. fix€ACR — f(x)=sen(x).

3. f:xeAclR—>f(x)=i.

4. f 1 xEACR — f(x) = f .
x> +1

5. f:x€ACR— f(x)=+/x.

Ejercicio 1.2 (Limites laterales.). Estudiar la existencia de los limites laterales de:

. T
1. tan(x), cuando x tiende a 5
2

2. 1-¢c ; , cuando x tiende a 0.

l1+e =~
4

3. , cuando x tiende a 1.
x*—1

4. = cuando x tiende a 0.
3+ 2%

5. L+ ZT , cuando x tiende a 0.
1+ 3%

Ejercicio 1.3 (Indeterminaciones oco/co y 0/0.). Calcular los siguientes limites:
2 — —

I fim X2 =2X=3
X—00 )é —4

2 lim M
e 4x2 -4

3 S x+ 1

x—o00 x3 —4x 43

L X =2xr—6x+12
4. lim

x—=2 x2+3x— 10

2 _
5. lim XX +9—=3

x=2  x2-—2x
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Ejercicio 1.4 (Indeterminaciones co — c0.). Calcular los siguientes limites:

1.
2.
3.
4.
5.

Iim Vx+1-x.
X—>00

lim Vx2 +5x — (x + 3).
X—00
lim Vx2+x.

X——00

lim \/x2 +x— \/x2 - x.
X—00

lim Vx3+2—Vx3.
X—00

Ejercicio 1.5 (Indeterminaciones 1%°.). Calcular los siguientes limites:

1.

4.

5.

2
. < x? = 3x >x
lim .
x—=00 \ x2 44
22 -1\
lim | ———— ) .
x>0 \ 2x2 + 2x

. <2x -1 >X
lim .
x—oo \2x + 1

3
L X1\
lim .
x>\ x2 41

3
lim (x — 1)x2.
x—2

Ejercicio 1.6 (Continuidad de funciones reales de una variable real.). Se pide:

1.

(101)

(102)

(103)

(104)

(105)

Halla una relacion entre los pardmetros a 'y b de modo que exista el limite de la funcion f(x) en x = 1,
siendo f la funcion siguiente:

2 .
ax“+b six>1
f(x)_{bx2+a six <1

. Calcula el valor de a 'y b para que la siguiente funcion sea continua:

2+2x—1 six<0
fx) = ax+b si0<x<1
2 six>1

. Estudia si existe algiin valor de k tal que que la siguiente funcion sea continua:

(x+k)(x-2) .
— six<2
f(x) = x2—-5x+6
6 six>2

en el punto x = 2.

. Estudia si existe algiin valor de k para el cual la siguiente funcion sea continua:

kx* = 3x3
f(x)=4 7x5+3x3
-1 six >0

six <0

en el punto x = 0.

. Dada la funcion

2cos(x) x<ec,
fx)= {
(ax + b x>c,
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siendo a, b, ¢, constantes. Si by c son fijos, hallar los valores de a (si existe alguno) para los cuales la
funcion es continua en x = c.

Ejercicio 1.7 (Discontinuidades de funciones reales de variable real.). Estudiar si las siguientes funciones
presentan discontinuidades.

x2
1. f(x)={ = YFZ

0 x=2
2. f(x) = %ﬂx) x#0
' )1 x=0"
1
3 _ xe x x#0
S(x) {0 NP
x+1-1
4. f(x):{ 1 X x?éo
E x=0

Z+1 x>0

5, f(x):{ ox XS0

Ejercicio 1.8 (Propiedades de las funciones continuas.). Se pide:

1. Sea f una funcion real continua en el intervalo [a, b]. Supongamos que f(x) + f(y) = 2f (%V) para

todo x,y € [a, b]. Demostrar que si f(a) = f(b) =0, se tiene que f(z) = 0 para todo z € [a, b].

2. Determina el conjunto de valores para el niimero k para los que la funcién polinémica p(x) = x> —3x+k
se anule en alguin punto del intervalo [—1, 1].

3. Sean f1(x)y fo(x) dos funciones continuas en el intervalo [a, b] tales que

(106) Si(@) < fr@) 'y f1(b) > fr(b).

Demuestra que existe un punto c € (a, b) tal que f(c) = f5(c).
4. Sea f una funcion continua en el intervalo [0, 1] en si mismo ( f([0, 1]) C [0, 1]). Demostrar que existe un
punto ¢ en este intervalo tal que f(c) = c.
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