Tema V. Limites y continuidad de funciones de varias variables.






Célculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Capitulo 1. Limites y continuidad de funciones de varias variables reales.
1.

R I e i

Indice general

Concepto de una funcién de varias variables reales.
Limite de una funcién escalar.

Limites segtin subconjuntos de una funcidn escalar.
Cambio de coordenadas.

Limite de una funcién vectorial.

Continuidad de una funcién escalar.

Continuidad de una funcién vectorial.

Propiedades de las funciones continuas.

Ejercicios del tema.

11
18
21
22
24
24
26






Célculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Capfitulo 1

Limites y continuidad de funciones de varias variables reales.

En este capitulo veremos los conceptos mas importantes relacionados con la continuidad de funciones de varias
variables reales.

1. Concepto de una funcién de varias variables reales.

Durante el presente tema, consideraremos R? y R? con sus correspondientes métricas euclideas d que ya he-
mos introducido en el primer tema de la asignatura:

d:xy) eR* xR — dx,y) =lx=yll = —y)?+ (xz— »)2,
4))

d:xy) eR xR} — dx,y)=lx=yll = V(x; = )2+ (xy = »2)? + (x3 — y3)?

Veamos entonces como podemos definir el concepto de funcién real de varias variables reales, para ello, distin-
guieremos dos casos, las funciones escalares y las funciones vectoriales.

Definicion 1.1. Funcion escalar. Dado un conjunto A C R”, una funcién escalar es una aplicacion:
2) fiACR" —R.
O lo que es lo mismo, una funcion escalar, es una aplicacion de varias variables cuya imagen estd contenida en la

recta real.

Ejemplo 1.1. Un ejemplo de funcion escalar es la norma en R":

h-1:R" — R
3
x — x|,
donde:
s Paran=72:
— 2 2
4@ Xl = 4/ x7] + x3.
s Paran=3:
5) Ixll = y/x3 + x5 + x3.

= Para n en general:
_ 2
©) x| = \l RS
j=1
Observacion 1.1. Dada una funcion escalar f : A C R" — R, su grafo (o grdfica):
(7N Grafo(f) = {(x, f()) : x € A} CR"™!,

es un subconjunto de R™'. Por lo tanto, las iinicas funciones escalares cuyo grafo podremos dibujar, serdn aquellas
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cuyo conjunto de definicion, A, esté contenido en R", con n < 2. Esto es, sélo podremos representar grdficamente
las funciones escalares definidas en R 0 en R>. En el caso particular de la funcién escalar || - || en R?, su grafo es
el siguiente:

- 1

A la vista de la figura anterior, observamos que las lineas de contorno:

®) fx) =c,

con ¢ una constante cualquiera, son circunferencias centradas en el origen. Esto es, los elementos x € R tales
que \/x% + x% = ¢, son circunferencias de radio ¢ centradas en el origen.

Definicién 1.2. Funcion vectorial. Dado un conjunto A C R”, una funcién vectorial es una aplicacion:
©)] f: ACR" — R"™

O lo que es lo mismo, una funcioén vectorial, es una aplicacion de varias variables reales cuya imagen estd contenida
en el espacio euclideo R™, con m > 1 (para m = 1, recuperamos la definicién de funcioén escalar).

Observacion 1.2. Dada una funcion vectorial f : R" — R™, su grafo:
(10) Grafo(f) = {(x,f(X)) : x € A} C R™™,

es un subconjunto de R"*™. Por lo tanto, las tinicas funciones vectoriales que podremos representar grdficamente,
serdn aquellas que cumplan que n + m < 3. Estdn en esta situacién las funciones escalares definidas en R" con
n < 2y las funciones vectoriales definidas en un subconjunto de R con valores en R" con n < 2.

Observacion 1.3. Otra forma de visualizar una funcion de dos variables consiste en utilizar un campo escalar
en el que se asigna al punto (x,y) el escalar z = f(x,y). Un campo escalar queda caracterizado por sus curvas
de nivel (o lineas de contorno) a lo largo de las cuales el valor f(x,y) es constante. El mapa del tiempo de la
siguiente figura
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muestra las curvas isobaras, de nivel de presion constante. Las curvas que representan temperatura constante en
los mapas del tiempo, se denominan isotermas. Las curvas de nivel en las representaciones de los campos de po-
tencial eléctrico se llaman lineas equipotenciales.

Los mapas de contorno suelen utilizarse para representar regiones de la superficie terrestre, con las curvas
de nivel correspondiendo a las lineas de altura constante sobre el nivel del mar. Los mapas de este tipo se llaman
mapas topogrdficos.

Un mapa de contorno traduce la variacién de z respecto de x e y gracias al espaciado entre las curvas de nivel.
Una separacion grande entre las curvas de nivel significa que z estd variando lentamente, mientras que curvas de
nivel muy juntas quiere decir que z cambia muy deprisa. Ademds, con el proposito de proporcionar una ilusion
tridimensional en un mapa de contorno, es importante elegir valores de c espaciados de manera uniforme.

Observacion 1.4. Una funcion vectorial tiene distintas componentes que a su vez son funciones escalares. Por
ejemplo, dada la funcién vectorial:

f:R2 — RS,
1)
x — fx)= (fl(X), J2(X), f3(X)),

se tiene que sus componentes fy, con k = 1,2,3, con funciones escalares definidas en R2.
Ejemplo 1.2. La funcién vectorial:
f: R — R?

(12)
Xx=(x,y2 — f(x)=(x+y+z—1,x2+z3)e[R{2,

tiene dos componentes que son funciones escalares:

fiix=(xy2eR — fix)=x+y+z-1€R,
(13)
f2:X=(x,y,z)€|R3 — fz(x):x2+z3E|R.

Ejemplo 1.3. La funcién que asigna a cada punto del espacio R3 su temperatura en cada instante t, es una
funcién escalar definida en R*:
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T:R3xR=R* — R
(14)
x,y,z,t) — T(x,y,z2,1).

Ejemplo 1.4. La funcién que asigna a cada punto del espacio R® su velocidad en cada instante t, es una
funcion vectorial definida en R* que toma valores en R3:

v:R*xR=R' — R’
(15)
(x.y.2.1) — V(X p.2.0) = (0)(X, . 2.0, 0y(x, 1, 2, 1), 03(x, ¥, 2. 1)) .

Definicion 1.3. Dominio de definicion. Dada una funcion escalar o vectorial, llamaremos dominio de defini-
cion, al conjunto en el cual la funcion estd definida.

Observacion 1.5. Al contrario de lo que ocurre en R, en R" con n > 2, no es posible establecer una definicion
de acotacion en funcion de una relacion de orden, es por ello, que, en R", con n > 2, definimos el concepto de
acotacion a través de la norma (ver la definicion siguiente).

Definicion 1.4. Funcion acotada. Dada una funcion escalar o vectorial:
(16) f:R"— R",

diremos que es acotada cuando exista un niimero K > 0 tal que:

(17) It < K, Vxe€A.
Ejemplo 1.5. La funcion escalar f(x,y) = X , Y es acotada ya que:
Va2 +y2 x4y
x y x2 y?
(18) 17 Ce Il = , “VarnTarz-"
\/x2+y2 \/xz_,_yz xX“+y x“+y

Ejemplo 1.6. La funcién f(x,y,z) = x* + y* + 2%, no es acotada ya que su norma (valor absoluto), no se
puede acotar por una constante en todo R3.

Observacion 1.6. En el caso n = m = 1, la definicion de acotacion anterior coincide con la definicion de
acotacion para funciones reales de una variable real.

2. Limite de una funci6n escalar.
Veamos como podemos extender el concepto de limite a funciones escalares de varias variables reales

Definicion 1.5. Limite de una funcion escalar de varias variables reales. Consideremos una funcién escalar
de varias variables reales:

(19) fiACR" —R

y sea Xy € A'. Diremos que el limite de f cuando X tiende a X es £ € R cuando:
(20) Ve>036>0rq.0<|Ix—xpll <62 ||lfX) -7 <e.
En el caso en el que se cumpla la condicion anterior, denotaremos por:

@1 lim f(x) = ¢.

X=X

8
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Observacion 1.7. Debemos observar que, al igual que en la definicion de limite de una funcion real de una
variable real, no es necesario que X, sea un elemento de A para calcular el limite (es suficiente con que X, € A’).
Ni siquiera tiene porqué existir f(Xq). Por ejemplo, la funcion:

1

(22) [ eRP—{(0,0)) — f(x,y)=e 77,

no estd definida en el punto (0,0) y, sin embargo, existe:

23 lim x,y)=0.
23) Jim )

El limite 1lim x, y) = 0 existe, ya que si
(x’y)q(o’o)f( ») yaq

(24 lGe, I <6,
entonces:
6>0, si e>1,
N _1
(25) |/, =0l =]e #*|<e @ <ee 1
6>4/—, si e<l.
log(e)

A continuacién enunciamos un resultado basico sobre algebra de limites para funciones escalares de varias
variables reales.

Teorema 1.1. (Algebra de limites.) Sean xo € A’ y f,g : A C R" — R dos funciones escalares de varias
variables tales que:

(26) Ilm fx)=7¢, €R, 3Ilim g(x)=7¢, €R.
X—X( X=X

Entonces:

» lim Af(X) = AZ| para cualquier A € R.
X—X(

. th;l fX)+gx)=70+ 5.
—X0

- lim f(X)g(x) = £17,.
X—)XO
o F00 £

s lim ——= = —, siempre y cuando |, # 0.
X—X( g(x) fz prey 2
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Los resultados anteriores son vdlidos en los casos en los que ¢1,¢, € RU {0}, salvo en los casos de indetermi-
nacion.

A continuacién veamos una serie resultados que pueden resultar de utilidad en el calculo de limites.

Teorema 1.2. Seax, € R"y hy, h,, ..., h,, n funciones reales de una variable real para las cuales es posible
calcular los siguientes limites:

Q7 lim h(x)=¢, <o, Vk=1,....n.

Xg—=Xg

Entonces, existe el siguiente limite:

(28) lim f(x)=7¢,

X—)XO

donde f(X) = hy(x)) - h,(x,)y? =€)
Ejemplo 1.7. Se tiene que:

29 lm sen(x) cos(y) _ 1
(x,)—(0,0) X
ya que:
sen(x) cos sen(x
(30) F ) = SR _ S g
m hy(»)
y
G1) lim hy(x) =1, lim hy(y) = 1.
x—0 y—0

Por lo tanto:

32) lim sen(x) cos(y)

=1limh -lim h =1.
(x.y)~(0.0) x lim 7y () - Tim By ()

Teorema 1.3. Sean g : R" — Ry h : R — R dos funciones para las cuales existen los siguientes limites:

(33) lim g(x) = ¢, < oo,
X—>X0

y

(34) lim h(x) = ¢, < .
x—=7

Entonces, existe

lim (h o g)(x) = 7,.
X—X()

Ejemplo 1.8. Se tiene que

35 lim sen(xy) =0,
(35) (x,)—(0,0) (xy)

10
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lim =0y lim sen(x) = 0.
yaque lim,xy =0y limsen(x)

3. Limites segiin subconjuntos de una funcioén escalar.

El primer criterio para el calculo de limites es un criterio negativo, esto es, permite decidir la no existencia de
un limite. Su base esta en la definicién de limite segiin subconjuntos que daremos a continuacién. El concepto de
limite segtiin subconjuntos es una extension de la nocién de limite lateral.

Definicion 1.6. Limite segiin un subconjunto. Sea f : A C R" — R una funcion escalary x, € A’. Dado un
subconjunto S C A tal que xy € S’, diremos que ¢ es el limite cuando X tiende a Xy segiin el subconjunto S cuando:

X €S,

(36) Ve>036>0tq. { 0<x—xill <5

}=>I|f(X)—f|IS€.

En el caso de que se cumpla la condicion anterior, denotaremos por:

37 lim f(x)=¢.
X — X[,
X € S.

Ejemplo 1.9. Consideremos la siguientes funcion escalar de varias variables reales:

2
(38) (x.3) € R2 = ((0,0)} — f(x.3) = oI,
2x* sen(y)

Calculemos su limite en el (0,0) segiin los siguientes subconjuntos:

» S ={(x,y) € R?: x =y}. Sea entonces un elemento (x, y) del conjunto anterior, se tiene que:

3 sen®(x)x _3 sen(x)
T 2xZsen(x) 2 X

(39) f(x,y)

Hacer tender (x,y) a (0,0) por el subconjunto S, es equivalente a calcular el limite cuando x tiende a 0
de f(x,x):

(40) lim 2 5en(0) _ 3
x—02 X 2

n S ={(x,y) € R?: x*= v}. Sea entonces un elemento (x, y) del conjunto anterior, se tiene que:

_ 3sen2(x) _ §sen2(x)
"~ 2sen(x?)  2sen(x2)’

(41) f(xp)

Hacer tender (x, y) a (0,0) por el subconjunto S, es equivalente a calcular el limite cuando x tiende a 0
de f(x,x%):

3 senz(x) _ o 3 2 sen(x) cos(x)

3. sen(x) ., cos(x) _3 1.1
2x-0 x x-=0 COS(XZ) - 2 ’

(42) lfm > -
x—0 2 sen(x?) 02 cos(x2)2x

Grdficamente, la funcion se comporta de la siguiente forma:

11
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Un caso particular de limites segtin subconjuntos en R2, son los limites direccionales, en los cuales nos acer-
camos al punto a través de una determinada recta que pase por el punto.

Definicién 1.7. Limites direccionales en R%. Sea f : R> — R una funcion escalar e y = mx + n una recta
que pasa por el punto (a, b), definimos el limite direccional de f en la direccion marcada por la recta’y = mx + y
como el limite segtin el subconjunto de puntos de la recta:

43) lim f(x,y) = lim f(x, mx + n).
(x,y) = (a,b) e
y=mx-+n

Ejemplo 1.10. Consideremos la funcion real definida, en el conjunto C = {(x,y) € R? : y#x%):

3
(44) flx.y) =

x2—y

Esta funcion tiene, en (0,0), limites segiin todas las direcciones y estos limites valen 0, ya que:

. . 0
45) ilj% fQ0,y) = ;13(1) — =0,
3
46) lim f(x, mx) = lim —— =0,
x—0 x—0 x2 — mx

para cualquier valor de la pendiente m de la recta por la cual nos acercamos al (0, 0). Sin embargo, segiin la curva

y= xr - x3 (que pasa por el origen):

3
47 lim f(x,y) = lim f(x,x% — x*) = lim % =14#0.
(x.3) = (0.0) "0 22022~ 4 x

y=x2—x3

Grdficamente, el comportamiento de la funcion es el siguiente:

12
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La siguiente proposicion nos garantiza que si existe el limite de una funcién escalar de varias variables reales
en un punto, entonces también existen los limites segin cualquier subconjunto y tienen el mismo valor.

Proposicion 1.1. Sea f : A € R" — R una funcién escalar de varias variables reales y sea x, € A'. Si
existe:

(48) lim f(x) = ¢,

X=X

entonces, existen:

(49) lim f(x)=¢ VSCAtqxy €S
X — XO
xeS

Observacion 1.8. Puesto que es imposible estudiar el limite de todos los posibles caminos por los cuales nos
podamos acercar a X, el concepto de limite segiin un subconjunto soélo nos proporciona un criterio negativo para
el cdlculo de limites.

Corolario 1.1. (Criterio negativo para el cdlculo de limites.) Sea f : A C R" — R una funcién escalar de
varias variables reales y sea x, € A’. Supongamos que existen dos subconjuntos S}, S, C A, con x, € S|, Sé,
tales que:

(50) lim f(x)# lim f(x).
X — XO X — XO
X €S XES,

Entonces, no existe el limite cuando X tiende a X de la funcion f.

Ejemplo 1.11. Veamos como podemos aplicar el corolario anterior para demostrar que no existe el limite
cuando (x, y) tiende a (0, 0) de la siguiente funcion escalar definida en R — {(0,0)}:

X y2

(5D f(x,y) = 21

Grdficamente, la funcion anterior se comporta de la siguiente manera:

13
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Se observa un comportamiento diferente de la funcién cuando nos acercamos al punto (0,0) por las curvas x = y*

yx=—y

» Limite cuando (x,y) tiende a (0,0) por el conjunto S| = {(x,y) € R?>: x = y2}. Se tiene, dado un
elemento (x,y) € S| que:

Vo1

Py 2

(52) G,y =

Por lo tanto, el limite cuando (x, y) tiende a (0,0) por el conjunto S:

(53) lim f(x,y)= l
(x,y) = (0,0) 2
(x,y) €S

» Limite cuando (x, y) tiende a (0,0) por el conjunto Sy = {(x,y) € R? : x = —y?}. Se tiene, dado un
elemento (x,y) € S, que:

- 1

54) f(x,y)=y4+y4= >

Por lo tanto, el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) por el conjunto S,:

(55) lim Flxy) = -1
(x,y) = (0,0) 2
x,y) €S,

Hemos encontrado dos conjuntos tales que el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) por ellos nos da valores diferentes,
por lo tanto, en base al corolario anterior, tenemos que no existe el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) de la funcion.

Ejemplo 1.12. Veamos que no existe el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) de la siguiente funcion escalar de
varias variables reales definida en R — {(0,0)}:

x2

x2 4y

(56) flx,y) =

Grdficamente, la funcion anterior presenta el siguiente comportamiento:

14
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A la vista de la grdfica anterior, observamos que la funcion presenta un comportamiento claramente diferenciado
cuando nos acercamos a (0,0) por los puntos x = 0 o por los puntos y = 0. En efecto:
= Limite de f cuando (x,y) tiende a (0, 0) por el conjunto S| = {(x,y) € R?: x= 0}. Dado un punto
(x,y) € S}, se tiene que:

(57) Fx,»)=0.
Por lo tanto, el limite de f cuando (x, y) tiende a (0, 0) por el conjunto S|:

(58) lim f(x,y)=0.
(x,y) = (0,0
(x,y) €S8,

» Limite de f cuando (x,y) tiende a (0,0) por el conjunto S, = {(x,y) € R? : y = 0}. Dado un punto
(x,y) € S,, se tiene que:

(39) Sl y) =1

Por lo tanto, el limite de f cuando (x, y) tiende a (0, 0) por el conjunto S,:

(60) lim fx,y)=1.
(x,y) = (0,0)
x,y) €S8,

En vista que hemos encontrado dos conjuntos para los cuales el limite de la funcion cuando (x, y) tiende a (0, 0)
es diferente, concluimos, en base al corolario anterior, que no existe el limite de la funciéon f cuando (x,y) tiende
a (0,0).

Observacion 1.9. Es evidente que si una funcion escalar f tiene limite ¢ en un punto, entonces la funcion
tiene limite segun toda recta que pase por el punto. Sin embargo, no es suficiente, con que f tenga limite segiin
todas las direcciones, para poder garantizar que f tenga limite en el punto, como veremos en el siguiente ejemplo.
En tal supuesto, lo que solo se puede asegurar, con cardcter general, es que si f tuviera limite en el punto, dicho
limite seria igual al valor de los limites segiin todas las direcciones.

Ejemplo 1.13. Consideremos la funcion real definida, en el conjunto C = {(x,y) € R? : y # x?}, mediante
la expresion:

(61) fx,y) =

xZ—y
15
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Esta funcion tiene, en (0,0), limites segiin todas las direcciones y estos limites valen 0, ya que:

P . 0
(62) ili% fQO,y)= ilg% i 0,
y
x3
(63) lim f(x,mx) = lim —— =0,
x—0 x—0 x2 — mx

para cualquier valor de la pendiente m de la recta por la cual nos acercamos al (0,0). Sin embargo, f no tiene
limite en el (0,0), ya que segiin la curva y = x2=x3( que pasa por el origen) tiene limite distinto de O (si existiese
el limite de f en (0,0), éste tendria que ser 0, que es el valor que toman los limites direccionales), ya que:

3
(64) lim fGy) = lim f, x> —x3) = lim —>— =1 #0.
(X, y) - (0, 0) x—0 x—0 x2 — x2 + x3

y=x2—x3

Ejemplo 1.14. Consideremos la funcion real definida, en el conjunto C = {(x,y) € R? : (x,y) # (0,0)},
mediante la siguiente expresion:

4 4
X+

(65) oy =52
x“+y

Grdficamente, la funcion anterior presenta el siguiente comportamiento:

16



Célculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Veamos que dicha funcion tiene limite en el (0,0). Para comprobarlo, seguiremos los siguientes pasos:

1. Comprobamos la existencia de los limites direccionales. Si existen los limites direccionales independien-
temente del valor de la pendiente y son iguales, sabremos que, en el caso de existir el limite, éste serd
igual al de los limites direccionales. Si estamos en este supuesto, pasaremos al punto 2, en caso contrario,
habremos demostrado la no existencia de limite. Veamos qué ocurre en nuestro ejemplo:

4
) .

6 lim £(0,y) = lim = =0,
(66) lim 70, » L

4, 4.4
67) lim /Gx, mx) = lim XAMX i 2l
X—

=0.
x=0 x2 +m2x2 x>0 14+ m?

El valor del limite direccional obtenido es cero en cualquier direccion, por lo que, si [ tiene limite en
(0,0), dicho limite ha de ser cero.

2. Comprobemos que, en efecto, el limite de la funcion en el punto (0, 0) es cero, para ello, debemos aplicar
la definicion de limite y encontrar, para cualquier € > 0, un 6 > 0 tal que si ||(x,y)|| < 6, entonces
|f(x, )| < €. Porun lado:

4, 4 4, 4 2, 22
Xty xXT+y (X7 +y7) 2 2 )
(63) = < =2+ = el
] v ¥ = Il
Por lo tanto, tomando 6 < /€, se tendrd que, si ||(x, y)|| < 6, entonces:
(69) Ifal < e plP = 8% <e,

tal y como queriamos demostrar.

x2

Ejemplo 1.15. Consideremos f . (x,y) € R2 — {(0,0)} — f(x,y) = =
x% + y?

1 Limites direccionales:

0
70 lim £(0,y) = lim =0
(70) lim 10, = lim o=
(71) lim f(x, mx) = lim ¥ 1
x=>0" 7 =021+ m2) 14+m?

17
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Los limites direccionales existen, pero son distintos en funcion de la direccion con la que nos acerquemos
al origen. No tiene sentido pasar al paso 2.

4. Cambio de coordenadas.

Veamos a continuacién como el uso de coordenadas polares (IRZ) o esféricas (IR3 ) puede simplificar el calculo
de limites de una funcién escalar.

La ubicacién de un punto dado (x,y) € R? \ {(0,0)} esta univocamente determinado por la distancia p del
punto al origen y el angulo 6 entre el semieje x positivo y la semirrecta que parte del origen y pasa por el punto.

Las cantidades p y € son las coordenadas polares del punto (x, y).

Las coordenadas cartesianas (x, y) pueden recuperarse a partir de las polares mediante las siguientes relaciones
(72) x = pcos(8), y=psen(d).

Entonces es posible expresar los valores de una cierta funcién f(x, y) en funcién de las coordenadas polares f(p, 6)
de la siguiente forma:

(73) f(p.0) = f(pcos(0), psen(0))

Puesto que p es la distancia del punto al origen, podemos aproximarnos al (0, 0) tomando limite cuando p tiende a
cero. Asi, a primera vista, parece que el estudio de:

74 lim X,
(74) Jim F ey

se reduce al estudio de:

(75) lim f(p, 0)
p—0

para todos los posibles valores de 6. Sin embargo, es importante notar que, para un valor fijo del angulo €, hacer
el limite de f(p, ) cuando p tiende a cero es equivalente a hacer el limite direccional de f(x, y) sobre la semirecta
determinada por el &ngulo 6 que es parte de la recta de ecuacion y = tan(0)x y, en consecuencia, el estudio del limite

(76) lim f(p, 0)
p—0
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no es otra cosa que el estudio de los limites direccionales. Como ya sabemos, puede no existir el limite a pesar de
que todos los limites direccionales coincidan.

Ejemplo 1.16. Como ejemplo del uso de las coordenadas polares para calcular limites direccionales, consi-
deremos, para cada (x,y) € R? \ {(0,0)}, la funcion:

(77) f(x,y) =arccos | —— ).
(=)

Cambiando a coordenadas polares como hemos explicado, obtenemos

(78) f(p,0) = arc cos <%S(9)> =)

y es trivial calcular, para cada 0 fijo, el limite direccional
(79) lim f(p,0) = 6.
p—0

Como el limite depende de 0, el limite de f(x,y) cuando (x,y) tiende a (0,0) no existe.

Tras el ejemplo anterior, cabe preguntarse si vale la pena malgastar nuestro tiempo en el estudio de limites
usando coordenadas polares, habida cuenta de que el estudio de los limites direccionales empleando coordenadas
cartesianas no es, en general, dificil. Aparte de la razén de que en algunos casos, como en el ejemplo anterior,
los limites direccionales son mas faciles de calcular usando coordenadas polares, existe la posibilidad de que las
coordenadas polares simplifiquen el problema.

Se tienen los siguientes resultados relacionados con el estudio de la existencia de limite en coordenadas polares:

Teorema 1.4. Dada una funcion escalar f R2 \ {(0,0)} — R y un nitmero real ¢ € R, se tiene que las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. 3 lim x,y) =1
(%,9)=(0,0) fx.3)

2. Existe pg > 0y una funcion H : (0, py) — R tal que lirr(l) H(p)=0y
p—
(80) |f(p,0) =21 < H(p) Vp € (0,p).

Observacion 1.10. Esto es, si somos capaces de acotar | f (p,0) — €| por una funcioén que sélo dependa de p
y cuyo limite sea cero al tomar p tendiendo a 0. Tendremos garantizado la existencia del limite.

Ejemplo 1.17. Veamos como podemos determinar la existencia del siguiente limite empleando polares:

4 4
X+
81) lim Y _
(x.9)—(0,0) x2 4 y2

Si escribimos la funcion escalar anterior en polares:

x4yt _ p*cos*(0) + p* sin*(9) _
x2+ 32 p2cos2(8) + p?sinZ(9)

(82) p2(cos*(0) + sin*(0)),

observamos que converge a cero independientemente del valor de 0. Por lo tanto, si somos capaces de acotar

(83) | £(p,6) — 0] = p*(cos*(9) + sin*(8))
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por una funcion H(p) que tienda a cero cuando p — 0, habremos terminado. Ahora bien:

(84) p2(cos*(0) + sin*(9)) < 2p2, VO € [0,27),
H(p)
ademds,
(85) lim H(p) = lim 2p* = 0.
p—0 p—0

Por lo tanto, existe el limite de la funcion cuando (x, y) tiende a (0, 0).

Ejemplo 1.18. Veamos que no existe el siguiente limite:

2
X
86 lim ———.
(86) (x2)=(0.0) x2 + y?
Escribamos la funcion escalar en coordenadas polares:
x2 _ p2 cosz(é))

x2 432 p2cos2(8) + p? sin?(6)

87 = cos?(0).

Observamos que al hacer tender p hacia 0, el limite depende de 0:

(88) lim cos?(9) = cos?(0),

por lo tanto, no existe el limite. Depende de la direccion por la que nos acercamos al origen.
Como corolario del teorema anterior tenemos:

Corolario 1.2. En las hipotesis del Teorema anterior, supongamos ademds que f(p,0) = g(p). Entonces son
equivalentes:

1. lim x,y)="%¢.
(x,)—(0,0) f9)
2. limg(p) ="¢.
p—0
Ejemplo 1.19. Consideremos la funcion

1

e_x2+y2
sen (\/x2 + y2>

definida en aquellos puntos (x,y) para los cuales sen ( VxZ+ y2> # 0. En este caso

(89) f(x,y) =

_L
e »

(90) f(p,0)=g(p) = ,
sen(p)

de modo que

91 lim x,y) = lim =0.
On (x,y)ﬁ(o’o)f( y) ﬁog(p)
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5. Limite de una funcion vectorial.

En esta seccién veremos la relacion existente entre el limite de una funcién vectorial y el limite de sus com-
ponentes. Dicha relacidon nos permitird estudiar el limite de una funcién vectorial en base a los limites de sus
componentes.

Comencemos definiendo el concepto de limite para una funcién vectorial.

Definicion 1.8. Limite de una funcién vectorial en un punto. Sea f : A C R" — R"™ una funcién vectorial
y sea Xy € A'. Diremos que el limite de £ cuando X tiende a x, es ¢ € R™, cuando:

92) Ve>036>014q.0<|x—Xgllgn <6 = [[fX) = ||pn < €.
En el caso de que se cumpla la condicion anterior, lo denotaremos por:

93) lim f(x) = 7.

X—)XO

Teorema 1.5. (Relacion entre el limite de una funcion vectorial y el limite de sus componentes). Seaf : A C
R" — R"™ una funcién vectorial y sea X, € A'. Se tiene que existe

94) lim f(x)=¢= (1,03, ..., ¢,)
X=X
siy solamente si existen los limites de todas las componentes f; de £ cuando X tiende a X y son iguales a ¢;:

(95) lim f(x)=¢,, Vi=1,...,m.
X—)XO

Ejemplo 1.20. Veamos que no existe el limite cuando (x, y) tiende a (0,0) de la siguiente funcién vectorial
definida en R* = {(0,0)}:

x2y2
(96) fen=( y 55—
- X7y +(x—y)
f1(x.y)
fa(x,y)

Veamos como se comportan grdficamente cada una de las componentes de la funcién vectorial anterior:

J1(x, ) So(x, )

A la vista de los resultados anteriores, observamos que el comportamiento de la segunda componente hace pensar
que no existe el limite cuando (x, y) tiende a (0,0). En efecto:
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= Limite de f, cuando (x, y) tiende a (0,0) por el conjunto S| = {(x,y) € R? : x = y}. Dado un punto
(x,y) € S, se tiene que:

7 fox,y) =1

Por lo tanto, el limite de f, cuando (x,y) tiende a (0, 0) por el conjunto S;:

(98) lim frx,y)=1.
(x,y) = (0,0)
(x,¥) €8

» Limite de f, cuando (x,y) tiende a (0,0) por el conjunto S, = {(x,y) € R?> : y = 0}. Dado un punto

(x,y) € S,, se tiene que:

©9) f2(x,y) =0.

Por lo tanto, el limite de f, cuando (x,y) tiende a (0,0) por el conjunto S,:

(100) lim fr(x, ) =0.
(x,y) = (0,0)
(x,y) €S,

Por lo tanto, no existe el limite cuando (x, y) tiende a (0,0) de la componente f, y, entonces, no existe el limite de
la funcion vectorial £ cuando (x, y) tiende a (0, 0).

6. Continuidad de una funcion escalar.

En esta seccion trabajaremos con la continuidad de funciones escalares, para lo cual, serd necesario comenzar
por definir el concepto de funcién escalar continua.

Definicion 1.9. Funcion escalar continua en un punto. Consideremos una funcion escalar f : A C R" —
R. Diremos que la funcion f es continua en un punto X, € A cuando se cumpla:

(101) Ve>036>01rq. [|[x—Xpll <= || f(xX)— f(xpll <e.

Observacion 1.11. Al igual que ocurria en el caso de las funciones reales de variable real, una funcion es
continua en un punto X, € A’ si'y solamente si existe el limite de la funcion cuando x tiende a Xy es igual al valor
de la funcién en el punto.

Ejemplo 1.21. Las siguientes, son funciones continuas:
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. 1
£ 110,71 x[0, 7] > R g i LUx[=3 1 =R

(x,y) = ysen(xy). (xy) - —2Y

(x2+ %)

¥

Ejemplo 1.22. La siguiente aplicacién escalar definida en R* no es continua en (0, 0):

-yt
(102) fan=1 23,4 ¥ (x,) # (0,0),
0 si. (x,) = (0,0).

Veamos primeramente como se comporta grdficamente dicha funcion en un entorno del (0, 0):

Observamos que el limite cuando (x, y) tiende a (0, 0) no existe ya que:

(103) lim flx,y) =—1,
(x,y) = (0,0)
(x,y) € {(x,y) €R?: x =0}

(104) lim f(x,y) =1.
(x,y) = (0,0)
(x,») € {(x,y) €R*: y=0}

Al no existir el limite cuando (x, y) tiende a (0,0), la funcion no es continua en el (0, 0).

Definicién 1.10. Funcién escalar continua. Dada una funcion escalar f : A C R" — R, diremos que es
continua, si y solamente si, es continua en todos los puntos de su dominio de definicion.

Ejemplo 1.23. La funcion escalar:

(105) f(x,y) = ysen(xy)
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definida en el conjunto A = [0, 7] X [0, z] C R? es continua en todos los puntos de su dominio de definicion, por
lo tanto, es continua.

7. Continuidad de una funcién vectorial.

Veamos la relacion existente entre la continuidad de una funcién vectorial y la continuidad de cada una de sus
componentes. Para ello, comenzaremos definiendo el concepto de funcién vectorial continua en un punto y funcién
vectorial continua.

Definicion 1.11. Funcion vectorial continua en un punto. Consideremos una funcion vectorial f : A C
R" — R™. Diremos que la funcién f es continua en un punto Xy € A cuando se cumpla:

(106) Ve>036>01q. X —Xollgr < 6 = [IF(x) — Fxo)lgm < €.

Definicion 1.12. Funcién vectorial continua. Dada una funcion vectorial f : A C R" — R, diremos que
es continua, si 'y solamente si, es continua en todos los puntos de su dominio de definicion.

El siguiente teorema nos relaciona la continuidad de una funcién vectorial con la continuidad de cada una de
sus componentes.

Teorema 1.6. (Relacion entre la continuidad de una funcion en un punto y la continuidad de cada una de sus
componentes.) Seaf : A C R" — R"™ una funcion vectorial y sea X, € A. La funcion f es continua en Xy si y
solamente si sus componentes f; son continuas en X,

Ejemplo 1.24. La funcion vectorial definida en R2:

(107) f(x,y) = <x2 + 9, %3 + 4x )
fitey)  (xp)

es continua en R%. Sea Xy € R2:

lIf(x) — £(xp)l

(x*+y— x(z) - yO,x3 +4x — xg —4xp)ll

IA

o8, G = x2,5% = X)) + 1 = yo, dx — )l

IA

2 3
G2 = xg, 3 =xpll +4lx = x|

o S/

~-
Dificil de acotar en funcion de ||x — X||

Observamos que demostrar la continuidad de una funcion empleando la definicion puede resultar complicado, es
por ello que serdn de utilidad los resultados expuestos en la siguiente seccion.

8. Propiedades de las funciones continuas.
En primer lugar, estudiaremos la composicién de funciones continuas.

Teorema 1.7. (Composicion de funciones continuas.) Sea f : A C R" — R"™ una funcién continua en un
punto X, € Ayseag : B CR" — R? continua en el punto 'y, = £(x,) tal que f(A) C B. Se tiene entonces que
la composicion g o f es continua en el punto X.

Ejemplo 1.25. f : (x,y) € R? » f(x,y) = log(x> + y* + 1) es continua, ya que f(x,y) = (hy o hy)(x, y),
donde:

hy:(x,y) € R? — hi(x,y) = x>+ y*+1 continua,
(109)
hy : x€(0,0)CR — hy(x)=log(x) continua.
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Debemos observar que la composicion de las aplicaciones h, y h, estd bien definida ya que h,(x, y) = +y7+1 >
0, V(x,y) € R%.

A continuacién pasamos a enunciar un resultado relativo al algebra de las funciones continuas.

Teorema 1.8. (Algebra de las funciones continuas.) Sean f,g : A C R" — R" dos aplicaciones continuas
en un punto X, € Ay sea A € R. Entonces:
1. A es continua en el punto X,.
2. f + g es continua en el punto X,
3. <f,g > es continua en el punto X.
4. Sim=1y g(xq) # 0, entonces é es continua en X.

Ejemplo 1.26. f : (x,y) € R? > fx,y) = x> +4x es continua, es la suma de f1: (e R? > f1(x,y) =
x} yfhi(xye€ R? > fo(x,y) = 4x (continuas).

Ejemplo 1.27. Estudiemos la continuidad de la siguiente funcion escalar:

xy
gy ——) (X’J/) ?é (070)9
(110) fey) =9 Vx2+y2
0, (x,y) = (0,0).

Se tiene que para (x,y) # 0, la funcion escalar f(x,y) se puede obtener a partir de operaciones elementales y
composicion de funciones continuas, por lo tanto, es claro que f(x,y) es continua en cualquier punto (x,y) # 0.
El problema reside en el punto (0,0). Grdficamente, el comportamiento de la funcion es el siguiente:

Veamos entonces que, efectivamente, la funcion es continua en el punto (0,0). Por un lado:

Il Cx, )12

X
(111) |f(x, )= f(0,0)] = ‘ Y ‘ < < G P
G, I [1Ge, I
Por lo tanto, dado un € > 0 arbitrario, tomando 6 = €, se tiene que si ||(x,y) — (0,0)|| = ||(x, y)|| < 8, entonces:
(112) |f(x, )= FO0,0)] < [[(x, Il <6 =e.

Concluimos entonces que f es continua en el (0, 0).
Ejemplo 1.28. Estudiemos la continuidad de la siguiente aplicacion:
xy

ﬁ’ (x’ y) ;é (09 0)
(113) fl,y) =4 x>+
0, (x,y)=1(0,0)

Al igual que en el ejemplo anterior, en los puntos (x,y) # (0,0), se tiene que la funcion se puede expresar en
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funcioén de operaciones bdsicas y composicion de funciones elementales continuas. Veamos lo que ocurre en el

punto (0,0). Grdficamente, el comportamiento de la funcion es:

Observamos que el punto (0,0) es un punto problemdtico, de hecho, para este punto, no existe el limite ya que:

(114) lim Flxy) =L
(x,y) = (0,0) 2
(x,y) € {(x,y) ER? : x=1y)
(115) lim fx,y) = _1
(x,y) = (0,0) 2

(x,y) € {(x,y) €R? : x=—y}

Esto es, existen dos conjuntos para los cuales el limite a través de ellos es distinto.

9. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. Calcula los siguientes limites:

1 lim x> +3x%y = 3y’x+5 ; i s 1
. . . im X~ + sen{ —— |.
(x,)—(0,0) . 14+x24y2 (x,y)—»((),())( ) 12
2. lim e*7’. 22
(x,»)—(0,0) 8. lim «x y—y .
) e” sen(x) x)=00"" x2 432
3. lim ——= 5
(x,»)—(0,0) 5 X 5 9 im X" +y
4. lim ¥ x9~00) (/37 3 52
(x»)—0,0 x—y 1
5 lim sen(xy) 10. ( l)il’l’(lo 0 (x + y2, ﬁ)
" (2= (0.0) xy . X,y ) 2 +xc+y
X
6. lim —2 1. lim (—JL&mm.
(x.9)—(0.0) x2 + y3 (x)=~0,0) \ x2 + 2

Ejercicio 1.2. Estudia la continuidad de las siguientes funciones de varias variables:

2
L feap =4 2q, &NFO0

0 (x,) =(0,0)

xX+y

2. fx,y)=3 x—Yy y e el punto (0.0)

O xX=Yy

1

3. f(x,y) = yw«;:?>(mw¢@®.

0 (x, ) =(0,0)
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Xy

0

4, f(x,y)={ x2 4+ y?

5. f(x,y,2)={ X2+ )2 + 22

(x, ) #(0,0)

() =(0,0)
Xyz

0 (x,y,z)=1(0,0,0)

(x,,2) #(0,0,0)
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