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Capfitulo 1

Calculo diferencial en una variable.

1. Concepto de derivada.

1.1. Definicién y propiedades.

Definicion 1.1 (Funcién derivable en un punto). Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto I y
sea a un punto de 1. Se dice que f es derivable en a si existe y es un niimero real el siguiente limite:

o i L= 1@

X—a X —a

Cuando f es derivable en a, el valor del limite anterior recibe el nombre de derivada de f en a, y suele denotarse
por f'(a); es decir,

xX—a X—a
si tal limite existe y es finito.
Observacion 1.1. Otra forma equivalente de definir el concepto de derivada (2) es:

. fla+h) - f(a)
/ = 1 m --———--:
f(@) = lim 7
A lo largo de este capitulo emplearemos la definicion que mejor se adapte a nuestros propositos.

xsen(l) si x#0
X

Ejemplo 1.1. La funcién ¢(x) = no es derivable en 0 ya que no existe

0 si x=0
. f)=f0) 1
) Jim S = Jimsen (7).

x2 sen(l) si x#0
Ejemplo 1.2. La funcion ¢(x) = x es derivable en 0 ya que

0 si x=0
i L) = 1O

— , ] _
4 lim p = llql_r)%h sen (E) =0.



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

Definicion 1.2 (Funcién derivable). Diremos que la funcion f es derivable en I si f es derivable en cada
punto de I.

Definicion 1.3 (Derivadas laterales). Se definen la derivada por la derecha y la derivada por la izquierda de
la funcion f en el punto a (derivadas laterales), y se representan por f(a)y f.(a) respectivamente, si el anterior
limite existe cuando x — a* 0o x = a~,
(5) fl(a) — lim f(x) - f(a) , f/(a) — 1im f(x) - f(a) ,

+ x—at X—a - x—a~ X—a
y, evidentemente, para que la funcion f sea derivable en a es necesario y suficiente que admita derivadas laterales
en dicho punto y que éstas sean iguales.

Ejemplo 1.3. La funcion f(x) = |x| no es derivable en el cero ya que sus derivadas laterales son distintas:

0 = tim LSO _
© 1O = lim oo = lim 2=

(0 = tim LSO
@ f_(())_xlg(r)l‘ x—0 _xlg(l)l‘ X =-L

Observacion 1.2. Debemos tener en cuenta las siguientes observaciones:
1. En la definicion de derivada, el cociente

fx) - f(a)
(®) _—,
xX—a
que se denomina cociente incremental o cociente de incrementos de la funcion f en el punto a, es la
pendiente de la recta secante a la curva y = f(x) pasando por los puntos (a, f(a)) y (x, f(x)).
2. Es posible utilizar otras notaciones, tanto para la derivada como para el limite
- h) —
@ = @ ) = fim LD TS@ o S@k B~ @
x—a xX—a h—0 h
® A d d d
=g Y@y _dy _d e 4
Ax=>0 Ax  dx|,_, dx dx dx |,_,

3. A la derivada en un punto también se le denomina razon instantdnea de cambio de la funcion f en el
punto dado y sirve para medir el cambio instantdneo de la variable dependiente respecto a la variable
independiente.

4. Para definir la derivada no es necesario que el dominio de la funcion [ sea un intervalo: la definicion
anterior tiene sentido para cualquier tipo de dominio D con tal de que el punto a, ademds de estar en D,
sea un punto de acumulacion de D.
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Definicion 1.4 (Funcion derivada). Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto I y sea C el sub-
conjunto de puntos de I en los que f es derivable (naturalmente, puede ser C # I ). Se define la funcioén derivada
de f,y se denota por f' o fV u otras notaciones andlogas a las de la derivada en un punto, como la funcién que
asigna a cada punto x € C el valor de la derivada de f en el dicho punto x.

(10) f'ix€eC - f'(x)=lim

t—Xx

S - fx)
r—Xx

Ejemplo 1.4. Veamos algunos ejemplos de funciones derivadas.

1. Dada f(x) = ¢, donde c es una constante real, se tiene que f'(x) = 0:

(11) limM=limi=O Vx € R.
x—>x0 X — xo X—)XO X — xO

2. Dada f(x) = ax + b, se tiene que f'(x) = a:

L S0 = f(xg) . ax+b-—axy—b .alx — xgp)
(12) lim ——=1lim ———— = lim —— =
x=Xg X — X X=X X — X xX=xg X — X
3. Dada f(x) = x?, se tiene que f'(x) = 2x:
2 2
x) — f(x X" =X X — X)X+ x
(13) fim LX) _ 0 _ g ¥ X+ X) X + xo = 2%,
X=X X — xO X=X X — xO X=X X — xO X=X
4. Yk € N, la funcion f(x) = x* es derivable en R y fl(x)= kxk1:
S+ h) = f() L+ X
lim——~ = Ilim——
h=0 h h—0 h
k k! k=1l k
~ lm Lo gy WX
T 0 h
k k' k-1l
(14) — lim Zl=1 k=1 h
T =0 h
k k! k=1l
o kxkl ) i =1 h
= lim + lim
h—-0 h h—0 h
— kxk—l

5. La funcién f(x) = sen(x) es derivable con funcién derivada f'(x) = cos(x):

. sen(x) — sen(a) . 2 Xx+a xX—a
lim ————— = lim cos ( > sen < )
x—a x—a x=ax—a 2 2
(15)
= lim cos (x ta ) sen((x — a)/2) _ cosa
T xSa 2 (x—a)2 B
6. Lafuncion f(x) = e* es derivable y su funcion derivada es ella misma. En efecto, la derivada en un punto
aes:
X _ .a X—a _
(16) lim & = lim & 1
x=a xX—a  x—a x—a

a

Escribiendo €% — 1 = r, es decir, (x — a)Ine = In(1 + r), el limite anterior se reescribe como:
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a
)

a7

lime! —— =
=0  In(1+4+7r)
ya que,

(18) lim 2D a4+ ) = ne=1.

r—0 r r—0

La derivabilidad de una funcién en un punto es una condicién més fuerte que la continuidad como se pone de
manifiesto en el siguiente teorema.

Teorema 1.1 (Derivabilidad implica continuidad.). Si una funcion f, definida en un intervalo I, es derivable
en un punto a € 1, entonces es continua en dicho punto.

Observacion 1.3 (El reciproco no es cierto). Si una funcién es continua no tiene por qué ser derivable.
Ejemplo 1.5. Consideremos los siguientes ejemplos

xsen(l) si x#0
x

n p(x) = es continua en xo = 0y, sin embargo, no es derivable en x = 0.
0 si x=0

= ¢(x) = |x| es continua en 0 y, sin embargo, no es derivable en el 0.

1.2. Interpretacion geométrica y fisica de la derivada. Sea f una funcion real definida en un intervalo
abierto I y sea a un punto de I. Considerando la grifica de la funcién f, G = {(x, f(x)) € R:xel }, el cociente
incremental:

J () = fxp)

X — Xp

19)

representa geométricamente la pendiente de la recta pasando por los puntos (xg, f(xg)) y (x, f(x)) de la grafica de
la funcidn.

fx) ©

o) = f(xp)

f(xp) e
X — Xp
L] {1}
X0 X

Si la funcién f es derivable en el punto x, dicho cociente tendera hacia el nimero real f'(x;) cuando x tiende
a xXg.
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(x1, f(x1))

(x25 f(xz))

&f(xo)) (x3, f(x3)) y=f(xg) + f(xp)(x = xg)

La derivada f'(x,) puede ser interpretada entonces como la pendiente de una recta pasando por el punto
(xg, f(xq)), recta que intuitivamente se podria considerar como la posicion limite de las rectas antes consideradas
cuando el punto (x, f(x)) tiende sobre la grafica a (x, f(xy)).

A la recta que pasa por (xg, f(x()) con pendiente f’(x;) se llama recta tangente a la grafica de f en el punto
(xg, f(xq)). La ecuacién de esta recta es:

(20) y=f(xp)+ f'(xp)(x — xp),

y es, entre todas las rectas que pasan por el punto (x,, f(xy)), la que ““mejor aproxima'la gréfica de la funcion f
en las proximidades de dicho punto en el sentido de que:

0.

@1 lim J(x) = f(xg) = [ (xp)x — xq) _

X—a X — xO

En Fisica, si a cada valor x de una determinada magnitud (la variable independiente) le corresponde el valor
f(x) de una segunda magnitud (la variable dependiente), el cociente de incrementos

J(x) = f(xo)

X — Xp

(22)

corresponde a la variacion media de la variable dependiente en el intervalo [x(, x] (o [x, xy]) de variacion de la
variable independiente, y la derivada f”(x,) (suponiendo que exista) corresponde a la variacién instantinea de la
variable dependiente en el punto x,,. Por ejemplo, si la variable independiente es el tiempo y la variable dependiente
es el espacio recorrido por un mévil se tendran los conceptos de velocidad media y velocidad instantanea; cuan-
do la variable dependiente es la velocidad, se pasara a los conceptos de aceleracion media y aceleracion instantanea.

1.3. Calculo de derivadas. El proceso de hallar la derivada de una funcidn recibe el nombre de derivacion.
Este proceso es por lo general laborioso cuando exige recurrir a la definicién de la derivada. A continuacién se
estableceran unos resultados que relacionan la nocidn de derivada con las operaciones algebraicas entre funciones,
y que ofrecen un proceso mecanico para derivar una amplia clase de funciones, formadas a partir de unas pocas
funciones sencillas.

Teorema 1.2. Sean f,g : I — R dos funciones derivables en un punto a € I y A un niimero real. Se verifica
entonces que:
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(a) La suma f + g es derivable en a 'y ademds, la derivada de la suma es:

(23) (f+8@=/f"(a+g (.

(b) El producto f - g es derivable en a 'y ademads, la derivada del producto es:

(24) (f- ' @=f'a) g+ fa)- g ).

(c) El producto de una constante por una funcion A - f es derivable en a y ademds, su derivada es:

(25) (4-H@=1-f'(a).

(d) Si g(a) # 0 entonces el cociente z es derivable en a y ademds, la deriva del cociente es:
g

(26)

A\ . fl@ga)— fa)g'(a)
=) (@= 3 .
g [g(a)]

Ejemplo 1.6. Dado n € N, la funcion f : x € R — f(x) = x" € R tiene como derivada la funcién
f'(x) = x"~\. Este hecho ya ha sido probado en el ejemplo 1.4. Otro modo de demostrar esta afirmacion, es seguir
un razonamiento por induccion y utilizar la regla de derivacion del producto de funciones:

» Paran = 1 setiene que f(x) = x, esta funcion es trivialmente derivable y suderivadaes f'(x) = 1 = 1-xY.
= Supongamos que la afirmacion es cierta para n = k 'y veamos qué ocurre paran = k+ 1. Se tiene entonces
que:

27) f(x) = xM =Xk &,

por lo tanto, aplicando la regla de derivacion para el producto de funciones derivables y la hipotesis de
induccion ((xk)' = kxk_l), se tiene que:

(28) f(x) = kx*x + x* = (k + Dxk.

Se cumple entonces la propiedad para n = k + 1y, por el principio de induccion, tenemos garantizado
que se cumple para todon € N

Observacion 1.4. Generalizacién del ejemplo anterior. Si f : I — R es derivable en x € I, entonces,
Vn €N, f(x)" es derivable en x y, ademds la derivada de la potencia n-ésima de f se calcula mediante:

(29) di(f(x))” = n(f Y f ().
X

Los dos teoremas siguientes completan los instrumentos para el calculo de derivadas.

Teorema 1.3 (Regla de la cadena). Sea f una funcion definida en un intervalo 1, y g, otra funcion definida en
un intervalo J tal que f(I) C J. Si f es derivable en a € I y g es derivable en b = f(a) € J, entonces la funcion
compuesta g o f es derivable en a 'y se verifica que:

(30) (g ) (@=¢g'(fla)f'(a).
Ejemplo 1.7. Vamos a continuacion una serie de ejemplos:

(a) Utilizando la relacién cos x = sen(x+ z/2) y la regla de la cadena, la derivada de la funcion f(x) = cos x
es f'(x) = cos(x + 7/2) = sen(x + ) = — sen(x).

10
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(b) Sean f(x) = x2 vy g(x) = sen(x) definidas en R. Entonces, la funcion h(x) = (g~ f)(x) = sen(xz) tiene
derivada h'(x) = (g o f)'(x) = 2x cos(x?), v la funcion w(x) = (f ° g)(x) = sen’(x) fiene derivada
w'(x) = (f o g) (x) = 2 sen(x) cos(x).
Teorema 1.4 (Derivacion de la funcion inversa). Sea f una funcion inyectiva y continua en un intervalo 1y
seaJ = f(I). Si f es derivable ena € Iy f'(a) # 0 entonces 7~V es derivable en b = f(a) y

1 1
) f@
Ejemplo 1.8. Veamos a continuacion una serie de ejemplos de cdlculo de derivadas de funciones inversas.
(a) La funcion f(x) = sen(x), definida en I = (—z/2, z/2) tiene inversa f_l(y) = arc sen(y) = x definida en
J =(=1,1). Ya que f'(x) = cos x, se tiene que

31) Y= (f@) =

1 1 1 1 1
(32) o= = = = = .
f'(x) cosx V1—sen?(x) /1 —sen(arcsen(y) /1—)?2

donde hay que tener en cuenta que cos x > 0, ya que x € (—n/2, n/2).
(b) La funcion f(x) = e* = y tiene inversa fly)=lny=x Ya que f'(x) = €*, se tiene que

1 1 1 1

10 flny) ey oy
Observacion 1.5. Derivada de una funcion implicita. La ecuacion F(x,y) = 0 define implicitamente a una
funcion x — f(x) =y, enlI si, Vx € I, F(x, f(x)) = 0. En este caso, se tiene que:

(33) Yo =

s Si f(x)y F(x, f(x)) son derivables, entonces la derivada f'(x) se puede calcular derivando F(x, f(x))
como una funcion compuesta e igualando a cero lo que resulte de derivar.

d
Ejemplo 1.9. Consideremos la ecuacion 6x%y +5y° +3x2 = 12 — x2)? y calculemos d_y
X

d d d
(34) 12xy+6x2 - 2 1152 2 fox = 2y —2x%y - 2,
dx dx dx

por lo tanto, despejando:

dy  12xy+6x+ 2xy2

35 = .
(35 dx 6x2 + 15y% + 2x2%y

Observacion 1.6. En ocasiones es mds sencillo calcular la derivada del logaritmo de una funcién, llamada
derivada logaritmica, que la de la propia funcién. Esto puede utilizarse para hallar la derivada de la funcion. Asi,

siy = f(x) con f(x) positiva,

(36) Iny =1Inf(x) = (Inf(x)) = S
F(x)

Yy, por tanto,

(37) f'x) = f(X)(In f(x)).

Por ejemplo, si f(x) = x%,

(38) Inf(x)=xlnx = f;l((;‘)) —Inx+1,

de donde f'(x) = x*(1 +1nx).

11
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Se completa esta seccion con una tabla de las derivadas de las funciones mas frecuentes.

H TABLA DE DERIVADAS H
[ Funcién | Derivada I Condiciones |
a 0 a€R
x* ax®! x>0, a€eR
e” e~ xeER
a® a“lna xeR,a>0
In x 1/x x>0
log, x 1/(xIna) x>0,a>0,a#1
sen x CoS X x€eR
COS X —sen x x€eR
tg x 1/cos®x = 1 +tg’x x;é%+kn',keZ
arcsenx | 1/V/1 — x2 -1<x<1
arccosx || —1//1 = x2 -1<x<1
arctg x 1/(1 + x2) xeR

1.4. Funciones crecientes y decrecientes. Extremos relativos. En esta seccion veremos algunas de las
propiedades mas importantes de las derivadas.

Definicion 1.5. Extremos de una funcion Sean f : I C R — Ry x, € I. Diremos que f tiene en x:

» Un minimo relativo si:

39 r>0: Vxexg—r,xg+r)nl, f(x)> f(xg).

= Un mdximo relativo si:

40) Ir>0: Vxexg—r.xg+rnlI, f(x) < f(xp).

» Un minimo absoluto si:

(41) f(x) > f(xg), Vx € 1.

» Un mdximo absoluto si:

(42) f(x) < f(xg), Vx € 1.

Teorema 1.5. Sean f : I C R — R una funcion real de variable real y xy un punto del intervalo I. Enton-
ces, si f(x) es derivable en x y ademds f'(xy) > 0, existe un niimero 6 > 0 tal que:

f(x)> f(xg) x € (xy,x9+6),
43)
SO0 < f(xg) x € (xp—0,xp).

O lo que es lo mismo, f es estrictamente creciente en (xy — 6, xg + 6).

Observacion 1.7. En el caso en el que f'(xy) < 0 se tendrd que la funcion es estrictamente decreciente en un
entorno de x,.

Ejemplo 1.10. Lo contrario no es cierto, es decir, no es necesario que f'(xy) > 0 para que f sea crecien-
te. Véase por ejemplo la funcion f(x) = x3; esta funcion es estrictamente creciente en todo R y, sin embargo,
£(0)=3-0% =0, tal y como se puede apreciar en la figura siguiente:

12
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fx)=x°

Teorema 1.6. Sea x un punto interior del intervalo I en el cual f : I C R — R es derivable. Entonces, si
[ tiene en x( un extremo relativo, se tiene que:

(44) f'(xp) =0.

Observacion 1.8. Algunas consideraciones que es necesario tener en cuenta:

» El reciproco del teorema no es cierto, es decir, no es suficiente con que f'(xy) = 0 para que una funcion
tenga un extremo relativo en x,,.
De nuevo, la funcién f(x) = x°, con derivada f'(x) = 3x2, se anula para x = 0, y sin embargo,
viendo su grdfica, es evidente que no tiene ningiin extremo relativo en el 0 (ver grdfica anterior).
= Tampoco se cumple el teorema si el mdximo o minimo estd en el extremo del intervalo: f : x € [1,2] — x
tiene un mdximo en 2, pero f'(1) = 1 # 0, como se observa en la grdfica:

3

f)=x

= Tampoco se cumple si f no es derivable: f(x) = |x| tiene un minimo en x = 0, pero no es derivable en
ese punto:

13
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J(x) = |x]

Ejemplo 1.11. Empleemos la informacion que, sobre el crecimiento y extremos relativos, nos proporcionan
las derivadas para determinar las dimensiones del cilindro con mayor volumen de entre todos los que tienen la
misma superficie k. Por un lado, si R denota el radio de la base del cilindro y h la altura, la superficie total del
cilindro viene dada por:

(45) S =27Rh+27xR*> =27 R(R + h),

que tiene que ser constante e igual a k. Por lo tanto, despejando la altura del cilindro en funcion de su altura y el
radio de la base:

k—2zR?
46 h=———.
(46) 2z R
Ahora, el volumen de un cilindro puede ser calculado mediante la siguiente formula:

”Rzk—an2 _ Rk—27rR3.

47 V =zR*h =
27 R 2

Debemos calcular los extremos relativos de la funcion volumen, que es una funcion, puesto que k es constante, que
solo depende del radio de la base R. Derivando entonces V con respecto a R:

k — 6z R?

(48) V'(R) = >

ahora, si igualamos a cero y resolvemos la ecuacion algebraica resultante:

k
49 R=1/—.
(49) n
Por lo tanto, se puede comprobar analizando el crecimiento y decrecimiento de la funcion V(R) en un entorno de

[k . .. [k . . - .. .
5 que V' (R) tiene un mdximo en = Por lo tanto, las dimensiones del cilindro con volumen mdximo serdn:

I
|
=
I
[\)
>

(50) R

14



Célculo I. (

Centro Universitario de la Defensa.

RIS

“"-.—.affi

st

1.5. Representacion grafica de una funcion. El siguiente esquema, que puede ser modificado, puede ser

util en el momento de la representacion grafica de una funcidn real de variable real. El esquema se realiza en un
ejemplo concreto: representar graficamente la siguiente funcidn:

(5D

(52)

(53)

(54)

(55)

(56)

(57)

x2

fo)= .

x—1

. En primer lugar, conviene estudiar el dominio de definicién de la funcién. En el ejemplo:

Dom(f) =R —{1}.

. A continuacién determinaremos los puntos de corte con los ejes. Los puntos de corte con el eje 0Y, x tiene

que ser igual a 0. En el ejemplo:

por lo tanto, la grafica pasa por el punto (0, 0). Para determinar los valores con el eje 0.X, y tiene que ser
0. En el ejemplo, debemos resolver la ecuacion:

La tnica solucién de la ecuacién anterior es x = 0, por lo tanto, el Gnico corte con el eje 0X es el punto
0,0).

. Puede ser interesante estudiar las posibles simetrias de la funcidn, pues en el caso en el que existan, permite

reducir el trabajo considerablemente.
= Si la funcién es par (f(x) = f(—x)), su grafica es simétrica con respecto al eje 0Y, por lo tanto, es
suficiente con estudiar lo que ocurre para x > 0 y después hacer la simetria correspondiente.
= Si la funcién es impar (f(x) = —f(—x)), su grafica es simétrica con respecto al orgigen, por lo tanto,
es suficiente con estudiar el caso x > 0 y después hacer la simetria correspondiente.
En el ejemplo,

2 2

., flex) = ——

1’ —-X

fx) =
x 1’
que no son ni iguales ni opuestos, por lo tanto, la grafica de la funcién no es simétrica ni con respecto al

eje 0Y ni con respecto al origen.

. Periodicidad. La funcién es periddica de periodo T si:

fx+T)=f(x), VxeR.

Si la funcién es periddica, es suficiente con representarla en un sélo periodo. En el ejemplo, no existe
ningln nimero real T tal que f(x) sea periddica de periodo T'.

. Discontinuidades. Se trata de determinar los puntos de discontinuidad de la funcién y el tipo de discon-

tinuidad que aparece. En el ejemplo, la funcién presenta en el punto x, = 1 una discontinuidad de salto
infinito.

. Asintotas. Son rectas que se cortan con la curva en algtin punto del infinito (también pueden tener cortes

para valores reales de la variable).
= Horizontales. Son rectas paralelas al aje 0X. Para calcularlas simplemente hay que determinar los 1i-
mites de la funcién cuando x tiende a +0. En el ejemplo:

. x2
lim = +00.
x=400 x — 1

15
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2

(58) lim

= —00.
x—=—00 x — 1

Por lo tanto, la funcién no tiene asintotas horizontales (si alguno de los limites fuese un ntimero real
k, la funcién tendria una asintota de la forma y = k).

= Verticales. Son rectas paralelas al eje 0Y . Para calcularlas, se trata de obtener los valores de los nime-
ros reales f para los cuales se tenga:

(59) lim, f(x) = oo,

o alguno de los limites laterales cuando x tiende a f. En el ejemplo, tenemos que, para f = 1, se tiene

que:
2
. X
(60) Jim = oo,
2
61) lim =% = —co.
x=1-x—1

Por lo tanto, la recta x = 1 es una asintota vertical de la funcién f(x).
= Oblicuas. Son rectas de la forma y = mx + n. Para el célculo de las constantes m y n simplemente hay
que tener en cuenta que:

(62) m= lim @, n= lim (f(x) — mx).
xX—o0o X X—00
En el ejemplo:
2
(63) m=tim L = Xy
xX—=00 X x=o0 x(x — 1)
2

(64) n= lim(f(x)—x) = lim —x = lim =1.

X—00 X—00 X — X—00 X —

Por lo tanto, larecta y = x + 1 es una asintota oblicua.
7. Intervalos de crecimiento y decrecimiento. Extremos. Si la funcién f es derivable, a partir de la funcién
derivada es posible obtener informacién sobre los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién,
asif como de posibles extremos. En el ejemplo:

, _2x(x—1)—x2_x2—2x
(65) )= Go1? o

Por lo tanto, f'(x) = 0 para x = 0 0 x = 2. Ademds, si x < 0, f'(x) > 0y, en consecuencia, f es
creciente. Por otro lado, si 0 < x < 1, entonces f'(x) < 0, y, en consecuencia, f es decreciente. Ademas,
sil < x < 2, entonces f'(x) < 0, y, entonces, f es decreciente. Finalmente, si x > 2, tenemos que
f'(x) > 0y, por lo tanto, f es creciente.
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8. Intervalos de concavidad, convexidad y puntos de inflexién. Tal y como veremos en la siguiente seccion,
la derivada segunda de una funcidn contiene informacion relativa a la concavidad y convexidad de la fun-
cioén. En el ejemplo,

" _ 2
(66) fx) = oD

por lo tanto, si x > 1, entonces f”(x) > 0y, entonces, la funcion es convexa, si x < 1, entonces /" (x) < 0
y, entonces, la funcién es concava.
Con la informacién obtenida durante el estudio anterior, es relativamente simple hacerse una idea de la grafica de
la funcién f:

2. Derivadas de orden superior

En esta seccion veremos el concepto de derivada de orden superior y analizaremos algunas de las aplicaciones
mas importantes.

2.1. Definicion y propiedades. Comencemos estableciendo la defincién de derivada de orden superior, em-
pezando por la derivada segunda de una funcion.

Definicion 1.6. Derivada segunda de una funcion Sea f : I C R — R una funcion derivable, y sea el
conjunto

(67) el={xell f es derivable en x}.

Dado x, € el, si existe el siguiente limite:

68) lim J () = f (%)

x=Xg X — X

= f”(xo),

diremos que f tiene en x derivada segunda o derivada de orden 2.

Definicion 1.7. Derivadas de orden superior. Sea en general
(69) ek = {x € e¥~ / f tiene derivada de orden k — 1 en x}.

Dado x, € ", Si existe el siguiente limite:

n—1) x) — n—1) x
(70) tim LS 0 oy
X=X X — xo
diremos que f es nveces derivable en x( o que f tiene derivada n-ésima.
Ejemplo 1.12. Dada f(x) = x> + 3x, se tiene que:

17



Calculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

» f(x) =3x>+3,
» f"(x) = 6x,
= O =6
Ejemplo 1.13. Dada f(x) = sen(x), se tiene que:
= f'(x) = cos(x),

= f"(x) = —sen(x),
. f(3)(x) = —cos(x).

Definicion 1.8. Funcion continuamente diferenciable. Sea f : I C R — R tal que f es derivable en todo
punto de I y la funcion derivada de f es continua. Entonces diremos que f es continuamente diferenciable en I o
que f es una funcion de clase I (f € &' ().

Definicion 1.9. Funcién de clase n Diremos que f : I CR — R tal que f es de clasenen I (f € €"(1)),
si f tiene derivada n-ésima en todo puntode I y f " es continua en 1.

Definicion 1.10. Funcién infinitamente diferenciable. Diremos que f : I — R tal que f es de clase infinito
enl (f € €°)), si f tiene derivadas de todos los érdenes en I.

2.2. Aplicacion de las derivadas de orden superior al estudio de funciones. En esta seccién veremos
como aplicar las derivadas de orden superior al estudio del comportamiento de funciones reales de variable real.

Proposicion 1.1. (Derivadas de orden superior y extremos de funciones). Sea f : U C R — R una funcién
definida en un entorno U de un punto a € R.
Se tendra:

1. Si f esderivable en a, para que f tenga un extremo relativo (mdximo o minimo) en el punto a es necesario

que f'(a) = 0. Si f'(a) > 0, entonces f es creciente en a; si f'(a) <0, entonces f es decreciente en a.
2. Si la funcion es n veces derivable en a 'y se cumple que:

(71) fl@=f"@=..=f"Ya=0 y fa)#0,

entonces, segiin la paridad de n y el signo f"(a), se tiene que :
» Sinespary f(")(a) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en x = a.
» Sinespary f™(a) <0, entonces f tiene un mdximo relativo en x = a.
» Sinesimpary f (")(a) > 0, entonces f crece estrictamente en el punto x = a.
= Sinesimpary f™(a) <0, entonces f decrece estrictamente en el punto x = a.

Ejemplo 1.14. Consideremos la funcion f(x) = (x — 1)*(x + 1). Grdficamente esta funcion presenta el si-
guiente aspecto:

v 4

02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
X

Analicemos los extremos relativos:
= £ =(x— 12+ Q@x = 2)(x + 1), se anula en {1, 1}.
s f7(x)=6x—2.
° f”(—%) =—4. n=2espary f(”)(—%) < 0, entonces xg = —% es mdximo relativo.
o f"(1)=4.n=2espary (1) > 0, entonces Xo = 1 es minimo relativo.
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A continuacién, daremos un resultado que nos permitira analizar la concavidad, convexidad o la existencia
de puntos de inflexién de una determinada funcién en base a la informacién de las derivadas de orden superior.
Empecemos definiendo los conceptos de concavidad, convexidad y puntos de inflexion.

Definicion 1.11. Funcién convexa. Diremos que una funcion f : (a,b) C R — R diferenciable en un punto
X es convexa en el punto x si los valores de la tangente a la curva en el punto x, son menores que los valores de
la funcion:

Observamos que las rectas tangentes a la grdfica siempre se encuentran por debajo de la grdfica de la funcion. En
efecto, la expresion para la recta tangente en un punto x es:

(72) 1(x) = f(x) + £ (xp)(x — xq) = X + 2x(x — x¢) = X§ + 2xx( — 2x7 = 2xX( — Xp.
Ahora bien:
(73) 1(x) = 2xxp — x5 < x>+ xp — xg = x* = f(x),

o0 lo que es lo mismo, el valor de la recta tangente en un punto siempre es menor que el valor de la funcion en dicho
punto, que es precisamente la definicion de convexidad.

Observacion 1.9. En el ejemplo anterior se pone de manifiesto que comprobar la convexidad empleando la
definicion, aunque se trate de una funcion simple, puede ser una tarea complicada. Sin embargo, tal y como veremos
posteriormente, el empleo de las derivadas de orden superior puede facilitar el trabajo.

Definicion 1.12. Funcién concava. Diremos que una funcién f : (a,b) C R — R diferenciable en un punto
X es concava en el punto x € (a, b) si los valores de la tangente a la curva en el punto x son mayores que los
valores de la funcion:
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Ejemplo 1.16. Consideremos la funcion f(x) = 1 — x?, grdficamente, dicha funcién presenta el siguiente
aspecto:

Observamos que las rectas tangentes a la curva siempre quedan por encima de la grdfica de la funcion, por lo tanto,
estamos ante una funcion concava. En efecto, dado un punto x, la recta tangente en ese punto tiene la siguiente
expresion:

(74) 1(x) = f(x) + [ (xp)(x — xg) = 1 — x5 — 2x(x — xp) = 1 = x§ — 2xx¢ + 2x5 = 1 — (2xx) — x).

Ahora bien:

(75) () =1-@xxg—x0) 21— +x5—xp) =1-x*= f(x),

o lo que es lo mismo, el valor de la recta tangente a la funcion en el punto x estd por encima del valor de la
funcion, esto es, estamos ante una funcion céncava.

Definicion 1.13. Punto de inflexion. Diremos que una funcion f : (a,b) C R — R tiene un punto de infle-
xion en el punto x, € (a, b) si la grdfica de la tangente a la funcion en ese punto atraviesa la grdfica de la curva.
En otras palabras, en xq aparece un cambio de céncava a convexa:
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Concava

2
.lllll.-

/
I d
L1

'y

X 1
Convexa

Proposicion 1.2 (Concavidad/convexidad/puntos de inflexion de funciones). Sea f : U C R — R una
Sfuncion definida en un entorno U de un punto a € R. Si la funcién f es n veces derivable en a 'y se cumple que:

(76) ff@=..=f"Yay=0 y ") #0,

entonces, segiin la paridad de ny el signo de f, se tiene que:

» Sinespary f (")(a) > 0, entonces f es convexa en a.
m Sinespary f "M (a) < 0, entonces f es concava en a.
» Sin es impar, entonces f tiene un punto de inflexion en x = a.

Ejemplo 1.17. Volvamos a considerar la funcién f(x) = x? que hemos empleado en un ejemplo anterior, se
tiene que:

(77) f'(x)=2x, f"(x)=2, Vx €R.

Si empleamos el resultado anterior, se tiene que f es convexa en todos los puntos de su dominio de definicion.

Ejemplo 1.18. En el caso de la funcién f(x) = 1 — x°, se tiene justamente lo contrario:

(78) f'(x) = =2x, f"(x)=-2, Vx €R.

Al ser la derivada segunda negativa, estamos ante una funcién concava.

3. Teoremas fundamentales del calculo diferencial.

En esta seccidon veremos los teoremas més importantes del calculo diferencial.

3.1. Teorema de Rolle.

Teorema 1.7. Teorema de Rolle Sea f : [a,b] C R — R una funcién real de variable real continua en
[a, b] y derivable en (a, b). Si f(a) = f(b), entonces Ix, € (a, b) tal que f'(xy) = 0.
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f'©)=0
f(@=f®)
° ° °
a c b

Observacion 1.10. Bajo las hipétesis del teorema anterior, puede haber mds de un punto en el cual la deri-
vada se anula. Por ejemplo, si consideramos la funcion sen(x) en el intervalo [0, 27], se tiene que:

(79) sin(0) = sin(2z) =0
y su derivada cumple que:
(80) cos(w/2) = cos(3x/2) = 0.

Hay dos puntos en los cuales la derivada se anula.

Observacion 1.11. Debemos realizar las siguientes observaciones:

» Si falla la continuidad en (a, b), en a o en b, no tiene por qué cumplirse la tesis del teorema.

» Si falla la derivabilidad en un punto, tampoco se tiene por qué cumplir el resultado del teorema. Por
ejemplo, la funcion f(x) = |x| cumple que f(—1) = f(1), pero no hay ningiin punto en el cual la derivada
se anula. Falla la hipotesis de la derivabilidad de la funcion en el intervalo.

Ejemplo 1.19. Empleando el teorema de Rolle y el teorema de Bolzano, veamos que la ecuacion:
(81) fx)=x>+5x-3=0,

tiene exactamente una raiz real. En efecto, por un lado, si evaluamos el polinomio anterior en los puntos —10y 10
tenemos que:

(=10)° +5(=10) -3 < 0,
(82) => 3ce(=10,10)t.q. > +5¢-3=0.
——
(+10)° + 5(+10) =3 > 0 J Bolzano

Ahora bien, si calculamos la derivada del polinomio anterior, tenemos que:
(83) f'(x)=5x*+5>0, Vx € R,

por lo tanto, en base al teorema de Rolle, no puede existir otra raiz de la ecuacién. Esto es, si existiera ¢ # c tal
que f(¢) = 0, entonces, por el teorema de Rolle, existiria un punto en el intervalo (min{¢, ¢}, max{¢, c}) en el cual
la derivada de anularia, pero esto no puede ser ya que f'(x) > 0 para todos los puntos de la recta real.
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3.2. Teorema del valor medio del calculo diferencial.

Teorema 1.8. Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial Sea f : [a,b] C R — R una funcion
continua en [a, b] y derivable en (a, b). Entonces existe un punto ¢ € (a, b) tal que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a), 0 lo
que es lo mismo,

f) - f(a)
b—a

=

(b, f (b))

b) —
r=10=1@

—a

(a,f(@) ¢

Ejemplo 1.20. Veamos como podemos emplear el Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial para de-
mostrar que | sen(x) —sen(y)| < |x — y|, Vx, y € R. En efecto, sabemos, por el TVMCD que, puesto que la funcién
sen(x) es diferenciable, dados dos puntos x, y (supongamos, sin pérdida de generalidad, que x < y) cualesquiera,
existe un punto xq € (x, y) tal que:

(84) sen(y) — sen(x) = cos(xg)(x — ¥).
Tomando el valor absoluto en ambos lados de la igualdad:
(85) | sen(y) — sen(x)| = [ cos(xp)||x — y| < |x —yl.

De donde se concluye el resultado.

3.3. Regla de I'Hopital. Presentamos a continuacién un resultado que nos va a permitir resolver, en ciertos
casos, indeterminaciones de la forma co/co y 0/0 en el célculo de limites.

Teorema 1.9. Regla de I'Hopital Sean f,g : I C R — R dos funciones diferenciables en un entorno del
punto xy € I con g'(xy) # 0, entonces se cumple que:

1. Indeterminaciones del tipo g.

(86) [lim £ =0, Tim g0 =0, lim L& f] =i 19,
X—>XO X—)XO

x—=xg g'(x x=xp g(x)

2. Indeterminaciones del tipo g

!
(87) lim f(x) = oo, lim g(x) = co, lim 2-2 = ¢| = 15m L&) — ¢,
X=X X=X x=x9 g'(x x=xg g(x)
Ademds, la regla sigue siendo vdlida si el punto x en el que se estudia el limite es infinito (xy = +00), si el

limite ¢ es infinito o si se substituye la tendencia hacia x (x = xq) por una tendencia lateral (x — x§ ).
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Ejemplo 1.21. Veamos una serie de ejemplos en los que podemos aplicar la regla de I'Hopital:

log(x) >
s lim x-log(x) = lim BX) — lim = = Iim —x=0
x—0t ot x—0+ =1 x—0%
2 * 2 x2
X X
. et —1 . 2xe . X P 2
n =1 =21lim lime* =2-1-1=2.
x=0 1 —cos(x) x—0sen(x) x—0 sen(x) x—0
s lim x* = lim e1()g(x") = lim ex-l()g(x) — elimx_,()+ x-log(x) — 60 =1.
x—0t x—0 x—0t
=L 1 =1
’ 2 z X z X z O
w ] —=hm—l=hm - = lim - — =0.
x=0 X x—0 e x—0 el . _2x x—0 e .2 0
X4
1
. Inx X 1
m lim — =1lim £ =1im —=0
xX—=00 X x—o00 | X—00 X

4. Teorema de Taylor

Los resultados que desarrollaremos en esta seccién son fundamentales en el estudio de la aproximacién de
funciones. Veremos que toda funcién derivable un nuero suficiente de veces puede ser aproximada en el entorno
de un punto a través de la informacidn recogida en las derivadas de la funcién en ese punto.

4.1. Polinomio de Taylor.

Definicion 1.14. Polinomio de Taylor. Sea f : I C R — R una funcion n veces derivable en un punto
xg € I. Se denomina polinomio de Taylor de grado n de f en x al siguiente polinomio:

n (n)
(88) ‘%l,xo(x) f(x()) + f (XO)(X - xo) + f ( O)( x0)2 + o 4 f ( )

(x = xp)".

Ejemplo 1.22. Calculemos el polinomio de Taylor asociado a la funcion f(x) = sen(x) centrado en x5 = 0
para n = 1,3,5. Por un lado, dado cualquier n, la expresion genérica para el polinomio de Taylor de la funcion
f(x) centrado en xy = 0 serd:

f”(O) T AK (O

(89) Fox) = fO) + f'O0) x + ——=x"+ - py

Por lo tanto, si lo particularizamos a los casos n = 1,3, 5 se tendrd que:

» Caso n =1, en este caso:
(90) Fox)=f0O)+ f'(0)x,
ahora bien, puesto que f(x) = sen(x), se tendrd que f’'(x) = cos(x) y, entonces,

©n A o(x) = sen(0) + cos(0) x = x.

» Caso n = 3, en este caso:

f"(0) 2 "0 5

92) P o(x) = fO)+ f'(0)x + 20 + TR
ahora bien, puesto que f"(x) = —sen(x) y que " (x) = — cos(x), se tendrd que:
_ _ 3
93) P o(x) = sen(0) + cos(0) x + S;l(o) X+ C;S(O) X =x-
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= Cason= 5, en este caso:

" m “) 5)
SO o SO 5 SO 4 SO s

(94) F0) = SO+ [ O x+ 31 41 517

ahora bien, puesto que f @(x) = sen(x) yvf ©)(x) = cos(x), se tendrd que:

—sen(0) 24 —cos(0) 5 sen(0) 4 cos(0) E
2! 3! 4! 5!

Fso(x) = sen(0) + cos(0) x +

95

N SO o

- T "o
Debemos observar que, debido a que las derivadas pares de la funcion f(x) = sen(x) son miiltiplos de la propia
funcion, los polinomios de Taylor de orden impar n = 2k + 1, con k € N, coinciden con los polinomios de Taylor
de orden par n = 2k. Es por ello que sélo hemos calculado los polinomios de orden impar n = 1, 3,5, puesto que
el polinomio de orden n = 2 coincide con el de orden n = 1, el de orden n = 4 coincide con el de orden n =3y el

de orden n = 6 coincide con el de orden n = 5.

Una primera idea intuitiva que podemos tener acerca del polinomio de Taylor es que a medida que aumenta-
mos el grado, el polinomio resultante debe estar mds proximo a la funcion, en efecto, veamos que ocurre en este
caso particular:

Tal y como menciondbamos anteriormente, el polinomio de mayor orden estd mds proximo a la funcion.

Observacion 1.12. A la vista de la definicion del polinomio de Taylor y apoydndonos en el ejemplo anterior,
observamos, por un lado que el grado del polinomio de Taylor es siempre menor o igual que n. Por otro lado, el
polinomio de Taylor gjngx()(x) de orden n relativo a la funcién f(x) centrado en el punto x es tal que coinciden el
valor de f(x) en el punto x y el del polinomio ‘%'on(x) evaluado en el mismo punto ( f(xy) = %’xo(xo)). Ademdas
también coinciden los valores de las sucesivas derivadas hasta el orden n:

(96) P = 28 (xg), Vk=0,1,...,n.

Definicion 1.15. Resto n-ésimo de Taylor. Sea f(x) una funcion tal que existe %,XO(x). A la expresion f(x)—
F.x,(X) se la denomina resto o residuo n-ésimo del polinomio de Taylor, y se denota por R, . (x).

Existen diferentes formas de calcular el resto de Taylor de una funcién f(x) que requieren un analisis mas
profundo de la funcién f(x). Una de las opciones es la férmula de Lagrange para el polinomio de Taylor
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(n+1)
97) Ry (%) = %(x - xo)"*,

donde &, es un nimero real comprendido entre el punto x(, en donde hacemos el desarrollo de Taylor y el punto x
en el que realizamos la aproximacion; si x > x tendriamos que &, € (x, x); reciprocamente si x < x, tendriamos
que &, € (x, xp). A pesar de que no conozcamos el punto &, es posible obtener una estimacion del error cometido
sin més que aplicar los conocimientos que hemos desarrollado a lo largo de este tema para el célculo de extremos
de funciones reales de variable real.

Ejemplo 1.23. Sea la funcion f(x) = e~, empecemos calculando el polinomio %’O(X).'

'0) "(0) D
Ao = 0+ 200+ LR -0+ L6 -0y
0 0 0
(98) = ¢ €248,
e+ T —X+ — o + 3 X
= 1+x+%x2+éx3.
Por ejemplo, en este caso el nimero e = f(1) se aproxima por %’XO(I) =1+1+ % te=T 6 = 2, 6. Establezcamos

a continuacién una cota para el resto R ((x) en el intervalo [0, 1]. Por un lado,

@
f (éx)x{

99) A 0(x) = —71

donde &, € (0, 1). Para encontrar una cota del error en el intervalo [0, 1], lo que tenemos que hacer es encontrar
el valor mdximo de la funcion f4(x) en el intervalo (0, 1], ahora bien:

(100) fPx)=e* <e! vxelo1],

ya que la funcién e* es monétona creciente en el intervalo [0, 11. Por lo tanto, puesto que x* < 1 para cualquier x
del intervalo [0, 1], se tendrd que:

(101) R30(x) < 4’

Una cuestion interesante podria ser intentar estimar el grado minimo del polinomio de Taylor para, por ejemplo,
alcanzar una precision de 1073 (el error que cometemos al aproximar la funcién por el polinomio debe ser menor

que 107°). En general, el resto n-ésimo se puede acotar por oo 1)' , por lo tanto tenemos que obtener un n € N tal que

102 1073,
(102) ,,o(X)_( T

es decir, e - 10° < (n+ 1)\. Se tiene que 8! = 40320 y que 9! = 362880. Asi, para n = 8, el polinomio de Taylor de
grado 8 en x = 0, aproxima e con una precision de 1073, de hecho:

(103) Rxy = 2,71827876984 ..., siendo e = 2,71828182845 ...
26



Célculo I.
Centro Universitario de la Defensa.

4.2. Serie de Taylor.

Definicion 1.16. Serie de Taylor. Una serie de Taylor es un desarrollo en serie de una funcion alrededor de
un punto de la siguiente forma:

SO+ S (o) = xg) + L Z(TO)(x — X0 + s 3( 0 — xg)® 4 o
(109 (n 0
L (x°)<x —x)' + = f(xo) + Z ! ( X0~ xp),

n! !

cuando xo = 0 la serie de Taylor anterior también se llama serie de Mac Laurin.

El teorema de Taylor establece que cualquier funcién que satisface unas determinadas condiciones puede ser
aproximada en serie de Taylor. Podemos dar estas condiciones en funcién del resto de Taylor de la siguiente forma:

Supongamos que la funcidn f(x) tiene n + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto que contiene al punto
X,. Entonces, para cualquier punto x del intervalo tenemos:

f(")( 0)

(105) fX) = | fxo)+ Z

= x) | + Ry (),

donde el sumando £, . (x) es el error que puede ser expresado de distintas formas, entre ellas, la més habitual es la
formula del resto de Lagrange definida anteriormente. Con estas notaciones tenemos que la serie infinita de Taylor
converge a la funcién f(x), es decir:

f<">( x0), ¢
(106) f() = fxo) + Z (x = xp)
si y solamente si,
(107) hm ‘%nx (x) =

Veamos a continuacidn un ejemplo en el que aclararemos el concepto anterior.

Ejemplo 1.24. Consideremos la funcion f(x) = log(x + 1) y calculemos su serie de Taylor. En primer lugar,
podemos demostrar por induccién que las derivadas sucesivas de la funcién f(x) son:

(=D (k- 1)!

(k) —
(108) O =

por lo tanto, la serie de Taylor de f(x) centrada en xy = 0 es:

0 (_1)k+1 .
109 0+
Si calculamos el resto de Taylor empleando la formula de Lagrange tenemos que:

R I G b o TR G b s i
n+ 1! T+ DIA+E)HT T (n+ DA+ &Y

(110) Rpo(x) =

que tiende a cero iinicamente si x € (—1, 1) para cualquier &, € (0, x).
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log(x + 1) Vx € (=1,1),
k=1 k
X = —_
ef = ;Z:‘)k" Vx €R,
(111) 1“ = Yax". Vxe(-11),
- X n=0
e k
~1
sen(x) = Lx”‘“, Vx € R,
& 2k + 1)
S D" s,
cos(x) = x“", Vx eR.
1;) 2n)!

5. Ejercicios del tema.

Ejercicio 1.1. Calcula las siguientes derivadas

1. f(x)=x*- x%. 9. f(x) =arc sen(xcos(")z).
2. f(x)=(x=V1=x2)>2 10. f(x):arctan(i*_i).
3. f(x)= 6);1 tan(x). 11. f(x)= 3(2x5+x4—x_2+2x+3)8.
4. f(x) = ¢ 12. f(x) = (6x* 4+ 2¥) sen(2x’ — 3¢%).
x? 13. f(x) = (x* + 1 arctan(x® + 5).
5. f(x) =1/ 14. f(x) = (5x* — 8x + 3)arc sen(e™ + 4°* +2).
1+x 15. f(x) = (x + 3) arc sen(x” + 2).
6. f(x) =log ((4x” + x> +3x +5)°). 16. f(x) = (x* + & + D arctan(3x> + x + 5).
7. f(x)= X 17. f(x) = (3x + 7) arc cos(log(x)).
8. f(x) = cos(cos(cos(x))).

Ejercicio 1.2. Calcula los siguientes limites empleando la regla de I'Hopital:

I, lim X Sen) 5. qim =€ = 2X
" x—=0 log(cos(x))’ " x=0  x —sen(x)
X 2log(2* -1
2. 1im & 6. lim 2208 =D
ok e x ]
+
3. b, 0?( _XX)- 7. 1im X059
X— —e N
. log(cos(3x)) x>0 sen(x)
4. lim

x—0 log(cos(2x))’

Ejercicio 1.3. Realiza las siguientes aproximaciones:
1. Aproxima mediante el Polinomio de Taylor de grado 5 en xy = 0, el valor de la funcién f(x) = sen(x) en
el punto x = /4. Acota el valor del resto del mismo orden para x € [0, Z].
2. Aproxima mediante el Polinomio de Taylor de grado 5 en xy = 0, el valor de la funcion f(x) = cos(x) en
el punto x = z/8. Acota el valor del resto del mismo orden para x € [0, 72—[].
3. Aproxima mediante el Polinomio de Taylor de grado 5 en xy = 1, el valor de la funcion f(x) = log(x) en
el punto x = 2. Acota el valor del resto del mismo orden para x € [1,3] y x € (0, 3).

Ejercicio 1.4. Determina en qué puntos presentan extremos locales las siguientes funciones. Halla también
los intervalos de monotonia y asintotas de las mismas:
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1. f(x)=;H__—ex 2. f(x) =e*V2x2 —4x. 3. f(x)=ex§_i1.

ex’

Ejercicio 1.5. Determina los intervalos e concavidad y convexidad y los puntos de inflexion de las grdficas de
las siguientes funciones:

L fx)=e™ 3. f0) = Vx+2. 5. 700 = (1 + x3)e”.
2. f(x)=x—senx. 4. f(x)= x2 - log(x). 6. f(x) = —x + arctan(x).

Ejercicio 1.6. Resuelve los siguientes problemas:

1. Un balén se infla de forma que su volumen crece a razén de 36z cm’/seg. Halla la variacién del radio del
balén cuando este tenga un radio de 3 cm.

2. Un avién se desplaza en vuelo horizontal a 8 km de altura. La ruta de vuelo pasa por la vertical de un
punto P del suelo. La distancia entre el avion y el punto P disminuye a razon de 4 km/min en el instante
en que esta distancia es de 10 km. Calcula la velocidad del avion en ese instante.

3. Una cdmara de television pretende grabar la ascension de un cohete en su despegue. Si dicha cdmara estd
situada a 100 m del punto de lanzamiento y el cohete asciende a una velocidad de 10 m/seg. Calcula a
qué velocidad ha de variar el dngulo formado por la cdmara con la horizontal del suelo cuando el cohete
se encuentre a 300 metros de altura.

Ejercicio 1.7. Resuelve los siguientes problemas:

1. Empleando el teorema de Rolle, demuestra que la ecuacion:
(112) p(x) =3x*—24x+1=0,

no tiene mas que dos raices reales distintas.
2. Determina los valores a, m'y b para que la funcion:

3 si x=0,
(113) f)=3 =x>+3x+a si 0<x<]l,
mx+b si 1<x<2,

satisfaga las hipotesis del teorema del valor medio del cdlculo diferencial en el intervalo [0, 2].
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