Capitulo 7

Formas cuadraticas.

Aunque, pueda parecernos que vamos a estudiar un nuevo concepto, un caso particular de las formas
cudraticas ya ha sido estudiado, pues el cuadrado de la norma de un vector no es mas que una forma
cuadratica (como veremos definida positiva). Aqui, las estudiaremos de forma general.

Definicion 154.- Sean V un espacio vectorial de dimensién n y B una base V. Si (z1,...,2y,) =
[z]%; v aij € R, con 1<i,j<n, se denomina forma cuadrética sobre V a toda funcién polindmica
Q:V — IR de la forma

ail a2 - Qin x1
n ag1 ag2 --- ap Z2
Q@)=Y ayzmiw; = (21 23 -+ ) = [a]s Alz]s
4,j=1
anl Ap2 - Qpp Tn

Es decir, una forma cuadratica es un polinomio homogéneo de grado 2 y n variables.

La escritura de @Q en la forma Q(z) = [z]i; A[z]p se denomina ezpresion matricial de la forma

cuadratica. De hecho, se puede expresar siempre mediante una matriz simétrica ya que

()5 Alz]s = Y ayziz; = [z 444 (25
=

A4 At t _ (A+AiNe _ A4
5 (5" =(557)" =
n
Si en la expresién de la forma cuadratica, Q(x) = Z a;jx;xj, consideramos los pares de sumandos

ij=1

(A _ A'4A _ S). En efecto:

es simeétrica 5 5

y la matriz S =

de la forma a;jz;x; y aj;x;x;, se tiene que

aij +aj Qi+ G

Qi i 5 2N AT ;L5 = (aij aF aji)xixj = 9 T;Tj B

Tjx; = Si5Tixj + SjiTjX;

Luego hemos probado el siguiente resultado:

Proposicion 155.- Toda forma cuadrética @ sobre V', se puede expresar matricialmente como
Q(z) = [z]pAlz]s

donde A es una matriz simétrica.

La matriz simétrica A, se denomina matriz asociada a la forma cuadratica @) en la base B.
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Teorema 156.- Sean B y B’ dos bases de V', P la matriz de pasode B’ a B y A la matriz simétrica
de @ en la base B. Entonces, la matriz de ) en la base B’, A, se obtiene de

A = P'AP
Demostracion:
Como P es matriz de cambio de base verifica que [x|p = P[x]p/, v , sustituyendo en @, tenemos que

Q(z) = [z]pAlz]p = (Plz]p) A(Pla]p) = [a]p (P'AP)[x]lp x €V

luego A’ = P'AP y es también simétrica A" = (P'AP)! = PLAY(P!)! = P'AP = A’. .

Definicién 157.- Dos matrices simétricas se dice que son congruentes cuando son matrices asociadas
a la misma forma cuadratica en distintas bases.
Es decir, A y A’ simétricas son congruentes, si existe P inversible tal que A’ = P'AP.

Nota: Las matrices congruentes no son, en general, semejantes (sélo ocurre esto ultimo si la matriz
P es ortogonal).

7.1 Diagonalizacién de una forma cuadratica.

La matriz asociada a una forma cuadrética es simétrica, y una matriz simétrica es diagonalizable
ortogonalmente, luego siempre podemos obtener una matriz congruente con la inicial que sea diagonal.

7.1.1 Diagonalizacion ortogonal

Sea B una base de V' y Q(x) = [z]%; A [z]p la expresién matricial de una forma cuadratica sobre
V. Puesto que A es simétrica, existe una base B, tal que la matriz P de cambio de base de B, a
B es ortogonal y

D =P AP = P'AP, con D diagonal
es decir, que D y A son congruentes (ademds de semejantes). Luego en B, se tiene que

Q(z) = [z], P'AP [z]p, = [#], D[®]p. = Myf + ... + My,

es decir, la forma cuadrética se expresard como una suma de cuadrados, donde (y1,...,yn) = [z,

V At,...,Ap son los valores propios de A.

EJEMPLO 158.- Reducir a suma de cuadrados la forma cuadrética Q(x) = xy + yz.

030\ (= A 10
Qz) = (v,y,2) % (1) % Yy y A —Al= —% )\1 _% :()\—%)(/\—&-%))\

1
\/500\

luego %, _7; y 0 son los valores propios de A. Entonces, A es congruente con D = ( 0 _—}) 0
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es necesario que también sean semejantes, es posible disponer de otros métodos maés sencillos pero
igualmente eficaces para obtener una matriz diagonal.

El més interesante para nosotros, se basa de nuevo en hacer operaciones elementales sobre la
matriz. La idea del método es la siguiente: haciendo operaciones elementales en las filas de la matriz
podemos conseguir una matriz triangular inferior, pero como necesitamos que la matriz obtenida sea
simétrica (debe ser congruente con la inicial), después de cada operacién que hagamos en las filas
repetiremos la misma operacion sobre las columnas. Tras cada doble paso (operacion sobre las filas
y misma operacién sobre las columnas) la matriz obtenida sera simétrica y congruente con la inicial
y, al final obtendremos la matriz diagonal.

La justificaciéon no es dificil si usamos las matrices elementales que representan a cada operacién
elemental (ver la subseccién 2.2.1 sobre matrices elementales en la pagina 19), pues: si E es una
matriz elemental, la matriz E'A realiza la operacién elemental sobre las filas de A y tomando la
traspuesta de A, EA? realiza la operacién sobre las columnas de A. Entonces: la matriz E(EA)*
realiza la operacion sobre las columnas de la matriz en la que ya hemos realizado la operacién de
las filas; pero como E(FA)! = EA'E* = EAE! (por ser A simétrica), esta matriz es simétrica y
congruente con A (pues E es inversible). Luego repitiendo el proceso hasta obtener una matriz
diagonal:

D=FEyEy_---E1AE!---E! |E. = (ExEy_1---E1) A(EyEy_1---E1)' = PPA(P")! = P'AP

que sera congruente con A pues P es inversible al ser producto de inversibles.

Podemos utilizar el siguiente procedimiento para diagonalizar la matriz A y obtener la matriz del
cambio de base simultaneamente.
Diadonalizacion congruente mediante operaciones elementales 159.- Se sitia a la derecha de A
la matriz I del mismo orden que A, (A | I) y efectuamos en A las mismas operaciones elementales
en sus filas y en sus columnas y en la matriz identidad sélo en sus columnas, al cabo de un ntimero
finito de pasos obtendremos (D | P).

(Si en I efectuamos las operaciones en las filas, al final obtendremos (D | P') en lugar de P.)

EJEMPLO 160.- Se considera Q(x) = 222 4 22y + 2yz + 32% una forma cuadrética sobre IR?, reducir
() a suma de cuadrados y hallar la matriz del cambio de base.

210
Solucién: Si = (z,y,2), se tiene que A=|[ 1 0 1 |, es la matriz de @ en la base candnica.
013

Para obtener una matriz congruente con A que sea diagonal, hacemos el proceso de (A|I) — (D|P),
detallando la primera vez como deben darse los pasos de efectuar cada operacion:

210[100 2 1 0/100 2 0 0/100
(AN)=1101{010 |={F-3iF'}>|0 F 1010 |={Cs-LiCf}—|0 F 1010
013001 0 1 3/001 0 1 3/001
A
2 0 01 =L o b3t 4 2F3 2 0 01 = —1
F A0 —1 2 cA 204 1 2
—{C§ —3C{} =0 F 1/0 1 0 ]|—q "3 20— 05 0/0 1 2 |=(D|P)
n 1 _23lo o 1 Cz +2C5 0 0 50 0 1

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Prof: . ., . .
www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



65 — Matemidticas | 7.2 Rango y signatura de una forma cuadratica. Clasificacién

7.2 Rango y signatura de una forma cuadratica. Clasificacion

Hemos visto distintos métodos de encontrar matrices diagonales asociadas a una forma cuadratica,
por lo que existiran también distintas matrices diagonales. Sin embargo, todas ellas tienen algunas
cosas en comun: tienen el mismo nimero de elementos distintos de cero en la diagonal (el mismo
rango) y tienen el mismo nimero de elementos positivos y de elementos negativos en la diagonal (la
misma signatura).

En este capitulo veremos como estos valores permanecen invariantes para cualquier diagonalizacién
que hagamos, lo que nos permitird, posteriormente, dar una clasificacién de las formas cuadraticas.

Teorema 161.- Dos matrices congruentes tienen el mismo rango.

Demostracién:
Sea A una matriz simétrica de rango n y A’ = P!AP con P inversible. Consideremos la aplicacién
lineal f:IR" — IR™ dada por f(x) = Ax, luego A es la matriz de f en la base canénica, B.. Como
P es inversible, sus columnas forman una base B’ de IR" y P es la matriz de cambio de base de B’
a Be;y como (P!)~! es inversible, sus columnas forman una base B” de IR" y (P!)~! es la matriz
de cambio de base de B” a B., por lo que P! es la matriz de paso de B, a B”".

Entonces, la matriz A’ = P!AP es la matriz de la aplicacién f asociada a las bases B’ y B”, pues

Allz]p = P'AP[z]p = P'Alz]p. = P'[f(2)]pc = [f(2)]p

por lo que A’ y A son matrices asociadas a la misma aplicacién lineal, luego rg(A) = rg(A’). =

Definicién 162.- Llamaremos rango de una forma cuadrética, al rango de cualquier matriz simétrica
asociada a la forma cuadratica en alguna base.

Observacion:

Del teorema anterior, se deduce entonces que dos cualesquiera matrices diagonales asociadas a la
misma forma cuadratica tienen el mismo nimero de elementos en la diagonal distintos de cero, —pues
este nuimero es el rango de la matriz diagonal—.

Teorema de Sylvester o Ley de inercia 163.- Si una forma cuadratica se reduce a la suma de cua-
drados en dos bases diferentes, el niimero de términos que aparecen con coeficientes positivos, asi
como el nimero de términos con coeficientes negativos es el mismo en ambos casos.

Definicién 164.- Sea ) una forma cuadratica y D una matriz diagonal asociada a @. Se define
como signatura de @ al par Sig(Q)) = (p,q) donde p es el nimero de elementos positivos en la
diagonal de D y q es el nimero de elementos negativos de la misma.

7.2.1 Clasificacion de las formas cuadraticas

Definicion 165.- Se dice que una forma cuadratica @ es

) Nula si Q(x) =0 para todo x.
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Para las formas cuadréticas sobre IR?, podemos dar una representacién de ellas usando superficies
en IR3 asignando a z el valor de la forma cuadratica en (z,y), es decir, haciendo z = dy2? + day?.
Con estas premisas, hemos realizado la siguiente figura.

Fig. 7.1. Gréficas de las formas cuadréticas de IR?: definida positiva, definida negativa, indefinida, semidefinida
positiva, semidefinida negativa y nula

Teorema de clasificacion 166.- Sea () una forma cuadratica en un espacio vectorial de dimensién
n. Se verifica:

a) @ esnula < Sig(Q) = (0,0)

b) @ es definida positiva < Sig(Q) = (n,0).

c) @ es semidefinida positiva < Sig(Q) = (p,0) con 0 < p < n.
d) @ es definida negativa < Sig(Q) = (0,n).

e) @ es semidefinida negativa < Sig(Q) = (0,q) con 0 < g < n.
f) @ es indefinida < Sig(Q) = (p,q) con 0 < p,q.

EJEMPLO.- Las formas cuadréticas de los ejemplos 158 y 160 anteriores son ambas indefinidas, pues

on al nrimar aiomnla () — 1 42 1.2 opvive haco lnoon SialO) — (1 1) Fun ol coaindn aiemnla
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Proposicion 167.- Sea ) una forma cuadratica y A su matriz asociada. Denotemos por Ay, el
k-ésimo menor principal de A, para cada 1 < k < mn:
air - Qi

Ap=|: - e Ap =4

ak1 - Qkk

a1l a2

Ay = |a11| Ag =
az1 a2

Entonces:
a) @ es definida positiva si, y sélo si, Ag > 0, para 1 <k <mn.
b) @ es definida negativa si, y sélo si, (—1)*Ag > 0, para 1 < k < n.

c) Si A, = det(A) # 0 y no se estd en alguno de los casos anteriores, entonces ) es indefinida.

d) Si existe i tal que a;; < 0 (resp. a;; > 0 ), entonces @ no es definida positiva (resp. no es
definida negativa).

e) Siexisten ¢ y j, con i # j, tales que a;; =0 y a;; # 0, entonces @ es indefinida.

7.3 Ejercicios

7.12/ | Clasificar cada una de las formas cuadréticas siguientes, y reducir a suma de cuadrados:

a) Q(x) =22 +y*+ 22 — (v2 + Yy + y2).
b) Q(x) = 2% + y? + 22 — 4(xz + 2y + y2).
c) Q(x) = 822 + 6y? + 322 + 4oy + 8wz + 4yz.
d) Q(z) =22 +2y% + 22 + 22y + 22
e) Q(x) = 22 4 2zy + 3y? + 4az + 6yz + 522
f) Q(x) = 322 + 4y + 522 + 4oy — 4yz
g) Q(x) = 22 + 5y? + 522 + 4wy — dyz — 8z
h) Q(x) = 2? + % + 22(zcosa + ysen ).
Sean las formas cuadraticas Q;:IR" — IR dadas por Q;(x) = z'A;z, con = = (z1,...,1,),
siendo 5 —2 0 -1 2 0 0 O
Lo 52 -2 2 0 1 1 3 2 0
A= 1 01 As= 1 6 2 As= A=
1 0 30 7 o 3 1 -2 -1 -2 -1 0
0 0 —2 2 0 0 0 -1

Obtener, para cada @;, la matriz asociada a la base candnica del espacio correspondiente, una
matriz diagonal congruente y la base respecto de la que es diagonal.

653 0
7.126 | Sean By y By bases respectivas de los espacios V.y W ysea A= | 31 0 —3 | la matriz
332 1

de una aplicacion lineal f:V — W en las bases B; y By. Tomemos ():V — IR dada por
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a 0 ¢
7.128 | Se considera la familia de formas cuadréticas Q(x) = x' Az, siendo A= | 0 a+c¢ 0 |. Utili-
c 0 a

zando dos métodos diferentes, expresar () como suma de cuadrados.

Sea A =

a) Para a = 3, encontrar P que diagonalice a A.
b) Para a = 3, calcular (54)'.

c¢) Sea Q(x) = ' Az, clasificar Q segin los valores de a.

— =
— Q=
Q =

a

7.130| Sean A= | b
0

a) Clasificar la forma cuadréitica Q(z) = [z]i3 A[z]p, segin los valores de a y b.

b) Para a =0 y b= 1, hallar una base B’ tal que Q(x) = [z|%, D]x|p, con D diagonal.

Sea A=

a) (Para qué valores de a y de b es Q(x) = z'Az >0, Vx # 07?

v B = {'vl =(1,1,1), v2 =(1,-1,0), v3=(0, 1, —1)}. Se pide

SR o
QL o O

O R
o 2 O
QO o

b) Sia=—1y Vb, reducir @ a suma de cuadrados.
c) Si a=—1, jpara qué valores de b es Q(x) <0, Va # 07

7.132 | Sea Q:IR"™ — IR una forma cuadratica no nula cuya matriz asociada en la base canénica es A.

a) Si A € R — {0}, probar que Q(x) y Q(Ax) tienen el mismo signo.

b) Para que valores de A € IR es cierto que Q(Ax) = AQ(x).

¢) Deducir de lo anterior, que en general no es cierta la igualdad Q(xz + y) = Q(x) + Q(y).
d) Si la forma cuadratica @Q:IR" — TR tiene a A’ como matriz en la base candnica, jcudl

serd la matriz de la forma cuadratica (Q +Q')(x) = Q(x) + Q'(x)?

7.133 | Sea A la matriz de orden n asociada a una forma cuadratica definida positiva y P una matriz
de orden n.

a) Si P es inversible, probar que la matriz P'AP es definida positiva.

b) Si P es no inversible, probar que la matriz P!AP es semidefinida positiva.
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