EL ESPACIO EUCLIDEO

INTRODUCCION.

Trataremos en este tema de llevar a los espacios vectoriales nociones ge
ortogonalidad, angulo, longitud, distancias, areas...

Veremos que todo elio se puede obtener al introducir un producto escalar.

La geometria euclidea se desarrolla en los siglos XIX y XX, tras la aparicion
espacio vectorial. Recibe su nombre en honor a Euclides, matematico gri
quien estudié los conceptos basicos de la Geometria plana, aunque por suf
contexto vectorial.

Para generalizar esos conceptos geométricos, observamos el comport
vectores del plano. En R 2 tenemos definido el producto escalar usual

(ar,a2) - (b1,bz) =a; by + az by
Es una operacion entre dos vectores, cuyo resultado es un escalar (de
“producto escalar”).

El producto escalar permite reconocer a los vectores ortogonales (“angu
vectores son ortogonales si su producto escalar es cero (por ejemplo, (1,3) y

Observemos las propiedades de esta operacién:

Propiedades del producto escalar usual.

Conmutativa. u-v=v -u

Distributiva. u-(v+w) =u-v + u-w

Reubicacién del escalar. a (u-v)=(au)-v=u-(av)

Definida positiva: v - v > 0, y se da la igualdad v - v = 0 solamente para el

hON=

Definicion: Producto escalar en cualquier espacio. Espacio et
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Cualquier operacién en un espacio vectorial que cumpla las anteriores propie
gue es un producto escalar (aunque no se trate del producto escalar usual).

Llamaremos espacio euclideo a un espacio vectorial dotado de un producto €

El producto escalar se denotara por u - v. También se puede utilizar la notaciéon <u,v>.

Ejemplos de producto escalar.

1. El producto escalar usualen R":

(a1,a2,. .. ,an) : (b1,b2,. .. ,bn) =aibi+abs+...+a,b,

tTi
wa
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Puede verse como el producto de una matriz fila por una matriz columna:
bl

2

(ar,az,. . .,an) =aibit+tazby+...+anby

n

2. En ®°® podemos “inventar’ otra operacién que cumpla también I
anteriores, y por tanto podremos llamaria un producto escalar. Por ejemplo,

(a,b,c) - (@,b’,c’y=aa’ +2bb’ + 3 cC’

Compruébese que cumple las propiedades.

3. En el espacio M, de matrices 2x2 con términos reales, podemos def
producto escalar:

a b a b
. = aa'+bb'+cc'+dd'
(c d] [c’ d'j

Este producto escalar también puede expresarse asi, para dos matrices A y E

A - B = traza (A B (Nota: la traza de una matriz es la suma de sus elementos

4. En el espacio M,, el producto ordinario de matrices no es un produg
resultado no es un escalar; ademas no es conmutativo, etc.)

5. En el espacio vectorial C[a,b] de las funciones continuas en el intervalo [a
producto escalar:

b
f-g= .[f(X) g(x) dx

Compruébese que cumple todas las propiedades de un producto escalar.

6. En el espacio P.={ ax’ + bx + ¢ : a, b, ce ® } de los polinomios de grad
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definir el producto escalar
(ax’+bx+c)-(@x*+b x+c)=aa +bb +cc
Otra posibilidad es considerar a los polinomios como funciones continuas er

utilizar el producto escalar del ejemplo anterior.

Notar que el producto ordinario de polinomios no es un producto escalar (su
un escalar, etc.)
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Conceptos geométricos obtenidos del producto escalar.

Por analogia con lo que ocurre en el plano o el espacio con el productq
podemos definir los siguientes conceptos, siempre referidos a un cierto produ

Nos situamos en V, un espacio euclideo.

1. Vectores ortogonales.

Dos vectores u, v son ortogonales si su producto escalar es cero: u-v =0. 3

Diremos que un conjunto de vectores es un conjunto ortogonal si cada
ortogonal a todos los demas. (Exigimos ademas que ninguno de los vectores

e Notar que si dos vectores u, v son ortogonales entonces también lo son s
y Bv (o, p escalares).

2. Norma o modulo de un vector.

La norma o médulo de un vectores |v |= +v-v La nocién corresponde,
la “longitud” del vector. También se puede denotar || v || .

e Con cualquier producto escalar, el Gnico vector de moédulo cero es el 0.

e Notar también que el méduio de un vector es el mismo que el de su of

médulode av es |av]|=]|a||v]| (es decir, el médulo queda multiplig
absoluto del escalar).

e Ademas se cumple para cualesquiera u, v la desigualdad triangular: | u +

3. Distancia entre dos vectores.

La distancia entre uy v es la norma del vector diferencia entre ambos.

dist (u,v)=|u-v|
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4. Angulo entre dos vectores.

Es sabido que para el producto escalar usual de 2 se tiene que u - v = | 1|

donde o es el angulo que forman ambos vectores. Por tanto, para generali
angulo a cualquier espacio euclideo, definimos

, u-v
angulo(u, v) = arc cos

|ullv]

Notar que si alguno de los dos vectores es nulo, no podemos dividir por s
tanto el angulo no esta definido. En efecto, geométricamente el vector nulo 1
ninguno.
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Ejemplos.

1. En_R*con el producto escalar usual:
Sea u=(1,0,0), v=(1,0,1).

1 1

e Sus médulos son: | u |= [(1,0,00[ 0 [=/1=1, |v[= [(1,0,)] 0|=+2
0 1

e Sudistanciaes|v—-u|=](0,0,1)|=1

(1,0,0)| 0 :
e El angulo que forman es arc cos 1) = arc cos — =45°

1-42 2

1. En_R*con otro producto escalar:

Consideremos el siguiente producto escalar, ya visto: (a,b,c) - (a’,b’,c’) =aa’ +

y el vector v=(1,0,1) del ejemplo anterior. Con este producto escalar, su médulo

v-v=11+200+311= 4, luego|v|=4=2,

Con este producto escalar también se obtienen distancias, angulos, etc dig

usuales (se trata de una “distorsién” geométrica del espacio),

3. En el espacio C[0,1] de funciones continuas en el intervalo [0, 1]

Sean los vectores (funciones) f(x)=x%, g(x)=x+1 , respecto al producto escalaf

1 1
e Sus modulos son: | f|= sz- x*dx = 71_5— lg|= \/I(x+l) (x+1) dx
0

0
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1

 Sudistancia es: _[[ X~ (x+1) Pdx = ﬁ
0 1
. [ Ge+1) dx 7
« Angulo que forman: arc cos —£_=arc cos " =arc cos —12
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Ifllel R 1 \[
N J5

Como se ve en los ejemplos, si las anteriores nociones se aplican a R

producto escalar usual, producen los conceptos geométricos usuales. Si

producto escalar o trabajamos en otro espacio vectorial las nociones de longi
seran diferentes (quiza ni siquiera se puedan dibujar), aunque son igualmente

Teorema (Desiqualdad de Cauchy-Schwarz)

Para cualesquiera u, v en un espacio euclideo, se tiene que su producto e
absoluto, es menor o igual que el producto de sus normas.

lu-v|<fu|-]v]
y ademas laigualdad |u-v|=]u|-|v| s6lo se da cuando u es maltiplo di
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Teorema.

Todo conjunto ortogonal es linealmente independiente.

Demostracion (sélo la hacemos para dos vectores)

Sabemos que el conjunto {u, v} es ortogonal, es decir, u - v =0. Debemos ver qt
independiente. Para ello, bastara ver que un vector no es multiplo del otro.

En efecto, si asi fuera, tendriamos u=¢. v. Entonces al ser ortogonales,
u-v=0 > (cv)-v=0 2> a(v-v)=0 > obiena=0, obien v-v=0 (yportant

Como ni o ni v pueden ser nulos, concluimos que no es posible que sea u=a v. Por
linealmente independientes.

Definicion: Normalizacion. Conjunto ortonormal.

e Normalizar un vector es reducirlo a otro vector (mdultiplo suyo) de norma

. . . 1
Ello se consigue multiplicando el vector por el numero ﬁ
v

Ejemplo: El vector (3,4) tiene norma 5 (“mide” 5 unidades de longitud). Por

= (3,54) = (%,%) es el vector normalizado: su norma es 1. Efectivamente @

¢ Se llama conjunto ortonormal a un conjunto ortogonal cuyos vectores tienen 1

Se puede obtener normalizando un conjunto ortogonal. Sus elementos v, v,
vi - vk =0, v; - vi =1 (el producto de vectores distintos es 0, de cada vector por
Ejemplos

1) La base canénica (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) de ®> es un conjunto ortonorm
base, asi que diremos que es una base ortonormal

2) (1,2,0), (4,-2,0) es ortogonal pero no ortonormal. Si normalizamos los vect
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1 2 2 -1 .
—,—,0|,|-=,—=,0| que ya es un conjunto ortonormal.
(ﬁ V5 ] (ﬁ J5 )

Definicion (Matriz ortogonal).

Una matriz cuadrada nxn se dice que es una matriz ortogonal si sus column
ortonormales de R " (con el producto escalar usual).

=+

(Nota. No nos dejemos confundir por la nomenclatura, pues se llama matriz orto¢

gue sus columnas son ortonormales y no sé6lo ortogonales.)

|

Cartagena99
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Ejemplos. [0 1 0|en®R?; 2 2 | en »2
0 0 1 _\/j% _\/é
2 2
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Propiedades de las matrices ortogonales.

1. Las columnas de una matriz ortogonal son n vectores ortonormales en
linealmente independientes; asi pues, las columnas forman base de R
ortonormal).

En lo sucesivo veremos la utilidad de las bases ortonormales (p.ej. la base canénica

2. Por tanto, toda matriz ortogonal es regular o inversible (su determinante e

3. Una matriz A es ortogonal si y sélo si su inversa coincide con su traspues

SUBESPACIOS ORTOGONALES.

Definicidon (vector ortogonal a un subespacio)

Se dice que un vector v es ortogonal a un subespacio S (y se denota v_L S) s
a todos los vectores de S. (Basta con que v sea ortogonal los vectores de un

Ejemplo. En %3, el vector (0,0,1) es ortogonal al plano XY.

Definicion: Subespacios ortogonales.

Diremos que un subespacio S es ortogonal a otro subespacio T (se
todo vector de S es ortogonal a todo vector de T, es decir:

u-v=0 paratodou€S, veT.

Basta con que los vectores de una base de S sean ortogonales a los vecto
de T.

Propiedad: Sidos subespacios son ortogonales entonces su interseccion
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En efecto, si tuviéramos un v Oenla interseccion, tendriamosv-v # 0 (
Ello impide que los subespacios sean ortogonales.

Ejemplo: En %° el eje X es ortogonal al plano YZ.
Sin embargo, el plano XY no es ortogonal al plano YZ.

e Por ofra parte, recordemos que en un espacio vectorial, dado un subesp:
definir su suplementario (o complementario) como T tal que S® T sea el espe

Todo subespacio S (salvo el {6} y el total) tienen infinitos suplementarios, p
ortogonal a S.

t
)
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Definicion: Complemento ortogonal.

Dado un subespacio S, su complemento ortogonal (o simplemente su ortogd
subespacio (denotado por S-) que cumple:

e dmS+dimst =n (donde n es la dimension del espacio total),
e S es ortogonal a S.

Ejemplo.

En %3 el subespacio S=planoXY tiene infinitos suplementarios (toda red
contenida en S). Pero de ellos s6lo uno es su complemento ortogonal, que eg

Propiedades:

e Sl esta formado por todos los vectores del espacio que son ortogonales &
« Cualquier subespacio que sea ortogonal a S, estara contenido en S-L.

Construccion del complemento ortogonal.

Se trata de encontrar todos los vectores ortogonales a S. Basta con que seg
su base.

Por tanto planteamos un sistema de ecuaciones como en el ejemplo s
sistema compatible indeterminado, cuyo espacio solucién sera (en forma par

Observemos que la dimensién de st (namero de parametros) debera ser n

Ejemplo.

Calculemos el ortogonal del siguente subespaciode ®*: T={(a, 0, 2a, b):
Primero necesitamos una base de T: ésta es (1,0,2,0), (0,0,0,1).
Buscamos los vectores que sean ortogonales a ellos, es decir, los (x,y,z,t) 13
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X X X
102 0
(1,0,2,000 7 |=0, 0,0,0,1)|7|=0 > esdecir, Y=
z. z 0 0 0 1)z
t t t

sistema compatible indeterminado cuya solucibnes { (2L, p,—A,0): A,p e

Por tanto una base de Tl sera (2,0,-1,0), (0, 1,0, 0).

Notar que efectivamente dim Tl=2=4-dimT. Comprobar también que
vectores de la base de T es ortogonal a cada uno de los vectores de la bas
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PROYECCIONES ORTOGONALES.

1. Proyeccidén ortogonal de un vector sobre otro.

Proyeccion de un vector v sobre otro vector u:

v se puede descomponer de manera unica como Vv = vq + Vs

con v, en la direccién de u, y v, ortogonal a u.
La componente v4 se llama proyeccién ortogonal de v sobre u, y se denota p

Notar que proy , ( v ) es un miltiplo de u.

u-v

Secalcula: | proyu(Vv)= u

u-u

Una vez hallada la componente v, , se puede calcular la otra componente v,

V2=V — V4

Ejemplo:

En R? proyectamos v=(1,2) sobre u=(3,1).

1
o)
_ 2 3.1)= 5(3’1)= (3 1)

u-v
proy u (V)= S—u= —— 3= =
nf})

Asivq = (%,%), y portanto vo=v-vy=(12) - (f’_,_l_)—

1
N
M|_|_
Do | W
N—

2°2) (272
la primera va en la direcciéon de u y la segunda es ortogonal a u (compruébe

y el vector v queda expresado como (1,2) = (3 l)+[_—l,z), dos component|

2. Proveccion ortogonal de un vector sobre un subespacio.
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Dado un vector v y un subespacio S, v se puede descomponer de manera un

v=v,+Vvy,convy €S,y Vvyortogonal a S.

La componente v, se llama proyeccion ortogonal de v sobre S, y se denota p

Se calcula: | proy s (v) = proy, 1(v)+ L.t proyun(v) Vs
A
es decir: proy s (v) = 1Y ut . Ay Z
u,eu, Un*Un S

(Férmula de la Proyeccién)

donde {uy, . .. ,un} son una base ortogonal de S.
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(Si ademas la base es ortonormal, los denominadores pueden suprimirse, pu
Igualmente, una vez hallada la componente v4, se puede calcular v, como

Vo=V —V4

Ejemplo:

En %3, proyectamos v=(3,2,2) sobre el subespacio S generado por: us= (2,0,

Lo primero, observamos que u;  up forman base de S, y ademas base orto
puede utilizarse la férmula anterior:

3 3
(2,0, 2 0,3,0) 2
u,v u,sv
proys(v) = ———u,+ —2—u,= — e~ woe B uis 8 1o 8 201y+ 8 (02
u,-u, u,-u, 2 0 5 9 5
(2,0,1)1 © (0,3,0) 3
1 0
, 16 _ 8 16 8 -1 2
Asivq= (——,2,—), y portanto v,=v-vq4=(32,2)— (—,2,—)= [—,O,—j
5 5 5 5 5 5

y el vector v queda expresado como (3,2,2) = (%,2,?){_?1,0,%), dos com

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
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cuales la primera, v4, pertenece a S y la segunda, vz, es ortogonal a S (cd
v, es ortogonal a ambos vectores de la base de S).
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Observacion. s
Dado cualquier subespacio S, se tiene que S® st= V,

. U
donde V es el espacio total. 1
Por tanto, todo vector ue V puede descomponerse como:

1L S
u=uq t Uy, conuqeS, ue S—.
U= Proy g

De hecho, estas dos componentes no son otras que las Uz = proy ¢

proyecciones ortogonales de u sobre Sy sobre S, es decir,

u = proy g (u) + proy g | (u)

Asi pues, puede calcularse primero la componente uq = proy g (u) y obte

la componente U, COMO U, =U—U, .

Otra posibilidad es empezar calculando uz = proy ¢ | (u) y luego obtener u;
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Ejemplo.

Anteriormente hemos proyectado v = (3,2,2) sobre el subespacio S gener;
(0,3,0), obteniendo

16 _ 8 16 _ 8 -1 2
Vi = ro V)= _:25_ ) V2= V=V = 3i272 - _,29— = _,Oa_
1= proys(v) (5 5) 2 1=( ) (5 5) ( : 5)

Otro modo de resolverlo es hallar primero v, como proy ¢ 1 (u).

Para ello hallamos SL, que es la recta generada por w = (1,0,—2) (compruéb

M= __1(1,0,__2) = (:1,0,2)
w 5 5 5

W
V2= proy g 1 () = proy ,, (u) = —

yde ahi vi=v-v, = (3.2.2) - (i,oﬁ) = (E,zﬁj
5 5 5 5

Observaciones.

1. Notar que si S es un subespacio de dimensién 1, cuya base es un
entonces proyectar sobre S es lo mismo que proyectar sobre u.

2. Si un vector w ya estda en el subespacio S, al proyectarlo sobre
descomposicién w = wq + wy seriaen realidad w=w + 0.

Ejemplo: Subespacio S anterior, w = (4,3,2). Haciendo el calculo se tiene pr
Ello ocurre porque we S (notar que el determinante que forma w con la base
que significa que es linealmente dependiente de dicha base).

Coordenadas de un vector en una base ortogonal.

La observaciéon 2 anterior nos proporciona una manera de obtener las coo
vector we S respecto a una base ortogonal de S.

En efecto, siwe S, y si tenemos una base ortogonal {us, . . . ,us} de S, entonq
u,-w Un*W

W= proys(w) = u+. .+ u,
u . -u Un*Un

1 1
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u,*w

lo cual significa (por la definicién de coordenadas) que los escalares

u,-u

1 1

las coordenadas de w en la base dada {u4, . . . ,un}.

Ademas si la base es ortonormal, los denominadores pueden suprimirse pue
las coordenadas son simplemente (uq*w, ..., Uy-w)

Ejemplo.

Consideremos en %2 la base (1,1), (1,-1) que es ortogonal. Hallemos las «
w=(5,4) en esta base, que son:

5 5
wfl) of)
4 4 = (2 l) En efecto, comprobamos que (5,4)=—29—(1,1)

0 1’ L 1 2°2
of) o)
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CALCULO DE BASES ORTOGONALES

Hemos visto que para aplicar la férmula de la proyeccion sobre un subespac
una base ortogonal de S. Veremos como obtener una base ortogonal d
tenemos no lo es.

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Supongamos que tenemos una base {u4,. .., uy} de S.
Vamos a construir otra base de S, {a,,. . ., a, } que sera ortogonal.
Como primer vector tomamos el propio us.

a1 = U

Para construir el segundo vector tomamos uy y lo proyectamos sobre §
construido a4, quedandonos con la componente ortogonal a a4, '

az = Uz— Proy ,, (Uz)

Asi { a1, a2 } son dos vectores que estan en S (pues todas las operacione
entre vectores de S) y ademas son ortogonales.

Para construir el tercer vector tomamos uz y lo proyectamos sobre o
construidos a4, az quedandonos con la componente ortogonal a ellos.

a3 = U3 — proy a, (Us) — proy a, (Us)
Etc.

Este proceso conduce a una base ortogonal de S. Si queremos obt
ortonormal, bastara normaiizar finalmente los vectores a; obtenidos (o bien 1
cada paso).

Ejemplo.
Obtener una base ortogonal de %2 a partir de la base us=(1,1,0), uz=(0,1,1),

a=u= (1 ,1 ,O)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70
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CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

0
(LL0)| 1
. 1
82 U= Proy o, (Uz) = Uz = L2 2,= (0,1,1) = ——< (1,1,0) = (0,1,1) = (1,1,0)
a,-a, 1 2
1,1,0)] 1
0
as=Uz— Proy a, (Uz) — proy a, (Us) = u %Y %4 (1,0,1) 1(110) 1(—1]
— — — —— — — a_ - a: Y, — — , by — — _’—
U "2 BT el 2 3027

Por tanto la base ortogonal es (1,1,0), (;,%,1], (213%9 (Compruébese qu

Para hacerla ortonormal dividimos cada vector por su horma, obteniéndose Ig

(ﬂﬁo] (ﬁﬁﬁ} (i—_fiﬁ

2 6 "6 3|3’

3 3 3 ] (Compruébese que es ortonormz
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LA MATRIZ DE PROYECCION.

Veamos otra manera de hallar la proyeccion ortogonal de un vector sobre u
sin necesidad de hallar una base ortogonal de éste. El siguiente método sola
para subespacios de R".

Dada una base de S, no necesariamente ortogonal,

1. Formamos la matriz A que contiene la base en sus columnas. Tend
columnas como indique dim S. (No es necesariamente cuadrada).

2. Formamos la matriz cuadrada

| Ps=A(A'A)TA" |

(la existencia de la inversa de A' A esta garantizada por haber formado A con una b3

La matriz Ps se llama matriz de proyeccion sobre el subespacio S.

Esta matriz sirve para proyectar sobre S cualquier vector v :

[ proys(v) =Ps-v|

Por tanto, es especialmente util si tenemos que proyectar varios vectores sob
subespacio.

La matriz de proyeccion de un subespacio dado es Unica, y no depende de I3
hayamos partido.

Ejemplo.

En ®°3 vamos a proyectar v = (3,2,2) sobre el subespacio S generado {
uz = (0,3,0). (Yalo hicimos por otro método, comprobaremos que el resultado es e

Tomamos la base (2,0,1), (0,3,0), (que es ortogonal pero no seria necesario
formamos la matriz

2 0

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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A=10 3
1 0

O vl

Con ella calculamos Ps = A (A'A )™ Al =

b5 o)

— O N
O W O

SR\

Ahora proyectamos el vector v = (3,2,2) :

o = O
~_~

4 0 2\(3 Is
5 5 5

proys(v)=Ps-v=|[0 1 0[|2]|=|2 gue coincide con el resultado ya ok
20 1)(2) |2
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Propiedades de la matriz de proyeccion.

Toda matriz P de proyeccién sobre un subespacio de R" es:

1. Cuadrada nxn
2. Simétrica
3. Idempotente (A%=A)

Y ademas, toda matriz Q que cumpla las tres propiedades anteriores, resul
proyeccién de un cierto subespacio de R". Este subespacio es aquel g
columnas.

1 1 9
2 2

Ejemplo. Comprobemos que la matriz Q={ 1 1 0| cumple las anterior
0 01

Por tanto, Q es matriz de proyeccién de un cierto subespacio S. Este sera
sus columnas (4,+,0), (4,1.0), (0,0,1), es decir, el generado por (1,1,0), (0,

Observacion.

Si tenemos que proyectar un vector sobre un subespacio S, y no disponem
ortogonal de S, tenemos dos opciones:

- Calcular una base ortogonal por Gram-Schmidt para utilizar la formula de la

- O hallar la matriz de proyeccion Pg y utilizarla para proyectar el vector.

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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OTRAS NOCIONES GEOMETRICAS.

1. Vector simétrico.

En un espacio euclideo podemos generalizar la nocién de vector simétricq
plano, recta o subespacio en general, que actuara como un “espejo”.
Dado un vector v y un subespacio S, descomponemos:

V = V1t vz = proy g (v) + proy g L (V)

Entonces se define el vector simétrico de v respecto a S como

V’=V1—V2

es decir

Vv = proy g (V) —proy g 1 (v) —V2

2. Calculo de areas y volumenes.

Puesto que en un espacio euclideo sabemos “medir” distancias y longitude
de modulo de un vector), ello nos permite aplicar las formulas geométrics
calcular areas y volimenes en R?y R,

Ejemplo.

Dado el subespacio S generado por (2,0,1),(0,3,0) hallar el simétrico v’ del vg
Calcular el area del triangulo formado porv y v’

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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16 _ 8 -1 2 v
- Como ya hemos calculado, v=vq + vy = (—,2,—)+(——,0,—). AZ
5 5 5 5
16 _ 8 -1 2\ _(17 .6 <
Entonces, v =vi—vy = (—,2,—) - (—,0,-—) = (—,2,—) S 41
5 5 5 5 5 5 r
El area pedida es dos veces el area sombreada, por tanto —V2

[

Cartagena99

area=2 base-zaltura =2 |v1|-2|V2| =[vi|{v,| =\/(1‘s6‘)2 +2% + (&) '\/(_?1)2 +0+(2)

Neila Campos ALGEBRA LINEAL

I
wn

no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

rticu of: y de Servicios de la Sociedad. de la Informacion y de Comercio Electrénico .
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

ena99.com

Articulo 1791 de la Le

www.cartal



APLICACIONES PRACTICAS.

Veremos como aplicar las nociones del espacio euclideo para:

e Aproximar una funcién continua por medio de un polinomio.
e Encontrar la solucién aproximada de un sistema incompatible.
e Ajustar a una gréafica (recta, curva) una nube de puntos.

Para ello introducimos la nocién de “mejor aproximacién’

Mejor aproximacion de un vector en un subespacio.

En un espacio euclideo, dado un vector v y un subespacio
S, de entre todos los vectores de S hay uno que es el mas
préximo a v. Se llama mejor aproximacion de ven S,y
es precisamente la proyeccién ortogonal proys(v).

Para cualquier otro we S la distancia a v es mayor, es decir
| proys(v) —v|<|w-—v]| para cualquierweS, w=proys(v)

Se llama error cuadratico medio (o error_cuadratico, o desviacion

cuadrado de la distancia que separa v de su aproximacion:

| Error =] proys(v)-v]? |

Nota. También es posible usar como error la norma | proys(v) — v | en lugar de la no

1. Aproximacion de una funcién continua por un polinom

Para facilitar los calculos con funciones trigonométricas, logaritmicas, ¢

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

podemos sustituirlas por un polinomio que se aproxime a ellas en un cierto in
Para ello consideramos el espacio euclideo
C[a,b] = { funciones continuas en el intervalo [a,b] }.

b

con el producto escalar dado por: f-g= _[f(x) g(x) dx

a

y consideraremos el subespacio P; = {polinomios de grado < r }, calculat
mejor aproximacion del vector (la funcién dada) en dicho subespacio.

Podemos elegir el grado r dependiendo de la precisién que queramos a
mayor sea el grado, menor sera el error.
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Ejemplo.
Queremos aproximar la funcion €* por un polinomio de grado 2, en el interval
1

Para ello consideramos el espacio C[0,1] con el producto escalar f-g= _[f(}
0

el vector (funcién) f = €* | y el subespacio P, = {polinomios de grado < 2},
Calculemos la mejor aproximacion de f en P,, es decir, proy P, (M .
Para ello necesitamos una base ortogonal de P, Partiendo de la base esi

podemos hallar una ortogonal por Gram-Schmidt (utilizando siempre el p
dado por la integral), obteniéndose la base a1=1, a2=x—- 1, a3 = X* - X +4

a, -f a,-f a,-f
_ & 2 3
proy (1= g, + 225 ¢ By
a,-a; a,-4, a3 -3,

lo que se calcula mediante las
integrales correspondientes

. _p x _ ]
(p.ej. a -f= _L l-e" dx = e+l ,etc.) .
resultando el polinomio 5:
p(x) ~ 0'84 x*+ 0’85 x + 1°01

A

El error cuadratico es

Ip—fP= [[(o@-f@] dx=
= 0’0000386

El error es muy pequefio, lo que %7—4'
significa que la aproximacion es y=e" 1

|
i
H
T

buena. En efecto, en la figura se ve© -1 0B 04 002040608 1
que la grafica del polinomio p(x) y la *
de &* estan “bastante proximas” en

el intervalo [0,1].

(De hecho, el error representa el area comprendida entre las dos curvas.

aproximacién hace que dicha area sea minima).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Si lo aproximaramos por un polinomio de grado 3, 4,... obtendriamos una af
mejor.

Otras posibilidades de aproximacion.

e Dada una funcion f(x), en lugar de aproximarla por un polinomio, tar
aproximarla por otro tipo de funciones. Basta hacer la transformacién
reducirlo al problema de aproximacién por polinomios. Por ejemplo,

1) Aproximar f(x) = tg x por una funcién de la forma
ax+b

. . 1 . .
Equivale a aproximar ox por un polinomio ax +b.
g X
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2) Aproximar f(x) = log x por una funcién de la forma ax+b :
Equivale a aproximar (log x)2 por un polinomio ax +b.

3) Aproximar f(x) = cos x por una funcién de la forma e ®*°:

Equivale a aproximar log (cos x) por un polinomio ax +b.

¢ En ofras ocasiones sera necesario un cambio de variable:

4) Aproximar f(x) = cos(x) por una funcién de la forma 2 4b:
X

.1 . . . 1 .
Hacemos el cambio —=1 y asi equivale a aproximar cos(-t—j por un polino
X

5) Aproximar f(x) = sen(x) por una funcién de la forma alog(x) + b:
Hacemos el cambio log(x) =t y por tanto x = ¢', y asi equivale a aproxima
polinomio at+b .

6) Aproximar f(x) = cos(x) por una funcién de la forma ac*+b:
Hacemos el cambio e* =t y por tanto x = log(t), y asi equivale a aproximar cq
polinomio at+b .

e También es posible tomar logaritmos:

7) Aproximar f(x) = cos(x) por una funcién de laforma ae bx

Equivale a aproximar log(cos(x)) por una funcion de la forma log (a e bx), esd
y poniendo ¢ =log(a) , equivale a aproximar log(cos(x)) por una funcién c + 1
polinomio.

C . .
Una vez hallado ¢, recuperamos a=¢, pues los coeficientes pedidos eran ay

2. Solucién aproximada de sistemas incompatibles.

Observemos que resolver un sistema lineal Ax=b consiste en poner la

términos independientes como combinacién lineal de las columnas de la mat

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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b ‘
Por ejemplo, (a” a”](x]=£ IJ es encontrar x, y que cumplan X[allJ-l‘y(

ay Ap )Y ) a,, ‘

~ (b
Existiran tales x, y si el vector b =(b1] es combinacion lineal de {auj, [c
, a ¢

pertenece al subespacio S generado por ellas. En ese caso el sistema sera ¢

Si es incompatible, se debe a que b no pertenece al subespacio S.

En ese caso, podemos sustituir b por otro vector ¢ que si esté en S, Y|
menor error posible, ¢ sera la mejor aproximacion de b en S.
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Por tanto, en lugar del sistema incompatible Ax=b, resolvemos otro sistema:

Ax=c, donde c= proyS(B), S = subespacio generado por las columi

Este nuevo sistema ya es compatible. Su solucién, si bien no cumple las
sistema original Ax =b, las satisface “aproximadamente”.

El error cuadratico es |c—b|* (trabajando en ®" con el producto escalar us
otra manera, | Ax— b > donde x es la solucién aproximada que hemos halla

Este método se llama método _de minimos cuadrados ya que hace f{
cuadratico.

Ejemplo 1.

1 2 3
[2 4)[)6):[5} Este sistema es incompatible, lo cual es debido a
y

1 2
pertenece al subespacio S generado por (J (4) en K2 Entonces susti

mejor aproximacioén en S. Para ello, una base de S es el vector (1,2).

3
(1,2)( J
5) (1,2)= %(12) =(9 ﬁj

121 575
(,)2

y ahora resolvemos el sistema compatible (indeterminado)

¢ = proys(b) = proy 2)(b)=

1 2 L
=l F cuya solucién es (£-21,A). Obtenemos infinitas
2 4)\y) &

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
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satisfacen aproximadamente el sistema original.

2
El error cuadratico es | b—c |* = (3,5)—(-1—3-,§) = 2,__1 =1 02
575 55 5
Neila Campos ALGEBRA LINEAL Es
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2 0 0
1 0 (x] =i 1| lgualmente es incompatible puesto que b=| 1| no pertenec
0 1 1 1

Y
2 3
S generado por las columnas | 1{, | 0 | en®>.
0 1

Calculamos por tanto la mejor aproximaciéon de b en S. Una base de S e
ambas columnas, puesto que son linealmente independientes. Con ella pods
matriz de proyeccion, que sera Ps=A (A'A )™ Al

Asi, ¢ =proys(b)=Ps- b =

EL b K

y se resuelve el sistema

<o = N
_— 0 W

1
(x] =| 2 | compatible determinado, cuya solu
=1

Obtencion directa de la solucion.

En algunos casos podremos obtener la solucién directamente, sin siqu
resolver el sistema compatible.

e Dado el sistema incompatible Ax=b, comprobar si _las columnas de A
independientes (ello ocurrird cuando el rango de A coincida con el n° de coluf

e Sies asi, la solucién aproximada por minimos cuadrados es unica, y es

x = (A'A)Alb

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
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Explicacion:
En el ejemplo 2 anterior, las columnas de A son linealmente independient
permitido utilizar A para para calcular la matriz de proyeccién AA'A)™ 2

calcular c= A (A'A) Al b.

Pero, observemos la expresién A (A'A) A b =¢

H_/

Como el sistema que hay que resolver es A x = c, la expresion anterior nos |

(AtA)'Al b (sefalado arriba con la llave), que es un vector columna, es solu
Ax=c.

Asf pues, esa es la solucién (tnica, pues el sistema A x = ¢ es compatible d
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Caso particular: Ajuste de nubes de puntos.

Dada una nube de puntos, (es decir, un conjunto de puntos en el plano, obtg
resultados experimentales, estadisticos, etc) buscamos la recta, parabola, ef
ajuste a dichos puntos.

Si planteamos que la curva pase por todos los puntos, obtendremos un sistef
gue podemos resolver mediante el método anterior.

Ejemplo

Buscamos la recta que mejor se ajuste a los puntos (1,2), (2,3), (3,5).
Una recta es de la forma y = m x + b. Si pasara por los tres puntos, deberia ¢

2=al+b 1 1
3=a2+b es decir, un sistema en las incégnitas m, b : 21 (m
5=a3+b 31

Como las columnas A (matriz de coeficientes) son linealmente independiente
puede hallar directamente como

2

5

2 1
2
_;)
3

(ALAY'Al 3 | = ["
es decir m = % b= % ] (1,2)

[N

o

W= N|w
&
t

W

4
5 3

b
f

y asi la recta buscada es y =%x + % Comprobar en

i
la figura que, si bien esta recta no pasa por ninguno /_1_
de los puntos dados, se aproxima a todos ellos.

2

—_

—

[\
N

= 2
3 6
El error cuadratico es | Ax— b|2=[|2 1 [fj— 3 = |23 = %
3 12 (s )5

[on
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El error es pequefio porque los puntos dados estaban “casi” alineados.

e Oftras posibilidades: ajustar la nube de puntos mediante una parabola y
o mediante polinomios de grado mayor; o también mediante una funcién d
como por ejemplo y = a cos(x) + b log(x), etc.

En todos los casos se debe “hacer pasar” la funcion por cada uno
introduciendo la abscisa del punto en la x y la ordenada en la y, para obten:
por cada punto. Finalmente obtendremos un sistema incompatible en las inc
que resolveremos por minimos cuadrados.
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SOLUCIONES A LA AUTOEVALUACION - Espacig

A) Soluciones a las Cuestiones

C-1) a) El producto escalar debe ser cero. Podemos poner, por ejemplo, (-2,1,0
(1,0,1), etc.

00

b) Aprovechando que la matriz tiene un cero, podemos poner ( ] , por &
10

C-2) Esta operacion cumple algunas de las propiedades de un producto escala
resultado es un escalar, tiene la propiedad conmutativa... Pero la propiedad defin
cumple, pues al multiplicar un vector por si mismo puede obtenerse un nimero ne

(1,2)-(1,2)=11-22 =-3

Por tanto, no es un producto escalar.

C-3) No, puesto que los vectores ortogonales son linealmente independientes, y
vectores independientes en R*.

C-4) Falso. Por ejemplo el conjunto { (1,0,0), (0,1,0) } es ortonormal y tiene
afirmacién seria cierta si dijese “base” en lugar de “conjunto”™).

C-5) No es posible, ya que la proyeccion sobre la recta ha de dar como resultad
perteneciente a la misma, pero el vector (1,2) no pertenece a la recta y=x.
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C-6) S8i, como indica la siguiente figura, en que los vectores u y v tienen
ambos la misma proyeccion, w, sobre el eje X.

C-7) Es cuadrada, simétrica y se comprueba que es idempotente ( A>=1)
Por tanto, si es matriz de proyeccion.

El subespacio es el generado por sus columnas. Podemos multiplicar los vectores
generando el mismo subespacio, por tanto éste es el generado por (2,-1,1) , (-1,2,

(Y también se puede quitar uno de ellos pues son linealmente dependientes).
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B) Soluciones a los Ejercicios

4
Sol. E-1) a) [uf=u-u=(4,0,3)]0|=25 luego|u]=+/25=85.
3
1
IvP=v-v=(1,1,3)[1|=11 ,luego|v|= 11.
3

b) La distancia es el méduio del vector diferencia (4,0,3) — (1,1,3) = (3,-1,0)
| (3,~1,0)| = v10

1
(4,0,3)| 1
. 3
¢) cos o= ¥ = = 13 0784, a=arccos (0.784) = 0.669

u-v sVl VA1

Sol. E-2) a) (1,0,0,3,4) - (1,2,3,1,-1) = 1+0+0+3 - 4= 0 si son ortogonales.
b) (3,3,1) - (-1,1,-1) = 3:(-1) + 2:3-1 + 3-1:(-1) = 0 si son ortogonales.

3 27!
c) f-g= Ix(x+1)dx= X r =3 #0 no son ortogonales.
0 3 24 6

Sol. E-3) a) Hallamos el médulo de v con el producto escalar usual:
VoV E(2,132) (2,1,3-2)=4+1+9+4 =18 luego |v|= 18 = 342
v 1 2 1

= (2132 = | —=, —
|v] N ) (3«/5 32

Normalizamos v dividiéndolo por su médulo:

b) Hallamos el médulo de v con el producto escalar dado:
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V-V=(2132) (213,2)=4+1+29+24=31 luego [v|= 31

v._ L !

2
213-2)=| ==, —
v \/31( : [\/31 31

Normalizamos v dividiéndolo por su médulo:

Sol. E-4) a)Hay que comprobar si sus columnas son vectores ortonormales, es decir
1y son ortogonales entre si.

En este caso las columnas son u=(0,0,2) , v=(1,0,0), w=(0,1,0). Son ortog
puesu-v=0, u-w=0, v-w=0. Perono todos tienen médulo 1, pues u tiene

Por tanto, A no es una matriz ortogonal.
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Sol. E-5) Hay que ver si cada vector de la base de S es ortogonal a cada vector de la
(-3,-3,0,1) - (0,1,0,3)=0
(-3,-3,0,1) - (1,1,-1,6) =0
(1,0,2,0) - (0,1,0,3)=0
pero (1,0,2,0)-(1,1-16)=—1 #0 portanto Sy T no son subespacios ortog
Sol. E-6) a) Se trata de hallar todos los vectores (x,y,z) que son ortogonales a (1,0,2

Otra forma: Una matriz es orfogonal cuando su inversa es igual a su traspy

A= A", o dicho de otro modo, A A' = 1. Veamos entonces qué se obtiene m

0 1 0)Y/0O 0 2 100
0 0 1|1 0 0;={0 1 0| quenoesla matrizidentidad.
2 00)Jl0 10 0 0 4

Por tanto, A no es una matriz ortogonal.

b) Por cualquiera de los dos métodos del apartado a), se tiene que B si es una m

Planteamos por tanto la ecuacion (1,0,2) - (x,y,z) = 0, es decir
X+ 2z=0
Se trata de un sistema de una sola ecuacion con tres incognitas, con matriz amplig

Por el método de Gauss, su solucién es (2B, o, B) que ya es, en paramétricas, 4
ortogonal de S.

[ Una base seria (-2,0,1), (0,1,0). Comprobar que estos vectores son ortogonales 4
Notar también que la dimensién del ortogonal es 2, ya que lade S es 1, estando e
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b) Se trata de hallar todos los vectores (x,y,z) que son ortogonales a (1,0,

1,0,2)- =0 . +2z
Planteamos por tanto las ecuaciones (1,0,2) (xy,2) , esdecir, X e
(1,1, (x,y,2)=0 X+y+
Se trata de un sistema de dos ecuaciones con tres incégnitas, con matriz ampliada I
Por el método de Gauss se obtiene la solucion (=22, ,. A) que ya es, en parametri ﬂ
el complemento ortogonal de T. ad
[ Una base seria (-2,1,1) . Comprobar que este vector es ortogonal a (1,0,2) ya (1 m
Notar también que la dimensién del ortogonal es 1, yaque lade T es 2, estando e -:ﬂ_
.
L
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N W O

(12 1) i s 4
)

8
Sol. E-7) a) proy(1,2,1)(0,3,2)=_.m7_ (1,2,1) = 6(1’2’1)= (_, _3_, 5

3
(12 1|2
1

[ Comprobar que el resultado pertenece a la recta generada por (1,2,1) ]

b) Para aplicar la féormula de la proyeccion, primero hay que verificar que
forman una base ortogonal del plano P. Efectivamente se ve que su producto esca
tanto son ortogonales.

Entonces,
0 0
(12 1)]3 (0 1 2)|3
(0,3,2) 2 (1,2,1) + 2 (0,-1,2) 8(12
ro 1Yy = 14y T by = = 14y
ProY p 1 0 6

(12 1) f (0 1 2) -1]
JGEE

Sol. E-8) La mejor aproximacion es simplemente su proyeccioén sobre el plano. Por tan
mismo ejercicio b) anterior, cuya solucion es i, 3_7, 26)
315" 15

Sol. E-9) Aplicamos el proceso de Gram-Schmidt para hallar primero una base ortogor
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a;=u=(0,1,0)
3
(0 1 0)f2
a; = V—proy g, (v) = (3,2,1) - ; (0,1,0) = (3,2,1)-2(0,1,0) = (3,0,1
(0 1 0) 1
0

Ahora normalizamos a; y a, para obtener la base ortonormal by, b, :

a, ya tiene norma 1, luego b, =a; = (0,1,0)

a, tiene norma v32+02+12 =10 , luego b, = a, _ [

e

Cartage;12199

3 1
“Por tanto la base ortonormal pedida, es : (0,1,0), (—, 0, —
V10 V10
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(o)
(o)

(o0)

(e0)

(o)
(e)
(o)

AUTOEVALUACION - El Espacio Eucl

Cada (e) es un punto.

Hay en total 40 puntos, de los cuales 10 son de cuestiones y 30 de gjercicios.

A) Cuestiones (10 puntos)

- n . . . .
Nota: el producto escalar sera el usual de ‘R~ mientras no se indique lo contrario.

C-1) Dar un vector ortogonal a ...
a) (1,2-1)en R?®

b) (2 2) en el espacio de matrices My,
0 5

C-2) Determinar si la siguiente operacién entre vectores de R 2 es o no un produc

(a,b)-(@,b)=aa —bb' (Sugerencia: Verificar la propiedad definida positi\

C-3) ¢En R * puede existir un conjunto de 5 vectores ortogonales? Razonar la res
C-4) Razonar si es verdadero o falso: “Un conjunto ortonormal en R * siempre tig]

C-5) En R? proyectamos un cierto vector sobre la recta y=x. ;Es posib
proyeccion el vector (1,2) ? Razonar la respuesta.

C-6) ¢ Pueden dos vectores distintos producir la misma proyeccién sobre un sube

—

C-7) Razonar sila matriz A = puede ser matriz de proyeccion, y en
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[FCRI wlL w|N
Wi Wl wl'
WIN Wli— W]—

qué subespacio corresponde.

B) Ejercicios (30 puntos)

E-1) Sean los vectores u=(4,0,3), v=(1, 1, 3) en R°3conel producto escalar us

a) El moédulo deuydev.
b) Ladistancia entre uy v.
¢) El angulo que forman.
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E-2) Comprobar si los siguientes vectores son o no ortogonales:

() a) (1,0,0,3,4) y (1,2,3,1,-1) en R ° con el producto escalar usual.
(o) b) (3,3,1)y (-1,1,-1) en R *con el producto escalar (a,b,c)-(a’,b’,c’) = aa
(o) c) f(x)=x y g(x)=x+1 en el espacio de funciones continuas C[0,1] con el

1
f-g= J.f(x) g(x) dx
0

E-3) Normalizar el vector v=(2,1,3,-2) en R 4
(o) a) con el producto escalar usual.
() b) con el producto escalar dado por: (a,b,c,d)-(a’,b’,c’,d’) =aa’ + bb’ + 2 cc’

E-4) Comprobar en cada caso si se trata o no de una matriz ortogonal:

010
(o) a) A=|0 0 1
200
(0 -1
(o) b)B—[1 0)

(e) E-5) Comprobar si Sy T son subespacios ortogonales en R*, siendo:
{(-3,-3,0,1),(1,0,2,0)} basedeS, {(0,1,0,3) (1,1,-1,6)} basedeT.

E-6) Hallar en R *el complemento ortogonal de los siguientes subespacios:
(o) a) S generado por (1,0,2)
(e) b) T generado por (1,0,2), (1,1,1)
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E-7) Dado el vector (0,3,2), hallar su proyeccion ortogonal sobre los siguientes s
(o) a) sobre la recta generada por el vector (1,2,1)
(e) b) sobre el plano P generado por (1,2,1) y (0,-1,2)

(e) E-8) Hallar la mejor aproximacién al vector (0,3,2) en el plano generado por (1,2,1
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(00)

(o00)
(o)

(o)

(o0)

(o0)

(o0)
(o)

E-9) Hallar una base ortonormal del plano generado por u=(0,1,0) y v=(3,2,1) en

E-10) Dado el subespacio S generado por (1,0,-1,1) y (0,2,0,3)en R*,
a) Hallar su matriz de proyeccion.

b) Proyectar sobre el vector v = (0,0,0,5) sobre S.

E-11) Dado el vector v=(3,4) de R?,
a) Hallar su simétrico v’ respecto a la recta generada por (2,1).

b) Hallar el area del triangulo definido por v y su simétrico.

E-12) En el espacio de funciones continuas C[0,1] con el producto escalar f- g =3

: 2
normalizar el vector f(x) = x".

E-13) En el espacio de funciones continuas C[0,2] con el producto escalar f- g 5

hallar la mejor aproximacion de la funcion f(x)=2x+1 en el subespacio generado
por la funcién g(x)=x.

x+y=4
E-14) Dado el sistema {x-y =3
x+3y=7
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b) Hallar el error cuadratico.
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