ECUACIONES DIFERENCIALES
(Grupo A)

Teoria Fundamental

En esta parte del curso nos dedicaremos a establecer los resultados tedricos fundamen-
tales del curso. Nos interesaremos por las condiciones de existencia y de unicidad de la
solucién, la determinacién del dominio de definicién de la solucién y por la dependencia
continua de ésta con respecto a los datos. En la ultima seccion estudiaremos la estabilidad
de las soluciones.

El esquema del capitulo es el siguiente:

1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE SOLUCIONES

2. SOLUCIONES MAXIMALES

3. DEPENDENCIA CONTINUA DE LOS DATOS

4. ESTABILIDAD
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1. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCION

Recordamos aqui algunos conceptos asi como los resultados de existencia y unicidad
(probablemente) introducidos en el curso anterior .

1.1. La condiciéon de Lipschitz.

Definicién 1.1. Sean I un intervalo de IR y O un dominio de IR", una funcion f(t,z) €
C°(I x O; IR™) es lipschitziana respecto a la variable x si existe una constante L tal que

|f(t,x) — f(t,y)|| < L||z —y|| para todot € I y todo (z,y) € O x O.

L se denomina constante de Lipschitz de la funcion f en I x O.
Diremos que f es localmente lipschitziana respecto a la variable x en I x O si para

cualquier intervalo compacto J C I y para cualquier compacto A C O, f es lipschitziana
en Jx A. [

Nota 1. Dado que en IR" todas las normas son equivalentes, la lipschitzianidad de una
funcion f no depende de la norma elegida. En todo lo que sigue podremos suponer que
trabajamos con la norma euclidea, para z = (21, 22, -+ , 2,) € IR™

" 1/2
(notada)
||Z||:<Z|Zi|2> =" =l O
i=1

Nota 2. Uno podrd comprobar facilmente que si una funcién f(t,z) € C°(I x O; IR™) y es
continuamente diferenciable en x; para i =1,2,--- ,n sobre I x O entonces esta funcion
es localmente lipschitziana sobre I x O. [

1.2. Existencia global y unicidad.

Teorema 1.2. Sea f una funcion de C°([a,b] x IR"; IR™), lipschitziana con respecto a x
en [a,b] x IR", entonces, para cualquier (ty,zo) € [a,b] x IR™ existe una inica solucion del
problema de valor inicial

(1) { i’(;)]it;ﬁf) para t € [a, %

Para la demostracion de este teorema necesitaremos el teorema del punto fijo de Banach
que recordamos a continuacion:

Teorema 1.3. (teorema de la aplicacion contractiva/punto fijo de Banach/Picard) Sea
M un espacio métrico completo, sea T : M — M una aplicacion contractiva, i.e., existe
k <1 tal que

d(T(x), T(y)) < kd(z,y)
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para todo x,y € M. Entonces T admite un unico punto fijo & y para todo & € M la
sucesion (&,)nen, donde &40 = T'(&,), converge a §. Ademds,

A& €) < e, ).

Demostracion.
Consideremos el término d(&;41,¢&;), tenemos:

d(&iv1,&) = d(T(&), T(§i-1)) < kd(zii, &i-1)
por lo que deducimos:
(2) d(&ig1,&) < Kd(&1, &)
Por otra parte, suponiendo n > m, de la desigualdad triangular deducimos que

d(&m gm) S d<§n> én—l) + d(gn—la 571—2 +...+ d(§m+17 ém))

luego, aplicando (2) a cada uno de los términos de la parte derecha de la anterior de-
sigualdad tenemos:

d(frw gm) < kn_ld(gla 50) + kn_zd(fla fo) +...t kmd(gla 50)

k™M — k"
= (K" HET 4+ E™)d(G, &) = ﬁd(&, &o)
luego deducimos que, para n > m,
km
(3) d(&n; Em) < 7—7d(&1, &)

por lo que (&,)nen es una sucesién de Cauchy por lo que tiene un limite, que notaremos &
en el espacio completo M. Dado que &,11 = T'(§,), dejando tender n al infinito obtenemos
£ ="T(§), luego T tiene un punto fijo. Este es nico, en efecto, supongamos que £ y ¢ son
puntos fijos entonces

d(&,¢) =d(T'(£),T(¢)) < kd(&, ¢)
con k < 1 lo cual es imposible si d(, () # 0, luego £ = (. La estimacién del teorema se
deduce de (3) cuando n tiende a infinito. ~ Q.E.D.

Podemos deducir el siguiente resultado:

Corolario 1.4. Sea M un espacio métrico completo, sea T : M — M una aplicacion
tal que para algin m € IN T™ sea contractiva. Entonces T admite un unico punto fijo &

Demonstracion: Aplicando el anterior teorema sabemos que 7™ tiene un tnico punto
fijo &, £ =T™(§). Aplicandp T a cada parte de la igualdad tenemos:

T() =T(T™(€) =T (&) = T™(T(¢))
por lo que se deduce que T'(£) es punto fijo de T™, luego, por la unicidad del punto fijo,

tenemos £ = T'(£), i.e. £ es punto fijo de T. Ademas es el uriico punto fijo de T ya que
todo punto fijo de T" es punto fijo de 7. Q.E.D.
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Demostracién del teorema 1.2
Consideremos el espacio C°([a, b]; IR") dotado de la norma

(@) ol = méx 6(0)]|

Se comprueba facilmente que C%([a, b]; IR") es un espacio de Banack (i.e. es un espacio
vectorial completo para la topologia de la norma).
Sea la aplicacion
®: C%[a,b); R™) — C°([a, b]; IR™)

definida por
t

Q(y)(t) =x0+ | f(s,y(s))ds

to
para todo y € C°%([a,b]; IR™). Vamos a demostrar que ® tiene un tnico punto fijo para
lo cual demostraremos que para cierto entero m ®™ es una contraccion. Sean y y z dos
funciones de C%([a, b]; IR"), tenemos

t

() [12(y(®) = (=)l = (f(s y(5)) = f(s,2(s)))ds

/Hf sos(6) = s, (6lts| < 2| [ o) = =
De (5) deducimos
(6) 1@ (y) () — (=) ()| < LIt — tollly — =
que es el caso m = 1 de la desigualdad mas general:
7) 27 ()(1) - " ()] < = Uy 2.

Supongamos cierta esa desigualdad para m e intentemos deducirla para m + 1. Aplican-

do (5):

(8) ™ (y)(t) — ™ (2)(t)]
= [|® (@™ (y)) (1) = @ (2™ (2)) (

<L

/ |27 (0)(s) — 87(2)(s) | ds
y aplicando (7)

(9) [le™(y)(t) — 2™ (2) (1)l
Lm+1

ly — =l

t
/ |s — to|™ds
to

B Lm—i—l‘t _ t0|m+1

(m+1)!

lly — =l
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por lo que (7) queda demostrado para todo entero m € IN.
Maés atn, dado que |t — tg| < b — a tenemos:

L™ — a)

1™ (y)(t) — ™ (=) ()] < “lly— 2l para todo ¢ € [a, 8],

luego, aplicando (4) tenemos

m)

(10) 12" (y) = 2" () < ————lly — =l
Como
L™(b — a)™
& — 0 cuando m — oo,
m)!
existe my € IN tal que para todo m > my tengamos
L™(b—a) < 17
m! -2

luego
m mo 1
127 (y) = @™ () < Slly — =l
para todo par (y, z) € C°([a,b]; R™) x C%([a, b]; R").

Al ser @™ una contraccién el teorema de punto fijo de Picard permite deducir que ®
tiene un tnico punto fijo x € C%([a, b]; R"), i.e. z = ®(z) luego:

x(t) = ®(x)(t) = zo —i—/t f(s,z(s))ds para todo t € [a,b]

y es solucién del problema de valor inicial (1). Ademaés la unicidad del punto fijo garantiza
que z es la unica solucién de (1) dado que cualquier solucién serfa punto fijo de ®.
Q.E.D.

Del teorema 1.2 podemos deducir

Corolario 1.5. Sea (o, w) C IR un intervalo no necesariamente acotado' y sea f una fun-
cion de C°((a,w) x IR™, IR™) lipschitziana sobre (o, w) X IR™. Entonces, para todo (to, z¢) €
(ov,w) x IR" existe una unica solucion del problema de valor inicial:

(11) { i’(;)]it;cf) para t € (a,wg

Demostracién. Consideremos dos sucesiones (o) ,cpn ¥ (Wk),en tales que

— 00

k
a<ap <ap<ty VeelN, ap — «,

k
W>wprr >wp >ty Vke N, wg = w.

L Abusando de la notacién incluimos la posibilidad que o = —o0 0 que w = +00.
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Aplicando el teorema 1.2 sabemos que el problema
¥ = f(t,x) parat € (o, wy)
PVI(k ’ PR
( (k)) { x(ty) = o.

posee una unica solucion que notamos x. Es obvio comprobar que para cualquier m < k
la restriccién de xy a [auy,, wiy] es solucién de (PVI(m)) luego, por la unicidad de la solucién
de (PVI(m)) tenemos

zk(t) = 2, (t) para todo k, m € IN tales que k > m y para todo t € [y, W)

Luego, teniendo en cuenta que
(@, w) = | [, wi]
keN

definimos la funcién x como:
para todo t € [o,w] x(t) = zx(t) siendo k cualquier entero tal que t € [ay, wy].
Se comprueba trivialmente que x es solucién del problema de valor inicial (11).  Q.E.D.

Con alguna ligera modificacion se puede demostrar que

Corolario 1.6. Sea o > —oo (respectivamente w < +00), sea I = [a,w) C IR (respecti-
vamente I = (a,w] C IR) un intervalo no necesariamente acotado y sea f una funcién de
C(I x IR™; IR") lipschitziana sobre I x IR". Entonces, para todo (ty,zo) € I x IR" existe
una unica solucion del problema de valor inicial:

= f(t,x) paratel,

1.3. Existencia local y unicidad.

Teorema 1.7. Sea [ € C%([a,b] x O; R") donde [a,b] es un intervalo cerrado de IR y O
es un abierto de IR". Suponemos que f es lipschitziana, de constante L, respecto a x en
el dominio [a,b] x O. Entonces, para todo (ty,x¢) € [a,b] x O eziste un intervalo [ag, byl
con ty € [ag, bo] C [a,b] tal que el problema de valor inicial

(13)

¥ = f(t,x) para todo t € |ag, by
ZL‘(to) = Xy,

tenga una tnica solucion x € C*ag, bo).
Ademdas, podemos establecer la siguiente estimacion para el intervalo |ag, by]. Sean

M = méx || f(t, zo)]],

t€[a,b]

(14) { do >0 tal que la bola cerrada By = {z € R"/||z — zo|| < do} C O,
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entonces
, ( ; (S() ) " , (t (50 )
ap = max(a,ty — ————— =ty — min(ty — a, ————
(15) 0 0T M+ Lo, 0 " M+ Lé,
) 5 , O
bo :mln(b,to—i— WOL(SO) :tO‘i‘mln(b_thWOLéO))' O
Demostracién:

Nota 3. Como primer paso en la demostracion de este teorema intentaremos dar una
idea del por qué de esta estimacion de [ag, bo).

En primer lugar veamos que el término (M + Ldo)(t — to) constituye una estimacion
o cota a priori del crecimiento de una eventual solucion dentro de la bola By. En efecto,
supongamos que en el entorno (ty,ts) de to la solucion x(t) se mantenga en la bola By,
entonces, como

(16) x(t) = xo +/t f(s,x(s)) ds

para t € (t1,ty) tenemos:

(A7) [l (t) = xoll = foL‘ ) ds fSI )|l ds

- / | f(s,20) + f(s,2(s)) — f(s,20)] ds

fsxo | ds| + fsx — f(s,0)] ds

/to Ja(s) — zoll ds

Por otra parte, si notamos ty el ultimo instante antes de ty en el que x(t1) estuvo en
el borde de By y ty el primer instante después de to en el que x(t2) estard en el borde de
By, entonces, para todo t € (t1,t2) tendremos ||x(t) — xo|| < do y, segin (17),

(50 = ||ZL’(tl) — C(]()H < (M + L§0)|tz — t0| para 1= ]_,2,

de lo que obtenemos:

< M|t —to|+ L < (M + Léy)|t — to].

ty —to>0: Mty —tg) + Lég(ty —tg) > 09 = tog>tg+—0 >
2 0 (t2 0) + Ldo(ts 0) 0 2 O+M+L50_O
ty—to<0: M(to—t1) + Loo(to —t1) >0y = t <t % __
— : — — ———<a
1 0 0 1 0\b0 1 0 1 0 M+L50_ 0

Luego, en el intervalo (ag,by), delimitado por las cotas establecidas en el teorema, una
eventual solucion del problema de valor inicial (13) permaneceria dentro de la bola By.
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En lo sucesivo ag y by son las cotas definidas en el teorema. Llamaremos y a la aplicacién
definida por:

0
X : R"— By, x(y)=z0+ (y — zo) min (1, —O) .
ly — ol
Comprobamos facilmente que y es lipschitziana y que:
Ix(y) = x(2)Il < lly — 2| para todo par (y, 2) € R x IR".
Definimos la funcién F' € C%([a, b] x IR"; R") como
F(t,y) = f(t,x(y)) para todo (t,y) € [a,b] x IR",

luego esta funcién es lipschitziana sobre [a,b] x IR" y su constante es L, la misma que la
de f dado que

1E(t,y) = F(E2)| = 1F @ x(w) = f(ExE) < Lix(y) = x(2)ll < Ly = =]

Nota 4. Atendiendo a la nota 3 del principio de esta demostracion, cualquier eventual
solucion del problema de valor inicial

' = F(t,xz) para todot € |ag, byl,
.CC(to) = X,

estard contenida en la bola By por lo que x(t) = x(x(t)) y F(t,z(t)) = f(t,z(t)) para todo

t € [ag, by|, resultando ser también solucion del problema de valor inicial (13). Del mismo

modo cualquier solucion del problema de valor inicial (13) serd solucion del problema de
valor inicial (18).

(18)

Dado que el teorema 1.2 garantiza la existencia y unicidad de la solucién de (18)
deducimos la existencia y unicidad de solucién de (13). Q.E.D.

Uno comprueba trivialmente que

Corolario 1.8. Las conclusiones del teorema 1.7 siguen siendo vdlidas si en su enunciado
sustituimos |a,b] y [ag, by| por |a,b) y [ao,bo), por (a,b] y (ag,bo] o por (a,b) y (ao, bo).

1.4. Existencia sin condicion de Lipchitz: Teorema de Peano. Aun sin la con-
dicién de Lipchitz podemos demostrar la existencia de soluciones.

Teorema 1.9. (Teorema de existencia local de Peano) Sea f(t,z) una funcion
continua en un conjunto abierto D. Entonces, para cualquier (to,x¢) de D eziste a > 0
tal que el problema de valor inicial

(19) ¥ = f(t,z) x(to) = xo

tenga, al menos, una solucion en el intervalo [ty — a,to+a]. O
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Demostracién. Sea (to,z9) € D y sean 7y y do tales que el conjunto A = [ty — 70, to +
0] X {x € R™ / ||z — x0]| < dp esté contenido en D. Sea

M = g | £t 2)].

. ( 50)
a=min | 19, — | .
M

Nos damos 0 < hy < a y construimos una familia de funciones (¢n)ne(0,h0))-

Definimos

Para cada h € (0, hy), parai = 0,1,2,--- , ky, kp,+1, tal que kyh < a < (kp+1)h definimos

th, =ty +ih
y construimos
(20) Pl = ¢l £ Rf(L, @), fijando of = o para todo A
y obtenemos las poligonales de Euler:
(21) onlt) = o+ _ht? (i1 — #7)
para t € [tF, ¢ ] N[to —a,to+a] y para i = —k, — 1, —kp, -+, —1,0,1,- -+ , k.

Veamos que (@) (he(0,ho)) €5 Una familia uniformemente acotada y equicontinua sobre el
intervalo [to—a, to+al. Dado que M es la cota superior de || f(¢, )|| sobre A, se comprueba
facilmente que

(22) llon(t) — on(t)]] < M|t —t'| para todo t y t' € [to — a,to + al,

por lo que (¢n)(ne(o,ny)) €5 una familia equicontinua sobre el intervalo [ty — a,to + al.
De (22), teniendo en cuenta que ¢p(ty) = o, deducimos también que

(23) len(@®I < llzoll + Mt = to| < [lzoll + Ma,

luego (@) (he(o,he)) €8 una familia uniformemente acotada sobre el intervalo [ty — a, to + al.
Aplicando el teorema de Ascoli-Arzela (ver Apéndice) podemos extraer de esta familia
una sucesion infinita, denotada por (¢, )meny, uniformemente convergente sobre [ty —
a,ty + a] cuando n — oo (es decir cuando h,, — 0). Llamemos ¢ al limite de la sucesion,
entonces ¢ € C([ty — a,to + a]; IR™).
Vamos a comprobar que ¢ es solucién del problema de valor inicial (19). Nos situamos

en el caso en que t;ﬁl >t > t?" > tg, entonces

_ 4hn
—hnZ (Sp?fl - SDZLH)
(2(2i>

(24) o, (t) = @i +

o+ (=) (" el
t

dado que ('/f’ " ;f”’) no depende de s b B
= wi" T [t @i )ds.
t

hn
2
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También, de (20) tenemos

[ 90?” _902 1+h’ f(thnbgpz 1)

—S021+fhnf 1:% 1)d

(25)
—% 2+f t?"m d5+fhn thnla% 1)ds
:xo—I—Z f”l ”,w?")ds;
de (24) y de (25) obtenemos
e
(26) on, () =+ 3 [ ftin, s + / £t gy
j=0 /" :

La parte derecha de la anterior identidad la podemos escribir como:

it
@) w3 [ p s+ / F(tl g
j=0 74"

= a9+ /to f(s,0(s))ds

J=0

(3

n

£ 3 [ ) = s p(es

t
‘)
th

(f(te

,orm) —

f(s,¢(s)))ds.
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De (26) y de (27) deducimos

(28) o, (t) — 0 — / £(s,0(3))ds]

oS thf%f(t;?n,w;") [(s,p(s)))ds
+ [ ) = Fsets))is]
<3 [ 00 ) — st

+ [1£ (s, 0(t§))) = f(s,0(s))l) ds
+ [ (I i) = s o))
+ [1F (s 0(87))) = f (5, 0(5))l) ds,
donde, para 7 =0,1,--- ,4, hemos acotado

1Pt @5) = f s 0(N)
< (5 95) = fs 0t I+ 11 (s, 0(8))) = f(s,0(5))]I-

Teniendo en cuenta que

I(F &5 @5m) = s, 0t < wi(hn + €5)
1/ (s, @(th"))) — f(s,0(s)|l < wr(we(hn))

11

donde wy y w, representan respectivamente los médulos de continuidad de las funciones

Jye
, e—0
wr(e)= max |[|f(t,y) — f(r,2)| —0
(tyy), (1,2)€EA
[t—7|+lly—zll<e .
, —
we(m) = méx o) —¢(r)] =0,
’ \t—07'|<’7(])
y
h hn—0
en=_mix |o"(t) —p(t)] — 0
tE[to—a,t0+a]

De lo anterior deducimos que

ln, (8) = w0 — /t (s, 0(s))ds|| < (¢ = o) (Wr(hn + n) + wr(we(hn)))
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El término izquierdo de la desigualdad converge a

W@—%—Zf@ﬂw%H

mientras que el segundo converge a 0 de lo que concluimos que

w@:%+lf@www

para todo t € [tg, to + a]. Un razonamiento similar para el caso en que t € [ty — a, to] que
¢ es solucién de

' = f(t,x) con z(ty) = xg
sobre el intervalo [ty — a,to+a].  Q.E.D.

Apéndice

Teorema de Ascoli-Arzela Sea (¢5)ses) una familia de funciones de C([o,w]; IR™) tal
que
» (o)(oce) €s uniformemente acotada i.e. existe M tal que ||¢(t)|| < M para todo
t € |o,wl,
n (o) (oes) €5 equicontinua i.e. para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo t y todo
7 de [a,w] tales que [t — 7| < §, tenemos ||p,(t) — po(T)]| < €.
Entonces se puede extraer de (¢q)ses) una sucesion (Yo, )ken) uniformemente conver-
gente.l]
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2. SOLUCIONES MAXIMALES

Hemos visto que un problema de valor inicial de la forma
= f(t,x)
29 ’
( ) { ZE(tQ) = 29

tiene solucién tnica en un entorno de ty cuando f es una funcién de C°((a,b) x O; R")
localmente lipschitziana en (a,b) x Oy (tg, zg) es un punto de (a, b) x O. En esta seccién

vamos a intentar estudiar el intervalo més amplio para el cual la solucién de (29) esta
definida.

Definicién 2.1. Sea y una solucion de la ecuacion diferencial o' = f(t,z) definida sobre
un intervalo I,. Se dice que z es una prolongacion de y si es una solucion de ' = f(t, )
en un intervalo I, 2 I, y si y(t) = z(t) para todo t € I,.

Una solucion x de la ecuacion o' = f(t,z) definida en I, es una solucion maximal (en
el dominio (a,b) x O) si no admite ninguna prolongacion (en el dominio (a,b) x O). O
Proposicién 2.2. Sea f € C°((a,b) x O; R") y localmente lipschitziana en (a,b) x O,
siendo O un dominio abierto de IR". Sea (ty,x0) € (a,b) x O y sean y y z dos soluciones
del problema de valor inicial

{ ¥ = f(t,x)

ZL‘(to) = X9
definidas respectivamente en I, > to y I, > ty. Entonces:
» y(t) = 2(t) para todo t € I, N I,
= Suponiendo que I, I, y I, ¢ I, entonces la funcion x definida por
x(t) =y(t) Vtel,
x(t) =2(t) Vtel,
es una prolongacion de y y de z. [

La demostracién de esta proposicién es consecuencia inmediata de la unicidad de la
solucién establecida en el teorema 1.7 (y el corolario 1.8). Q.E.D.

Entonces tenemos:

Teorema 2.3. Sea f € C((a,b) x O; IR™) y localmente lipschitziana en (a,b) x O, siendo
O un dominio abierto de IR". Sea (ty,x¢) € (a,b) x O. Entonces el problema de valor
inicial

0 f(o =gt

.’ll?(t()) = To
tiene una unica solucion maximal definida en un intervalo abierto (a,w) C (a,b). OJ

Demostracién: Sea S el conjunto de las soluciones de (30) y sea

I=||r,

z€S
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siendo I, el intervalo de definicion de la solucién z. Definimos
x(t) = z(t) paratodot € I,.

Segun la anterior proposicién la funcién = estd bien definida. Ademas z(tg) = xo y 2’ =
f(t,x) en I dado que para todo t € [ existe I, 5ty x = z en [,. Finalmente [ es abierto,
de otro modo supongamos que uno de sus extremos pertenezca a I: I = [a,w) C (a,b)
entonces el punto (a, z(a)) € (a,b) x O luego existe un entorno de a: (o — 79, v + 79) ¥
una funcion y tal que

{ y =fty) en(a—7,a+m)

Sea entonces z definida por

Z(t):{ z(t) Vtel

y(t) Vte (Oé — To, X + 7'0)

es una prolongacién de x en I U (a0 — 19, + 79) lo que contradice el que z sea solucién
maximal.
Obviamente la solucién maximal es tnica. Q.E.D.

También tenemos:

Teorema 2.4. Sea f € C%((a,b) x O; IR") y localmente lipschitziana en (a,b) x O, siendo
O un dominio abierto de IR". Sea (to,zo) € (a,b) x O y sea x una solucion maximal de

{ 2’ = f(t,x)

I(to) = X9

definida sobre el intervalo mazimal (o, w). Entonces, para cualquier compacto K C (a,b) x
O ezisten t; € [to,w) yta € (a,to] tales que (t;, x(t )) ¢ K parai = 1,2. En otros términos
la trayectoria de la solucion: Y, ) = {(t,2(t))/t € (o,w) sale de cualquzer subconjunto
compacto de (a,b) x O. O

Demostracién: Supongamos que (¢,z(t)) € K para todo t € [ty,w). Sea

M = mix [|f(t,z)]]
entonces, para t, t' € [to,w) tenemos

(t,x)eK
B [le(t) - /fsx }) ds / 1 (s, 2())]] ds

Consideremos una sucesion (7 )ken, Tk € [to,w) tal que

< M|t =1t

k—oo
T — W.

dado que (7 )reny €s una sucesién de Cauchy, de (31) deducimos que (x(7%))ren también
es de Cauchy luego x(7;) tiene un limite cuando 7, — w. Por otra parte este limite no
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depende de la sucesién (73 )ren elegida. En efecto, consideremos otra sucesiéon de Cauchy
(0m)men, entonces por (31) tenemos

| ’Tk, Om—w

2(7k) = 2(0m) || < M|7i — Oy
Luego, por continuidad, podemos definir

z(w) = lim x(¢),

t—w

0.

y dado que K es cerrado tenemos
(w,z(w)) € K C (a,b) x O.

Ademas, x es continua en [ty,w| y s +— f(s,x(s)) también es continua en [tg, w] luego

o) = ([ st as) = [ stestopa

v'(w) = flw, z(w)).
Entonces, existirda un entorno de w: (w —¢e,w +¢) tal que (w —e,w+¢) x O C (a,b) x O
en el que el problema de valor inicial

por lo tanto

y =[f(ty)

y(w) = z(w)
tenga definida una solucién dnica. La unicidad implica que z(t) = y(t) para todo t €
[to, w] N [w — &,w] luego la funcién

| x(t) parat € [to,w]
2(t) = { y(t) gara t € lw,w+e]

es una prolongacion de la solucién z lo que contradice el hecho de que x es solucion
maximal. Q.E.D.

Corolario 2.5. Sea f € C%((a,b) x O; R") y localmente lipschitziana en (a,b) x O, siendo
O un dominio abierto de IR". Sea (to,zo) € (a,b) x O y sea x una solucion mazimal de

' = f(t,x)

l’(to) = X
definida sobre el intervalo maximal (o, w). Sea A un subconjunto compacto de O tal que
z(t) € A para todo t € (o, ty] (respectivamente t € [tg,w) entonces a« = a (respectivamente

w=2"b). O

Corolario 2.6. Sea f € C%((a,b) x R™; IR™) y localmente lipschitziana en (a,b) X IR". Sea
(to, o) € (a,b) x R™ y sea x una solucion mazimal de

{ v = f(t )

x(ty) = o
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definida sobre el intervalo maximal (o, w). Suponemos que existe una funcion continua
¢ € C'(a,b); R) tal que ||z(t)]] < () pam todo t € [to,w) (respectivamente (v, o))
entonces w = b (respectivamente o = a). O

finalmente

Corolario 2.7. Sea f € C%((a,b) x IR™; IR") y localmente lipschitziana en (a,b) x IR".
Supongamos que [ estd acotada sobre (a,b) x IR" entonces las soluciones de x' = f(t, )
estan definidas sobre (a,b). O]

Corolario 2.8. Sea f € C°((a,b) x R*;IR") y localmente lipschitziana en (a,b) x IR".
Supongamos que existen dos funciones h, g € C(a,b) tales que || f(t,x)| < g(t)||z| + h(t)
entonces las soluciones de x' = f(t,x) estdn definidas sobre (a,b). O]

Corolario 2.9. Sea f € C%((a,b) x IR"; IR") y localmente lipschitziana en (a,b) x IR".
Supongamos que ezisten una funcion k € C(a,b) tales que ||f(t,z)— f(t,y)|| < k(t)||z—y|
entonces las soluciones de x' = f(t,x) estdn definidas sobre (a,b). O]

Teorema 2.10. Sea f € C°((a,b) x IR*;IR") y localmente lipschitziana en (a,b) x O,
siendo O un dominio abierto de IR".
Si O es acotado se tiene:
limd(z(t), R"\ O) =0 o w =1,

t—w

limd(z(t), R*"\ O)=0 o a=a.

t—a
Si O no es acotado se tiene:
hmd( (t),R"\O)=0 o }gg”x(t)” =00 0 w=Dh,
hmd( (t), R"\O)=0 o }%Hx(t)“ =00 0 «a=a.

En particular, si O = IR" se tiene

glm |lx(t)]| =00 0w =10,
—Ww

lim ||z(t)]| =00 0 a=a. O
t—a

(Dejamos como problemas las demostraciones de los corolarios 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 y
del teorema 2.10.)
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3. DEPENDENCIA DE LOS DATOS

En lo que sigue estudiaremos en que modo la soluciéon depende de los datos del problema.
Los datos en cuestion son de dos tipos: los datos iniciales y los datos de la ecuacion. los
datos iniciales son t el instante en el que "iniciamos” el proceso, g el valor de la solucion
en el ”inicio”. Los datos de la ecuacién tienen que ver con la funcién f que define la
ecuacion. La funcion f podra depender de algunos parametros cuya alteracion afecte a la
solucién. También se puede estudiar el comportamiento de la solucién si introducimos un
cambio mas radical en la ecuacion.

Una herramienta clave para este estudio sera el lema de Gronwall:

Lema 3.1. Lema de Gronwall generalizado Sean ¢ > 0 y ¥ > 0 dos funciones
continuas de (a,w) C IR a valores en IR, sea C' > 0 una constante y sea ty € (a,w).
Suponemos que

(32) o(t) <C+

/t:ws)qﬁ(s)ds

para todo t € (o, w),

entonces .
o(t) < C’e’fto Ms)dsl para todo t € (,w). O

Demostracién. Supongamos t > tg, siendo el otro caso, (t < ty), andlogo a éste. Por
otra parte, supongamos C' > 0. Definamos

W(t) = / b(5)6(s)ds.

Entonces

por lo que

V'(t) = d(t)o(t) < ¥(t) (O +/t ¢(S)¢(S)d8) = P(t)(C + V(D).

Luego, dado que C' 4+ ¥(t) > C > 0 tenemos
W' (t)

— 7 < t

C+9(t) — ()

e integrando entre ¢y y ¢ tenemos

In(C + U(t)) — In(C) < /t t (s)ds

de lo que deducimos
C+U(t) < Celo V(518
y por lo tanto
b(t) < Celio V%,
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Si C' = 0 entonces la desigualdad (32) sigue valida si introducimos cualquier € > 0 en el
lugar de C' luego
o(t) < eelio ¥ ds

para todo £ > 0 por lo que ¢(t) = 0.
Un razonamiento anédlogo para t < ¢y nos lleva a la conclusién. Q.E.D.

Corolario 3.2. (Lema de Gronwall) Sea ¢ > 0 una funcién continua de (a,w) a

valores en IR. Suponemos que existen dos constantes K1 > 0 y Ko > 0 tales que ¢ verifica

la siguiente desigualdad:
t
/ o(s)ds
to

B(t) < Kpef2lt=0l - para todo t € (a,w). O

o(t) < K1+ Ko ., para todo t € (a,w).

Entonces

Demostraciéon. Aplicamos el lema 3.1 con C' = K; y ¢ = Ko. Q.E.D.

Proposicién 3.3. Sea f(t, ) una funcién continua en un conjunto abierto D C IR™*
IR™ y lipschitziana con respecto a x:

|f(t,x)— f(t,y)|| < L||z —y|| para todo (t,x) y todo (t,y) de D.
Para (to, o) y (to,y0) en D sean x(t) e y(t) las soluciones de

() = f(t(x(t),  x(to) = o

y'(t) = Fty(®),  ylto) = yo

en un intervalo I = [ty — a,to + a] entonces se tiene
z(t) — y@®)|| < llzo — ol e X1 para todo t € [ty — a,ty +a]. O
Demostracién. tenemos

x(t) = xo + j;; f(s,x(s))ds, paratodot € [ty — a,ty + al,
y(t) =yo + fti f(s,y(s))ds, paratodot € [ty — a,ty+ al;

y restando

£(t) — y(t) = 20— yo + / (F(s,2(s)) — F(55(s)))ds,

to
para todo t € [ty — a,to + a).
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Entonces,

() =y < llzo — woll +

t
Nt = sl
to
para todo t € [ty — a,to + a).
Aplicamos el anterior lema de Gronwall con ¢(t) = ||z(t) —y(¢)||, K1 = ||[xo—yol| y K2 = 1.
Q.E.D.

Cuando la variacién de los datos afecta a la propia ecuacion, el lema de Gronwall todavia
nos permite acotar la diferencia dentre las soluciones:

Proposicién 3.4. Sean f(t,z) y g(t,x) dos funciones continuas en un conjunto abierto
D C R"! — IR" tales que f sea lipschitziana con respecto a x con constante L y f — g
es acotada :|f — g| < K.

Entonces si z(t) y y(t) son soluciones de

2'(t) = f(t(z(t)) parat € [a,b]
y'(t) = g(t(y(t)) parat € la,b]

para algin intervalo [a,b] que contiene ty, se tiene:

lz(t) =y < [lx(to) — y(to)| + K(b— a)]e“t’to' para todo t € [a,b]. O



