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) INTRODUCCION

e Teoria moderna de control.

« Basada en el conocimiento del comportamiento interno
de los sistemas.

 Estudio de las variables que influyen en la dinamica de
los sistemas.

* Piedra angular: el estado del sistema.

 El objetivo es conseguir un control mas potente a partir
de dichas variables y abordar el control de sistemas mas
complejos.

« Casos que abordados desde la teoria clasica resultan
muy complejos o simplemente no tienen solucion
practica admisible (la relacion entre la salida y la entrada
no es suficiente informacion).



B INTRODUCCION Il

|
« VENTAJAS:

— Es aplicable a sistemas multivariables en los que existe un
elevado grado de interaccion entre las variables del sistema.

— Es aplicable a sistemas con relaciones no lineales,
comportamiento no reducible a un modelo lineal.

— Es aplicable a sistemas cuyos parametros varian con el tiempo
a velocidades comparables con la evolucion de sus variables, no
siendo posible la obtencion de modelos de parametros
constantes.

— Es aplicable a sistemas complejos de control, con un gran
numero de variables internas que condicionan el
comportamiento futuro de la salida. Realimentar Unicamente la
salida (teoria clasica) puede no ser suficiente en algunos
sistemas complejos, donde disponer del estado es una ventaja
clara en la mejora de la respuesta.



8  CONCEPTO DE ESTADO

o Se define estado de un sistema como la minima
cantidad de informacidn necesaria en un
Instante para que, conociendo la entrada a partir
de ese instante, se pueda determinar cualquier
variable del sistema en cualquier instante
posterior.

[

0 q(t) =V (t) = Ah(t)
’\1_ — - h(t) = I_too% q(r)dz
i h(t):jto iq(r)dT+J‘tEQ(T)dT
A —0 A o A

Entrada - Salida
SISTEMA

: t 1
qty g h(t) = h(to) + J‘to Z CI(T)dT




8  CONCEPTO DE ESTADO II

La altura en un determinado instante de tiempo sélo depende de los
iInstantes inicial y final, de la entrada aplicada entre ambos y de la altura en
el instante inicial.

MO =)+ [ Fa0dr O =pt,hE)a0) G <rst

La cantidad minima de informacion que define el estado viene representado
por un conjunto de variables x;(t) denominadas variables de estado.

X(t) =[x, (t) X, (t) x;(t) ---x (t)]  vector de estado



8 CONCEPTO DE ESTADO I

Por lo que en general el estado sera una funcion de la forma:
X(t)=w(tt,,X(t,),u(r)) t,<r<t

El vector de estado se define sobre el espacio de estado:
Espacio de estado es el espacio vectorial en el cual el vector de estado toma
valores, teniendo por tanto la misma dimension que el nimero de elementos

de dicho vector.



5  PROPIEDADES DE LAS

VARIABLES DE ESTADO
A

Unicidad:

vVixt, X, =x(,) u(r) t,<r<t = x(t) esdunica
Continuidad:

!irtnx(t):x(to) Vi, t,
Transitividad o propiedad de transicion:

) X(t,) = w(t,,t,, X(t,),u(z)) con t,<r<t,
/,’1
X“?)Qv/ 0 X(tZ) = l//(t21t1’ X(tl)’ U(T)) con t1 <r=s t2

Siendo:
x(t,) =w(t,t,, x(t,),u(z)) con t,<z<t



&  ECUACIONES DEL

MODELO DE ESTADO
-

Un modelo de estado de sistema dinamico determinista es una relacion
matematica entre dos conjuntos de variables, las de entrada y las de salida:

ut) — y()

donde u(t) es un vector de dimension “m” e y(t) es un vector de dimension “p”

Ecuacién del estado:
X(t) = f(t, x(t),u(t))
Ecuacion de salida:

y(t) = n(t, x(t),u(t))

Realizacion en el espacio de estado

Orden del modelo = niUmero de variables



B SISTEMAS DINAMICOS

LINEALES

X(t) = f(t, x(t),u(t))
y(t) =n(t,x(t),u(t))

Sistema invariante:
X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

| AV, B®) y C(t)
X(t) = A)X()+BMU(t)  dependen de la

y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) representacion del
estado elegida

X(t) es el vector de estado, de dimension n

u(t) es el vector de entradas, de dimension m

y(t) es el vector de salidas, de dimension p

A(t) es la matriz del sistema, de dimension n x n
B(t) es la matriz de entradas, de dimension n x m
C(t) es la matriz de salida, de dimension p x n
D(t) de dimension p x m (D=0 con frecuencia)



5 TRANSFORMACIONES

LINEALES
L

X(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) X(t) =T (t)X(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t) X(t) =T 7'x(t)

X(t) = (T )(E)X() +T () x(t)

K(t) = (T HOT O +T OADT (OK(t) + BEOu()]=
= [T HOT ) +T 1O AGT @) k) + T (t)B(t)u(t)

y(t) =CHT (1)X(t) + D(t)u(t)

A®) =T HOT O +TOADQT ®)] | AR =T A®T
B(t) =T (t)B(t) i‘\;r‘?:me B(t) =T 'B(t)
C(t)=CMT(t) (habitual) C(t)=C(®)T

D(t) = D(t) D(t) = D(t)



B REPRESENTACION GRAFICA

DE SISTEMAS LINEALES
A

X(t) = A()x(t) + B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t) + D(t)u(t)

D




B FUNCION DE TRANSFERENCIA Y

MODELO DE ESTADO

Para establecer la relacion entre la funcion de transferencia y el modelo de
estado partiremos de un sistema lineal invariante:

X(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t) + Du(t)

Tomando transformadas de Laplace:

sX (s) —x(0) = AX (s)+ BU (s)
Considerando condiciones iniciales nulas:
sX (s)— AX (s)=BU (s) Y(s)=CX(s)+DU(s)=Clsl — A]'BU (s)+ DU (s)

[sl =AIX(s)=BU(s)  y(s)=c[st - AT*B+ D (s)
X (s)=[sl = A]"BU (s) Luego:

G(s)=C|sl —-A]'B+D



i " FUNCION DE TRANSFERENCIA Y

MODELO DE ESTADO |
T

G(s) es un invariante ante transformaciones del sistema de referencia por lo
que:

G(s) = G (s)

G(s)=Clst —AB+D =cT[sl -T*AT ['T B+ D
G(s)=CTT sl — A]"TT B+D =C[sl - A]'B+ D =G (s)

[sl - A]" = - [sll vy Adj [sl - A]

Polinomio caracteristico del sistema: p(s) = det [s| — A]

Polos = Valores propios de A



5 METODOS DE OBTENCION

DEL MODELO DE ESTADO
A

« La representacion del estado no es unica.
e Existen infinitas.

* Todas ellas igualmente validas para la descripcion del
sistema.

e Tendremos en cuenta que:

— En la ecuacion de estado solo pueden aparecer relacionadas las
variables de estado, sus primeras derivadas y las entradas.

— En la ecuacion de salida s6lo pueden estar relacionadas las
variables de estado, las entradas y las salidas.

— Las variables de estado no pueden presentar discontinuidades,
aungue la entrada si que las tenga (escalon por ejemplo).

— Por lo anterior, las entradas, jamas podran ser variables de
estado.




& METODOS DE OBTENCION

DEL MODELO DE ESTADO ||
A

e Diferentes alternativas para la obtencion
del modelo en variables de estado de un
sistema:

— Variables de estado como magnitudes fisicas
del sistema.

— Variables de estado como salida de los
iIntegradores del sistema (a partir del
diagrama de blogues).

— Variables de estado de fase
— Variables de estado de Jordan.




() ~ VARIABLES DE ESTADO COMO

» - r

MAGNITUDES FISICAS
o

FEER
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u C—— C_—_—
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) ~ VARIABLES DE ESTADO COMO

* - ®

MAGNITUDES FISICAS
o
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U4 U, L/2
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l‘ic4

 Uc,; yUc,si.
« Uc, Yy Uc, si pero no simultaneamente.
e |,el5sl.



b ~ VARIABLES DE ESTADO COMO

Dado un sistema lineal e invariante:
(s” +a_,s"" +---+als+a0)y = (bnsn +---+bls+b0)u
s[(s“‘1 +a, 8"+t ai)y—(bns”‘1 +---+b1)u]: bu-—a,y
X, = bou —dyYy

X, = (s”‘1 +a S et ai)y = (bns”‘l . bl)u

S[(Sn_z +an_1Sn_3 Tt a2 )y_ (bnsn_2 +-e+ bz)‘J]: X1 + blu _ aly

X
_fan-2 n-3 n-2
X,=\s" “+a,,S “+--+a,)Jy—bs " +---+Dh,



VARIABLES DE ESTADO COMO

SALIDA DE LOS INTEGRADORES Il

Procediendo reiteradamente:

X, =X_,+b_u—a_y

Las dos ultimas serian:
Xn — Xn—l + bn—lu o an—ly

0 --- 0

1 0
=01 -~ 0
] |0 o 1

X, =y—-bu
—-a, [ x] | b—ba, |
—a X, bl_bnai
—a, X3 bz _bnaz
_ an—1_ _Xn ] _bn—l o bn an—1

Ecuacion de salida:

y=X +bu



L) EJEMPLO

U(t) K (S 4 C) y(t)

s’—as+b

K(s+cu=Is*+as+b)y
(s+¢) ( ) X +bx, —cKu=0 = X% =-bx,+cKu

s’y +s(ay—Ku)+by—cKu=0
y (y ) y )'(2+aX2_Ku—X1:O = X2:X1—3X2+Ku

s(sy +ay — Ku)+by —cKu =0
X, = —bx, +cKu

y =X
ol el
M

X, =Sy+ay—Ku=y+ay-Ku
sy=x,—-ay+Ku = x,=y




& VARIABLES DE ESTADO

DE FASE
A

(s” +an_1s”‘1+---+als+a0)y:(bmsm +---+bls+b0)u

b, 8"+ +bs+D,
s"+a_,s"t+--+as+a,

1
Xl = n n-1 u
s"+a, ,S" +--+aS+a,
X, = Xl Xl = X,
Xn — Xn—l Xn—l — Xn
. n n-1 n-2
X =8"X =-a 8" X —a ,8" X —--—a,SX —ay% +U
n
X =S X == 4 X, —Qq Xy — - —aq X, —adpX +U



& VARIABLES DE ESTADO

Wk ®

DE FASE |

X, 0 1 0 O | %110
X 0 1 0 0 || x 0
X |_| 0 0 1 0 | % |, |0,
%4/ | 0 0 0 0 X, 1

X | —d, —& —a, —3a, —4a X 1

[ X

La ecuacion de salida queda: Xl
2

- X3

y=(b,s"+--+bs+bJx, y=[b, b b, - b, O - O] :
Xn—l

L Xn




& VARIABLES DE ESTADO

DE FASE Il
-

En el caso de que m=n (mismo grado numerador que denominador:

La ecuacion de salida queda:

y= (bO B bna‘O )Xl + (bl B bnai)XZ Tt (bn—l o bnan—l)xn + bnu
Observacion:
La accion directa de la entrada sobre la salida existe unicamente si los
grados del numerador y denominador son iguales. Por ese motivo D no es
nula en este caso Uunicamente (n=m).



(1
VARIABLES DE JORDAN

Polos simples
b,s" +---+0bsS+D, p

y: n n-1
s +a,,S +---+aS+a
" T y=|b +- 2 4 P .. Py
s—-A4 S—-4, S—A,
1 : 3 L
Xl:s—ﬂju X, =A% +U A 0
1 . |0 4, - 0
X, = u X,=4,%,+U X=|. . . S
s—4, : Lo :
X, = L U X, =AX, +U 00 A4 1
S—4
. y:[pl P pn]X-l‘an
X, = u X, =A4x,+u




% VARIABLES DE JORDAN I

EEE

Polos multiples

= b Py ooy P2 Pr Pra ., FPn
' £”+@—4)+"+@—AY+8—&+8—AH =4 )

X, = u= X X, =AX +X
Cos-a) s-Aa S
X, = _y=_T X, = 4 X; +X
ECARNE
1 1 .
X, = > U= X Xy =AX 4+ X
(s-4)  s-
1 .
X, = u Xn:/lnxn—i_u




(I
VARIABLES DE JORDAN Il

Polos multiples

4 1 - 0 0 0O 0 -
O 4 - 0 0 0 - 0
. . ° : : . . O
X = & X+|0u
0 0 oo 0 ﬂ’l O O 1
O 0 0 0 ﬁ“r+1 O .
: : : . .
0 0 0 0 0 a| L

y=lor P v Pea Pe Pea PR XD



8 ESTRUCTURAS

COMPUESTAS
- - =

Sistemas en serie:

u, Y1 U, Y, % A B
= S, /—> S, =—> y, =C.x, + DU,
] y {)‘(2 = AX, + B,u,
—> § = y, =C,X, + D,u,
u=u, . X, = AX +Bu,
Y=Y, x:{xl} X, = AX, + B,(C,x, + Du,)
i =U, i Y, =C%, + D, (C1X1 T Dlul)

{ A OH B }u
BC, A B,D,

Y= [D2C1 Cz]x+[D2 Dl]u

N




& ESTRUCTURAS

Wk ®

COMPUESTAS

Sistemas en paralelo:

U, | Y1
| k %
SH
U, Yo

{)'(1=A1X1+81U1 |u:> S />
Y1 = C1X1 + D1u1

X, = AX, +B,u, {U =U, =U,
yZ:CZ)(2_|_D2u2 Y=y1tY,

o alle)

y:[Cl Cz]x+[D1 + Dz]u



& ESTRUCTURAS

Wk ®

COMPUESTAS

Realimentacion de la salida;
Ecuaciones del sistema sin realimentar

r u y x = AX+ Bu
y =Cx+Du

K w = Ky
U=r—w

y=Cx+D(r-w)=Cx+Dr-DKy = [l +DK]y=Cx+Dr
y=[1+DK]|'Cx+[l + DK|"'Dr

X = Ax+ B(r — Ky) = Ax+ Br - BK|[I + DK]"'Cx - BK[l + DK|"Dr
X =|A—BK[1 + DK]'C x+|B—BK[l + DK]*Dlr

SiD=0 x=[A-BKC|x+Br



