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~ SISTEMAS LINEALES
INVARIANTES EN EL TIEMPO

2.0 INTRODUCCION

En la secci6n 1.6 presentamos y analizamos varias de las propiedades bdsicas de los sis-
temas. Dos de elias, 1a linealidad y la invariancia en el tiempo, juegan un papel funda-
mental en el andlisis de sefiales y sistemas por dos razones principales. La primera,
muchos procesos fisicos poseen estas propiedades por lo que pueden modelarse como
sistemas lineales e invariantes en el tiempo (LTI). Ademds, los sistemas L'TT se pueden
analizar con suficiente detalle para proporcionar tanto el conocimiento de sus propie-
dades como un conjunto de poderosas herramientas que conforman el niicleo del angli-
sis de sefiales y sistemas.

Un objetivo esencial de este libro consiste en desarrollar la comprensién de estas
propiedades y herramientas as{ como proporcionar una introduccién a varias de las muy
importantes aplicaciones en las cuales se usan estas herramientas. En este capitalo ini-
ciamos el desarrollo mediante la deduccién y examen de una representacion fundamen-
tal y extremadamente 1til para los sistemas LTI, asi como con la introduccién de una
clase importante de estos sistermnas.

Una de las principales razones por la que los sistemas LTI son accesibles al andlisis
es que todos estos sistemas poseen la propiedad de superposicién descrita en la seccién
1.6.6. Como consecuencia, si podemos representar la entrada a un sistema LTI en (érmi-
nos de una combinacién lineal de un conjunto de sefiales bdsicas, entonces podemos uti-
lizar la superposicién para calcular la salida del sistema en términos de sus respuestas a
estas sefiales bdsicas.

Como veremos en las siguientes secciones, una de las caracteristicas importantes del
impulso unitario, tanto discreto como continuo, es que las sefiales muy generales se pue-
den representar como la combinacién lineal de impulsos retardados. Este hecho, junto
con las iedade ] ici ianci i i i
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Seccién 2.1 Sistemas LTI discretos: La suma de convolucion 75

impulso unitario. Esta representacion, conocida como suma de convolucién en el caso dis-
creto, e integral de convolucidn en el continuo, proporciona una considerable comodidad
analitica al tratar con sistemas LTI Siguiendo con nuestro desarrollo de la suma de con-
volucién y la integral de convolucién, usamos estas caracterizaciones para examinar
algunas otras propiedades de los sistemas LTI. Posteriormente, consideramos la clase de
continuos descritos mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes, asi como su contraparte discreta, la clase de sistemas descritos por ecuaciones de
diferencias lineales con coeficientes constantes. Volveremos a examinar estas dos clases
miy importantes de sistemas en diversas ocasiones en los capitulos subsecuentes Por tiltimo,
echaremos un vistazo nuevamente a la funcién del impulso unitario de tiempo continuo y
a otras sefiales que estdn muy relacionadas con ésta, de modo que podamos proporcionar
algiin conocimiento adicional sobre estas sefiales idealizadas y, de manera particular,
sobre su uso e interpretacidn en el contexto del andlisis de sistemas I'TL

2.7 SISTEMAS LTI DISCRETOS: LA SUMA DE CONVOLUCION

2.1.1 La representacion de sefales discretas en términos de fos impulsos

Laidea fundamental de visualizar c6mo el impulso unitario discreto se puede usar para cons-
truir cualquier sefial discreta consiste en pensar cn una sefial discreta como una secuencia
de impulsos individuales. Para ver la forma en que esta idea intuitiva puede transformarse
en una representacion matemdtica, considere la sefial x[#] mostrada en la figura 2.1(a). En
las partes restantes de esta figura hemos dibujado cinco secuencias de impulso unitario
desplazadas en el tiempo y escaladas, donde el escalamiento de cada impulso es igual al
valor de x[n] en el instante particular en que ocurre la muestra unitaria. Por ejemplo,

A[-1)8[n + 1] = [gf_l]’ "
doletal = " 720
#118ln — 1] = [’8’[1]’ i

Por tanto, la suma de las cinco secuencias en la figura es igual a x[n] para —2 =< n =< 2. De mane-
ra mds general, si incluimos impulsos adicionales desplazados y escalados, podemos escribir

x[n} = ...+ x[-3]8[n + 3] + x[-2]8[n + 2] + x[—1]8[n + 1] + x[0]8]n] @2.1)
f118[n — 1] + x[2]6]n — 2] + x[3]8[n — 3] +.... '

Para cualquier valor de #, s6lo uno de los términos del miembro derecho de la ecuacidon
(2.1) es diferente de cero, y el escalamiento asociado con ese término es precisamente
x[n]. Al escribir esta sumatoria en una forma mds compacta, tenemos

oo

xn] = > x[k]8[n — k). (2.2)

k=—=x

Esto corresponde a la representacmn de una secuenaa arbitraria como una combinacién li-

i1
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x[n]

x[—2] 8[h + 2]
-4-3-2-1 0 1 2 3 4 n
(b}
x[—1]8[n + 1]
—1
—-4-3-2 0123 4 n
{)
x[0] 3[n]

—4-3-2-1 0 1 2 3 4 n
L&)

x[1] 8[n—1]

—4-3-2-1 0 1 2 3 4 n

x[2] B[n—23

Figura 2.1 Descomposicién de una
sefial discreta en una suma ponderada de
impulsos desplazados.
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que ulk] = 0 para & < Oy u[k] = 1 para k = 0, la ecuacién (2.2) se convierte en
+eo
ulp] = Z oln — k],
k=0

la cual es idéntica a fa expresién deducida en la seccién 1.4. [Vea la ecuacién (1.67).]

La ecuacién (2.2) se llama propiedad de seleccion del impulso unitario discreto.
Puesto que la secuencia 8[n — k] es diferente de cero sélo cuando & = 7, la sumatoria del
lado derecho de la ecuaci6n (2.2) “selecciona” a través de la secuencia de valores de x[k]
y. mantiene tinicamente el valor que corresponde a k = ». En la siguiente subseccion
explotaremos esta representacién de las sefiales discretas con el fin de desarrollar la re-
presentacion de la suma de convolucién para un sistema 1TI discreto.

2.1.2 La respuesta al impuiso unitario discreto y la representacion
de la suma de convolucion de sistemas LTI

La importancia de la propiedad de seleccion de las ecuaciones (2.1) y (2.2) reside en el
hecho de que representa a x[n] como una superposicién de versiones escaladas de un con-
junto muy sencillo de funciones elementales, o sea, los impulsos unitarios desplazados
8[n — k], cada uno de los cuales es diferente de cero (con valor 1) en un solo punto en el
tiempo, especificado por el correspondiente valor de k. La respuesta de un sistema lineal
a x[n] serd la superposicion de las respuestas escaladas del sistema a cada uno de estos
impulsos desplazados. Ademds, la propiedad de invariancia en el tiempo nos dice que las
respuestas de un sistema invariante en el tiempo a los impulsos unitarios desplazados en
el tiempo son simplemente versiones desplazadas en el tiempo una de otra. La repre-
sentacion de la suma de convolucién para sistemas discretos que son anto lineales como
invariantes en el tiempo resulta de poner juntos estos dos hechos basicos.

De manera més especifica, considere la respuesta de un sistema lineal (pero posi-
blemente variante en el tiempo) a una entrada arbitraria x[r]. Podemos representar la
entrada mediante la ecuacién (2.2) como una combinacién lineal de impulsos unita-
rios desplazados. Designemos a A{n] como la respuesta del sistema lineal al impulso
unitario desplazado &[n — k]. Entonces, a partir de la propiedad de superposicién de un
sistema lineal [ecuaciones (1.123) y (1.124)], 1a respuesta y[#] del sistema lineal a la entra-
da x[n] en la ecuacién (2.2) es simplemente la combinacién lineal ponderada de estas
respuestas basicas. Es decir, con la entrada xJ»] a un sistema lineal expresado en la forma
de la ecuacidn (2.2), la salida y[x] se expresa como

+o
yir] = > xlklhln]. (2.3)
k=—m=

Entonces, de acuerdo con la ecuacién (2.3), si conocemos la respuesta de un sistema li-
neal al conjunto de impulsos unitarios desplazados, podemos construir la respuesta a una
entrada arbitraria. Una interpretacion de la ecuacién (2.3) se ilustra en la figura 2.2, La
seflal x[n] se aplica como la entrada a un sistema lineal cuyas respuestas h-i1n)], holn] ¥
h[n] a las sefiales 8[n + 1], 8[n] y 8[n — 1], respectivamente, estin representadas en la
figura 2.2(b). Ya que x[n] se puede escribir como una combinacién lineal de 8n + 1], 8[n]
y 8[n — 1], 1a superposicién nos permite escribir la respuesta a x[n] como una combi-
nacion lineal de respuestas a impulsos individuales desplazados. Los impulsos indivi-
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x[n]

h_y[n]

hy In]

(b) ]

Figura 2.2 Interpretacion grafica de la respuesta de un sistema lineal dis-
creto expresado en [z ecuacién {2.3).

de los componentes del lado izquierdo de la figura 2.2(c) con la salida real y[n), 1a que,
por superposicidn, es la suma de los componentes del lado derecho de Ia figura 2.2(c). De
este modo, la respuesta al tiempo # de un sistema lineal, es de manera simple, la super-
posicion de las respuestas debidas al valor de entrada en cada punto en el tiempo.

En general, por supuesto, las respuestas Ai[n] no necesitan estar relacionadas una
con otra para diferentes valores de k. Sin embargo, si el sistema lneal también es inva-
riante en el tiempo, entonces estas respuestas a impulsos unitarios desplazados en el tiem-
po son todas versiones desplazadas en el tiempo unas de otras. Especificamente, ya que
8[n — k] es una version desplazada en tiempo de 8[x], la respuesta fun] es una version
desplazada en tiempo de Ag[n); es decir,

h[n) = holn — kJ. (2.4)
Para facilitar la notacion, eliminaremos el subindice en ko[n] y definiremos la respuesta al
impulso (muestra) unitario
hin] = ho[n]. (2.5)
Esto es, #[n] es la salida del sistema LTI cuando 8[#] es la entrada. Entonces, para un sis-
tema LTI, [a ecuacién (2.3) se vuelve

+eo

ylnl = > x[klhln — k). (2.6

k=—m

Este resultado se conoce como la suma de convolucién o suma de superposicién, y
a la operacién del miembro derecho de la ecuacién (2.6) se le llama convolucién de las
secuencias x[n} y A[n]. Representaremos la operacién de convolucién de manera sim-
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x{—1] 8n +1] X[=11h_4[n]
—
%
&
2 *{0] 8[n] x[0] holr]
%
5
§ —
B
|
x[1] 8n—1] x[1] hy[n]

yvinl

& Figura 2.2  Continuacion

Note que la ecuacion (2.6) expresa la respuesta de un sistema LTI a una entrada
arbitraria en términos de la respuesta del sistema al impulso unitario. De aqui se despren-
de que un sistema LTT se caracteriza completamente por su respuesta a una sola sefial, es

decir, su respuesta al impulso unitario.
La interpretacién de la ecuacion (2.6) es similar a la que dimos para la ecuacién
(2.3). donde, en el caso de un sistema LTT, la respuesta debida a la entrada x|k} aplicada
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80 Sistemas lineales invariantes en el iempo  Capitulo 2

Ejemplo 2.1

- Considere un sistema LTI con respuesta al impulso A[n] ¥ entrada x[#], como se ilustra
- en la figura 2.3(a). Para este caso, ya que sélo x[0] y x[1] son diferentes de cero, la
. ecuacidn (2.6) se simplifica hasta la expresion

¥[r] = x[0]h[n — O] + x[1]A]n ~ 1] = 0.5[r] + 2k[n — 1]. (2.8)
Las secuencias 0.54{n] v 2h[n — 1] son los dos ecos de la respuesta al impulso necésa-
rios para la superposicién invelucrada en la generacidn de y[n]. Estos ecos se presentan

en la figura 2.3(b). Sumando los dos ecos para cada valor de n obtenemos y[#], la cual
se muestra en la figura 2.3(c).

h[n]
111
o 0o 1 2 e n
2
x[n]
0.5
o 1 n
(&)
0. 0.5h[n]

Tec

L]
-]

© j—atn
b

—_
%]
3

2h[n—1}

-]
@
-]

() f—

2.5
2 yn

0.5

@
-]

%
0

1 2 3 n
()

Figura 2.3 (a) La respuesta al impulso A[a] de un sistema LTI
y una entrada x[11] al sistema; (b) las respuestas o “ecos” 0.5 y
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Sitomamos en cuenta el efecto de la suma de superposicién en cada muestra de sali-
da individual, obtenemos otro método muy titil de visualizar el cdlculo de y[n] mediante
la suma de convolucién. En particular, considere la evaluacién del valor de salida en
algin tiempo especifico #. Una manera particularmente conveniente de presentar este
caleulo de forma grafica se inicia con las dos sefiales x[k]y h[n — k] vistas como funciones
de k. Multiplicando estas dos funciones, obtenemos una secuencia glkl = x[klh[n - k],1a
cual, en cada tiempo k, se ve que representa la contribucién de x[k] a la salida en el tiem-
po 7. Concluimos asi que el sumar todas las muestras en la secuencia glk] produce el
valor de salida en el tiempo seleccionado 7. De este modo, para calcular y[n] para todos

los valores de n es necesario repetir este procedimiento para cada valor de ». Afortu-
nadamente, cambiar el valor de » tiene una interpretacion grafica muy sencilla para las
dos senales x[k] y h[n — k], vistas como funciones de %. Los siguientes ejemplos muestran
esto, asi como el uso del punto de vista antes mencionado al evaluar las sumas de con-
volucién. '

Ejemplo 2.2

Consideremos de nuevo el problema de convolucién presentado en ¢l ejemplo 2.1. La
* secuencia x[k] se muestra en la figura 2.4(a), en tanto que la secuencia hln — k], vista
comeo una funcién de k y con 7 fija, se muestra en la figura 2.4(b) para diferentes valores
- de n. Al dibujar estas secuencias, nos hemos valido del hecho de que hln — k] (vista
come una funcion de k& con # fija) es una versién invertida en el tiempo y desplazada de
.+ larespuesta al impulso /4[k]. En particular, conforme & se incrementa, el argumento n — &
disminuye, explicando asf la necesidad de realizar una inversién en el tiempo de A[4]. Si
. sabemos esto, entonces, para dibujar la sefial h[n — k], s6lo necesitamas determinar su
valor para algiin valor particular de k. Por e¢jemplo, el argumento n — k serd igual a 0 en
. el valor k& = n. De este modo, si dibujamos la sefial h[—k], podemos obtener la sefial
h[n — k] simplemente desplazando a la derecha (por n} si n es positiva o a la izquierda
si i es negativa. El resultado para nuestro ejernplo, para valores de n < 0,0 = 0,1,2,3
¥ 7 > 3, se muestra en la figura 2.4(b).
Habiendo dibujado x[k] y i{n — k] para cualquier valor particular de », multipli-
. camos estas dos sefiales y sumamos todos los valores de k. En el caso de nuestro efermn-
plo, para n < 0, vemos de la figura 2.4 que x[k]afn — k] = 0 para toda k, ya que los valo-
res diferentes de cero de x[k] y hln — k] no se traslapan. En consecuencia, y[n] = 0 para
n < 0.Para n = 0, puesto que el producto de la secuencia x{k] con la secuencia A0 — k]
tiene s6lo una muestra diferente de cero cuyo valor es 0.5, concluimos que

o0

y[0] = > x[KJA[0 - &] = 0.5, (2.9)

k=—m

El producto de la secuencia x[£] con la secuencia A[1 — k] tiene dos muestras diferentes
de cero, las cuales se pueden sumar para obtener

=3

Y1 = > xkJr[1 — k] = 0.5 + 2.0 = 2.5, (2.10)

EF=—m
. De manera similar,

o
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82 Sistemas lineales invarianies en &l tiempo Capitulo 2

x[K]
0.5

{a)
h[n-k], n<0

[ 11

n-2 n-1t n

o8
=

[ 11 o
-2 -1 0 M k
e ¢ h[1—K]
® —T1 0 I M Kk

1 T T hi2—K]
o o 1 .2 ® k
T
o g 1 2 3 k
h[n—K], n>3
e—o6—o—¢ T T T
0 n-2n-1 n Kk

)

Figura 2.4 Interpretacion de la ecuacion (2.6) para las sefiales Aln] v
x[n] en la figura 2.3: (a} |a sefial x [4], y (b) la sefial A[7 — K] como

una funcion de & con nfijo) para diversos vaicresde n(n<<0; n= 0,1, 2, 3;
n > 3). Cada sefial se obtiene mediante el reflejo y el corrimiento de la
respuesta al impulso unitario f{k]. La respuesta ¥[#] para cada valor de /7 se
obtiene multiplicando fas sefiales x[K] y #ln — K en {b) vy {¢) y sumando
después los productos sobre tados os valares de & El cdlculo de este
ejemplo se detalla en el gjemplo 2.2.

=§ [KJA[2 — K] = (2.12)

Crlr L
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Seccion 2.1 Sistemas LTI discretos: La suma de convolucion a3

Ejemplo 2.3

" Considere una entrada x[#] y una respuesta al impulso unitario Af#n] dada por

x[n] = atuln],

hn} = uln],

con 0 < a < 1. Estas sefiales se ilustran en la figura 2.5. Ademds, para ayudarnos a vi-
sualizar y calcular la convolucidn de las sefiales, en la figura 2.6 hemos dibujado la sefial

" x[k] seguida por A[—k],A[—1 — k] y A[1 — k] (es decir, Aln — k] patan =0, -1y +1) y,
finalmente, 2ln — k] para un valor positivo arbitrario de » ¥ un valor negativo arbitrario
de n. De esta figura podemos observar que, para # < 0, no hay traslape entre puntos
diferentes de cero en x[k] y A[n — k]. Entonces, para n < 0, x[k]h[r — k] = 0 para todos
los valores de &,y en consecuencia, de la ecuacion (2.6) vemos que y[r] = 0,n < 0. Para
n=0,

: af, 0=k=n
x[klh[n — k] = 0, con otro vaior’

hin] = uln]

{b)
Figura 2.5 Llas sefales x[n] y Aln] del ejemplo 2.3.

' Asi,patan =0,
]
ylnl = > ok,

k=0

- yusando el resultado del problema 1.54 se puede escribir como
y[n] = Z ak = 1—_--.. paran = (. (2.13)
Entonces, para toda »,

ulal = {1 —arl \,.rm
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L x[K] = oufl]

Figura 2.6 Interpretacion grafica del cdlculo de fa suma de convolu-
cion del ejemplo 2.3.
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n+1
yi] = (1 c ) ufn]
f—uo

D -5 5 0 B, OB
S O000 GECo0ee00S000

Figura 2.7 Salida para el gjemplo 2.3.

La operacién de convolucién algunas veces se describe en términos de “deslizar” la
secuencia fi[n — k| sobre x[k]. Por ejemplo, suponga que hemos evaluado ylr] para algiin
valor particular de #, digamos, # = n. Esto es, hemos dibujado la seiial z[ng — k],la hemos
multiplicado por la sefial x{k] y sumado el resultado con todos los valores de k. Para eva-
luar y[n] en el signiente valor de # —es decir, n = np + 1—, necesitamos dibujar la sefial
h[(rno + 1) — k]. Sin embargo, esto se puede hacer tomando simplemente la sefial A[ng —
k| y desplazdndola un punto a la derecha. Para cada valor sucesivo de 7, continuamos con
el proceso de desplazar Afn — k)] un punto a la derecha, multiplicarla por x[k] y sumar el
resultado sobre k.

Ejempio 2.4

Como un ejemplo adicional, considere las dos secuencias

N I, 0=n=4
xln] = 0, con otro valor

Bl = at, 0=n=6
[n] = 0, con otro valor -

- Estas sefiales est4n representadas en la figura 2.8 para un valor positivo de ¢ > 1. Para
calcular Ia convolucién de las dos sefiales, resulta conveniente considerar cinco interva-
. los separados para ». Esto se ilustra en la figura 2.9.

- Intervalo 1. Para 7 < 0,no hay traslape entre las porciones diferentes de cero de x[&]
L yhln—klyen consecuencia, y[r] = 0.

. Intervalo 2. Para0=n =4,

n—k =k =
AT ”_J'a , O=k=n
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x[n]

012345  n
(a

012345867 n
o))

Figura 2.8 Las sefiales a convolucionarse en el ejemplo 2.4.

Asi, en este intervalo,
: n
y[n] = Z an—k, (2.14)
k=0

Podemos evaluar esta suma mediante el uso de la férmula de suma finita, ecuacion
(2.13). Especificamente, cambiando la variable de la sumatoria en la ecuacién (2.14) de
- kar=n— k, obtenemos

1 — gntl

n
= E o =
k=0

Intervalo 3. Paran >4 peron — 6 =0 (es decir,4 < n = 6),

1-qg

ark O=k=4
*klhln = k1 = {0, con otro valor
. Asi, en este intervalo,
4
yul = > av k. (2.15)

k=0

De nueva cuenta podemos usar la férmula de suma geométrica en la ecuacidn (2.13)
para evaluar la ecuacién (2.15). Especificamente, separando el factor constante o de la
sumatoria en la ecuacién (2.15) se obtiene

-1y3 r—4 _ n+i
- a”Z(a“l)k = on f“ 71) =& -4 (2.16)

k=0 1-a

. Intervalo 4. Paran > 6 peron — 6 < 4 (es decir, para 6 < n = 10),

x[k]hin — k| = {a”"‘v (n—6)=k=4

0 con otro valor
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x[k]

4<n=86

Figura 2.9 Interpretacidn gréfica de la convolucién realizada en el
piemnlo2.4
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88 Sisternas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

- de manera que

4
= Z an—k,

k=n—6

- Podemos usar de nuevo la ecuacién (2.13) para evaluar esta sumatoria. Haciendo que
r =k — n + 6, obtenemos

10—-n 10—n

-11 n—4 — 57
6—r = b o g6l @1 @ o
yin] = Za a Z(a )= ab—— pha .

r=0 r=9 l-a

- Intervalo 5. Paran — 6 >> 4,0 de manera equivalente, # > 10, no hay traslape entre las
porciones diferentes de cero de x[k] y A[n — £], v por consiguiente

yln] =
Resumiendo entonces, obtenemos
g, . n<0
1 — grt+l ’ O=n=<4
1-a
~4 _ gn+l
yipl = | E T 4=,
1-a
-4 o7
T =10
l-a
L0 10<n

lo cual se ilustra en la figura 2.10.

7 ylr]

Figura 2.10 Resultado de llevar a cabo la convolucion det ejemplo 2.4.

Ejemplo 2.5

©. Considere un sistema LTI con entrada x[n] y respuesta al impulso A[n] especificadas
' como sigue:

x[n] = 2nu[ —n), (2.17)

hln] = uln]. (2.18)
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aak

XK = 2ku[—K]

e b=
ey PO —

Q
Q
L]
L]

|
[p+]

|
-
(o]
=

hin—K]

:
D ——
®
@
-3

{a)

X [ € €
yIn]
1
1
2
11 1
s 8 4 i
o0 0 %
-3 -2 1 0 1 2 3 n

)

: v Figura 2.%7 (a) Las secuencias x[4] y #[n — k] para el problema
: de la convolucion considerado en el ejemplo 2.5; (b} 1a sefial de salida
resultante y[n|.

- Las secuencias x[k] y A[r — k] estdn dibujadas en la figura 2.11(a) como funciones de k.
Observe que x[k] es cero para k > 0 y Aln — k] es cero para k > n. Observe también
que, sin importar el valor de #, la secuencia x[k}h[n — k] siempre tiene muestras diferen-

" tes de cero a lo largo del eje k. Cuando n = 0, x[k)k[n — k] tiene muestras en &l inter-
valo k = 0. De ello se desprende que paran = 0,

STy i

0 0

y[n] = Z x[kh[n — k] = Z 2%, (2.19)

k= —w k=—w=

Para evaluar 1a suma infinita en la ecuacién (2.19), podemos usar la férmula de la suma
infinita,

= 1
Slat = 0<]g<1. (220
0 1-a

k=

Cambiando la variable de la sumatoria en la ecuacién (2.19) de k ar = —k, obtenemos

k=—c0 r=

o =Y 1
2 = - = =12 2.21
> 23] - e
; . De este modo, y[r] toma un valor constante de 2 paran = 0.
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90 Sistemas lineales invariantes en el tiempo ~ Capitulo 2

Cuando n < 0,x[k]#[r — k] tiene muestras diferentes de cero para k = ». En con-
secuencia, para n << 0,

kA

n
y[n] = Z x[kJh[n — k] = Z 2%, (2.22)
k= —w k= —o=
- Realizando un cambio de variable [ = —k y entonces m = I + n, nuevamente podemos
* hacer uso de la férmula de la suma infinita, ecuacién (2.20), para evaluar la suma de la
ecuacién (2.22). El resultado es el siguiente para n < O0:

" ! - m—n - L
- S-S AT S e e

m={

La secuencia completa de y[rn] estd dibujada en la figura 2.11(b).

Estos ejemplos ilustran la utilidad de visualizar los célculos de la suma de convolu-
cién de manera gréfica. No sélo esto, ademas de proporcionar un método 1itil mediante
el cual se pueda calcular la respuesta de un sistema LTI, la suma de convolucién también
ofrece una representacién en extremo util para los sistemas L'l que nos permite exami-
nar sus propiedades con gran detalle. En particular, en la seccién 2.3 describiremos algunas
de las propiedades de la convolucidn, y ademds analizaremos algunas de las propiedades
introducidas en el capitulo anterior de modo que podamos ver como estas propiedades se
pueden caracterizar para los sistemas L'TL.

2.2 SISTEMAS LTI CONTINUOS: LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

De manera andloga con los resultados deducidos v analizados en la seccion anterior, el
objetivo de esta seccidn es obtener una caracterizacion completa de un sistema LTT con-
tinuo en términos de su respuesta al impulso unitario. En el sistema discreto, la clave para
nuestro desarrollo de la suma de convolucién fue la propiedad de seleccién del impulso
unitario discreto, esto es, representar matematicamente de una sefial como la superposi-
cidn de funciones impulso unitario escaladas y desplazadas. Por tanto, de manera intuiti-
va podemos imaginar que estos sistemas discretos responden a una sectiencia de impulsos
individuales. En el caso continuo, de hecho, no tenemos una secuencia discreta de valores
de entrada. No obstante, como analizamos en la seccién 1.4.2, si pensamos en el impulso
unitario como la idealizacién de un pulso el cual es tan corto que su duracion no tiene
consecuencias en un sistema fisico real, podemos desarrollar una representacion para
sefiales continuas arbitrarias en términos de estos pulsos idealizados con una duracién
pequeiia que tiende a desaparecer o, de forma equivalente, en términos de impulsos. Esta
representacidn se desarrolla en la siguiente subseccidn, y después procederemos como en
la seccién 2.1 para desarrollar la representacidén de la integral de convolucidn para sis-
temas LTI continuos,

2.2.1 La representacién de senales continuas en términos
de los impuises

Para desarrollar la contraparte de tiempo continuo de la propiedad de seleccidén en tiem-

O B
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(1)

X(—24)8,% + 2A0A

|

—24 —A t

X(—24)

{b)

X{— At + A)A

X(—A)
-A 0 1
©
x(0)5 4(HA
x(0)
0A t
{ch
X(A)B 4t —A)A
X(4)
A 2A t i
Figura 2.2 Aproximacion en
(&) escalera a una sefial continua.
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92 Sistemas lineales invariantes en el tiempo  Capituio 2

puede expresar como una combinacion lineal de pulsos retrasados, 1o cual se muestra en
Ia figura 2.12(a)-(e). Si definimos

0=¢<<A
a(t) = { : (2.24)
0, para otro valor
entonces, ya que Ada(f) tiene una amplitud unitaria, tenemos la expresion
) = Z x(kA)8,(t ~ kA)A. (2.25)
k= —o

A partir de la figura 2.12, vemos que, como en ¢l caso discreto [ecuacién (2.2)], para
cualquier valor de ¢, s6lo un término de la sumatoria en el miembro derecho de la ecua-
cién (2.25) es diferente de cero.

Conforme A se aproxima a 0, la aproximacion #(f) mejora cada vez mds, y en el
limite es igual a x(¢). Por tanto,

x(2) = lim z x(kB)3,(r — kA)A. (2.26)

Asimismo, a medida que A — 0, la sumatoria en la ecuacién (2.26) se aproxima a una inte-
gral. Esto se¢ puede ver al considerar la interpretacién grafica de la ecuacién, la cual se
ilustra en la figura 2.13. Aqui hemos mostrado las sefiales x(7), 84(f — 7), y sus productos.
También hemos indicado una regién sombreada cuya drea se aproxima al drea bajo
x{7)8a(t — 7) conforme A — 0. Nétese que la regién sombreada tiene un drea igual a x(mA)
donde 7 — A << mA < 1. Ademds, para este valor de 1, s6lo el término con k = m es dife-

' rente de cero en la sumatoria en la ecuacién (2.26) y, por tanto, el lado derecho de esta
ecuacion también es igual a x(rrA). En consecuencia, de la ecuacién (2.26) y del argu-
mento anterior se desprende que x(¢) es igual al limite conforme A — 0 del 4rea bajo
x(7)8a(t — 7). Mds atin, de la ecuacién (1.74) sabemos que el limite cuando A — 0 de 8a(7)
es la funcién impulso unitario 8(f). En consecuencia,

x{t) = fjmx(r)ﬁ(t — 7)dT. (2.27)

Al igual que en el caso discreto, la ecuacién (2.27) se conoce como la propiedad de selec-
cion del impulso de tiempo continuo. Podemos observar que, para el ejemplo especifico
de x(¢) = u(¥), la ecuacion (2.27) se convierte en

u(ty = j+mu(7)3(r — 7 = J:B(t — ndr, (2.28)

ya que u(7) = 0 para 7 << 0 y u(7) = 1 para 7 > 0. La ecuacién (2.28) es idéntica a la
ecuacidn (1.75) deducida en la seccién 1.4.2.

De nueva cuenta, la ecuacion (2.27) se debe ver como una idealizacién en el senti-
do de que, para una A “lo suficientemente pequefia”, la aproximacién de x(7) en la
ecuacion (2.25) es en esencia exacta para cualquier propésito practico. Entonces, la ecua-
cién (2 27) representa snnpiemente una 1deahzac1on de la ecuacmn (2.25) al considerar
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x{7)

SA(t - ’l')

=

Figura 2.12 Interpretacion gra-

© fica de la ecuacidn (2.26).

Especificamente, como se ilustra en la figura 2.14(b), 1a sefial 8(t — 7) (vista como una
funcién de 7 con ¢ fija) es un impulso unitario localizade en 7 = ¢ Por tanto, como se
muestra en la figura 2.14{c), la sefial x(7}8(f — 7) (de nuevo vista como una funcién de 7)
es igual a x(£)8(r — 7) [es decir, es un impulso escalado en 7= ¢ con un 4rea igual al valor
de x(#)]. En consecuencia, la integral de esta sefial a partir de = —x a 7=+ es igual
a x(1); esto es,

f D8~ Ddr = f_ W08 ~ D= x(1) f_ "8t = A= x(0).

Aunque esta deduccion surge directamente de la seccién 1.4.2, hemos incluido la dedue-
cién proporcmnada en las ecuacmnes (2 24) (2 27) para comparar las 51m1htudes con el

P WL 5N
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X{1)

(@}
3t—)

(b}

X(1) 8t —1) = x{t)5{t—7) (1)

Figura 2.14 (a) Sefial arbitraria

x(7); (b) impulsa &t — 7 como una

t 7 funcién de 7 con tfija; (c) producto de
estas dos sefiales.

{©

2.2.2 La respuesta al impuiso unitario continuo y la representacién
de la integral de convolucion de sistemas LTI

Aligual que en el caso discreto, la representacién desarrollada en la seccidn anterior nos
proporciona un método con el cual se puede ver una sefial arbitraria continua como la
superposicién de pulsos escalados y desplazados. En particular, la representacion apro-
ximada en la ecuacién (2.25) representa la sefial £(7) como una suma de versiones esca-
ladas y desplazadas de la sefial pulso bésico 8a(¢). En consecuencia, la respuesta $(¢) de un
sistema lincal a esta sefial serd la superposicién de las respuestas a las versiones escaladas
y desplazadas de 8,(7). Especificamente, definamos /2:4() como la respuesta de un sis-
tema LTI a la entrada 8a(r — kA). Entonces, de la ecuaci6n (2.25) y la propiedad de super-
posici6n, para sistemas lineales de tiempo continuo, vemos que

+o

JO) = 7 x(lcdh4()A. (2.29)

k= —c0

La interpretacién de la ecuacion (2.29) es similar a aquella de 1a ecuacién (2.3) para
el caso discreto. En particular, considere la figura 2.15, 1a cual es la contraparte continua

P .
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%)

oA t

(a)
x(0)hoHA
-lx(O) -~
oA t t
(b)
x(Ajha (A
|_| i :> [\
A t t
(c)
xkA)Fi A
nx(kA) = /\f
kA 1 t
()
0 P 0 t

}\/ i
5 : Figura 2.15

Interpretacidn gréfica

95

Carta (g

3

ormacion contenida en el documento es ilicita

de la respuesta de un sistema lineal
continuc como el expresade en las
ecuacion (2.29) y (2.30).
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#(t), mientras que en la figura 2.15(b)-(d) hemos mostrado las respuestas del sistema g
tres de los pulsos ponderados de la expresién para £(f). Entonces la salida j(¢) corres-
pondiente a X(¢) es la superposicién de todas estas respuestas, como se indica en la figu-
ra 2.15(e). :

Lo que falta, entonces, es preguntarse qué pasa conforme A se hace muy pequefio,
es decir, conforme A — 0. En particular, con x(¢) expresada como en la ecuacién (2.26),
%(¢) se vuelve cada vez mejor aproximacién a x(z) v, de hecho, las dos coinciden a medida
que A—> 0. En consecuencia, la respuesta a £(z), es decir, $(¢) en la ecuacién (2.29), debe
converger hacia y(¢), la respuesta a la entrada real x(r), como se ilustra en la figura 2.15(D).
Ademds, como hemos dicho, para una A “lo suficientemente pequefia”, la duracién del
pulso 8,;(r — kA) no es significativa, en cuanto que, en lo concerniente al sistema, la
respuesta a este pulso es en esencia la misma que la respuesta a un impulso unitario en
el mismo punto en el tiempo. Esto es, puesto que el pulso 8:(¢ — kA) corresponde a un
impulso unitario desplazado conforme A — 0, la respuesta fum(r) a este pulso de entrada
se convierte en la respuesta a un impulso en el limite. Por tanto, si hacemos que A1)
denote la respuesta en ¢l tiempo 7 a un impulso unitario &(t — 7) localizado en el tiernpo
T, entonces

¥() = lim i x(kAY, (DA, (2.30)

K==

Conforme A — 0, la sumatoria del lado derecho pasa a ser una integral, como se puede
ver graficamente en la figura 2.16. En forma especifica, en la figura 2.16 el rectdngulo
sombreado representa un término en la sumatoria del lado derecho de la ecuacién (2.30)
y amedida que A — ( la sumatoria se aproxima al drea bajo x(Ph.(f) vista como una fun-
cién de 7. Por tanto,

e = J (0 (2.31)

La interpretacion de la ecuacién (2.31) es andloga a la de la ecuacién (2.29). Como
demostramos en la seccién 2.2.1, cualquier entrada x(f) se puede representar como

x{t) = J+Mx(f)3(t — 7dr.

—m

x(r)h{t)

Area sombreada = x{(kA)h,(HA

/TN
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Seccidn 2.2 Sistemas LT continuos: La integral de convolucién o7

Esto ¢s, podemos pensar intuitivamente en x(f) como una “suma” de impulsos pondera-
dos desplazados, donde el peso en el impulso 8(r — 7) es x(7)d+. Con esta interpretacién,
la ecuacion (2.31) representa la superposicidn de Jas respuestas a cada una de estas
entradas, y por linealidad, el peso en la respuesta k,(¢) al impulso desplazado 8(z ~ 7)
también es x{7)d.

La ecuaci6n (2.31) representa la forma general de la respuesta de un sistema lineal
en ¢l caso continuo. Si ademas de ser lineal, ¢l sistema también es invariante en ¢l tiem-
po, entonces k- (f) = ho(t — 7); es decir, la respuesta de un sistema LTT al impulso unitario
8(¢ — 7), el cual estd desplazado 7segundos desde el origen, es una versién de la respues-
ta a la funcién impulso unitario 8(f) desplazada en forma semejante. Nuevamente por
comodidad de notacidén, quitaremos el subindice y definiremos la respuesta al impulso
unitario i(t) como

2y = hy(D); e

es decir, (r) es la respuesta a (). En este caso, la ecuacién (2.31) se vuelve

v = [ xtonts = (233)

La ecuacion (2.33), conocida como la integral de convolucién o la integral de super-
posicion, es la contraparte contfinua de la suma de convolucién de la ecuacién (2.6) y co-
rresponde a la representacién de un sistema LT continuo en términos de su respuesta a
un impulse unitario. La convolucidn de dos sefiales x(f) y 4(¢) serd representada simbdli-
camente como

¥(8) = x(£) = h(D). (2.34)

Aun cuando hemos decidido usar el simbolo * para denotar tanto la convolucién discre-
ta como la continua, por lo general el contexto serd suficiente para distinguir el caso de
que se trate.

Al igual que en el caso discreto, podemos ver que un sistema LTI continuo estd
completamente caracterizado por su respuesta al impulso, es decir, por su respuesta a una
sola sefial elemental, el impulso unitario 8(¢). En la siguiente seccién exploraremos las
implicaciones que esto conlleva conforme examinamos varias de las propiedades de la
convolucidn y de los sistemas LTT tanto en el caso continuo comao en tiempo discreto.

El procedimiento para evaluar la integral de convolucién es bastante similar al de
su contraparte de tiempo discreto, ta suma de convolucién. Especificamente, en la ecua-
cidn (2.33) vemos que para cualquier valor de 1, la salida y(f) es una integral ponderada
de la entrada, donde el peso sobre x(7) es i(f — 7). Para evaluar esta integral para un
valor especifico de ¢, primero debemos obtener la sefial #(r — 7) (considerada como
una funcién de 7con ¢ fija) a partir de #(7) mediante un reflejo alrededor del origen y un
corrimiento a la derecha en un valor # si ¢ > 0, o hacia la izquierda por || para t < 0. En

geonida nmmltinlicamaos lag cafialee () v it — oy oo ohtione ) al intasrar ol neadncta
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Ejemplo 2.6
Sea x(z) la entrada a un sistema LTI con respuesta al impulso unitario A(r), donde

(@) = e (), a>0

h{f) = u(y).

En la figura 2.17 hemos representado las funciones 2(7), x(7) y A(t — 7) para un valor
negativo y uno positivo de 1. Gracias a la figura, vemos que para t < 0 el producto de
x(7) ¥ A(t — 7) es cero, ¥ en consecuencia, y(f) es cero, Para ¢ > 0,

e~or, (<7<

x(Dh(t — 1) :[

0, para otro valor

h(z)

A T e B S O

i

o
A
R R

AL

=
4
S

-
A A T S A T

o T
hit—1)
1
t<0
i 0 T
hit—7)
t=0
0o t T

Figura 2.17  Calculo de la integral de convalucion para el
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De esta expresion podemos calcular y(r) para ¢ > (:

!

! 1
0= TATgr = — lgTa7
¥(1) Le T e "

{1 — e ).

ol

Por consiguiente, para toda 7, y(f) es

y(0) =21 = e~ ud,

la cual se muestra en la figura 2,18,

v = 20— =)ty

1

a

0 t

Figura 2.18 Respuesta del sistema en el gjemplo 2.6 con res-
puesta al impulso A(f) = u{f) a la enfrada x(t) = e~ 2t u().

Ejemplo 2.7

Considere la convolucidn de las siguientes dos sefiales:

1, 0<t<T
1) =
* 0, para otro valor’

t, 0<r<2T
k() = .
® 0, para otro valer

- Aligual.que en ¢l ejemplo 2.4 para la convolucién discreta, es conveniente considerar
la evaluacion de y(f} en intervalos separados. En la figura 2.19 hemos dibujado x{7) e
ilusirado A(r — 7) en cada uno de los intervalos de interés. Para ¢ < 0 y para ¢t > 37,
x(7)h(t — 7) = 0 para todos los valores de 7, y en consecuencia, y(r) = 0. Para los otros
intervalos, el producto x{n)h(t — 7) es como se indica en la figura 2.20. Asf, para estos
tres intervalos, la integracién puede realizarse de forma gréfica con el siguiente resul-

tado:
0, <0
2, 0<t<T
y(O) =Tt 172 T<t<2T ,
=32+ Tt +3iT2, 2T <r<3T
0, 3T <t
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X(7)

11

[ T

hit—rT)

oT
l\ t<0

/ t 0 T

hit—T)

27
Dt T
0t

t-2T

o

o s
T T e B,

hit—1)

)
T<t<2T
0 t

t—2T

o7
I\ OT < t < 3T
0

aT
R 1> 3T

t-2T

Figura 2,19 Sefiales x(7) y h(t — 7 para diferentes valores de t

del ejemplo 2.7.
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X(rphit—r)
0<t<T
t
0 t T
{a)
x{nh{t—r)
t T<t<2T
=T
0 T 7
(0}
x(rph{t—m)
2T
t-T h 2T <t < 3T
T T T
t—27

Figura 2.20 Producto x (nA(f — 7) del sjemplo 2.7 para los tres interva-
los de valores de #en fos cuales el producto no es idéntico a cero. (Vea la
figura 2.19.)

y(t}

1 1
0 T 2T 3t t

Figura 2.21 Sefial y(f) = x{f) = h(#) para el ejemplo 2.7.

Ejemnplo 2.8
Sea que y(r) denota la convolucién de las siguientes dos sefiales:
x(®) = e¥u(— 1), (2.35)
R{f) = ult = 3). (2.36)

. Las sefiales x(7) y A(t — 7) estdn trazadas como funciones de 7 en la figura 2.22(a).
Observamos primero que estas dos sefiales tienen regiones diferentes de cero que se
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x(7) = e®"u(—)

1

0 T
hit—1)
1
1—3 0 T
(@)
y(D)
1
2
0 3 t
(b}

Figura 2.22  El problema de convolucién considerado en el ejemplo 2.8.

traslapan, sin importar el valor de ¢. Cuando ¢ — 3 = ¢, et producto de x(7) y &(r — 1) es
diferente de cero para —oo < 7 < ¢ -3, ¥ la integral de convolucién se convierte en

r—3
1
y(t) = f e¥dr = 562(:—3), (2.37)

- Parat — 3 =0, el producto x(DA(r — +) es diferente de cero para —o << 7 < 0, de mane-
ra que la integral de convolucién es

0
1
y() = J Fdr = > (2.38)
La sefial resultante y() estd trazada en la figura 2.22(b).
Como ilustran estos ejemplos y los presentados en la seccion 2.1, la interpretacidn

grafica de la convolucién continua y la discreta es de un valor considerable para visualizar
la_evaluacién de las integrales y sumas de convolucidn
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2.3 PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LINEALES E INVARIANTES EMN EL TIEMPO

En las dos secciones anteriores desarrollamos las representaciones, en extremo impor-
tantes, de los sistemas LTT continuos y discretos en términos de sus respuestas al impul-
so unitario. En el caso discreto esta representacion toma la forma de la suma de con-
volucién, mientras que su contraparte continua es la integral de convolucién, las cuales
repetimos aqui por conveniencia:

y[nl = i x[klhin — k] = x[n] * A[n] {2.39)
W) = j+mx(7)h(t — Bdr = x() k() (2.40)

Como ya hemos enfatizado, una consecuencia de estas representaciones es que las
caracteristicas de un sistema LTT estdn determinadas completamente por su respuesta al
impulso. Es importante enfatizar que esta propiedad se cumple en general sélo para sis-
temas LTT. En particular, como se ilustra en los siguientes ejemplos, la respuesta al impul-
so unitario de un sistema no lineal no caracteriza por completo eI comportamiento del
sistema.

Ejempio 2.9
" Considere un sistema discreto con respuesta al impulso unitario

{1, n=10,1

0, para otro valor '

hln] = (2.41)
Si el sistema es LTI, entonces la ecuacién (2.41) determina por completo su compor-
tamiento entrada-salida. En particular, sustituyendo la ecuacién (2.41) por la suma de
convolucidn, es decir, la ecuacién (2.39), encontramos la siguiente ecuacion explicita que
describe cémo estdn relacionadas la entrada y la salida de este sistema LTI:

yla] = xfn] + xfn — 1]. (2.42)

Por otro lado, hay muchos sistemas no lineales con la misma respuesta [es decir, la pro-
porcionada por la ecuacién (2.41)] a la entrada 8[»]. Por ejemplo, los siguientes sistemas
tienen esta propiedad:

Ml = Gl + 2l — 17,
vin] = max(x[x], x[r — 1]).

En consecuencia, si el sistema no es lineal, no esta caracterizado por completo por la
respuesta al impulso presentada en la ecuacidn (2.41).

El ejemplo anterior ilustra el hecho de que los sistemas LTI tienen varias propie-
dades que no poseen otros sistemas, empezando por la muy especial representacion que
tienen en términos de las mtegrales y sumas de convolucién. En lo que queda de esta sec-
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104 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

2.3.1 Propiedad conmutativa

Una propiedad bdsica de la convolucién tanto continua como discreta consiste en que es
una operacidn commutativa. Bs decir,

] = i) = Al xln] = > Wikl — K (.43

k=~

v en el caso continuo,

x(8) = h(f) = h(f) = x(£) = J'jmh('r)x(t — ndr. (2.44)

Estas expresiones se pueden verificar de una forma directa mediante la sustitucién de
variables en las ecuaciones (2.39) y (2.40). Por cjemplo, en el discreto, si consideramos
que r = n — k o, de manera equivalente, k = n — r,la ecuacién (2.39) se convierte en

+ oo +2%

x|n] * hln] = Z x[klhln — k] = z x{n — rlh[r] = hin] = x[n]. (2.45)

k= —w pa=—oo

Con esta sustitucién de variables, los papeles de x[n] y A[#] se intercambian. De acuerdo con
la ecuacién (2.45), la salida de un sistema LTI con entrada x[#] y respuesta al impulso uni-
tario A[n] es idéntica a la salida de un sistema LTT con entrada A[n] y respuesta al impul-
so unitario x[rz]. Por ejemplo, pudimos haber calculado la convolucién en el ejemplo 2.4,
reflejando y desplazando primero x[£], multiplicando después las sefiales x[n — k] y A[k]
y sumando finalmente los productos para todos los valores de k.

De manera similar, 1a ecuacién (2.44) se puede verificar mediante un cambio de va-
riables, y las implicaciones de este resultado en el caso continuo son las mismas: la salida
de un sistema LT1 con entrada x(¢) v respuesta al impulso unitario A(f) es idéntica a la sa-
lida de un sistema LTI con entrada /() y respuesta al impulso unitario x(¢). Por tanto,
pudimos haber calculado la convolucién en el ejemplo 2.7 mediante el reflejo y corri-
miento de x(¢), multiplicando las sefiales x(r — 7) y A(7), ¢ integrando sobre —ow < 7<
+<, En casos especificos, una de las dos formas para calcular las convoluciones [es decir,
la ecuacién (2.39) o la (2.43) en el caso discreto y la ecuacidén (2.40) o la (2.44) en ¢l caso
continuo] se puede visualizar m4s facilmente, pero ambas formas siempre dan la misma
respuesta.

2.3.2 Propiedad distributiva

Otra propiedad bdsica de la convolucién en la propiedad distributiva. Especificamente, la
convolucién se distribuye a través de la adicidn, de manera que en el caso discreto

1) = (] + holnl) = x{n] * hyln] + x{n] * hofn], (2.46)
y en el continuo

v s (BN + B(O = x(D s B2y + x(5) =+ () (2.47)
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yalt]

h4lt] _,L
(o

hs[t] —T

yalt]

-4

x[t]

Y

{a)

Figura 2.23 |Interpretacion de la
propiedad distributiva de la convolucion
para una interconexion en paralelo de los
®) sistemas LTI.

X[t] =——| hy[t] + hy[t] p—— ¥it]

La propiedad distributiva posee una interpretacién Gtil en términos de intercone-
xiones de los sistemas. Considere dos sistemas LTI continuos en paralelo, como se indica
en la figura 2.23(a). Los sistemas mostrados en el diagrama de bloque son sistemas LTI
con las respuestas al impulso unitario indicadas. Esta representacién grafica es una forma
particularmente conveniente para denotar los sistemas LTI en diagramas de bloque, y
también enfatiza nuevamente el hecho de que la respuesta al impulso de un sistema LTI
caracteriza por completo su comportamiento.

Los dos sistemas con respuestas al impulso A:1(f) y hz(t) tienen idénticas entradas y
sus salidas se suman. Puesto que

) = x(2) x by ()

yt) = x() = hy(t),

- el sistema de la figura 2.23(a) tiene una salida

¥(0) = %0 * y(t) + x(0) % (), (2.48)

que corresponde al miembro derecho de la ecuacién (2.47). El sistema de la figura 2.23(b)
tiene una salida

y(6) = x(0) = [ (1) + (0], (2.49)

que corresponde al miembro izquierdo de la ecuacién (2.47). Al aplicar [a ecuacién (2.47)
a la ecuacion (2.49) y comparar el resultado con la ecuacién (2.48) vemos que los sistemas
en las figuras 2.23(a) y (b) son idénticos.

Existe una interpretacién idéntica en el caso discreto, en la cual cada una de las
sefiales en la figura 2.23 es reemplazada por su contraparte discreta (es decir, x(£), f1(z),
ha(0), yi(2), y2(?) y ¥(7) son reemplazadas por x{n], bu[n), ka[n], ydn), y2[r] v y[n], respecti-
vamente). Entonces, resumiendo, en virtud de la propiedad distributiva de la convolu-
¢ién, una combinacién en paralelo de sistemas LTI se puede reemplazar con un solo sis-
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Asinlismo, como una consecuencia de las propiedades conmutativa y distributiva,
tenemos

Leuln] + xo[n]] « Aln] = xyfn] * Aln] + xy[n] = h[n] (2.50)

[x1(£) + x5()] = 2(2) = x,(2) = A(E) + x,(0) * h(0), (2.51)
lo cual establece simplemente que la respuesta de un sistema LTI a la suma de dos entra-
das debe ser igual a la suma de las respuestas a esas sefiales de manera individual.

~Como se ilustra en el siguiente ejemplo, la propiedad distributiva de 1a convolucién tam-
bién puede explotarse para descomponer una convolucién complicada en varias mds sencillas,
Ejemplo 2.10

. Sea y[n] que denota la convolucién de las siguientes dos secuencias:

xfn] = (%) ufn] + 2| — nj, (2.52)
hfn] = uln]. (2.53)

Observe que la secuencia x[#] es diferente de cero en todo el eje de tiempo. La eva-
luacién directa de dicha convolucién es algo tediosa. En su lugar, podemos hacer uso de
la propiedad distributiva para expresar y[n] como la suma de los resultados de dos pro-
blemas de convolucién mds simples. En particular, si determinamos que xi[n] =
(12yrulr] y x2[n]= 27u[—n], se sigue que

ylnl = (xi[r] + x;[n]) = Aln). (2.54)
- Usando la propiedad distributiva de la convelucién, podemos rescribir 1a ecuacién
(2.54) como
ylr] = yiln] + yfn), (2.55)
donde
yiln] = x,[n] = hin] (2.56}
y
yalnl = x;[n] = Aln]. (257}

La convolucion en la ecuacién (2.56) para yi[n] se puede obtener del ejemplo 2.3 (con
@ =1/2), mientras que y»[rn] se evalué en el ejemplo 2.5. La suma de ambas es y[n], la
. cual se muestra en la figura 2.24.
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2.3.3 Propiedad asociativa

Otra propiedad importante y 1til de la convolucion es la asociativa. Esto es, en el caso dis-
creto

x[n] = ([n] = hyln]) = (xln] = by[n]) = hy[n], (2.58)

y en el continuo

x(2) * [(0) = (0)] = [x(0) = (D)) = ho(0). (2.59)

Esta propiedad se prueba mediante manipulaciones directas de las sumatorias e inte-
grales involucradas. Los ejemplos que lo verifican se dan en el problema 2.43.
Como una consecuencia de la propiedad asociativa, las expresiones

yln] = xln] = by[n] « hy[n] (2.60)

y(0) = x(6) * hy(d) » hy(0) (2.61)

no son ambiguas. Es decir, de acuerdo con las ecuacién (2.58) v (2.59), no importa en qué
orden convolucionemos estas sefiales.

Una interpretacion de la propiedad asociativa se ilustra para sistemas discretos en
las figuras 2.25(a) y (b). En la figara 2.25(a),

yln] = wln] # hyfn]
= (x[n] = hgn]) = hy[n].
En la figura 2.25(b),
= x[n] = h[n]
x[n] * (hy[n] = hy[n]).

De acuerdo con la propiedad asociativa, la interconexién en serie de los dos sistemas en
la figura 2.25(a) es equivalente al sistema individual en la figura 2.25(b). Esto se puede
generalizar a un nimero arbitrario de sistemas LTI en cascada, y la interpretacién y con-
clusién andlogas también se cumplen en el caso continuo.

Si usamos la propiedad conmutativa junto con la propiedad asociativa, podremos
encenirar otra propiedad muy importante de los sistemas LTI. Especificamente, gracias
a las figuras 2.25(a) y (b), podemos concluir que 1a respuesta al impulso de los dos sis-
temas LTT en cascada es la convolucién de sus respuestas individuales al impulso. Puesto
que la convolucién es conmutativa, podemos calcular esta convolucién de k(1] y ha[n]
en cualquier orden. Por tanto, las figuras 2.25(b) y (c) son equivalentes, y a causa de
la propiedad asociativa, éstas son a su vez equivalentes al sistema de la figura 2.25(d), 1a
cual notamos que es una combinacién en cascada de dos sistemas como en la figura
2.25(a), pero con el orden de la cascada invertido. En consecuencia, la respuesta al impul-
so unitario de dos sistemas LTT en cascada no depende del orden en el cual estén conec-
tados. De hecho, la misma situacidn se repite para un nimero arbitrario de sistemas LTI

en ('_HQ[‘_R({H' P.] nrd(—'ﬂ_n An ane ¢e ronecten no imnnrta en o ones concisrne o la recnaiacta ol

=
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win]

x[r] 1 hy[n]

hy[n] = yin]

3

(@)

X[N] sl R[] = hy[N] *hp[N]  ——— y[]

)]

X[n] === h[n] = hy[n] +hy [N] e yn]

©)
x[n] | h,[n] 2| hj[n] —— yin] Figura 2.25 Propiedad asociativa
de la convalucion v su implicacién, y la
@ propiedad conmutativa de la interconexién

en serie de los sistemas LTI.

Es importante subrayar que el comportamiento de los sisternas LTI en cascada (v,
en particular, el hecho de que la respuesta del sistema completo no depende del orden de
los sistemnas en cascada) es muy especial para esos sistemas. En contraste, por lo general
el orden en el cual estdn conectados en cascada los sistemas no lineales no se puede cam-
biar sin que cambie la respuesta total. Por ejemplo, si tenemos dos sistemas sin memoria,
uno que sea la multiplicacién por dos y el otro el cuadrado de la entrada, enfonces si mul-
tiplicamos primero y elevamos al cuadrado después, obtenemos

Sin embargo, si multiplicamos por dos después de elevar al cuadrado, tenemos
yln] = 26},

Por tanto, el poder intercambiar el orden de los sistemas en cascada es una caracteristica
particular de los sistemas LTI De hecho, como se muestra en el problema 2.51, para que
esta propiedad sea vilida en general, necesitamos tanto la linealidad como la invariancia
en el tiempo. '

2.3.4 Sistemas LTI con y sin memoria

PR} A
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creto es que A[n] = 0 para r + 0. En este caso la respuesta al impulso tiene 1a forma
hfn} = Kélr|, (2.62)
donde K = k[0] es una constante y la suma de convolucion se reduce a la relacién
y[n] = Kx|n]. (2.63)

Si un sistema LTT discreto tiene una respuesta al impulse A{#] que no es idéntica a cero
paran # 0,entonces el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema LTT con memo-
ria es el sistema proporcionado por la ecuacién (2.42). La respuesta al impulso para este
sistera, ofrecida en la ecuacidn (2.41), es diferente de cero paran = 1.

De la ecuacién (2.40) podemos deducir propiedades similares de los sistemas LTI
continuos con y sin memoria. En particular, un sistema LTT continuo es sin memoria si
A(r) = O para ¢t # 0,y dicho sistema L'TT sin memoria tiene la forma

y(&) = Kx(1) (2.64)
para alguna constante K y tiene la respuesta al impulso
h(fy = Ka(r). (2.65)

Note que si K = 1 en las ecuaciones (2.62) y (2.65}, entonces estos sistemas llegan
a ser sistemas identidad, con salida igual a la entrada y con respuesta al impulso unitario
igual al impulso unitario. En este caso, las férmulas de suma e integral de convolucion
implican que

x[n] = x[n] = 8]n]

x(6) = x(#) * (o),

las cuales se reducen a las propiedades de seleccidn de los impulsos unitarios continuos
y discretos:

x[n] = i x[k]8[n — k]

k= —wm

() = f Oox('r)S(t = 7).

2.3.53 Invertibilidad de sistemas LTH

Considere un sistema LTT continuo con respuesta al impulso 4(¢). Con base en el andlisis
de la seccion 1.6.2, este sistema es invertible tinicamente si existe un sistema inverso que,
cuando estd conectado en serie con el sistema original, produce una salida igual a la
entrada del primer sistema. M4s atin, si un sistema LTT es invertible, entonces tiene un
inverso LTI. (Véase el problema 2.50.) Por tanto, tenemos el dibujo mostrado en la figu-
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t
X(t) | {1} S | D) fe—w(f) = x(1)
@
- Figura 2.26 Concepto de un sis-
Sistema de . . .
K(p) | identidad e (1) tsma inverso para los sistemas LTt
3 continuos. El sisterna con respuesta al
impulso f(#) es el inverso del sistema
b) con respuesta al impulso #({) si

At)m(f = o(1).

total al impulso en la figura 2.26(a) es A(t) = ki(f), tenemos la condicién de que, para sa-
tisfacerla, /() debe ser la respuesta al impulso del sistema inverso, o sea:

h(t) * .h (5 = 8(0). (2.66)

De manera similar, en el caso discreto la respuesta al impulso /[n] del sistema inverso
para un sistema LTI con respuesta al impulso /[n] debe cumplir con

h[n] * A ln] = 8[n]. {2.67)

Los siguientes dos ejemplos ilustran la invertibilidad v la construccion de un sistema
inverso. -

Ejempio 2.11
Constidere el sistema LTI que consiste en un puro corrimiento en el tiempo

¥(O) = x(t — 1y). (2.68)

Este sistema estd retrasado si to > 0y adelantado si ty < 0. Por ejemplo, si fo > 0, entonces
la salida en el tiempo ¢ es igual al valor de la entrada en el tiempo anterior ¢ — £, 8i ) = 0,
el sistema en la ecuacion (2.63) es el sistema identidad y es por tanto sin memoria, Para
cualquier otro valor de f, este sistema tiene memoria, ya que responde al valor de la
entrada en un tiempo diferente al tiempo actual.

La respuesta al impulso para el sistema se puede obtener de la ecuacién (2.68)
tomando la entrada igual a &), es decir,

h(f) = 8(r ~ t,). (2.69)
Por tanto,
x(r — to) = x(t)y = 8(t — £,). (2.70)

Esto es, la convolucién de una sefial con un impulso desplazado, simplemente desplaza
la sefial. '
Para recuperar la entrada a partir de la salida, es decir, para invertir el sistema,
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. tomamos

() = 8t + 1),
entonces
(Y = (1) = 8(t — &) = 8(t + 15) = 8(1).

De manera similar, un mero corrimiento en el tiempo en tiempo discreto tiene la
respuesta al impulso unitario §[r — ng), de manera que el convolucionar una sefial con
un impulso desplazado es lo mismo que desplazar la sefial. Ademds, el inverso del sis-
tema LTT con respuesta la impulso 8[n — ng] es el sistema LTI que desplaza la sefial en
la direccién opuesta por la misma cantidad, ¢s decir, €] sistema LTI con respuesta al
impulse 8k + np).

Ejempio 2.12

drtagend

Considere un sistema LTI con respuesta al impulso
h[n] = u[n]. (2.71)

Jsando la suma de convolucidn, podemos calcular la respuesta de este sistema 2 una
entrada arbitraria:

y[n] = Z x[klulr — K] (2.72)

Yaque u[n — kjesigualaOparan — k <0y 1paran — k = 0,la ecuacion (2.72) se con-
vierte en

ylal = > k). (2.73)
k= —=
Es decir, este sistema, el cual encontramos primero en la seccién 1.6.1 [vea la ecuacitn
(1.92)], es un sumador o acumulador que calcula la sumatoria consecutiva de todos los
valores de la entrada hasta el tiempo presente. Como ya vimos en la seccidn 1.6.2, este
sistema es invertible, y su inverso, como s¢ obtuvo por la ecuacién (1.99), es

yln] = xln] — x[n — 1], : (2.74)

el cual es simplemente una operacién de primera diferencia. Si escogemos x[n] = 8[n],
encontraremos que la respuesta al impulso del sistema inverso es

nyn] = 8[n] — &[n — 1L (2.75)

Como una comprobacién de que Af#n] en la ecuacion (2.71} v f1[#] en la ecuacion (2.75)
son realmente las respuestas al impulso de los sistemas LTI que son inversos uno de
otro, podemos verificar la ecuacién (2.67) por célculo directo:

kln] = byl = uln] = {3{n] — 8[n — 1]}

= uln] = 8[n] — uln] = 8[n ~ 1] (2.76)
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2.3.6 Causalidad para los sistemas LTI

En la seccidn 1.6.3 presentamos la propiedad de causalidad: 1a salida de un sistema causa]
depende sélo de los valores presentes y pasados de la entrada al mismo. Si usamos ia
suma y la integral de convolucién, podemos relacionar esta propiedad con una propiedad
correspondiente de Ia respuesta al impulso de un sistema LTT. En concreto, para que un
sistema LTI discreto sea causal, y[#] no debe depender de x{k] para k > . De la ecuacién
(2.39) sabemos que, para que esto sea vilido, todos los coeficientes hln — k] que multi-
plican valores de x[k] para k > n deben ser cero. Entonces, esto requiere que la respues-
ta al impulso de un sistema LTT causal discreto satisfaga Ia condicién

Rln] =0 paran<0. (2.77)

De acuerdo con la ecuacién (2.77), la respuesta al impulso de un sistema LTT causal debe
ser cero antes de que ocurra el impulso, lo cual es consistente con el concepto intuitivo
de causalidad. De manera mds general, como se muestra en el problema 1.44, Ia causali-
dad para un sistema lineal es equivalente a la condicién de reposo inicial; es decir, si la
entrada a un sisterna causal es 0 hasta algiin punto en el tiempo, entonces la salida tam-
bién debe ser 0 hasta ese tiempo. Es importante subrayar que la equivalencia entre Ia
causalidad y la condicién de reposo inicial se aplica sélo a sistemas lineales. Por gjemplo,
como se analiz6 en la seccion 1.6.6, el sistema y[n] = 2x[n] + 3 no es lincal. Sin embargo,
es causal, y de hecho sin memoria. Por otro lado, si x[n] = 0,y[n] = 3 # 0, de modo que
no satisface la condicién de reposo inicial.

Para un sistema LTI causal discreto, la condicién en la ecuacion (2.77) implica que
la representacién de fa suma de convolucién en la ecuacién (2.39) se convierta en

n

yln] = z x[k]hln — k], (2.78)

k= —cc

y la forma equivalenie alternativa, la ecuacién (2.43), es ahora

=

ylr] = Zh[k]x[n — k). (2.79)

k=0
De manera andloga, un sistema LTI continuo es causal si
Aty = 0 parat <0, (2.80)

y en este caso la integral de convolucién esta dada por

(1) = fr x(Dh(t — Ddr = L “n(x(e - Hdr. (2.81)

Tanto el acumulador (k[n] = u[n]) como su inverso (hn] = &[n] — 8[n — 1)),
descritos en el ejemplo 2.12, satisfacen la ecuacién (2.77) y por tanto son causales. El puro
corrimiento en el tiempo con respuesta al impulso /() = 8(t — 1) es causal para t, = 0
(cuando el corrimiento en el tiempo es un retardo), pero es no causal para & << 0 {en cuyo
caso ¢l corrimiento en el tiempo es un adelanto, de modo que la salida anticipa valores
futuros de la entrada)
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Finalmente, mientras que la causalidad es una propiedad de los sistemas, es termi-
nologia comun referirse a una sefial como causal si es cero para n < 0 o ¢ < 0. La moti-
vacién para esta terminologia surge de las ecuaciones (2,77) y (2.80): la causalidad de un
sistema LT es equivalente a su respuesta al impulso cuando ésta es una sefial causal.

2.3.7 Estabilidad para los sistemas LTI

Recordemos de la seccidn 1.6.4 que un sistema es estable si cada entrada limitada pro-
duce una salida limitada. Para determinar las condiciones bajo las cuales los sistemas L'T1
son estables, considere una entrada x[rn] que est4 limitada en magnitud:

lx[n]| < B paratodan. (2.82)

Suponga que aplicamos esta entrada a un sistema LTI con respuesta al impulso unitario
h[r]. Entonces, usando la suma de convolucién, obtenemos una expresion para la magni-
tud de la salida '

—+ o2

Z hk]x[n — k]

k= —w

y[n]l = . (2.83)

Ya que la magnitud de la suma de un conjunto de nimeros no es mayor que la suma de
las magnitudes de los ndimeros, deducimos de la ecuacién (2.83) que

plall = S ikl — Kl (2.84)

k= —m

A partir de la ecuacién (2.82), |x[n — k}| < B para todos los valores de & y 1, Junto con la
ecuacion (2.84), esto implica que '

ly[r]] = B i |k[k]] paratodan. (2.85)

k=—m

De la ecuacién (2.85) podemos concluir que si la respuesta al impulso unitario es
absolutamente sumable, esto es, si

Zw |R[k]| << oo, (2.86)

k= —ow

entonces y[#] estd limitada en magnitud vy por consiguiente el sistema es estable. En con-
secuencia, la ecuacion (2.86) es una condicidn suficiente para garantizar la estabilidad de
un sistema LT discreto. De hecho, ésta es también una condicidon necesaria, ya que, como
se muestra en el problema 2.49, si la ecuacién (2.86) no se satisface, hay entradas limi-
tadas que producen salidas no limitadas. Asi, Ja estabilidad de un sistema LTI discreto es
por completo equivalente a la ecuacién (2.86).

En el caso continuo obtenemos una caracterizacién andloga de estabilidad en tér-

minos de la respuesta al impulso de un sistema LTL Concretamente, si |x(f)] < B para
toda £ entonces enanalogia con las ecnaciones (2 82072 X3 ancantramaoes Ane
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vl = || herats = mar

= j m|h(1’)§|x(t - ldr

—w

=B J (.

—o

Por tanto, el sistema es estable si la respuesta al impulso es absolutamente integrable; es
decir, si

f ol < (2.87)

Como en el caso discreto, si la ecuacidn (2.87) no se satisface, habrd entradas limitadas
que produciran salidas no limitadas. Por consiguiente, la estabilidad de un sistema L'IT de
tiempo continuo es equivalente a la ecuacion (2.87). El uso de las ecuacién (2.86) y (2.87)
para probar la estabilidad se muestra en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.13

Considere un sistema que es un puro corrimiento en el tiempo, ya sea continuo o dis-
creto, Entonces en el caso discreto

+oe

Sl = S ol - nll = 1. @89)

n=—-ox n=—w

mientras que en el caso continuo

J‘j'wlh(i')ld'i' = J‘_ m\3(1- — tidr =1, (2.89)

y concluimos que ambos sistemas son estables. Esto no deberia sorprendernos, ya que si
- una sefial esta limitada en magnitud, también lo estard cualquier versién desplazada en
el tiempo de esa misma sefial.

Ahora considere el acumulador descrito en et ejemplo 2.12. Como analizdbamos
en la seccién 1.6.4, éste es un sistema inestable ya que si aplicamos una entrada cons-
tante al acumulador, la salida crece sin limite. También puede verse que este sistema es
inestable por.el hecho de que su respuesta al impulso u[r] no es absolutamente sumable:

w©

Sl = S ulrl =

n=—

De manera parecida, considere el integrador, la contraparte continua del acumu-
lador:

y(f) = fi x(7)dr. (2.90)
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€N Cuyo caso

h(t) = j_f S(ndr = u(r)

J.+:ju(r)|d'r = L+md'r = w,

Puesto que la respuesta al impulso no es absolutamente integrable, el sistema no es
estable.

2.3.8 Respuesta al escalén unitario de un sistema LTI

Hasta ahora hemos visto que la representacién de un sistema LTI en términos de su
respuesta al impulso nos permite obtener caracterizaciones muy explicitas de las pro-
piedades de los sistemas. En pocas palabras, ya que A[#] o h(f) determinan por comple-
to el comportamiento de un sistema LTI, hemos podido relacionar las propiedades de
los sistemas, como la estabilidad y la causalidad, con las propiedades de la respuesta al
impulso.
Hay otra sefial que también se usa con bastante frecuencia para describir el com-
- portamiento de sistemas LTI: la respuesta al escalon unitario, s[n] o 5(t), que corresponde
a la salida cuando x[n} = u[n] o x() = u(r). La encontraremos ttil cuando llegue la
ocasion de referirse a la respuesta al escalon y, por tanto, vale la pena relacionarla con la res-
puesta al impulso. A partir de la representacion de la suma de convolucién, sabemos que
la respuesta al escalén de un sistema LTI discreto es la convolucién del escalén unitario
con la respuesta al impulso; esto es,

- s[r] = u[n] = A[n).

Sin embargo, por la propiedad conmutativa de la convolucién, s[n] = h[n} = u[n], y por
tanto s[xn] puede verse como la respuesta a la entrada Ajr] de un sistema LTI discreto con
respuesta al impulso unitario u[n]. Como hemos visto en el ejemplo 2.12, u[n] es la respues-
ta al impulso unitario del acumulador. Entonces,

n

s[n] = Z hlk). (2.91)
k=~
A partir de esta ecuacién y del ejemplo 2.12, resulta claro que A[n] se puede recuperar a
partir de s[#] usando la relacién

hln| = s[n] - s[n — 1]. (2.92)

Esto es, la respuesta al escaldn de un sistema LTI discreto es la sumatoria consecutiva de
su respuesta al impulso [ecuacién (2.91)]. Por el contrario, la respuesta al impulso de un
sistema LTI discreto ¢s la primera diferencia de su respuesta al escalén [ecuacién (2.92)].

De manera similar, en el caso continuo la respuesta al escalén de un sistema LTI
con respuesta al impulso /(¢) estd dada por s(r) = u(t) = A(f),1a cual también es igual a la
Tespuesta de un integrador [con respuesta al impulso «(¢)] a la entrada A(f). Es decir, la res-
puesta al escal6n unitario de un sistema LTI de tiempo continuo es la integral consecuti-
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116 Sisternas lineales invariantes en el tiempo  Capitulo 2

y a partir de la ecuacién (2.93), la respuesta al impulso unitario es la primera derivada de
la respuesta al escaldn unitario,! o

h(n) = i‘:;(? = S;(t). (2.94)

Por consiguiente, tanto en el caso continuo como en el discreto, la respuesta al escalén
unitario también se puede usar para caracterizar a un sistema LTT, ya que podemos caley-
lar la respuesta al impulso unitario a partir de ella. En el problema 2.45 se derivan lag
expresiones andlogas a la suma de convolucién y a la integral de convolucion para la re-
presentacion de un sistema LTT en términos de su respuesta al escalén unitario,

2.4 SISTEMAS LTI CAUSALES DESCRITOS POR ECUACIONES

drtagend

DIFEREMCIALES Y DE DIFERENCIAS

Una clase en extremo importante de sistemas continuos es aquella para la cual la entrads -
y la salida estdn relacionadas a través de una ecuacidn diferencial lineal con coeficientes
constantes. Las ecuaciones de este tipo surgen de la descripcién de una amplia variedad
de sistemas y fendmenos fisicos. Por ejemplo, como explicdbamos en el capitulo 1, 1a
respuesta del circuito RC en la figura 1.1, asf como el movimiento de un vehiculo sujeto
a entradas de aceleracidn y fuerzas de friccién representado en la figura 1.2, se pueden
describir mediante ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes. Este
tipo de ecuaciones diferenciales surgen en la descripcion de sistemas mecanicos que con-
tienen fuerzas de restauracién y de amortiguamiento, en la cinética de reacciones quimi-
cas y en muchos otros contextos.

En forma correspondiente, una clase importante de sistemas discretos es aquella en
la cual ]a entrada y la salida estan relacionadas a través de una ecuacion de diferencias li-
neal con coeficientes constantes. Las ecuaciones de este tipo se utilizan para describir el
comportamiento secuencial de procesos muy diferentes. Veamos una muestra de ello: en
el ejemplo 1.10 vimos cémo las ecuaciones de diferencias surgen de la descripcion de la
acumulacién de ahorros en una cuenta de banco, y en el ejemplo 1.11 vimos la forma en
que se pueden usar para describir una simulacién digital de un sistema continuo descrito
por una ecuacidn diferencial. Las ecuaciones de diferencias también surgen con frecuen-
cia en la especificacion de sistemas discretos disefiados para realizar operaciones particu-
lares en la sefial de entrada. Por ejemplo, el sistema que calcula la diferencia entre va-
lores sucesivos de entrada, como en la ecuacién (1.99), y el sistema descrito por la
ecuacién (1.104) que calcula el valor promedio de la entrada sobre un intervalo, son
descritos mediante ecuaciones de diferencias.

Ao largo de todo este libro habrd muchas ocasiones en las cuales consideraremos y
examinaremos sistemas descritos mediante ecuaciones lineales v con coeficientes cons-
tantes diferenciales y de diferencias. En esta seccién vemos de manera general estos sis-
temas para introducir algunas de las ideas bésicas involucradas en la solucién de las ecua-
ciones diferenciales y de diferencias, y para descubrir y explorar algunas de las propiedades
de los sistemas descritos por dichas ecuaciones. En los capitulos siguientes desarrollaremos
herramientas adicionales para el andlisis de sefales y sistemas que aumentardn en forma
considerable tanto nuestra habilidad para analizar los sistemas descritos por esas ecua-
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Seccidn 2.4 Sisternas LTI causales descritos por ecuaciones diferenciales y de diferencias 1172

2.4.1 Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Para introducir algunas de las ideas més importantes referentes a sistemas especificados
por ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, consideremos una ecua-
cién diferencial de primer orden como en la ecuacién (1.85):

) + 2y(8) = x(), (2.95)

dt

donde y(f) denota la salida del sistema y x(z) es la entrada. Por ejemplo, al comparar la
ecuacion (2.95) con la ecuacion diferencial (1.84) para la velocidad de un vehiculo sujeto
a fuerzas aplicadas y de friccidn, vemos que la ecuacion (2.95) corresponderia exacta-
mente a este sistema si y(r) estuviera identificada con la velocidad v(¢) del vehiculo, si x(7)
fuera tomada como la fuerza aplicada f{(r), v si los pardmetros en la ecuacién (1.84) estu-
vieran normalizados en unidades tales que bfm =2y l/im = 1.

Un punto muy importante acerca de ecuaciones diferenciales como la ecuacién
(2.95) es que proporcionan una especificacién implicita del sistema. Es decir, describen
una relacién entre la entrada y la salida antes que una expresidén explicita para la salida
del sistema como una funcién de la entrada. Para obtener una expresion explicita, debe-
mos resolver la ecuacidn diferencial. Para encontrar una solucién, necesitamos mas infor-
macién que la proporcionada por la ecuacién diferencial sola. Por ejemplo, para deter-
minar la velocidad de un automévil al final de un intervalo de 10 segundos cuando ha
estado sujeto a una aceleracién constanie de 1 m/s? durante 10 segundos, necesitariamos
también conocer qué tan rapido se estuvo moviendo el vehiculo al inicio del intervalo. De
manera similar, si se nos dice que se aplica un voltaje constante de 1 volt de la fuente al
circnito RC de la figura 1.1 durante 10 segundos, no podemos determinar cuél es el volta-
je del capacitor al final de ese intervalo si no sabemos cudl es el voltaje inicial del capa-
citor.

De manera mds general, para resolver una ecuacién diferencial, debemos especi-
ficar una o mds condiciones auxiliares y, una vez que son especificadas, podemos enton-
ces, en principio, obtener una expresidn explicita para la salida en términos de la entra-
da. En-otras palabras, una ecuacién diferencial tal como la ecuacién (2.95) describe una
limitante entre la entrada y la salida de un sistema, pero para caracterizar por completo
el sistema debemos ademds especificar las condiciones auxiliares. Diferentes selecciones
de estas condiciones auxiliares conducen por tanto a relaciones diferentes entre 1a entra-
da y la salida. En la mayor parte de este libro nos enfocaremos en el uso de ecuaciones
diferenciales para describir los sistemas LTI causales, para los cuales las condiciones auxi-
liares toman una forma particular y simple. Como una forma de ilustrar esto v descubrir
ademds algunas de las propiedades bésicas de las soluciones a las. ecuaciones diferen-
ciales, veamos la solucion de la ecuacién (2.95) para una sefial de entrada especifica x(z).2

R

ZNuestro andlisis de 1a solucidn de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes es breve,
va que damos por hecho que el lector estd familiarizado con esta materia. Como un repaso, recomendamos
algiin texto sobre la solucién de ecuaciones diferenciales ordinarias, tal como Ordinary Differential Equations
(3a. edicidn), de G. Birkhoff y G.-C. Rota (Nueva York: John Wiley and Sons, 1978); o Elementary Differentiol
Equations (3a. edicidn), de W.E. Boyce y R.C. DiPrima (Nueva York: John Wiley and Sons, 1977). Asimismo,
hay muches textos que analizan las ecuaciones diferenciales en el contexto de la teoria de circuitos. Vea, por
ejemplo, Basic Circuit Theory de L.O. Chua, C.A. Descer y E.S. Kuh (Nueva York: McGraw-Hill Boock Com-
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Ejemplio 2.14

Considere la solucién de la ecuacién (2.95) cuando la sefial de entrada es
x(1) = Ke¥u(y), (2.96)

donde X es un nimero real.
La solucion completa de 1a ecuacién (2.96) consiste en la suma de una solucidy
particular y(f) y una solucion homogénea, y;(t), es decir,

YD =y, + y,(0), (2.97)

donde la solucién particular satisface la ecuacién (2.95) y yx(f) es una solucién de la
ecuacion diferencial homogénea

M + 2p(1) = 0. _ (2.98)

- Un método comin para encontrar la solucién particular para una sefial de entrada expo-

nencial como la ecuacion (2.96) es buscar la llamada respuesta forzada, es decir, una
sefial de la misma forma que la entrada. Con respecto a la ecuacion (2. 85), puesto que
x(f) = Ke¥ para t > 0, planteamos una solucién hipotética para t > 0 de la forma

y(t) = Ye¥, (2.99)

donde ¥ es un nimero que debemos determinar. Sustituyendo las ecuaciones (2.96) y
{2.99) con la ecuacion (2.95) para ¢ > 0, obtenemos

3Ye* + 2Ye¥ = ke, : (2.100)

Cancelando el factor €3 en ambos miembros de la ecuacién (2.100), obtenemos

3Y +2Y=K, (2.101)
0
K
Y= 5 {2.102)
de modo que
K
y0) =7 >0 (2.103)

Para determinar ya() planteamos una solucién hipotética de la forma

(1) = Ae™. (2.104)

Sustituyéndola con la ecuacién (2.98) da
Ase™ + 2Ae" = Ae(s + 2) = 0. (2.103)
- A partir de esta ecuacion, nos damos cuenta de que debemos tomar s = -2y que Ae™%

es una solucién de la ecuacion (2.98) para cualguier seleccién de A. Utilizando este
hecho y la ecuacién (2.103) en la ecuacién (2.97), encontramos que la solucién de la
ecuacion diferencial para r > 0 es
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Como hicimos notar antes, la ecuacién diferencial (2.95) por sf misma no especifica de
manera (nica la respuesta y(¢) a la entrada x(r) en la ecuacion (2.96). En particular, la
constante A en la ecuacion (2.106) atin no ha sido determinada. Para que el valor de A
sea determinado, necesitamos especificar una condicién auxiliar ademds de Ia ecuacion
diferencial (2.95). Como exploramos en el problema 2.34, diferentes selecciones para
esta condicidn auxiliar conducen a diferentes soluciones de ¥(1) ¥, en consecuencia, a
diferentes relaciones entre la entrada v Ia salida. Como ya se ha indicado, en la mayor
parte de este libro nos enfocaremos en las ecuaciones diferenciales ¥ las ecuaciones de
diferencias usadas para describir los sistemas que son LTI y causales, y en este caso Ia
condicién auxiliar toma la forma de la condicién de reposo inicial. Es decir, como se
muestra en el problema 1.44, para un sistema LTI causal, si x() = 0 para r < #, entonces
¥{f) también debe ser igual a 0 para ¢ < t. De la ecuacién (2.96) vemos que, para nuestro
ejemplo, x(f) = 0 para ¢ < 0y, por tanto, la condicién de reposo inicial implica que
¥(£) = 0 para ¢ < 0. Al evaluar la ecuacion (2.106) en ¢ = 0 y estableciendo ¥(0) = 0se

obtiene :
K
= + —
=4 5
0
K
A= — 5
- Entonces, para 1 > 0,
¥ = g[e‘% - e_z’}, (2.107)

mientras que para ¢ << 0, y(:} = 0, debido a la condicién de Tepose inicial. Combinando
estos dos casos, obtenemos la solucién compileta

) = ? [e3’ - e‘z‘:l (). (2.108)

El ejemplo 2.14 ilustra varios puntos muy importantes que conciernen a:las ecua-
ciones diferenciales lineales con coeficientes constantes y a los sistemas que éstas repre-
sentan, Primero, la respuesta a una entrada x(z) consistira, por o general, en Ia suma de
una solucion particular a la ecuacién diferencial ¥y a una solucién homogénea, es deciz, una
solucién a la ecuacién diferencial fijando la entrada a cero. A la solucién homogénea con
frecuencia se le conoce como la respuesta natural del sistema, Las respuestas naturales de
circuitos eléctricos y sistemas mecédnicos sencillos se exploran en los problemas 2.61 y
2.62,

En el ejemplo 2.14 también vimos que, para determinar por completo la relacién
entre la entrada y la salida de un sistema descrito mediante una ecuacidn diferencial
como la ecuacién (2.95), debemos especificar las condiciones auxiliares. Una implicacién
de este hecho, el cual se ilustra en el problema 2.34, es que las selecciones diferentes de
las condiciones auxiliares conducen a diferentes relaciones entre la entrada y la salida.
Como se mostré en el eiemplo. en la mavor narte ncaremas 1o condiaifn ——
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condicion de reposo inicial el sistema descrito mediante la ecuacién (2.95) es LTI y
causal.? Por ejemplo, si en la ecuacién (2.96) multiplicamos la entrada por dos, la salida
resultante serd el doble de la salida en la ecuacién (2.108).

Es importante enfatizar que la condicién de reposo inicial no especifica una condi-
¢ion inicial de cero en un punto especifico en el tiempo, sino que mds bien ajusta dicho
punto en el tiempo de modo que la respuesta sea cero hasta que la entrada se vuelva
diferente de cero. Por tanto, si x(f) = 0 para ¢ = £ para el sistema LTT causal descrito por
la ecuacién (2.95), entonces y{f) = 0 para ¢ = f, y usariamos la condicidn inicial y{zp) = 0
para resolver para la salida en ¢ > fo. Como un ejemplo fisico, considere de nuevo el ¢ir- -
cuito en la figura 1.1, también analizado en el ejemplo 1.8. El reposo inicial para este
ejemplo corresponde al planteamiento de que, hasta no conectar una fuente de voltaje
diferente de cero al circuito, el voltaje del capacitor serd de cero. Entonces, sl empezamos
a usar el circuito al mediodia de hoy, el voltaje inicial del capacitor serd de cero al momen-
to de conectar la fuente de voltaje el mediodia de hoy. De manera similar, si en vez de
ello empezamos a usar el circuito al mediodia de mafana, el voltaje inicial del capacitor
serd cero al momento de conectar la fuente de volfaje el mediodia de mafiana.

Este ¢jemplo también nos proporciona una idea intuitiva de por qué la condicién de
reposo inicial hace un sistema, descrito por una ecuacién diferencial lineal con coeficiente
constante, invariante en el tiempo. Por ejemplo, si realizamos un experimento en el cir-
cuito, empezando con reposo inicial y considerando después que tos coeficientes Ry Cno
cambian con el tiempo, esperariamos obtener los mismos resultados ya fuera que hicié-
ramos el experimento hoy o mafiana. Esto es, si realizamos experimentos idénticos en los
dos dias, en donde el circuito empiece a operar a partir del reposo inicial al mediodia de
cada dia, entonces esperarfamos observar idénticas respuestas (es decir, respuestas que
estdn simplemente desplazadas en el tiempo por un dfa una con respecto de la ofra).

Asi como hemos usade la ecuvacion diferencial de primer orden (2.95) como el
medio para el andlisis de estos temas, las mismas ideas se extienden de forma directa a
los sistemas descritos mediante ecuaciones diferenciales de mayor orden. Una ecuacién
diferencial general lineal de orden N con coeficiente constante estd dada por

N, dMy()

Zak Z o a() (2.109)

El orden se refiere a la derivada de mayor orden de la salida y(f) que aparece en la
ecuacion. En el caso cuando N = (), la ecuacidn (2.109) se reduce a

dkx(t)
y@) = Zbk o (2.110)

En este caso y(r) es una funcida explicita de la entrada x{z) y sus derivadas. Para N = 1,
la ecuacién (2.109) especifica la salida en forma implicita en términos de la entrada. En
este caso, el andlisis de Ia ecuacidn procede de manera andloga a nuesiro andlisis de la
ecuacion diferencial de primer orden en el ejemplo 2.14. La solucién y(f) consiste de
dos partes, una solucién particular a la ecuacién {2.109) mds una solucidn a la ecuacién

3De hecho, como también se muestra en el problema 2.34, si la condicién inicial de la ecuacién (2. 95) es

faranta do cova al cloteima reenltante ac in tolmaonto linanl Kok 1 wiacto tatal A

A
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diferencial homogénea

N dy ()
ay = Q. (2.111)
L8 art

Las soluciones a esta ecuacion se conocen como las respuestas naturales del sistema.

Aligual que en el caso de primer orden, la ecuacion diferencial (2.109) no especifi-
ca por completo la salida en términos de la entrada, por lo que necesitamos identificar las
condiciones auxiliares para determinar por completo la relacién entrada-salida del sis-
tema. De nueva cuenta, las diferentes selecciones para estas condiciones auxiliares dan
como resultado diferentes relaciones entrada-salida, pero en la mayor parte de este libro
usaremos la condicién de reposo inicial cuando se trate de sistemas descritos mediante
ecuaciones diferenciales. Esto es, si x(¢) = 0 para { = #, suponemos que y(f) = 0 para t <
Ip ¥, por tanto, la respuesta para > fp se puede calcular a partir de la ecuacion diferencial
(2.109) con las condiciones iniciales

W1p) = = =2, (2.112)

Bajo la condicion de reposo inicial, el sistema descrito por la ecuacién (2.109) es causal y
LTI Dadas las condiciones iniciales en la ecuacién (2.112), la salida y(¢) puede, en prin-
cipio, determinarse resolviendo la ecuacidn diferencial de Ia forma en que se hizo en el
ejemplo 2.14 y se explica mds tarde en varios problemas al final del capitulo. Sin embargo,
en los capitulos 4 v 9 desarrollaremos algunas herramientas para el andlisis de sistemas
LTI continuos que facilitardn enormemente la solucién de las ecuaciones diferenciales y,
en particular, nos proporcionardn métodos poderosos para analizar y caracterizar las
propiedades de los sistemas descritos por esas ecuaciones.

2.4.2 Ecuaciones de diferencias lineales con coeficientes constantes

La contraparte en tiempo discreto de la ecuacién (2.109) es la ecuacién de diferencias li-
neal de orden N con coeficientes constantes

M

N
Zaky[n - k] = Zbkx[n — k. (2.113)

k=0

Una ecuacién de este tipo se puede resolver de manera exactamente andloga a la de las
ecuaciones diferenciales (véase el problema 2.32).4 En concreto, la solucién y[n] puede
escribirse como la suma de una solucién particular de la ecuacién (2.113) y de una solu-
cion de la ecuacion homogénea

ZN:aky[n — k]l =0 (2.114)
k=0 ‘

4Para un tratamiento detallado de los métodos para resolver ecuaciones de diferencias lineales con coefi-
cientes constantes, vea Finite Difference Equations de T1 Levy y F. Lessman (Nueva York, Macmillan, Inc., 1961),
o Finite Difference Equations and Simularions (Enslewood Cliffs NI: Prentice-Hall 196%2Y de F R Hildehrand Fn
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122 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

Las soluciones a esta ecuacion homogénea se conocen como la respuesta natural del sis-
tema descrito por la ecuacion (2.113).

Como en el caso continuo, la ecuacion (2.113) no especifica por completo la salida en
términos de la entrada. Para hacer esto, debemos también especificar algunas condiciones
auxiliares. Puesto que hay muchas posibles selecciones para las condiciones auxiliares que
conducen a diferentes relaciones entrada-salida, nos enfocaremos en su mayor parte en la con-
dicién de reposo inicial, es decir, si x[#] = 0 para n < ng , entonces y[n] = O también para
1 < np. Con reposo inicial, el sistema descrito por la ecuacién (2.113) es LTI y causal.

" Aunque todas estas propiedades se pueden desarrollar siguiendo un planteamiento
que es directamente paralelo a nuestro andlisis para ecuaciones diferenciales, el caso dis-
‘creto ofrece un camino alternativo, Este surge de la observacién de que la ecuacién (2.113)
se puede reacomodar de la siguiente forma:

yln] = i{Zb,‘_J[n - k] — Zaky[n - k]} (2.115)
k=0 S 1

La ecuacién (2.115) expresa de forma directa la salida en el tiempo # en términos de los
valores previos de la entrada y de la salida. De aqui podemos ver de manera inmediata
la necesidad de condiciones auxiliares. Para poder calcular v[n], necesitamos conocer
y[rn —1],...,¥[n — N].Por tanto, si nos dan la entrada para toda n y un conjunto de condi-
ciones augxiliares tales como y[—N], y[-N + 1],..., y[—1], la ecuacién (2.115) puede
resolverse para valores sucesivos de y[n].

Una ecuacién de la forma de la ecuacion (2.113) o (2.115) se llama ecuacién recur-
siva, ya que especifica un procedimiento recursivo para determinar la salida en términos
de la entrada y de las salidas previas. En el caso especial cuando N = 0, la ecuacién
. (2.115) se reduce a

y[n] = Z(%)x[n — k. _ (2.116)

k=0\"0

Esta es la contraparte en tiempo discreto del sistema continuo dado en la ecuacién
(2.110). En este caso y[n] es una funcién explicita de los valores presentes y previos de la
entrada. Por esta razén, la ecuacién (2.116) se conoce como ecuacion ne recursiva, ya que
no usamos de forma recursiva los valores de la salida calculados previamente para deter-
minar el valor presente de la salida. Por tanto, al igual que en el caso del sistema dado en
la ecuacion (2.110), no necesitamos condiciones auxiliares para determinar y[#n]. Ademds, la
ecuacién (2.116) describe un sistema LTI y, por cdlculo directo se encuentra que la res-
puesta al impulso de este sistema es

Lo O0=n=M :
hln] =) ) (2.117)
0, para otro valor

Esto es,la ecuacidén (2.116) no es més que la suma de convolucion. Observe que la respues-
ta al impulso para este sistema tiene duracién finita; es decir, es diferente de cero sélo den-
tro de un intervalo finito de tiempo, Debido a esta propiedad el sistema especificado por
la ecuacién (2.116) es a menudo denominado sistema de respuesta finita al impulso (FIR).
Aungue no requerimos condiciones auxiliares para el caso de N = 0, tales condiciones

1 AL 4T
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Ejemplo 2.15

Considere la ecuacién de diferencias
1
ylnl = Syl = 1} = x[n], (2.118)
la cual también se puede expresar en la forma
1
il = xln] + 5yl ~ 1}, (2.119)

. resaltando el hecho de que necesitamos los valores previos de ia salida, y[rn — 1], para
calcular el valor actual. Asi, para empezar la recursidn, necesitamos una condicidn auxiliar.
Por ejemplo, suponga que imponemos la condicién de reposo inicial y conside-

© ramos la entrada

x[n] = K§[n]. (2.120}

En este caso, ya que x[r] = 0 paran = —1,la condicién de reposo inicial implica que y[#]
= 0 para » = —1, asi que tenemos una condicién inicial y[—1] = 0. Partiendo de esta
- condicidn inicial, podemos resolver para valores sucesivos de y[r] para # = 0 como sigue:

vI0] = «f0] + %y[—l] =K, (2.121)

y[1] = {1] + %y[OJ = %K, (2.122)
2

y[2] = x[2] + %y[l] = (%) K, (2.123)

ylnl = xfn] + % yin—1] = (%) K. (2.124)

Ya que el sistema especificado por la ecuacidn (2.118) y la condicidn de reposo inicial es
LTI, su comportamiento entrada-salida se caracteriza por completo por su respuesta al

: - impulso. Haciendo K = 1, vemos que la respuesta al impulso para el sistema considera-
do en este ejemplo es

h[n] = (ﬁ) u[n]. (2.125)

Observe que el sistema LTI causal en el ejemplo 2.15 tiene una respuesta al impul-
so de duracién infinita. De hecho, si N = 1 en 1a ecuacién (2.113), de manera que la
ecuacion de diferencias sea recursiva, por lo general se da el caso de que el sistema LT1
correspondiente a esta ecuacién, junto con la condicién de reposo inicial, tendran una
respuesta al impulso de duracidn infinita. Estos sistemas se conocen como sisternas de res-
puesta infinita al impulso (IIR).

Como hemos indicado antes, en su mayor parte usaremos ecuaciones recursivas de
diferencias en el contexto de describir y analizar los sistemas que son lineales, invariantes
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124 Sistemas lineales invarianies en el tiempo Capitulo 2

ecuaciones de diferencias lineales con coeficientes constantes y para analizar las propie-
dades de los sistemas que éstas describen.

2.4.3 Representacion en diagrama de biogue de sistemas de primer
orden descritos mediante ecuaciones diferenciales y de diferencias

Una importante propiedad de los sistemas descritos por ecuaciones de diferencias y dife-
renciales lineales con coeficientes constantes es que se pueden representar en formas muy
sencillas y naturales en términos de interconexiones en diagrama de bloque de opera-
ciones elementales. Esto es significativo por varias razones, Una es que proporciona una
representacién grdfica que nos facilita el comprender el comportamiento y las propie-
dades de estos sistemas. Ademds, dicha representacién es de considerable valor para la
simulacion o instrumentacidn de los sistemas. Por ejemplo, la representacién en diagrama
de bloque que serd mostrada en esta seccién para sistemas continuos, es la base de las si-
mulaciones en las primitivas computadoras analdgicas de los sistemas descritos mediante
ecuaciones diferenciales, y también se puede transferir directamente a un programa para
la simulacién de esos sistemas en una computadora digital. Por afiadidura, la repre-
sentacién correspondiente para las ecuaciones de diferencias discretas plantea formas
sencillas y eficientes en las cuales los sistemas descritos por estas ecuaciones se pueden
comstruir con circuitos digitales. En esta seccidn, ilustramos las ideas basicas detrds de
estas representaciones en diagrama de bloque mediante su construccién para los sistemas
causales de primer orden presentados en los ejemplos 1.8-1.11. En los problemas 2.57-2.60
y en los capitulos 9 y 10, consideramos los diagramas de bloques para sistemas descritos
mediante otras ecuaciones diferenciales y en diferencias mds complejas.

Empezaremos con un caso discreto y, en particular, con el sistema causal descrito

. por la ecuacion de diferencias de primer orden

yin] + ay[n — 1] = bx[n]. ' (2.126)

| Para desarrollar una representacién en diagrama de bloque de este sistema, observe que
| la evaluacién de la ecuacion (2.126) requiere de tres operaciones bésicas: suma, multipli-
i cacion por un coeficiente y retardo (para capturar la relacion entre v[n] y y[rn — 1}). Por
tanto, definameos tres elementos de red bésicos, como se indica en la figura 2.27. Para ver
como estos tres elementos bdsicos se pueden usar para representar el sistema causal
descrito por la ecuacién (2.126), rescribimos esta ecuacion en la forma directa planteada

por un algoritmo recursivo para calcular los valores sucesivos de la salida y[#]:

ylr] = —ay[n — 1] + bx{n]. ' {2.127)

Este algoritmo se representa graficamente en la figura 2.28, Ia cual es un ejemplo de un sis-
tema retroalimentado, ya que la salida se retroalimenta de regreso a través de un retardo y
la multiplicacién por un coeficiente y entonces se suma a bx[x]. La presencia de la retro-
alimentacion es una consecuencia directa de la naturaleza recursiva de la ecuacion (2.127).

El diagrama de bloque de la figura 2.28 pone en claro el requerimiento de memo-
ria en e] sistema y la consecuente necesidad de las condiciones iniciales. En particular, un
retardo corresponde a un elemento de memoria que debe mantener el valor previo de su
entrada. De este modo, el valor inicial de dicho elemento de memoria sirve como una
condicion 1n1c1al necesarla para el calculo recurswo especxﬁcado graflcamente en la figu-

ra’ a1 manta an a i D coio o ciot g posito o
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Xo[M]
x4in] % Q e x1'[n] + %5[n]
(@)
a
x[n] =y ax[n]

Figura 2.27 Elementos bésicos
XJ] mmsmain] 3 X[N—1] para [a representacion en diagrama de
blogue del sistema causal desciito por
la ecuacidn (2.126): {a) un sumadot;
(c) () multiplicacion por un coeficiente;
(€} un retardo unitario.

x[n] P > G-\ - y[n]
Y
D
Figura 2.28 Representacion en
_a diagrama de bloque del sistema discreto
Ey[n—1] causal descrito por la ecuacion (2.126).

Considere ahora el sistema causal continuo descrito mediante una ecuacién dife-
rencial de primer orden:

d{TEt) + ay(t) = bx(1). {2.128)

Como un primer intento por definir una representacion en diagrama de bloque para este
sistema, rescribamos la ecuacién como

y(t) = %%9 + %x(t). (2.129)

El miembro derecho de esta ecuacidn involucra tres operaciones bdsicas: suma, multipli-
cacion por un coeficiente y diferenciacién. Por tanto, si definimos los tres elementos de
red basicos indicados en la figura 2.29, podemos considerar el representar la ecuacién
(2.129) como una interconexién de estos elementos bisicos de una forma andloga a la
usada en los sistemas discretos descritos previamente, lo cual da como resultado el dia-
grama de bloque de la figura 2.30.

Si bien esta figura es una representacion vélida del sistema causal deserito por la
ectacion (2.128), no es la representacidn que se usa con mds frecuencia o la repre-
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126 Sistemas lineales invariantes en el fiempo Capitulo 2

Xt :GL/ > x,{t) + %(t)

(b}

Figura 2.29 Un conjunto posible
LiU) de elementos basicos para la repre-
sentacién en diagrama de blogue del
sistema descrito por la ecuacion
© (2.128): (a) un sumador; (b) multipli-
cacion por un coeficiente; (¢) un dife-
renciador.

Y
o
Y

X(t)

N -

Figura 2.30 Representacion en dia-
D grama de blogue del sistema descrito por
las ecuaciones (2.128) v {2.129) usando
sumadores, multiplicacién por coeficientes
y diferenciadores.

—i/a dy(®
dt

do primero la ecuacién (2.128) como

dylt
yT(t)” = bx(t) — ay(?) (2.130)
e integrando entonces desde — hasta 7. Especificamente, si suponemos que el sistema
descrito por la ecuacién {2.130) estd inicialmente en reposo, entonces la integral de
dy(t)/dt desde —co hasta ¢ es precisamente y(¢) (debido a que el valor de y(—=) es cero).
En consecuencia, obtenemos la ecuacién

y(t) = f t [bx(7) — ay(D]dr. (2.131)

—c0

En esta forma, nuestro sistema se puede poner en practica usando el sumador y el multi-
plicador de coeficiente indicados en la figura 2.29, junto con un integrador, como el que
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1
X > f > _/_‘ 99 migura 2,31 Representacién gréfica
: de un integrador.

b
x(t) f s y(f) . .
Figura 2.32 Representacion en diagra-
ma de blogue del sistema deserito por
las ecuaciones {2.128) y (2.131) usando
sumadores, multiplicacién por coeficientes
g integradores.

Ya que los integradores se pueden construir ficilmente usando amplificadores ope-
racionales, representaciones como las de la figura 2.32 conducen de manera directa a las
construcciones analGgicas, y en realidad ésta es la base de las primitivas computadoras
analégicas y los modernos sistemas de computacién analdgica, Observe que en el caso
continuo, el integrador es el que representa el elemento almacenador de memoria del sis-
tema. Esto se observa mas fdcilmente si consideramos integrar la ecuacién (2.130) desde
un punto finito en el tiempo #, lo que da como resultado la expresion

¥(#) =y (1) + f[bx(f) — ay(7)| dr. {2.132)

o

Esta ecuacién pone en claro el hecho de que la especificacidn de y(7) requiere de una
condicién inicial, o sea, el valor de y(%). Es precisamente este valor el que almacena el
integrador en el tiempo t.

Si bien hemos ilustrado la construccion de diagramas de bloque solamente para las
mas sencillas ecuaciones diferenciales y de diferencias de primer orden, dichos diagramas
también se pueden desarrollar para sistemas de mayor orden, lo cual proporciona al
mismo tiempo un valioso conocimiento y las posibles puestas en préctica de estos sis-
temas. En los problemas 2.58 y 2.60 se pueden encontrar algunos ejemplos de diagramas
de bloques para sistemas de mayor orden.

2.5 FUNCIONES SINGULARES

En esta seccién damos otro vistazo a la funcidn impulso unitario continua para obtener
mayores conocimientos acerca de esta importante sefial idealizada y para introducir un
conjunto de sefiales relacionadas conocidas colectivamente como funciones singulares.
De manera particular, en la seccién 1.4.2 indicamos que un impulso unitario continuo se
puede ver como la idealizacién de un pulso que sea “lo suficientemente corto” como para
que su forma y duracién no tengan consecuencias préicticas (es decir, de modo que, en lo que
a la respuesta de cualquier sistema L1T particular concierne, toda el drea bajo el pulso
pueda considerarse como aplicada de manera instantdnea). Fn esta seccién nos gustaria
proporcionar primero un ejemplo concreto de lo que esto significa, y sélo entonces usar
la interpretacién incluida en el ejemplo para mostrar que la clave para el uso de los
impulsos unitarios y otras funmones smgulares esticenla espemﬁcacxon de cémo Ios 8is-
temas T.TT resnonden ae es iden £n O 2 & definen
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2.5.1 El impulse unitario como un pulso corto idealizado

A partir de la propiedad de seleccién, ecuacién (2.27), el impulso unitario 8() es 13
respuesta al impulso del sistema identidad. Fsto es,

x(1) = x(2) = §() (2.133)
para cualquier sefial x(¢). Por tanto, si tomamos x(f) = §(¢), tenemos
8(1) = 8(8) = &(o). (2.134)

La ecuacidn (2.134) es una propiedad bdsica del impulso unitario y también tiene una
implicacidn significativa sobre nuestra interpretacién del impulso unitario como un pulso
idealizado. Por ejemplo, al igual que en la seccién 1.4.2, suponga que concebimos a 8(1)
como la forma limite de un pulso rectangular. En concreto, consideremos que 8(7) co-
rresponde al pulso rectangular definido en la figura 1.34 y que

ra(t) = 8,(1) * 8,(2). (2.135)
Entonces ra(r) serfa como estd dibujada en la figura 2.33. Si deseamos interpretar a (z)
como el limite cuando A = 0 de 8a(¥), entonces, en virtud de la ecuacién (2.134), el limite
de ra(z) cuando A — 0 también debe ser un impulso unitario. De manera similar, podemos
argumentar que los limites de ra(?) * ra(t) o de 7a(f) = 8a(¢) cuando A — 0 deben ser impul-
sOs unitarios, y asi se puede continuar. De este modo, vemos que para ser consistentes, si
definimos el impulso unitario como la forma limite de alguna sefial, entonces, de hecho,
hay un niimero ilimitado de sefiales de apariencia muy diferente, todas las cuales se com-
portan como un impulso en el limite.

Las palabras clave en el parrafo precedente son: “se comportan como un impulso”, con
las cuales, como hemos indicado, o que queremos decir es que la respuesta de un sistema
LTI a cualquiera de estas sefiales es en esencia idéntica, en tanto ¢l pulso sea “lo bastante
corto”, es decir, A es “lo suficientemente pequefia”. El siguiente ejemplo ilustra esta idea.

rath

1
A

Figura 2.33 La sefial 7a(f) defini-
o 24 t  daen la ecuacidn {2.135).

Ejemplo 2.16

Considere el sistema LTI descrito mediante la ecuacion diferencial de primer orden

d’;(:) + 29(6) = x(2), (2.136)

junto con la condicién de repose inicial. La figura 2.34 representa la respuesta de este sis-
tema a 8a(r), ralt), ra(t) = 8a(f) y ra(r) * ra(f) para varios valores de A. Para valores de A lo
suficientemente grandes, las respuestas a esias sefiales de entrada difieren de manera

.~ notable. Sin embargo, cuando A es lo suficientemente pequefia, las respuestas son en
- esencia las mismas, de manera que todas las sefiales de entrada de “comportan” de la
.- misma forma. Ademds, como se indica en la flgura la forma 11m1te de estas respuestas €s

| CLASES PARTICULARES TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

WWW cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al

-Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién-y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002. o
infarmacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirad




Seccidn 2.5

Funciones singulares

129

1 1

A=0.0025

1 2
Respuestas a x{t} = () Respuestas a x({f) = r,(t)

(@) )

0 1 2 0 1 2
Respuestas a x(f) = 8, (f)«ra(t} Respuestas a x(i) = ra{t)+rafd)
© (d)
i
hit) = e 2tu )
0.5
0
0

Figura 2.34

(=)

[nterpretacidn de un impulso unitario como la idealizacién de un pulso

cuya duracién es “lo suficientemante corta” que, en lo que concierne a la respuesta de
un sistema LT1 a este puiso, éste se puede concebir como gue ha sido aplicado instan-

. tAneamente: (a) respuestas dei sistema LTI causal descrito por la ecuacion (2.136) a la
entrada 8a({) para A = 0.25, 0.1 y 0.0025; (b) respuestas del mismo sistema a ra(f) para
los mismos valores de A; {c) respuestas a 8a(f}+ra{d); (d) respuestas a ra(f)>ra(; (&)

Carta (04

resnilea.

ota ol imnulen A = a—204(f nara ol gictoma Oheprus Ans nara A — (958 hay
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120 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

Un punto importante gue hay que enfatizar es que, lo que entendemos por un “A
lo suficientemente pequefio”, depende del sistema LTI en particular al cual sean aplica-
dos los pulsos anteriores. Por ejemplo, en la figura 2.35 hemos ilustrado las respuestas a
estos pulsos para diferentes valores de A para el sistema causal LTI descrito mediante 13

1 1

0.5 0.5

0 | ] 0 |
0 0.1 0.2 [0} 0.1 0.2
Respuestas a x(f) = 3, Respuestas a x(t) = ru{i)
{a) (b}
X A=0.00025 % a=0.00025
A=0.01
A=0.025
; 05
0 | 3 i
0 0.1 02 0 01 0.2
Respuestas a x{t) = §,{1)*ra(f) Respuestas a x(f) = ry{t)«ralt)

{c ]
; ‘

0.5

0 ) 3
0 0.1 0.2

C

Figura 2.35 El encontrar un valor de A que sea “lo suficientemente paquefio”
- depende del sisterna al cual se aplicaran las entradas: (a) respuestas del sistema LTI causal
descrito por la ecuacion {2.137) a la entrada 8a(f) para A = 0.025, 0.01 y 0.00025;

(hY reemieetag g (A (0 roennpetas o S8 & r (A (AY racnactac g r (8 & r if-
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ecuacidn diferencial de primer orden

deTY) + 20y() = x(2). (2.137)

Como podemos ver en la figura, en este caso necesitamos un valor méds pequeidio de A
para que las respucstas sean indistinguibles unas de otras y a partir de las respuestas al
impulso A(t} = e~20u(?) para el sistema. Asi, mientras que lo que entendemos por “A lo

- suficientemente pequefio” es diferente para los dos sistemas, podemos encontrar valores
. de A suficientemente pequefios para ambos. El impulso unitario es por tanto la ideali-
zacién de un pulso corto cuya duracion es suficientemente corta para rodos los sistemas.

2.5.2 Definicion del impulso unitario mediante [a convolucién

Como se muestra en los ejemplos anteriores, para una A lo bastante pequefia, las sefiales
8a(2), Fale), ra(t) = 6a(2) y ra(t) * ra(t) actian como impulsos cuando se aplican a un sistema
LTI. De hecho, hay muchas otras sefiales para las cuales esto también es valido. Todo lo
cual indica que debemos pensar en un impulso unitario en términos de cémo responde un
sistema LTI a €. Mientras que por lo general una funcién o sefial se define por lo que es
en cada valor de la variable .ndependiente, la importancia primordial del impulso unitario
no consiste en lo que éste es en cada valor de ¢, sino lo que hace ante la convolucién. Por
tanto, desde el punto de vista del andlisis de sistemas lineales, podemos definir de manera
alternativa el impulso unitario como aquella sefial que, cuando es aplicada a un sistema
LT1, produce la respuesta al impulso. Esto es, definimos 8(f) como la sefial para la cual

x(t) = x(£) = 8(r) (2.138)

para cualquier x(¢). En este sentido, sefiales como 85(¢), ra(?), etc., las cuales corresponden
a pulsos cortos con duracién extremadamente pequefia conforme A = 0, en su totalidad
$¢ comportan como un impulso unitario en el limite, ya que si reemplazamos 8(¢) por
cualquiera de estas sefiales, entonces la ecuacién (2.138) se satisface en el limite.

Todas las propiedades del impulso unitario que necesitamos se pueden obtener de
la definicién operacional proporcionada por la ecuacién (2.138). Por ejemplo, si hacemos
x(f) = 1 para toda ¢, entonces

1 =x(t) = x(2) = 8(t) = 8() = x(t) = J+w8(7)x(t - ndr

f:a( 7)dT,

de manera que el impulso unitario tiene 4rea unitaria.

Algunas veces resulta dtil usar otra definicién operacional por completo equiva-
lente para 8(). Para obtener esta forma alternativa, considere tomar una sefial arbitraria
g(#), invertirla en el tiempo para obtener g(—r) y entonces convolucionarla con 8(f).
Usando la ecuacion (2.138) obtenemos

+ o

8- =g 9o = | g(r - )(r)ar,

Ta ~rt1al nava # — N
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Por tanto, la definicién operacional de &(f) dada por la ecuacién (2.138) implica la
ecuacion (2.139). Por otro lado, la ecuacidn (2.139) implica la (2.138). Para ver esto, sea
x(?) una sefial dada, fijese en un tiempo ¢t y definase

gl = x(t — 7).
Entonces, usando la ecuacidn (2.139), tenemos

-+ + oo

g(n)é(ndr = j x(t — D8(ndr,

—oo

X0 =50 = |
la cual es precisamente la ecuacién (2.138). Por tanto, la ecuacién (2.139) es una defini-
cién operacional equivalente del impulso unitario. Esto es, el impulso unitario es la sefial
que, cuando se multiplica por una sefial g(7) y se integra después desde —= hasta +, pro-
duce el valor g(0).

Puesto que nos ocuparemos principalmente de los sistemas LTI y, por tanto, de la
convolucién, la caracterizacién de &(¢) dada en la ecuacion (2.138) serd a la que nos
referiremos con mayor frecuencia. Sin embargo, la ecuacidn (2.139) es titil para determi-
nar algunas de las otras propiedades del impulso unitario. Por ejemplo, considere la sefial
f(©)8(2), donde f{¢) es otra seiial. Entonces, de la ecuacién (2.139)

“+o
[ sermsmir= g1, (2.140)
Por otro lado, si consideramos la sefial f{0)8(¢), vemos que

[ soroser = g1, (2.141)

Al comparar las ecuaciones (2.140) v (2.141), encontramos que las dos sefiales, f(£)3(1) y
F0)8(x), actian en forma idéntica cuando se multiplican por cualquier sefial g(z) v des-
pués se integran desde —o hasta +o, En consecuencia, al usar esta definicién operacional
de sefiales, concluimos que

fé(r) = f(0)8(2), (2.142)
Iz cual es la propiedad que deducimos mediante una forma alternativa en la seccion 1.4.2.
[Véase la ecuacion (1.76).]

2.5.3 Dobletes unitarios y otras funciones singulares

El impulso unitario es uno de los tipos de sefiales conocidas como funciones singulares,
cada una de las cuales se puede definir operacionaimente en términos de su compor-
tamiento ante la convolucién. Considere el sistema LTI para el cual la salida es la deri-
vada de la entrada, es decir,

dx(t)

) = (2.143)

La respuesta al 1mpulso unltano de este sistema es la denvada del Impulso unitario, Ia
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dx(7)

7 x(t) = uy(7) (2.144)

para cualquier sefial x(t). Asi como la ecuacién (2.138) funciona como la definicién
operacional de 8(z), tomaremos la ecuacion (2.144) como la definicién operacional de
ui(f). De manera similar, podemos definir us(¢), la segunda derivada de (1), como la
respucsta al impulso de un sistema LTI que calcula la segunda derivada de la entrada, es
decir,

izé%gi) = x(rt) *u(t). (2.145)

De la ecuacién (2.144) vemos que

-c%%gl = %(diT(rt)) = x(t) # u, (1) + uy(2), (2.146)
¥, por tanto,
w,(1) = u (1) = uy (7). (2.147)

En general, u(Y), para k > 0, es la késima derivada de 8(f) y por consiguiente es la
respuesta al impulso de un sistema que calcula la késima derivada de la entrada. Ya que
este sistema se puede representar como una cascada de k diferenciadores, tenemos que

() = (D) =+ y(0), (2.148)
k \;éces '

Al igual que el impulso unitario, cada una de estas funciones singulares ticne
propiedades que se pueden deducir de su definicién operacional. Por ejemplo, si conside-
ramos la sefial constante x(¢¥) = 1, entonces

—+ o

0= axQ) w (Nx(t — ndr

22 =0 ru® = |

+ e
= j w,(7)dr,

de manera que el drea del doblete unitario es cero. M4s atin, si hacemos la convolucién de
la sefial g(—7) con u:(f), obtenemos

[ etr=du(r s 9o = BED -y,

la cual, parat = 0 da

[~
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124 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

e manera andloga, podemos deducir propiedades relacionadas de u(¢) y de funciones
singulares de orden superior, algunas de las cuales son consideradas en el problema 2.69.

Al igual que con el impulse unitario, cada una de estas funciones singulares puede
estar relacionada de manera informal con pulsos cortos. Por ejemplo, ya que el doblete
unitario es, de manera formal, la derivada del impulso unitario, podemos concebir al do-
blete como la idealizacién de la derivada de un pulso corto con drea unitaria. Como mues-
tra, considere el pulso corto 8,(¢) en la figura 1.34. Este pulso se comporta como un impul-
so cuando A — (. En consecuencia, esperariamos que st derivada actuara como un
doblete a medida que A— (. Como se verifica en el problema 2.72, d8a(£)/dt es como est4
representada en la figura 2.36: consiste en un impulso unitario en ¢ = ( con un drea +1/A,
seguida por un impulso unitario de area —1/A en t = A, es decir,

dda(r)

1
2= 380~ 8 - M), (2.150)

En consecuencia, usando el hecho de que x(¢) = 8(t — to) = x(t — ) [véase la ecuacién
(2.70)], encontramos que

L300  x() —x(t — A) _ dx(D)
x{1) 0t A = (2.151)
donde la aproximacion se vuelve incrementalmente exacta conforme A — 0 . Al comparar
Ia ecuacion (2.151) con la ecuacién (2.144), vemos que déa()/dt en verdad se comporta
como un doblete unitario conforme A — 0.

Ademas de las funcicones singulares que son derivadas de diferente orden del impul-
$0 unitario, también podemos definir sefiales que representan integrales sucesivas de la
funcién impulso unitario. Como vimos en el ejemplo 2.13, el escaldn unitario es la respues-

ta al impulso de un integrador:
ie
y(f) = j x(ndr
Por tanto,

u(t) = £ 8(7)dr, {2.152)

dsa(t)
dt

Bl

L= |—

Figura 2.36 Laderivada de
a8,(H/dt del pulso rectangular
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y también tenemos la siguiente definicién operacional de u(r):

() # u(f) = ﬁ (. (2.153)

=<3

De manera similar, podemos definir el sistema que consiste en una cascada de dos
integradores. Su respuesta al impulso se denota con u_(t), la cual es simplemente la con-
volucion de u(r), la respuesta al impulso de un integrador, con ella misma:

u () = u(f) = u() = f u(ndr. (2.154)

Puesto que u(t} es igual a cero parat < 0y es igual a 1 para ¢ > 0, vemos que
u_ (1) = tul(r). (2.155)
Esta sefial, la cual se conoce como la funcién rampa unitaria, se muestra en la tigura 2.37.

Asimismo, a partir de las ecuaciones (2.153) y (2.154) podemos obtener una definicién
operacional para el comportamiento de u-»(¢) bajo convolucién:

X0 4_o(D) = x(0) * 4(2) # (0
- ( [wx(o')da)* u(t) (2.156)

= f: w(f;x(a)dcr) dr.

De manera anédloga, podemos definir integrales de orden superior de 8(7) como las
respuestas al impulso de integradores en cascada:

4
u () =a()) * - - *u(r) = J U_g—pndr. (2.157)
k veces o
La convolucion de x(f), con u-3(f) u—d(), . . ., genera las correspondicntes integrales de

x(z) de orden mayor. Observe también que las integrales en la ecuacién (2.157) se pueden
evaluar de forma directa (véase el problema 2.73), como se hizo en la ecuacién {2.155),

U_p (t)

Pendiente = 1

Figura 2.37 Funcidn rampa
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para obtener

-1

i
4l = G - (2.158)

Por tanto, a diferencia de las derivadas de §(2), las integrales sucesivas del impulso unj-
tario son funciones que se pueden definir para cada valor de ¢ [ecuacién (2.158)], asi como
por su comportamiento ante la convolucidn.

“ A veces serd til emplear una notacidn alternativa para 8(¢) v u(f), a saber,

8(t) = uy(o), (2.159)
u(t) = u_,(o). (2.160)

Con esta notacidn, ug(t) para k& > () denota la respuesta al impulso de una cascada de &
diferenciadores, uo(f) es la respuesta al impulso del sistema identidad, y para k < 0, u.()
es la respuesta al impulso de una cascada de |k| integradores. Mds aun, ya que un diferen-
ciador es el sistema inverso de un integrador,

() = u;(1) = &(1),

0, empleando nuestra notacidn alternativa,

(1) = u () = uy(9). (2.161)

De manera més general, de las ecuaciones (2.148), (2.157) y (2.161) vemos que para
cualquier entero k v 7,

(1) = w(f) = e (9). (2.162)

Si kv r son ambos positivos, la ecuacién (2.162) establece que una cascada de & dife-
renciadores, seguida por r diferenciadores adicionales, conduce a una salida que es la
derivada de orden (k + ) de la entrada. Igualmente, si k y » son negativos, tenemos una
cascada de |k| integradores seguida por otros || integradores. Asimismo, si k es negativo
y F es positivo tenemos una cascada de k integradores seguida por r diferenciadores, y el
sistema completo es equivalente a una cascada de |k + 7| integradores si k + » < 0,a una
cascada de k + r diferenciadores si k& - r > 0, o al sistema identidad si £ + » = 0. Por
tanto, al definir las funciones singulares en términos de su comportamiento bajo la con-
volucion, obtenemos una caracterizacién que nos permite manipularlas con relativa
facilidad e interpretarlas directamente en términos de su importancia para los sistemas
LTT. Ya que, en el libro, éste es nuestro principal interés, la definicién operacional de las
funciones singulares que hemos dado en esta seccién serd suficiente para nuestros
propdsitos.o

8Como se menciond en el capitulo 1, las funciones singulares han sido ampliamente estudiadas en €l
campo de las matemadticas bajo los nombres alternativos de furnciones generalizadas y teotia de la distribucion.
El enfogue que hemos adoptado en esta seccidn estd, en realidad, muy cerca en espiritu al enfoque riguroso
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2.6 RESUMEN

En este capitulo hemos desarrollado representaciones muy importantes para los sistemas
LTI, tanto discretos como continuos. En el caso discreto obtuvimos una representacion
de las sefiales como sumas ponderadas de impulsos unitarios desplazados, y después la
usamos para deducir la representacién de la suma de convolucién para la respuesta de un
sistema LTI discreto. En el caso continuo obtuvimos una representacién andloga para
sefiales continuas como integrales ponderadas de impulsos unitarios desplazados, y uti-
lizamos esta informacién para deducir la representacion de la integral de convolucién
para sistemas E1T continuos. Estas representaciones son en extremo importantes, puesto
que nos permiten calcular la respuesta de un sistema LTT a una entrada arbitraria en tér-
minos de la respuesta del sistema a un impulso unitario. M4s aiin, en la seccion 2.3 la
suma ¥ la integral de convolucién nos proporcionaron los medios para analizar las pro-
piedades de los sistemas LTI y, en particular, para relacionar las propiedades de los sis-
temas LTI, incluyendo la causalidad y la estabilidad, con las propiedades correspon-
dientes de la respuesta al impulso unitario. Ademads, en la seccién 2.5 desarrollamos una
interpretacion del impulso unitario continuo, y ofras funciones singulares relacionadas,
en términos de su compertamiento bajo la convolucion. Esta interpretacién es particu-
larmente Gtil en ¢l andlisis de sistemas LTT.

Una clase importante de sistemas continuos son los descritos por ecuaciones dife-
renciales lineales con coeficiente constante. De manera semejante, en el caso discreto, las
ecuaciones de diferencias lineales con cocficiente constante, juegan un papel igualmente
importante. En Ia seccién 2.4 revisamos ejemplos sencillos de ecuaciones diferenciales y
en diferencias y analizamos algunas de las propiedades de sistemas descritos por este tipo
de ecuaciones. En particular, serdn LTI y causales los sistemas descritos por medio de
ecuaciones diferenciales y de diferencias lineales con coeficiente constante juntc con la
condicién de reposo inicial. En los siguientes capitulos desarrollaremos herramientas adi-
cionales que faciliten ampliamente nuestra habilidad para analizar estos sistemas.

La primera seccién de problemas corresponde a la categoria bésica, y las respues-
tas se proporcionan al final del libro. Las tres secciones restantes contienen problemas
correspondientes a las categorias bésica, avanzada y de extension, respectivamente.

Los problemas de extensién introducen aplicaciones, conceptos o métodos mds alld
de los presentados en el texto.

-

PROBLEMAS BASICOS CON RESPUESTAS

2.1. Sea
x[n] = 8n] +28n —1]-68[n — 3] v A&[n] =28~ + 1] + 28n — 1].
Calcule y haga la grifica de cada una de las siguientes convoluciones:

(@) yi[n] = x[n] = Aln] () yaln} = x[n + 2] + A[n]
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2.2,

2.3.

24,

2.5.

2.6.

2.7.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

Considere la sefal

hin] = (%)n {uln + 3] — u[n — 10]}.

Exprese A y B en términos de n de manera que se cumplan las siguientes ecua-
ciones:

Gkl A=<k=B
0, con otro valor

h[n—k]={

Considere una entrada x[#] y una respuesta al impulso unitario 4[r] dada por

n] - @) uln 2]

hln] = u[n + 2].

Determine y dibuje la salida y[n] = x[n] = h[n].

Calcule y dibuje y{n] = x[n] = k[n], donde §
1, 3=p=8§ |
*nl = [0, con otro valor’
I, 4=n=15
hin] = {O, con otro valor
Sea

0=n=9

3 1, A 1, 0=n=N
] = 0, con otro valor y Al = 0, con otro valor’

donde N = 9 es un eatero. Determine el valor de N, dado que y[r] = x[r] = Afn] ¥
y[41 =5, y[14] = 0.
Calcule y dibuje la convolucién y[r] = x[»] = k[#r], donde

x[n] = (%)nu[— n—1]1 y hln] = u[n - 1].

Un sistema lineal § tiene la relacién

=)

il = > alklgln — 24]

k=—o

entre la entrada x[#n] y su salida y[n], donde g[n] = u[n] — uln — 41
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(a) Determine y{r| cuando x[n] = 8[n — 1].
(b) Determine y[n] cuando x[r] = 8[r — 2].
() ;SesLT1?

(d) Determine y[n] cuando x{x] = u[n].

2.8. Determine y bosqueje la convolucién de las siguientes dos sefiales:

i+ 1, 0=¢=1
x()=92—-t 1<r=2
0, con otro valor ’

h(E) = 8(t + 2) + 28( + 1).
2.9, Sea

h(t) = eZu(— t + 4) + e~ 2u(t — 5).

Determine A y B tales que

e -7, r<A
h(t— 7 =10, A<7r<B
e2t-7n,  B<r

2.10. Suponga que

1, 0=¢=1
x(t) = 0, con otro valor
y A(f) = x(t/a), donde 0 < ¢ = 1.
(a) Determine y bosqueje y(7) = x(¢) = h(2).
(b) Sid y(r)/dt contiene sélo tres discontinuidades, ;cudl es el valor de ¢?
2.11. Sea

(@) =u—3)—u(t—-5) v h(t) = e 3u(s).

(a) Calcule y(r) = x(£) = k(s).

(b) Calcule g(r) = (dx(2)/dr) = h(s).

(¢) (Coémo estd relacionada g(¢) con y(£)?
212, Sea

o

¥{) = e ult) = z S(r — 3k).

k= —c

Demuestre que y(r) = Ae ‘para 0 = ¢ < 3,y determine el valor de A
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2.13. Considere un sistema discreto S1 con respuesta al impulso

A[n] = (%)nu[n].

(a) Determine el entero A tal que hln] — Akln — 1] = 8[n].
(b) Usando el resultado de la parte (a), determine la respuesta al impulso gln] de
un sistema LTT S; el cual es el sistema inverso de S;.

2.14. ;Cudl de las siguientes respuestas al impulso corresponden a sistemas estableg

LT1?
(@) h(t) = e~ 1-2(s) (b} Aa(f) = et cos(20)u(t)

2.15, ;Cual de las siguientes respuestas al impulso corresponden a sistemas estableg
Lrr?

(@) hi[n] = ncos(n)uln]  (b) Aaln] = 3ru[—n + 10]
2.16. Para cada una de las siguientes afirmaciones, determine si es verdadera o falsa:
(a) Six[n] = 0paran < N1y A[n] = 0 para n < N, entonces x[n] * hln] = 0 para
n<N + N
(b} Siy[n] = x[n] = h[n], entonces y[n — 1] = x[n — 1] = A[n — 1].
(¢) Siy(5) = x(¥) = h(z), entonces y(—¢) = x{(—1) » h(—1).
(d) Six(r) = Opara> T1yh(f) = 0 para ¢t > T, entonces x(t) = 4(f) = O parat>
T+ 7o
2.17. Considere un sistema LTI cuya entrada x{) y salida y(¢) estén relacionadas por la
ecuacidn diferencial

% (&) + 4v(0) = x(). (P2.17-1)

El sistema también satisface la condicién de reposo inicial,

(a) Six(r) = e(=1+3ty(s), ;cudl es y(1)?

(b) Observe que Relx(r)} satisfard la ecuacién (P2.17-1) con erz(t)] Determine la
salida y(f) del sistema LTI si

x(2) = e cos(3n)u(s).

2.18. Considere un sistema LTI causal cuya entrada x[n] y salida y[r] estén relacionadas
por la ecuacién de diferencias

yln] ——y[n — 1] + x[n].

Determine y[r] si x[n] = 8[n — 1].

2.19. Considere la conexién en cascada de los siguientes dos sistemas S: y 83, como se
muestran en la figura P2.19:

KN m—t S, wind - 35 —- y[N]

Figura P2.19
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S1:es LTI causal,
1
win] = Ew{n — 1] + x[n];

5> 1 es LTT causal,
yln] = ayln — 1] + pw(n].

La ecuacion de diferencias que relaciona x[n] y y[n] es

inl = = 5 yln =21+ 3yln = 1] = 2l

(a) Determine ay B
(b) Obtenga la respuesta al impulso de la conexién en cascada de S; y Sz,

2.20. Evalie las siguientes integrales:
(a) quo(t) cos(f)dt
(b) [ sen(2m)a(r + 3)dt
© [*, (1 = 7) cosQan)dr

PROBLEMAS BASICOS

2.21. Calcule la convolucién y[r] = x[r] * A[rn] de los siguientes pares de sefiales:
() x[n] = a™uln],
a #
hinl = prufl | ¢ 7 P

(b) x[n] = A[n] = atu[n]

hl
(d) x[#

= 4”[2 — n]
] son como en la figura P2.21.

| =
(<) x[n]] = (*z)”u[fi — 4]
ly

[l ~ hiny

“To012345 n Tl 234567 801N 1213141516 N

Figura P2.21

2.22. Para cada uno de los siguientes pares de formas de onda, use la integral de con-
volucién para encontrar la respuesta y(r) a la entrada x(f) del sistema LTI cuya
respuesta al impulso es A{f). Bosqueje sus resultados.

(@) x(1) = e~ “u(7) -
h(d) = e=Bu(t) (Obtenga el resultado cuando o # By cuando o = 8.)
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by x() = u(t) — 2u(t — 2) + u(t — 5)

A(t) = 2u(1-1)
(¢) x(0) y k(t) son como en la figura P2.22(a).
(d) x(7) v h(¥) son como en la figura P2.22(b).
(e) x(¢) y ~(¢) son como en la figura P2.22(c).

x(H ht)

1 2
Un periodo de sen ot

4
3
G Pendiente = a 5
|
~ I t 1 J’ t
_1
3
(b}
() hit)
i 1

—-ll ] | \l_l_-l\l_ \
E—zj_uzst 1t

() ' Figura P2.22

2.23. Sea h(?) el pulso triangular mostrado en la figura P2.23(a) y x(¢) el tren de impul-
sos representado en la figura P2.23(b). Esto es,

+ o

x(t) = Z &(t — kT).

k=—m

Determine y trace y{f) = x(¢) = h(f) para los siguientes valores de T:
(@ T=4 b)T=2 ©T=32 @d7r=1
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he)

.
N
—
o
-
o
——
-
-

Figura P2.23

2.24. Examine la interconexién en cascada de los tres sistemas LTI causales ilustrados en
la figura P2.24(a). La respuesta al impulso /(] es

ho[n] = u[n] — ufn — 2],

¥ la respuesta total al impulso es como se muestra en la figura P2.24(b).

X[N] ——{ 1]

Y

hig[n] 1 haln] - y[N]

{8

(k) Figura P2.24

(a) Encuentre la respuesta al impulso A:[#].
(b) Encuentre la respuesta del sistema total a la entrada

xfr] = 8[n] — 8ln — 1].

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂftﬂ £

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

artagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
017.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11 de julio de 2002.
formacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.

B




148 Sistemas linealas invariantes en el tiempo  Capitulo 2

2.25. Sea la senal
y[n] = x[n] = hln]

donde
M 1 i
x[n] = 3u[-n —-1] + (3) [#]

1 n
hln] = ) uln + 3.
(2) Determine y{n)] sin utilizar la propiedad distributiva de la convolucion.
(b) Determine y[n] utilizando la propiedad distributiva de la convolucion.
2.26. Examine la evaluacion de
ylr] = xiln] = xz[n]  xs[n],
donde x1[n] = (0.5)"u[r], x2[n] = u[r + 3] v x3[n] = 8[r] — 8]n — 1].
(a) Evaliie la convolucidn xi[#] # xz[#n].
(b) Realice la convolucidn de la parte (a) con x3[#] para evaluar y[n].
{¢) Evalde la convolucién de xa[n] = x3[n].
(d) Realice la convolucién del resultado de la parte (c) con x1[#] para evaluar y[n].

2.27. Definimos el 4rea bajo una seiial continua v(f) como

-+

A, = J’,w v(f)de.

Demuestre que si y(£) = x{#) = A(?), entonces
A, = AAp

2.28. A continuacidén mostramos las respuesias al impulso de sistemas LTI discretos.
Determine si cada sistema es causal y/o estable. Justifique sus respuestas.
(@) A[n] = (5)uln]
(b} Aln] = (0.8ywln + 2]
(¢) hln] = G)u—n]
(A} k[n] = (5yu[3 — #u]
]
]

(e) h[n] = (=ufn} + (L0 ulr — 1]

0 h[n] = (—run] + (1011 — n]

(® hln] = n()uln — 1]
2,29. A continuacion ofrecemos las respuestas al impulso de sistemas LTI continuos.
- Determine si cada sistema es causal y/o estable. Justifique sus respuestas.

(a) h(5) = e~ Yult — 2)

(b) () = e (3 — 1)

{¢) h(t) = e ?u(z + 50)

(d) () = e2u(—1 — 9
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(e) h(t) = el
f) h(t) = te~u(r)
(g) h(r) = (26—t —elr=100Y100Y(p)

2.30. Examine la ecuacién de diferencias de primer orden
ylr] + 2y[n = 1] = x]n].

Dando por sentado la condicidon de reposo inicial (es decir, si x[n] = 0 para n < no,
entonces y[n] = 0 para n < np), determine la respuesta al impulso de un sistema
cuya entrada y salida estén relacionadas mediante esta ecuacién de diferencias.
Puede resolver el problema rescribiendo la ecuacién de manera que y[n] quede
expresada en términos de y[n — 1] y x[n] y generando los valores de y[0], y[+1],
¥[+2], ..., en ese orden.

'2.31. Examine el sistema LTI inicialmente en reposo y descrito por la ecuacién de dife-
rencias

ytn] + 2y[n — 1] = x[n] + 2x[n — 2].

Determine la respuesta de este sistema a la entrada que se representa en la figura
P2.31 resolviendo recursivamente la ecuacion.

x[n]

2101234 0 Figura P2.31

2,32, Considere la ecuacién de diferencias
1
yin] = S yln = 1] = x[n], (P2.32-1)

y suponga que

x[n] = (%)nu [7]. (P2.32-2)

D¢ por sentado que la solucién y{r] consiste en la suma de una solucién particu-
lar yp[n] para la ecuacién (P2.32-1) y una solucién homogénea y;[#n] que satisface la
ecuacion

yuln} — %yh[n —1]1=0.

(a) Verifique que la solucion homogénea esté dada por

yilr) = A(%)

(b) Consideremos que se obtiene una solucién particular y,[#] tal que

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

artagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al '
0.17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
formacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hadganoslo saber y seré retirada.



drtagend

146 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulg 9

Supoeniendo que yp[#] es de la forma B(§)” para n = 0, y la sustituimos enly
ecuacion de diferencias antes descrita, determine el valor de B.

(¢) Suponga que el sistema LT descrito por la ecuacién (P2.32-1) e inicialmente op
reposo tiene como entrada la sefial especificada por la ecuacién (P2.32-2). v,
que x[n] = 0 para n < 0, tenemos que y[rn] = 0 para n < 0. Asimismo, de |ag
partes (a) y (b) tenemos que y[n] tiene la forma

-

para n = (. Para obtener el valor de la constante desconocida A, debemog
especificar un valor para y[n] para algiin n = 0. Utilice la condicién de Ieposo
inicial y las ecuaciones (P2.32-1) y (P2.32-2) para determinar y[0]. A partir de
este valor determine la constante A. El resultado de este caleulo conduce a ]a
solucion de la ecuacion de diferencias (P2.32-1) bajo la condicién de Teposo ini-
cial, cuando la entrada estd dada por la ecuacién (P2.32-2).

2.33. Considere un sistema cuya entrada x(7) y salida y(¥) satisfagan la ecuacién diferen-
cial de primer orden

%(rﬂ + 2¥(t) = x(2). (P2.33-1)

El sistema también satisface la condicién de reposo inicial.

{a) (i) Determine la salida del sistema y1(7) cuando la entrada es x1(t) = u(s).
(ii) Determine la salida del sistema ya(f} cuando la entrada es x2(2) = eu(r).
(iif) Determine la salida del sistema ys(r) cuando la entrada es x3(t) = aedu(r)

+ Be?u(t), donde a y B son niimeros reales. Demuestre que y3(f) = ay(t)
+ Bya(1).

(iv) Ahora, sean x1() y x2(/) sefiales arbitrarias tales que

x,(t) = 0, parar <y,
X{t) = 0, parat <,

St y1(f) es la salida del sistema para la entrada x:1(£), y2(£) la salida del sis-
tema a la entrada x2(¢) y ys(?) la salida del sistema a la entrada xs(r) =
axi(f) + Bxx(f), demuestre que

ya(t) = ayi(t) + ByAo).

Por tanto, podemos concluir que el sistema en estudio es lineal.
(b) (i) Determine la salida del sistema y1(z) cuando la entrada es x1(1) = KeZu(r).
(i) Determine la salida del sistema ys(f) cuando la entrada es xff)y =
Ke2(t"Thu(t — T). Demuestre que yx(1) = yi(t — T).
(iii) Ahora, sea x1(¢) una sefial arbitraria tal que xi(f) = 0 para t < fo. Si y1(f) es
la salida del sistema a la entrada xi(f) y y2(7) es la salida del sistema a x2(1)
= x1(t —7'), demuestre que '

yz(t) =yt — 1)
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Podemos concluir, por tanto, que el sistema analizado es invariante en el
tiempo. Junto con el resultado obtenido en la parte (a), concluimos que el sis-
tema dado es LTL Y ya que este sistema satisface la condicién de reposo
inicial, también es causal.

2.34. La conjetura de reposo inicial corresponde a una condicién auxiliar valuada en
cero, la cual es impuesta en un tiempo determinado de acuerdo con la sefial de
entrada. En este problema mostraremos que si la condicién auxiliar usada es diferen-
te de cero, 0 si siempre se aplica en un tiempo fijo (sin importar la sefial de entra-
da), el sistema correspondiente no puede ser LTI. Considere un sistema cuya entrada
x(¢) y salida y(¢) satisfagan la ecuacién diferencial de primer orden (P2.33-1).

(a) Dada la condicién auxiliar y(1) = 1, utilice un contragjemplo para demostrar
que el sistema es no lineal.

(b) Dada la condicién auxiliar (1} = 1, utilice un contraejemplo para demostrar
que el sistema es no invariante en el tiempo.

(¢) Dada la condicién auxiliar y(1) = 1, demuestre que el sistema es incremental-
mente lineal.

(dy Dada la condicién auxiliar y(1) = 0, demuestre que el sistema es lineal pero no
invariante en el tiempo.

(e) Dada la condicién auxiliar ¥(0} + y(4) = 0, demuestre que el sistema es lineal
pero no invariante en el tiempa.

2.35. En el problema anterior vimos que la aplicacién de una condicién auxiliar en un
tiempo fijo (sin que importe la sefial de entrada) conduce al sistema correspon-
diente que no es invariante en el tiempo. En este problema, exploramos el efecto
que tienen las condiciones auxiliares fijas sobre la causalidad de un sistema.
Considere un sistema cuya entrada x(#) y salida y(r) satisfagan la ecuacién diferen-
cial de primer orden (P2.33-1). Suponga que la condicién auxiliar asociada con la
ecuacion diferencial es y(0) = 0. Determine la salida del sistema para cada una de
las siguientes entradas:

(a) x:(¢) = 0, para toda ¢
0, r<<~1
(b) 52(0) {1, e

Observe que si y1(f) es la salida para la entrada x1(¢) y y2(¢) es la salida para la entra-

da x2(t), entonces y1(7) y y2(¥) no son idénticas para ¢ < —1, aun cuando xi(f) y x2(%)

sean idénticas para ¢ < —1. Utilice esta observacién como base de un argumento
para deducir que el sistema dado no es causal.

2.36. Considere un sistema discreto cuya entrada xfr] y salida y[n] estdn relacionadas
por

sl = (%)y[n — 1] + afn]

{a) Demuestre que si este sistema satisface la condicién de reposo inicial (es decir,
si x[n] = 0 para n < no, entonces y[n} = 0 para n < np), entonces es lineal e
invariante en el tiempo.

(b) Demuestre que si este sistema no satisface la condicién de reposo inicial, se
vale en su lugar de la condicion auxiliar y[0] = 0, es no causal. [Sugerencia:

PR :

T Tel1l oL . 1 | 1 o W N~ |
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2.37.

2.38.

2.39.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulg 2

Considere un sistema cuya entrada y salida estén relacionadas por la ecuacigy
diferencial de primer orden (P2.33-1). Suponga que el sistema satisface la condicigy
de reposo final [es decir, si x(¢) = O para ¢ > 1o, entonces y(f) = 0 para 1 > 4],
Demuestre que este sistema es no causal. [Sugerencia: Considere dos entradas z]
sistema, x1(¢) = 0y x2(H)= ef{u(¢} —u(t — 1)), las cuales dan como resultado salidag
yi(t) y y2(2), respectivamente. Después, demuestre que yi(f) # ya(f) para 7 < 0]

Dibuje la representacién en diagrama de bloque para los sistemas LTI causales
descritos por las siguientes ecuaciones de diferencias:

(@) yln] =5 y[n — 1] + 3 x[n]

(b) y[n] = s yln — 1] + x[n — 1]

Dibuje la representacidn en diagrama de bloque para los sistemas LTI causales
descritos por las siguientes ecuaciones diferenciales:

(a) y(©) = —G)dy(r)idt + 4x(0)
(b) dy()idt + 3y(2) = x(2)

PROBLEMAS AVANZADOS

2.40.

241,

242,

(a) Considere un sistema LTI con enirada y salida relacionadas a través de la
ecuacién

t
y(@& = j e " x(r — 2dr.
¢ Cuadl es la respuesta al impulso de este sistema?
{b) Determine la respuesta del sistema cuando la entrada x(f) es como se muestra

en la figura P2.40.

x{)

-1 2 t  Figura P2.40
Examine la sefial
xfn] = aruln].

{a) Dibuje la sefial g{n] = x[n] — ax[n — 1].
{b) Utilice el resultado de la parte (a) junto con las propiedades de convolucién
para determinar una secuencia i[n] tal que

] * hfn] = (%)n{u[n + 2] = ufn - 2

Imagine la sefial

(= p(r 4+ 05) — u(t — 0.5
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y la sefial
h(f) = e,
(a) Determine un valor de @y el cual asegure que

y(0) =0,

donde y(t) = x(2) * h(r).
{b) Con respecto a la parte anterior, ;es dnica su respuesta?

243, Una de las propiedades mds importantes de la convolucién, tanto en tiempo con-

tinuo como en tiempo discreto, es la de asociatividad. En este problema, verificare-
mos ¢ ilustraremos dicha propiedad.
(a) Pruebe la igualdad

[x(2) = A(D)] * g(t) = x(2) = [h(2) = g(¢)] (P2.43-1)

al mostrar que ambos lados de la ecuacion (P2.43-1) son igual a

fj:Jj:x(T)h(a)g(t — 17— @drdo.

(b) Considere dos sistemas LTT con respuestas a la muestra unitaria fu[n] y k2]
mostradas en la figura P2.43(a). Estos dos sistemas estdn en cascada, como se
muestra en la figura P2.43(b). Sea x[n] = ufn].

& o o
o0&

‘1 hqln) = ¢} ) uln]
0

N [ 1

e+ w
o]

hont = uln] +1§ ufn-"1]

win]
X[N] ===l 4[] 1 Tyl > Y]

3
3
3
]
3
-
O [rmm—— roloy
- p—
R ————]
0 [—
B [——
.
.

a0 0

@) )

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂftﬂ £

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

artagena99.com no se hace résponsable de la informacion contenida en el presente documento en \_/'i_rFud al
0'17.1 de la'Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 200_2’. _
formacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




150 Sistemas lineales invariantes en ¢l tiempo Capftulo 2

(i) Calcule y[n] calculando primero win] = xfn] = iu[n] y entonces calculap.
do después y[n]| = w(n] = ha[n}; esto es, y[r| = [x[n] * [n]] * ha]n].

(ii) Ahora determine y[r] aplicando la convolucién primero a /x| y haln]
para obtener g[n] = h[n] = ha[n] y convolucionando entonces x[n] cop
g[n] para obtener y|n| = x[n] * [ luin] = hsn]].

Las respuestas a (i) e (ii) deben ser idénticas, y deben ilustrar la propiedad (e

asociatividad de la convolucién de tiempo discreto.

{¢) Considere la conexién en cascada de dos 51sternas LTT como en la figura
P2.43(b). donde en este caso

hi|n] = sen 8n

ha[n] = aruln], |a) <1,

v donde la entrada es

x[n] = 8[n] — adlr — 1].

Determine la salida y[r]. (Sugerencia: El uso de las propiedades asociativa y
conmutativa de la convolucién deben facilitar bastante la solucién.)

2.44. (a) Si

x(f) ={, M > T,

h(5)=0, |[{| > T,
entonces
()= k(@ =0, || > T3

para algtin mimero positivo 73. Exprese Tz en términos de Ty y 7o

(b} Un sistema LTI discreto tiene una entrada x[n], una respuesta al impulso A[n] y
una salida y[n]. Si se sabe que Afn] es cero en cualquier valor fuera del interva-
lo No = n = Ny y se sabe que x[r] es cero en cualquier valor fuera del inter-
valo N2 = n = N, entonces la salida y[n] estd restringida a ser cero en cualquier
valor, excepto en algin intervalo Ny = n = Ns.

(i) Determine Nsy Nsen términos de Ny, Ni, N2 v Ns.

(ii) Sielintervalo Ny = n = N, es de longitud My, N> = 1 = N tiene una lon-
gitud M,,y Ny = n = Ns es de longitud M,, exprese M, en términos de M,
v M-..

(¢) Considere un sistema LTI discreto con la siguiente propiedad: si la entrada
x[n] = 0 para toda n = 10, entonces la salida v[n] = 0 para toda n = 15. ;Qué
condicién debe satisfacer A[xn], la respuesta al impulso del sistema, para que
esto sea véalido?

(d) Considere el sistema LTI con respuesta al impulso de la figura P2.44. ;Qué
intervalo de x(¢) debemos conocer para determinar y(0)?
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Capituio 2 Problemas 151

h(t)

1 f-l
I3

2.45. (a) Demuestre gue si la respuesta de un sistema LTI a x(1) es la salida y(¢), entonces
la respuesta del sistema a

-2 -1 ! Figura P2.44

es y'(¢). Resuelva este problema en tres formas diferentes:
(i) De forma directa a través de las propicdades de linealidad e invariancia

en el tiempo y el hecho de que
1y = 15y X0 T x( — B)
* () = lim 2 '

(i) Diferenciando la integral de convolucién.
(iii) Analizando el sistema de la figura P2.45.

K | 14 t) —p-1 h(l)  pm— y(i}

Figura P2.45

(b) Demuestre la validez de las siguientes relaciones:
Q) ¥ =)« h'() f !
@y = (_ x(@dr)« k(@) = [[_Ix'(2) % (D7 = x'()) = ([ _h(r)d7)
[Sugerencia: Esto se lleva a cabo ficilmente mediante el uso de los diagramas
de bloques como en (iii) de la parte (a) y el hecho de que u(f) = w1ty = 8().]

(¢} Un sistema LTT tiene la respuesta y(f) = senmof a la entrada x(#) = e Stu(r).
Utilice el resultado de la parte (a) como ayuda para determinar la respuesta al
impulso de este sistema.

(d) Sea 5() la respuesta al escal6n unitario de un sistema LTI de tiempo continuo.
Utilice la parte (b) para deducir que la respuesta y(7) a la entrada x{(f) es

“+ e
y1) = f x'(7) = s(t — ndr. (P2.45-1)
Demuestre también que
+oo
x(f) = [ x'(Dult — Ddr. (P2.45-2)
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152 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulg 2

(e) Use la ecuacién (P2.45-1) para determinar la respuesta de un sistema LTI cop
respuesta escalén

s(t) = (e7¥ — 2e™2 + Du(t)

a la entrada x(r) = elu(r).
{f) Sca s[n] la respuesta escalén unitario de un sistema LTI discreto. ;Cudles son
las contrapartes discretas de las ecuaciones (P2.45-1) y (P2.45-2)?

2.46. Considere un sistema LTI § y una sefial x(f) = 2e=3u(r — 1). Si

x(1) = y(t)

B 3y + ey

determine la respuesta al impulso A(f) de S.

2.47. Se nos ha dado cierto sistema lineal invariante en el tiempo con respuesta al im-
puiso A¢(r). Cuando la entrada es xo(7), la salida es vo(2), la cual estd dibujada en la
figura P2.47. Se nos ha dado entonces el siguiente conjunto de entradas a los sis-
temas lineales invariantes en el tiempo con sus correspondientes respuestas al

impulso:
Entrada x(t) Respuesta al impulso h{r)
(a) x(r) = 2xo(t) h(t) = helt)
(®) () = xo()— xalt — 2) 1(e) = ho(t)
{©) x() = x(t — 2) () =ho(t + 1)
(d) x(r) = xo(—1) (1) = ho(z)
© () = xo{—1) 1(0) = ho(~1)
0 x(1) = x'o(t) () = h'oft)
[Aqui, x3(f) y Ru(r) denotan las primeras derivadas de xo(f) v Fo(?), respectiva-
mente.] '
Yoft

0 2 t  Figura P2.47

En cada uno de estos casos, determine si hay o no suficiente informacién para B
determinar la salida ¥{¢) cuando la entrada es x(¢) y la respuesta al impulso del sis- £
tema es #(z). Si es posible determinar v(#), proporcione su grifica exacta con valo- '
res muméricos indicados en forma clara,
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Capitulo 2

2.48. Determine si cada una de las siguientes afirmaciones concernientes a los sistemas

L1IT son verdaderas o falsas. Justifique sus respuestas.

(a) Si A(7) es la respuesta al impulso de un sistema LTI y A(z) es periddica y dife-
rente de cero, el sistema es inestable.

(b} El inverso de un sistema LTI causal siempre es causal.

(¢) SilA[n] = K para cada », donde K es un nimero dado, entonces el sistema LTI
cuya respuesta al impulso sea kfn] serd estable.

(d) Si un sistema LTI discreto tiene una respuesta al impulso hir] de duracién fini-
ta, el sistema es estable.

(e) Si un sistema LTI es causal, es estable.

(f) La conexidén en cascada de un sistema LTT no causal con uno causal es necesa-
riamente no causal.

(8) Un sistema LTI continuo es estable si y s6lo si su respuesta al escalén s(r) es
absolutamente integrable; esto es, si y sélo si

(h) Un sistema LT1 discreto es causal si y s6lo si su respuesta al escalén s[n] es cero
paran < (,

2.49. En el texto, mostramos que si kn] es absolutamente sumable, es decir, si

entonces el sistema LTI con respuesta al impulso 4[#] es estable. Esto significa que
ser absolutamente sumable es una condici6n suficiente para la estabilidad. En este
problema, mostraremos que también es una condicién necesaria. Considere un sis-
tema LTT con respuesta al impulso /[n] que no es absolutamente sumable; esto es,

(a) Suponga que la entrada a este sistema es

drtagend

Problemas 153

¢Esta sefial de entrada representa una entrada limitada? Si asi es, jcual es el
valor mis pequefio de B tal que:

f:[s(z)ut <o,

S Jhlil) <,

k= —cw

S ik =

k= —cw

0, sih[—n] =0
ol =\ Bt o) 2 00

|x[r]| = B para toda n?
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154 Sistemas lineales invariantes en ef tiempo Capitulo 2

(b) Calcule lasalida en n = 0 para esta seleccién particular de la entrada. ;El resul-
tado prueba el argumento de que la sumabilidad absoluta es una condicién
necesaria para la estabilidad?

(c) De manera parecida, demuestre que un sistema LTI continuo es estable si y

-so6lo si su respuesta al impulso es absolutamente integrable.

2.50. Considere [a conexidn en cascada de dos sistemas mostrados en la figura P2.50, Se

sabe que el primer sistema, A, es LT1. Sabemos que el segundo sistema, B, es ¢]

-inverso del sistema A. Sea que y:(f) denota la respuesta del sistema A a x1(f) y que
y2(¢) denota la respuesta del sistema A a x(¢).

x(t ; SisLt%ma yit) Sistema > x(0)
A B Figura P2.50

(a) ;Cudl es la respuesta del sistema B a la entrada ayi(f) -+ bya(f), donde a y b son
constantes?
(b) ;Cudl es la respuesta del sistema B a la entrada yi(t — 7)7

2.51. En el texto, vimos que la relacidn general entrada-salida de la conexidn en cascada
de dos sistemas LTT no depende del orden en el cual estén conectados. Este hecho,
conocido como la propiedad conmtativa, depende tanto de la linealidad como de
la invariancia en el tiempo de ambos sistemas. En este problema ilustramos el
punto.

{a) Considere dos sistemas discretos A y B, donde el sistema A es un sistema LTI
: con respuesta a la muestra unitaria a|r] = (1/2)u[n]. Por otro lado, el sistema
! B es lineal pero variante en el tiempo. Especificamente, si la entrada al siste-

ma B es w[n], su salida es
z[n] = nw[n].

Demuestre que la propiedad conmutativa no se cumple para estos dos sistemas
mediante el cdlculo de las respuestas al impulso de las combinaciones en cas-
cada mostradas en las figuras P2.51(a) y P2.51(b), respectivamente,

X[N] ] SistEMA | SiStemal g, yin] xin] »|Sistema | Sistemal . yin]
A B B A

@ : (b)
Figura P2.51

(b) Suponga que reemplazamos el sistema B en cada uno de los sistemas inter-
conectados de la figura P2.51 por el sistema que muestra la siguiente relacion
entre su entrada w(n] y su salida z[»]:

2ln] = wln] + 2.
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Capitulo 2 Problemas 155

2.52. Considere un sistema LTT discreto con respuesta a la muestra unitaria
hln] = (n + Da™uln],

donde |a| < 1. Demuestre que la respuesta al escalén de este sistema es

1
C— o+~ + Ve fn].

slnl = (@ — 1) N (a — 1) (a—1)

(Sugerencia: Note que

"N+1

Z(k + Dok = — Zak)

2.53. (a) Considere la ecuacién diferencial homogénea

N dhy(t
Zak O (P2.53-1)
Demuestre que si so es una solucién de la ecuacién
N
pls) = Z (P2.53-2)

entonces Ae es una solucién de la ecuacién (P2.53-1), donde A es una cons-
tante compleja arbitraria.

(b) El polinomio p(s) en la ecuacién (P2.53-2) puede factorizarse en términos de
sus raices s1,. .., 5, cOMo

pls) = ay(s — 5))7(s — 5)%. .. (s — 5,07,

donde s; son las distintas soluciones de la ecuacién (P2.53-2) y o son sus multi-
plicidades, es decir, el nimero de veces que cada raiz aparece como una solu-
cién de la ecuacidén. Observe que

atm+...t+tot+ N

En general, si o; > 1, entonces no s6lo Aes! es una solucién de la ecuacion
(P2.53-1), sino que también lo es Asest, en tanto j sea un entero mayor que o
igual a cero y menor que o igual a o; —1. Para ilustrar este punto, demuestre
que si o; = 2, entonces Ate’ es una solucién de la ecuacién (P2.53-1).
[Sugerencia: Demuestre que si s es un niimero complejo arbitrario, entonces

N d4(Ae) _
g
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Por tanto, la solucién mds general de la ecuacién (P2.53-1) es

r g-1

> > aytier
=1 j=0

donde Aj; son constantes complejas arbitrarias.
(¢} Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales homogéneas con las condi-
ciones auxiliares especificas:

@) FE+3%2 420 =0, 50 =0,y(0) =2

(i) 20+ 390 4 9y(1) =0, y(0) =1, y'(0) = —

(i) 20 + 320 4 2y(;) = 0, y(0) =0, y'(0) =0

(iv) 04220 + y(1) =0, y(0) =1, y'(0) =1

¥ PGP -5 =0 )0 =1y () =1y"(0) =~
(vi) D9 +2%0 + 5y(0) =0, y(0) =1, y(0) =1

2.54. (a) Considere la ecuacion de diferencias homogénea

iaky[n — k=0, (P2.54-1)

Demuestre que si zo es una solucién de la ecuacién

N _
Zakz_"‘ =0, (P2.54-2)

entonces Azy es una solucién de la ecuacién (P2.54-1), donde A es una cons-
tante arbitraria.

(b) Como por el momento resulta mds conveniente trabajar con polinomios que
tienen s6lo potencias no negativas de z, considere la ecuacién obtenida al mul-
tiplicar ambos miembros de la ecuacién (P2.54-2) por zV:

N
p(z) = ZakzN*k = 0. (P2.54-3)
k=0

El polinromio p(z) se puede factorizar como

p(@) = ag(z — z)% . . (z — )™

donde zi, ..., z; son las distintas raices de p(z).
Demuestre que si y[n] = nz?~1, entonces

Sl = L 1 - Mplay

Ul:ilice1 este hecho para demostrar que si ¢; = 2, entonces tanto Az" como
Bnz}  son las soluciones de la ecuacion (P2. 54—1) donde A y Bson constantes

amnleias arbitrarias De manera mAs eene e nuede £ mMisSmo pro-
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Capitulo 2 Problermas _ 157

n!
A—
ri(n — r)!z

n—r

es una solucidn de la ecuacién (P2.54-1)patar =0,1,...,0: — 17 -
(¢) Resuelva las siguientes ecuaciones de diferencias homogéneas con las condi-

ciones auxiliares especificas:

@ yinl+ ln -1+ lyln—21=0; y[0] = 1,y[- 1] = -6

(i) yln] = 2y[n — 1] + y[n — 2] = 0; y[0] = 1,y[1] = 0

(i) y[n] = 2y[n — 1] + y[n — 2] = 0; y[0] = 1, y[10] = 2t

(@) ylnl = Fyln = 1]+ Iyln = 2] = 0; y[0] = 0,y[~1] = 1

2.55. Dentro del texto describimos un método para resolver las ecuaciones de diferen-
cias lineales con coeficientes constantes, y mostramos otro método para hacerlo, el
cual se ilustra én el problema 2.30. Si se hace la hipétesis de reposo inicial de ma-
nera que el sistema descrito por la ecuacién de diferencias sea LTI y causal, entonces,
en principio, podemos determinar la respuesta al impulso unitario h{n] usando
cualquiera de estos dos procedimientos. En el capitulo 5 describimos otro método
que nos permite determinar A[n] en una forma mas elegante. En este problema
describimos una aproximacién mds, la cual muestra basicamente que h{rn] se puede
determinar resolviendo la ecuacién homogénea con las condiciones iniciales ade-
cuadas.

(a) Considere el sistema inicialmente en reposo descrito por la ecuacién

y[n] — %y[n -~ 1] = x|[n]. ‘ (P2.55-1)

Suponiendo que x[n] = 8[r], ;cudl es el valor de y[0]? ;Qué ecuacién para h[n]
se satisface para n = 1 y con qué condiciones auxiliares? Resuelva esta ecua-
cién para obtener una expresién de forma cerrada para Ajn].

(b) Considere ahora el sistema LTI inicialmente en reposo descrito por la ecuacién
de diferencias

yln] - %y[n — 1] = x[n] + 2x[n — 1]. (P2.53-2)

Este sistema est4 representado en la figura P2.55(a) como una conexién en cas-
cada de dos sistemas LTI que estdn inicialmente en reposo. Debido a las
propiedades de los sistemnas LTI, podemos invertir el orden para obtener una
representacion alternativa del mismo sistema completo, como se ilustra en la
figura P2.55(b). A partir de esto, utilice el resultado de la parte (a) para deter-
minar la respuesta al impulso para el sistema descrito por la ecuacién (P2.55-2).

(¢) Considere nuevamente el sistema de la parte (a), con Xx[n] que denota su
respuesta al impulso. Demuestre, mediante la verificacién' de que la ecuacién
(P2.55-3) satisface la ecuacién de diferencias (P2.55-1), que la respuesta y[n] a
una entrada arbitraria x{z] estd dada por la suma de convolucién

yln] = i hln — mx[m). (P2.55-3)

m=—co
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158 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2
z[n] ;
X[N] ==t zIN} = x[N] + 2x[n—1] »+ y[n] — gyIn—1] =z[n] == yIn]
(a}
1 win]
X[N] == win] — zwln—1] = xIn] 2=yl = wn] + 2w[n—1] [ y[r]
(b)

Figura P2.55

(d) Considere el sistema LTI inicialmente en reposo descrito por la ecuacién de
diferencias

iaky[n — k] = x[n]. (P2.55-4)

Suponiendo que ag % 0, ;cudl es el valor de y[0] si x[n] = 6[xn]? Usando este
resultado, especifique la ecuacion homogénea y las condiciones iniciales que
debe satisfacer [a respuesta al impulso del sistema.

Considere a continuacidn el sistema LTT causal descrito por la ecuacidn
de diferencias

Izv:aky{n — k] = ibkx[n - k. (P2.55-5)
=0 k=0

Exprese la respuesta al impulso de este sistema en términos de la respuesta
dada para el sistema LTI descrito por la ecuacién (P2.55-4). -

(e} Hay un método alternativo para determinar la respuesta al impulso del sistema
LTI descrito por la ecuacién (P2.55-5). En concreto, dada la condicién de

reposo inicial, es decir, en este caso, y[—N| = y[-N + 1] =...=y[-1] =0,
resuelva la ecuacion (P2.55-5) de forma recursiva cuando x[n] = &[] para
determinar y[0], ..., y[M]. ; Qué ecuacién satisface h[n] para n = M? ;Cudles

son las condiciones iniciales adecuadas para esta ecuacién?

(f) Usando cualquiera de los métodos descritos en las partes (d) vy (e), encuentre
las respuestas al impulso de los sistemas LTT causales descritos por las siguien-
tes ecuaciones: :

() ylr] —yln — 2] = x[n]
(i) yfa] —yln — 2] = x[n] + 2x[n — 1]
(i) y[n] — y[r — 2] = 2x[n] — 3x[n — 4]
(iv) ylinl = (V3R2)yln = 1] + iy[n = 2] = 2[]
2.56. En este problema consideramos un procedimiento que es la contraparte de tiempo
continuo de la técnica desarrollada en el problema 2.55. Nuevamente veremos que
el problema de determmar la respuesta al 1mpulso h(t) para t> 0 para un sistema
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(a) Considere el sistema LTI inicialmente en reposo y descrito por la ecuacién dife-
rencial

y () + 29(1) = x(). (P2.56-1)

Suponga que x(f} = &(r). Para determinar el valor de y(f) inmediatamente

después de la aplicacién del impulso unitario, considere la integral de la ecua-

cién (P2.56—1) desde ¢t = 0~ hasta ¢ = 0+ (es decir, desde ‘justo antes” hasta
“justo después” de la aplicacién del impulso). Esto nos da

0+

o
y(0F) —y(07) + 2j0_ y(ndr = f 8(ndr = 1. (P2.56-2)

Puesto que el sistema estd inicialmente en reposo y x(f) = 0 para ¢ < 0, y(0™)
= 0. Para satisfacer la ecuacién (P2.56-9-2) debemos tener y(0+) = 1. Por tanto,
debido a que x{#) = 0 para ¢ > 0, la respuesta al impulso de nuestro sistema es
la solucién de la ecuacién diferencial homogénea

yo+2(z)—o

con condicién inicial

y(0F) =1.

Resuelva esta ecuacion diferencial para obtener la respuesta al impulso h(t)
para este sistema. Verifique su resultado demostrando que

¥(t) = f_ wh(t — x{ndr

satisface la ecuacién (P2.56-1) para cualquier entrada x(t).
(b) Para generalizar este argumento, considere un sistema LTI inicialmente en
reposo y descrito por la ecuacion diferencial

con x(¢) = &(f). Asuma la condicién de reposo inicial la cual, vaque x(1) = 0
para r << 0, implica que

k

= x(1) (P2.56-3)

N—1
y(07) = %(0") =...= ‘;N,f(o—) =0, (P2.56-4)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

artagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el-presente dqcumento en \‘/irFud al
0 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002,.- _
formacién contenida en el documento es ilicita-o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y seéra retirada.




160 Sistemas lineales invariantes en sl tiempa Capitulo 2

para demostrar que la ecuacién resultante se satisface con

dy dN*Zy
Yy e 2ty — = —— 0ty =
1) =0 = ... = T530") =0, (P2.56-50)
y
dN_Zy 1
dtjv_z(0+) = (P2.56-5b)

En consecuencia, la respuesta al impulso del sistema para ¢ > 0 puede obte-
nerse resolviendo la ecnacion homogénea

con condiciones iniciales dadas por las ecuaciones (P2.56-5).
(c) Considere ahora el sisterna LTT causal descrito mediante la ecuacién diferen-
cial

N dk M dk
S g ;f) = Zbk ;rg). (P2.56-6)

Exprese la respuesta al impulso de este sistema en términos de la que se obtu-
vo para el sistema de la parte (b). (Sugerencia: Examine la figura P2.56.)

dfwi(t)
dt*

L N dRwi) wit)
1 = s =
, W= T B -l W=

M=

Figura P2.56

(d) Aplique el procedimiento descrito en las partes (b) y (c) para encontrar las
respuestas al impulso para los sistemas LTT inicialmente en reposo y descritos
por las siguientes ecuaciones diferenciales:

(i) 20+ 359 4 2y(1) = x(t)
(i) 40 4 290 4+ 2y(f) = x(r)
(e) Use los resultados de las partes (b) v (c) para deducir que si M = N en la

ecuacién (P2.56-6), entonces la respuesta al impulso A(f) contendra términos
singulares concentrados en ¢+ = 0. En particular, A(¢) contendra un término de

la forma

M-N

Z a1,

r=0
donde o, son constantes y las u.(¢) son funciones singulares definidas en la sec-
cién 2.5.

(f) Encuenire las respuestas al impulso de los sistemas LTI causales descritos pot
las siguientes ecuaciones diferenciales:

(B 20+ 2y(r) = 320 4 x()

fiay a0 o ogde() ) g () | A adi(f s
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2.57. Considere un sistema LTI causal S cuya entrada x[r] y salida y[n] estén rela-
cionadas por la ecuacién de diferencias

yln] [ ay[n — 1} + byx[n] + byx[r — 1].

(a) Verifique que S pueda considerarse una conexién en cascada de dos sistemas
LTT causales & y 82 con la siguiente relacién entrada-salida:

S::wlnl = boxylnl + byxyn — 1],
Sy yaln] = —ay[n — 1] + xy[n],

(b) Dibuje la representacion de S1 en diagrama de blogue.

(¢) Dibuje la representacién de .S; en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacion de 1 seguida de la representacién de Ss.

(¢) Dibuje la representacion en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacion de $; seguida de la representacion de S;.

() Demuestre que los dos elementos de retardo en la representacién de S en dia-
grama de bloque obtenida en la parte (e) se puede reducir a un elemento de
retardo. El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacion de la
Forma Directa II de S, en tanto que los diagramas de blogues obtenidos en las
partes (d) y (e) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.

2.58. Imagine un sistema 1T causal S cuya entrada x[»} y salida y[n] estén relacionadas
por la ecuacién de diferencias:

2y[n] — y[n — 1] + y[n — 3} = x[n] — 5x[n — 4].

(a) Verifique que § se pueda considerar como una conexion en cascada de dos sis-
temas LTT causales S; y Sz con las siguientes relaciones de entrada-salida:

S1:2yn] = xy[n] — Sx\[n — 4],

Syt 3ln] = 3 n = =3 yaln = 3] + ]

(b) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(¢) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de § como una conexién en
cascada de la misma representacién de $) seguida de la representacién de Ss.

(e) Dibuje la representacion en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacion de S; seguida de la representacién de S.

(f) Demuestre que los cuatro elementos de retardo en la representacién de § en
diagrama de bloque obtenida en la parte (e) se puede reducir a tres elementos.
El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacién de la Forma
Direcia Il de §, mientras que los diagramas de bloques obtenidos en las partes
(d) y (e) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.
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162 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capitulo 2

2.59. Considere un sistema LTI causal S cuya entrada x(z) y salida y(¢) estén relacionadas
por la ecuacién diferencial

)

d dx(t
o y X().

+ agy(t) = byr() + b

(a) Demuestre que

y(#) = Aji y(n)dT + Bx(¢) + Cj! x(7dr,

y exprese las constantes A, B y C en términos de las constantes ao, @1, bo ¥ b1.
(b) Demuestre que S se puede considerar como una conexién en cascada de los dos
siguientes sistemas LTT causales:

$,:0() = Br@ + ¢ san

S2:7:0 = A[yo(dr + 200,

{¢) Dibuje la representacién de S1 en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién de S; en diagrama de bloque.

{e) Dibuje la representacion en diagrama de bloque de .S como una conexién en
cascada de la representacién de S) seguida de la representacion de Sz

v (D Dibuyje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacion de S; seguida de la representacién de Si.

(2) Demuestre que los dos integradores en su respuesta a la parte (f) se pueden
reducir a uno solo. El diagrama de bloques resultante se conoce como reali-
zacién de la Forma Directa IT de S, en tanto que los diagramas de blogues
obtenidos en las partes (e) y (f) se conocen como realizaciones de la Forma
Directa I de 5.

2,60, Considere un sistema LTT causal S cuya entrada x(¢) y salida y(¢) estén relacionadas
por la ecuacién diferencial

dy(ny  dy(®)

dx(t)
“ar TN g

dzx(t)

ta 2 d4f

+ agy(t) = byx(f) + b1 + b,—

{a) Demuestre que

¥y = A[my('r)dr + BJ’!W(JTmy(G)dJ)dT

+ Cx(f) + D j:mx('r)d'r +E L(f;x(a_)da)dnr
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y exprese las constantes A, B, C, D y E en términos de las constantes ay, ai, dz,
by, b1y ba.

(b) Demuestre que S se puede considerar como una conexién en cascada de los dos
siguientes sistemas LTT causales:

S0 = Cu () + D[ w(oar+ Ef ( [ xl(a)da) i

St (B =A| yw(ndr+ Bf_ (JT yz(cr)dcr) dr + x,(1).

— oo

(¢) Dibuje la representacion de Sy en diagrama de bloque.

(d) Dibuje la representacién de Sz en diagrama de blogue.

(e) Dibuje la representacién en diagrama de bloque de § como una conexién en
cascada de la representacion de S1 seguida de la representacién de Ss.

() Dibuje la representacién en diagrama de bloque de S como una conexién en
cascada de la representacién de S, seguida de la representacién de ;.

{(g) Demuestre que los cuatro integradores en su respuesta a la parte (f} se pueden
reducir a dos. El diagrama de bloques resultante se conoce como realizacion de
la Forma Directa Il de S, mientras que los diagramas de bloques obtenidos en
las partes (e) y (f) se conocen como realizaciones de la Forma Directa I de S.

PROBLEMAS DE EXTENSION

2.61. (a) En el circuito mostrado en la figura P2.61(a), x(z) es el voltaje de entrada. El
voltaje y(z) a través del capacitor se considera la salida del sistema.

L=1H
90000 0 — . 0

il

oll
I

—k
M

vith

@) Figura P2.61a

(i) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x{f) con y(1).

(i) Demuestre que la solucién homogénea de la ecuacidn diferencial de la
parte () tiene la forma Kiefed + Kaelwl. Especifique los valores de x y @

(iif) Demuestre que, ya que el voltaje v la corriente estdn restringidos a ser
reales, la respuesta natural del sistema es senoidal.
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(b) En el circuito mostrado en la figura P2.61(b), x() es el voltaje de entrada. El
voltaje y(1) a través del capacitor se considera la salida del sistema.

0 (%) coiF] v

(b) Figura P2.61b

(i) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x(z) con y(?).
(iiy Demuestre que la respuesta natural de este sistema tiene la forma Ke~#,
y especifique ¢l valor de a. '
(c) En el circuito mostrado en la figura P2.61(c), x(7} es el voltaje de entrada. El
voltaje y(7) a través del capacitor se considera la salida del sistema.

—— A ———— TSI

R =20 L=1H
x(t} t)

1l
oll
il—

) Figura P2.61c

(i) Determine la ecuacion diferencial que relaciona a x(z) con y (7).

(i) Demuestre que la solucion homogénea de la ecuacién diferencial de la
parte (i) tiene la forma e~ K1 + Kae=/24, y especifique el valor de a.

(iii) Demuestre que, ya que el voltaje y la corriente estédn restringidos a ser
reales, la respuesta natural del sistema es una senoidal decreciente.

2.62. (a) En el sistema mecdnico que se muestra en la figura P2.62(a), la fuerza x(¢) aphi-
cada a la masa representa la entrada, mientras que el desplazamiento y(t) de
la masa representa la salida. Determine la ecuacién diferencial que relaciona
a x(¢) con y(r). Demuestre que la respuesta natural de este sistema es perio-
dica.

{(b) Examine la figura P2.62(b), en la cual la fuerza x(¢) es la entrada y la velocidad
y(¢) es la salida. La masa del auto es m, en tanto que el coeficiente de friccién
cinética es p. Demuestre que la respuesta natural de este sistema decae con-
forme aumenta el tiempo.

(¢) En el sistema mecanico mostrado en la figura P2.62(c), 1a fuerza x(¢) aplicada a
la masa representa la entrada, mientras que el corrimiento y(¢) de la masa re-
presenta la salida.
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1,000 Kg
0.1 N-s/m

= 3
[

It

m=] Ky
2 Pyt —*@4——— xt)
| A\

K = Constante del resorte = 2 N/m
K m = Masa = 1 Kg '
b = Constante de amortiguamiento = 2 N-s/m

Figura P2.62

(1) Determine la ecuacién diferencial que relaciona a x(r) con y ().
(ii) Demue‘str.e que la solucién homogénea de la ecuacidn diferencial de la
parte (i) tiene la forma e~a!Keit + Kpe i,y especifique el valor de a

(iii) Demuestre que, ya que el voltaj : i i
) oltaje y la corriente estdn restringi
reales la resnnecta natireel d0] otae estrlngldos aser
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2.63.

2.64.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capftulo 2

Una hipoteca de $100,000 sera liguidada mediante pagos mensuales iguales de D
délares. El interés compuesto mensual se carga a una tasa de 12% anual sobre g]
balance no pagado; por ejemplo, después del primer mes, la deuda total es igual a

0.1
$100,000 + ( ) )$100 000 = $101,000.

El problema es determinar I de manera tal que, después de un tiempo especifica-

do, la hipoteca sea pagada totalmente, dejando un balance neto de cero.

(a) Para abordar el problema, suponga que y[r] denota el balance no pagado
después del page mensual #. Suponga también que el principal se presta en gl
mes 0 y los pagos mensuales se inician en el mes 1. Demuestre que y{x] satis.
face la ecuacién de diferencias

ylnl —yyln—1= -D n=1 (P2.63-1)
con la condicidn inicial
¥[0] = $100,000,

donde vy es una constante que debe ser determinada.
{b) Resuelva la ecuacién de diferencias de la parte (a) para determinar

y[n] paran = 0.

(Sugerencia: La solucién particular de la ecuacion (P2.63-1) es una constante Y.
Encuentre el valor de Y y exprese y[#] para £ = 1 como la suma de las solu-
ciones particular y homogénea. Determine la constante desconocida en la so-
lucién homogénea mediante el calculando directamente y[1] a partir de la
ecuacién (P2.63-1) y comparédndola con la solucién gue usted obtuvo).

(¢} Si la hipoteca debiera ser pagada en 30 afios después de haberse hecho 360
pagos mensuales de D délares, determine el valor apropiado de D.

(d) ;Cudl es el pago total hecho al banco después del periodo de 30 afios?

(e) ;Por qué los bancos hacen préstamos?

Un uso importante de los sistemas inversos se encuentra en las situaciones en las
que uno desea eliminar algin tipo de distorsiones. Un buen ejemplo de esto es el
problema de eliminar ecos de las sefiales aciisticas. Por ejemplo, si un auditorio
tiene un eco perceptible, entonces un impulso actstico inicial producird versiones
atenuadas del sonido a intervalos regulares. En consecuencia, un modelo utilizado
a menudo para tratar este fendmeno es un sistema LTT con una respuesta al impul-
s0 que consiste de un tren de impulsos, es decir,

(1) = ihkﬁ(r — k7). (P2.64-1)

Aqui los ecos ocurren cada T segundos, y A representa el factor de ganancia en el
eco k resultante a partir de un impulso acistico inicial.
(a) Suponga que x(¢) representa la sefial acistica original (por ejemplo, la musica

produc1da por una orquesta) y que y(t) = x(t) h(t) es la sefial real que se
aauaho o1 ca lhoa L0 1 fin
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eléctrica. También usaremos y(?) para denotar esta sefial, ¥a que representa el
equivalente eléctrico de la sefial actistica, y podemos ir de una a otra mediante
los sistemas de conversién acistico-eléctrica,

El punto importante a resaltar es que el sistema con respuesta al impulso
dado por la ecuacién (P2.64-1) es invertible. Por tanto, pedemos encontrar un
sistema LTT con respuesta al impulso g(z) tal que

y(0) * g(1) = x(1),

¥ entonces, al procesar la sefial eléctrica W) de esta manera y convertirla de
nuevo en una sefial actstica, podemos eliminar los ecos que causan problemas.
La respuesta al impulso requerida g(t) también es un tren de impulsos:

80 = g,o(t - k).

Determine las ecnaciones algebraicas que deben satisfacer los gk sUCesivos, y
Tesuelva estas ecuaciones para g, &1y g2 en t€rminos de A;.
(b) Suponga que kg =1,k =1/ yhi = 0paratodai=2. ;Cusl es £(1) en este caso?
(¢) Un buen modelo para la generacion de los ecos se ilustra en la figura P2.64. En
consecuencia, cada eco sucesivo representa una version retroalimentada de

y(#), retrasada T segundos y escalada por a. El valor tipicoes 0 < g < 1, ya que
los ecos sucesivos son atenuados.

== ¥(f)

Retardo de|_,_
T

Figura P2.64

(1) ¢Cudl es la respuesta al impuiso de este sistema? (Considere un reposo
Inicial, es decir, y(f) = 0 para t < 0 si x(t) = O parar < 0)

(if) Demuestre que el sistema es estable si () < & < 1einestable si a > 1.

(iii} ¢Cuél es g(¢) en este caso? Construya una realizacién del sistema inverso
usando sumadores, multiplicadores de coeficientes y elementos de retar-
do de T segundos.

(d) Aunque hemos descrito el andlisis anterior en términos de sistemas continuos
debido a la aplicacién que hemos estado considerando, las mismas ideas gene-

rales se cumplen para el caso de tiempo discreto. Es decir, el sistema LTI con
respuesta al impulso

hn] = ia[n — kN]

es invertible y tiene como su inverso un sistema LTI con respuesta al impulso
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No es dificil verificar que g; satisface las mismas ecuaciones algebraicas que ep
la parte (a).
Considere ahora el sistema L'TY discreto con respuesta al impulso

]

Hnl =3 8ln — kN).

k=—co

Este sistema no es invertible. Encuentre dos entradas que produzean la misma
salida.

2.65. En el problema 1.45 presentamos y examinamos algunas de las propiedades bsi-
cas de las funciones de correlacién para sefiales continuas. La contraparte discrety
de la funcién de correlacidn tiene esencialmente las mismas propiedades que Ig
continua, y ambas son extremadamente importantes en numerosas aplicaciones
{como se analiza en los problemas 2.66 y 2.67). En este problema introducimos la
funcién de correlacién discreta y examinamos algunas mds de sus propiedades.

Sean x[n] v y[»] dos seiiales reales discretas. Las funciones de autocorrelacién
duln] v dyln] de x[n] v y[n], respectivamente, estdn definidas por las siguientes

expresiones:
-+ o
dolrl = > wlm + xllm]
y
-+ o
dulnl = > ylim + nlylm]
v las funciones de correlacion cruzada estin dadas por
-+
dolrl = > xlm + nylm]
¥
+ =
dulnl = > ylm + aldlm].

Como en el caso continuo, estas funciones poseen ciertas propiedades de simetria.

Especificamente, ¢x|1n] v ¢yy[n] son funciones par, mientras que ¢y{n] = ¢pf—n].

(a) Calcule las secuencias de autocorrelacién para las sefiales x1[r], x2[n)], x3[n] ¥
x4[n] mostradas en la figura P2.65.

(b) Calcule las secuencias de correlacion cruzada

(bx?xj[n]! l :’k j‘} l’] = 1! 25 35 4}

para x;[n], i = 1,2, 3, 4, como se muestra en la figura P2.65.
(¢) Sea x[n]la entrada de un sistema LTI con respuesta a la muestra unitaria h[#l,
v sea vln] su salida correspondiente. Encuentre expresiones para ¢n[nl v é,.[#]
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1 xq [n]

0123 n

) -1 01 S n

Figura P2.6%

especificando de manera explicita la respuesta al impulso de cada uno de los
dos sistemas.)

(d) Sea hfn] = xi[n] en la figura P2.65, y sea y[n] la salida del sistema LTI con
respuesta al impulso A[n] cuando la entrada x{n] es también igual a xi[n].
Calcule ¢yn] y ¢y,[n] usando los resultados de la parte (c).

2.66. Sean h(z), ho(r) y hs(t), bosquejadas en la figura P2.66, las respuestas al impulso
de tres sistemas LT1. Estas tres sefiales se conocen como funciones de Walsh y son de
considerable importancia préctica porque se pueden generar ficilmente con cir-
cuitos légicos digitales y porque la multiplicacién por cada una de estas funciones
puede llevarse a cabo con facilidad mediante un interruptor inversor de polaridad.

hq{t ha(t) hlt)

1 —I 1 1
- I | |

Figura P2.66

(a) Determine y dibuje su seleccién para x1(z), una sefial continua que tiene las si-
guientes propiedades: '
(i) x1(f) esreal.
(ii) xi()= O parat<O.
(iii) |x1(r)| = 1 para todat = 0.
(iv) yi(r) = x:1(2) = h(?) es tan grande como sea posible en ¢ = 4.

(b) Repita la parte (a) para x(f) y xs(f) haciendo ya(r) = xa(t) = ha(f) ¥ ya(t) =
x3(t) # ha(f) cada una tan grande como sea posible en ¢ = 4.

(¢} ;Cuil es el valor de

yi(t) = x(6) = hj(t)a i#]
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170 Sisternas lineales invariantes en el tiempo  Capitulo 2

El sistema con respuesta al impulso #;(7) se conoce como filtro de acoply-
miento para la sefial x,(f) ya que la respuesta al impulso se sintoniza con x;(z)
para producir Ia sefial de salida mdxima. En el siguiente problema, rela-
cionamos el concepto de filtro de acoplamiento con el de la funcién de corre.
lacién para sefiales continuas.

2.67. La funcion de correlacién cruzada entre dos sefiales reales continuas x(7) v y(¢) es

“+ o

Bo(l) = f 3(e + (o (P2.67-1)

La funcion de autocorrelacién de una seial x() se obtiene al establecer y(#) = x(?)
en la ecuacién (P2.67-1):

¢, (1) = j_:x(t + Nx(7dr.

(a) Calcule Ia funcién de autocorrelacion para las dos sefiales x)(f) ¥ x2(f) repre-
sentadas en la figura P2.67(a).

*1{t) Xo(t)

Xt} x4(t)

()] Figura P2.67

(b) Sea x(r) una sefial dada, y suponga que es, ademds, de duracién finita, es decir,
que x(¢) = O parat < 0y r > 7. Encuentre la respuesta al impulso de un sistema
LTI de manera que ¢.(f — 7)) es la salida si x(¢) es la entrada.
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Sea x(7) como en la parte (b), y sea que y(¢) denote la respuesta a x(7) de
un sistema LTI con respuesta real al impulso 4(r). Suponga que /(z) = 0 para ¢
< Oy parat> T. Demuestre que la seleccion de 4(f) que maximiza y(7), suje-
ta ésta a la limitaion de que

T
j W*(H)dt = M, un niimero positivo fijo, (P2.67-2)
0

es un multiplo escalar de la respuesta al impulso determinada en la parte (b).
[Sugerencia: La desigualdad de Schwartz establece que

fb au(t)v(t‘)dt = { L buz(r)dtrT J; 1_:12(1,‘)51%]”2

para cualesquiera dos sefiales u(f) y v(¢). Utilicela para obtener un limite sobre

w(7)] '

(d) La restriccién establecida por la ecuacién (P2.67-2) proporciona simplemente
un escalamiento a la respuesta al impulso, ya que al incrementarse M sélo cam-
bia el escalar multiplicador mencionado en la parte (c). Entonces, vemos que la
seleccion particular de h(f) en las partes (b) y (c) se iguala a la sefial x(¢) para
producir la salida maxima. Esta es una propiedad en extremo importante en
diversas aplicaciones, como indicaremos a continuacién.

En problemas de comunicacién, de un pequeiio nimero de posibles piezas
de informacidn con frecuencia se desea transmitir s6lo una. Por ejemplo, si un
mensaje complejo se codifica en una secuencia de digitos binarios, podemos
imaginar un sistema que transmite la informacién bit por bit. Entonces, cada bit
se puede transmitir mediante el envio de una sefial, digamos xo(f), si el bit es un
0, o una sefial diferente x,() si es un 1 lo que debe comunicarse. En este caso,
el sistema receptor de dichas sefiales debe ser capaz de reconocer si se ha
recibido xo(f) o x1(#). De manera intuitiva, lo que tiene sentido es tener dos sis-
temas en el receptor, uno sintonizado en xo(f) y el otro en xi(¢), donde “sin-
tonizar™ significa que el sistema proporciona una gran salida después de que se
recibié la sefial para la que estd sintonizado. La propiedad de producir una sa-
lida grande cuando se recibe una sefial particular es precisamente la que posee
el filtro de acoplamiento.

En la prictica, siempre hay distorsién e interferencia en los procesos de
transmisién y recepcién. En consecuencia, queremos maximizar la diferencia
entre la respuesta de un filtro de acoplamiento a la entrada para la cual estd sin-
tonizado, y 1a respuesta del filtro a una de las otras sefiales que puede ser trans-
mitida. Para ilustrar este punto, considere las dos sefiales xo(f) y x1(f) represen-
tadas en la figura P2.67(b). Demos por sentado que Ly denota el filtro de
acoplamiento para xo(f) y L1 denota el filtro de acoplamiento para x;(¢).

(i) Dibuje las respuestas de Lo 2 xo(f) y x1(7). Haga lo mismo para L.

(i) Compare los valores de estas respuestas en ¢ = 4. ;Cuénto se puede mo-
dificar xo{£) de manera tal que el receptor pueda distinguir mas ficilmente
entre xo(2) y x1(¢) en que la respuesta de Lo a x1(t) y la de L; a xo(f) sean
ceroent = 47

e I * IR g PHSFARPRIRY St d
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172 Sistemnas lineales invariantes en el tiempo  Capitulg y -

pulso serd reflejado por dicho objetivo y regresard al transmisor con un retraso pro.
porcional a la distancia a la que se encuentra el objetivo. En forma ideal, la sejig
- recibida serd una versién desplazada y posiblemente escalada de la sefial origing) .
transmitida.
Sea p(t) el pulso original que se envia. Demuestre que

b0} = Miix g, (0).

Esto es, ¢pp(0) es el valor mds grande que toma ¢p,(2). Utilice esta ecuacién para
deducir que, si ia forma de onda que regresa al {ransmisor es

x(6) = ap(t — 1),

donde o es una constante positiva, entonces

d)xp(rﬂ) = méx (}I)xp(t)'

(Sugerencia: Use la desigualdad de Schwartz.)

De este modo, la forma en la cual operan los sistemas sencillos de rastreo por raday
se basa en el uso de un filtro de acoplamiento para la forma de onda transmitida
p(f} y en la anotacién del tiempo en el cual la salida de este sistema alcanza su m4-
ximo valor.

2.69. En la seccidn 2.5 caracterizamos el doblete unitario mediante la ecuacién

=+o

(D) =u (1) = j x(t — Dy (ndr = x'() {(P2.69-1)

_—

para cualquier sefial x(f). A partir de esta ecuacién, dedujimos la relacién

+oo

f g(Du(nNdr= — g’(0). (P2.69-2)

(a) Demuestre que la ecuacién (P2.69-2) es una caracterizacién equivalente de
u1(7) probando que la ecuacidén (P2.69-2) implica la ecuacion (2.69-1). [Sugeren-
cia: Fije ¢ y defina la sefial g(7) = x(r — 7).]

Asi, hemos visto que caracterizar el impuiso unitario o el doblete unitario
mediante el comportamiento bajo la convolucién es equivalente a caracterizar
la forma en que se comporta bajo la integracién cuando se multiplica por una
sefial arbitraria g(¢). De hecho, como se indic6 en la seccidn 2.3, la equivalencia
de estas definiciones operacionales se cumple para todas las sefiales y, en par-
ticular, para todas las funciones singulares.

(b) Sea f(¢) una sefial dada. Demuestre que

f@yun(5) = f0huy(2) — £1(0)3(8)

mostrando que ambas funciones tienen las mismas definiciones operacionales.
(e) (Cudl es el valor de

L]

J_ ;x('r)uz( Nd+?
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2.70. En analogia con las funciones singulares continuas, podemos definir un conjunto de
sefiales discretas. Especificamente, sea-

u—l[n‘] = u[nls
Uo[n] = 8[n],

w[n] = 8[n] — 8[n — 1],

y definase

wln] = wi[n] = wy[n] % - - - wwyn], k>0
N k veces ”
¥
unl=wu_y[n]=u_(n]+ - =u_ijn], k<0
) %] veces ~

Observe que

x[n] = 8[n] = x[n],

x[n] = u[n} = Z x[m],

m=—w

x[n] = wy[n] = x[r] — x[n — 1],

(a) ;A qué corresponde

i x[mifu, [m]?

(b} Demuestre que

xfnlu[n] = x[0k;[n] — [x[1] — x[0]]8[~ — 1]

= x[uy[n] ~ [x[1] — x[0]}8[~].
(¢) Grafique las sefiales uz[n] vy ua[#].
(d) Grafique u 2[n]y u-3[n).
(e) Demuestre que, en general, para k > 0,
— 1yk!
w ] = ﬁ[u[n] —ufn— k- 1]]. (P2.70-1)

(Sugerencia: Utilice la induccién. De la parte {c), resulta evidente que ug|n] sa-
tisface la ecuacién (P2.70-1) para k = 2 y 3. Entonces, suponiendo que la
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174 Sistemas lineales invariantes en el tiempo  Capitulg 2

() Demuestre que, en general, para k > 0,

u_,n] = @n'—:}c'ki%’)—' uln]. (P2.70-2)

(Sugerencia: De nueva cuenta, utilice la induccién. Observe que

U_grpln] = U gipln — 1] = u_,[n]. (P2.70-3)

Entonces, considerando que la ecuacién (P2.70-2) es vilida para u—_gn], use la
ecuacién (P2.70-3) para demostrar que la ecuacion (P2.70-2) también es vilida
para u-g+f#n].)

2.71. En este capitulo hemos usado varias propiedades e ideas que facilitan ampliamente
el andlisis de sistemas LTI. Entre éstas, hay dos que deseamos analizar con mas
detalle. Como veremos més adelante, en ciertos casos muy especiales se debe tener
cuidado al usar dichas propiedades, pues de otro modo se pueden cumplir sin vali-
dacién.

(a) Una de las propiedades bdsicas y mds importantes de la convolucién (tanto
continua como discreta) es la de asociatividad. Esto es, si x(r), k() y g(¢) son tres
sefiales, entonces

x(8) = [8(1) = h(B)] = [x(@) * gO] « (D) = [x() = h(D)] = (). (P2T1-1)

Esta relacién se cumple en tanto las tres expresiones estén bien definidas y sean

_ finitas. Puesto que, en general ése es el caso en la préctica, usaremos la

} : - propiedad de asociatividad sin comentarios ni consideraciones. Sin embargo,
: hay algunos casos en los que ro se cumple. Por ejemplo, considere el sistema

ilustrado en la figura P2.71, con A(f) = ui(r) y g(t) = u(). Calcule la respuesta
de esice sistema a la entrada

x(f) = 1 para toda r.

x{t) &1 h)

v
o
=

> y{t)

() ——~ ait

L4

hit) >yt

Figura P2.71

Realice esto en las tres diferentes formas indicadas por a ecuacién (P2.71-1) ¥
a partir de la figura:

(i) Convolucionando primero las dos respuestas al impulso y convolucionan-
do después el resultado con-x(z).

(ii) Convolucionando prunero x(#} con m(f) y convolucionando posterior-

i 1 h AP |
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(b) Repita la parte (a) para

x(fy=e"t

h(t) = e u(y),
g(1) = u, (@) + 8(s).

)nu[n],
1

gln} = §[n] — 55[}1 - 1j.

(¢) Haga lo mismo para

hin

x{n]z(
-

ISR S

Asi pues, por lo general la propiedad de asociatividad de la convolucién
se cumple si y solo si las tres expresiones en la ecuacién (P2.71-1) tienen senti-
do (es decir, si y s6lo si su interpretacién en términos de los sistemas LTI son
significativas). Por ejemplo, en la parte (a), diferenciar una constante e inte-
grarla después tiene sentido, pero el proceso de integrar una constante desde
t = —xy entonces diferenciarla no lo tiene, y es s6lo en tales casos que la aso-
ciatividad no se cumple.

Muy relacionado con el andlisis anterior estd un tema que involucra los
sistemas inversos. Considere el sistema LTI con respuesta al impulso a(ty =
u(t). Como vimos en 1a parte (a), hay entradas (especificamente x(f) = una cons-
tante diferente de cero) para las cuales la salida de este sistema es infinita Y,
por tanto, no tiene importancia considerar el planteamiento de invertir esos sis-
temas para recuperar la entrada. Sin embargo, si nos limitamos a entradas que
conduzcan a salidas finitas, esto es, entradas que satisfagan

< oo, (P2.71-2)

fimx(r)dq—

entonces el sistema es invertible, y el sistema L'T1 con respuesta al impulso u1(f)
tiene su inverso.

(d) Demuestre que el sistema LTI con respuesta al impulso (¢} no es invertible.
(Sugerencia: Encuentre dos entradas diferentes que produzcan salida cero para
todo tiempo.) Sin embargo, demuestre que el sistema es invertible si nos limi-
tamos a entradas que satisfagan la ecuacién (P2.71-2). [Sugerencia: En el pro-
blema 1.44, demostramos que un sistema LTI es invertible si ninguna entrada
excepto x(7) = 0 produce una salida que es cero para todo tiempo; ;existen dos
entradas x(f) que satisfagan la ecuacién (P2.71-2) y que conduzcan de manera
idéntica a respuestas cero cuando se convolucionan con 11(£)7]

Lo que hemos ilustrado en este problema es lo siguiente:
(1Y S vl Ll st ol oo teme cafolan 3o ol 2ol e AN PR WA AN pa
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176 Sistemas lineales invariantes en el tiempo Capiiulo 2

(2) Sea A(f) la respuesta al impulso de un sistema LTI, y suponga que Ia
respuesta al impulso g(f) de un segundo sistema tiene la propiedad

h(t) = g(d) = 8(2). (P2.71-3)

Entonces, a partir de (1), para rodas las entradas x(¢) para las cuales x(f) »
h{(5) v x(1) = g(¢) estdn bien definidas y son finitas, los dos sistemas en cas-
cada ilustrados en la figura P2.71 actiian como ¢l sistema identidad, y por
tanto, los dos sistema LTI pueden considerarse como inversos uno del otrg.
Por ejemplo, si (1) = u(t) y g(t) = wi(f), entonces, en tanto nos limitemos a
entradas que satisfagan la ecuacién (P2.71-2), podremos considerar estos
dos sistemas como inversos,

Por tanto, vemos que la propiedad de asociatividad de la ecuacién (P2.71-1) y la
definicién de sistemas LTI inversos como fue proporcionada por la ecuacién
(P2.71-3) son vilidas, en tanto que las convoluciones involucradas sean finitas.
Puesto que éste es el caso en cualquier problema real, usaremos en general estas
propiedades sin comentario o validacién. Observe que, aunque hemos descrito gran
parte de este andlisis en términos de sefiales y sistemas continuos, los mismos pun-
tos se aplican en ¢l caso discreto [lo cual debe resultar evidente de la parte {c)].

2.72. Sea que 8(f) denota el pulso rectangular de aliura z para 0 < £ = A. Verifique que

d 1.

—B8A() = —[8(r) — 8(t — A)].
~BA@) =L [80) ~ 8~ &)
2.73, Demuestre por induccién que

k—1

4
u_, (1= mu(t) parak =1,2,3, ...
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