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Principio de Relatividad en Galileo

SV =Ve—U V=V, V=V,

©a,=ax; ay=ay; a,=a;
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Ejemplo

Un nadador es capaz de nadar a velocidad c. Calcular el tiempo que tardaria en
nadar una distancia L a favor de la corriente, de velocidad u, y volver al punto
de partida. Comparar con el tiempo que tardaria en hacer este camino de ida y
vuelta en sentido perpendicular a la corriente.

e Contra: vi=—c=>w=vi+u=u—c=|w|=c—u

eFavor: vi=c=w=v,+u=c+u
_ L L ole 2 1
Ot”76+u+67U7C27U27 c 1-u2/c?

/ / !
e0=w=vtu=vi=—u vy=y,

ec=|=v =V viZ=+c2— 2
ot — 2L ~_2 1
\/Cz—u2 ¢ \/1—u2/c2
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Perplejidad ante constancia de la velocidad de la luz

@ Primeras medidas de la velocidad de la luz debidas astrénomo danés O.
Roemer en 1675 al observar retraso en las ocultaciones de las lunas de
Jupiter de 16 min cuando la Tierra se encuentra en T1y T2 que atribuyd
al mayor tiempo que tarda la luz en llegar a esta dltima posicién i.e. Lo/c
siendo Lo el didmetro de la érbita terrestre

o 1 — vy con 1o = 107'® s, tiempo de vuelo mide velocidad de los fotones
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Perplejidad ante constancia de la velocidad de la luz

@ Finales s. XIX Maxwell unifica electricidad y magnetismo = ondas e.m. se
propagan con velocidad ¢

2= 182E = = . w

A\ E—§W=0:>E=Eosm(kz—wt) ) C:? (1)
23 1823‘7 5 B . A _w

VB 2o = 0= B = Bysin(kz —wt) ; c= P (2)

@ Nuestra intuicién nos dice velocidad propagacién de onda depende del
medio, ej. sonido

@ Hipdtesis: 'Eter’ medio a través del cual se propagan ondas e.m.

@ Propiedades 'eter’ conspicuas : muy denso porque c es grande, al mismo
tiempo ligero para minimizar fricciones en movimiento planetario

@ Puede medirse la velocidad del sistema solar en este medio?
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Pre Michelson-Morley
@ Periodo de Jupiter 12 veces mayor que el de la Tierra. Maxwell propone
medir retraso eclipse lunas Jupiter en Ay B.

2~ 21+ B)

° ta= c—u

~2(1-8)
2L g

c
Como Lo/c ~ 16 miny B ~ 107* resulta At ~ 0.1 s demasiado para la época

Lo

°tg= ctu

o At=ts—tg =2

Jupiter
CON una |.|I1IX
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El experimento de Michelson-Morley

o =it =15 ?fzz\;%;Siﬂ<<1:>
o Ato=t —tr=22(1+ %) — 22(1+0.58%) ; Aty =

(14 0.58%) — 22(1+ p7)
o Aty — Aty = (th#uz ==>0= C(Ato — Atgo)/A = ii/i
oLl=L=L=12mB~10%)/L=510""7 ==> § = 0.04|6, = 0.005
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Postulados de Einstein (19

@ Leyes de la Fisica son las mismas en todos los sistemas inerciales

@ La velocidad de la luz es la misma en todos los sistemas inerciales : c

Einstein introduce concepto pragmatico de la idea de tiempo asociada a la idea

de simultaneidad. Consideremos definicién velocidad mévil : v = ;Z:;i

@ ta : lectura reloj en A simultdnea con llegada moévil a A
@ tg : lectura reloj en B simultanea con llegada mévil a B

@ Pero que entendemos por mismo tiempo en lugares distintos cuando
velocidad maxima propagacion es ¢

Si rayo luz parte a t = 0 de A, es reflejado en espejo en B y vuelve a A a
tiempo ta = to el reloj en B deberd marcar tg = 0.5t cuando rayo llega a
B : sincronizacién de relojes = simultaneidad no es absoluta.
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Relatividad de la simultaneidad

@ Tres observadores (A,B,C) equidistantes y en reposo en S. At =0, B
emite haz luminoso en ambos sentidos de OX: x = xg + ct y x = xg — ct.
o Estas sefiales seran recibidas por A y C en tiempos (tc = ta) que resultan
de hacer la interseccién:
° XC:XB—‘rCtC:}tC:@
° XA:XB—CtAﬁtA:@
@ Tres observadores en plataforma
S, repiten experimento: recepcién simultanea de las sefiales en S’
@ Sin embargo : recepcion no es simultanea en S, de hecho ta < tc :
° Xc+vtC:XB+CtC:>tC:%
@ XA+ Vta = Xg — Ctp = tag = %

que se mueve con velocidad v respecto a

a ot cf
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Transformaciones de Lorentz

S’ se mueve con velocidad u respecto a S seglin eje comin OX = OX’.
Origenes coinciden a t = t' = 0. El eje t', linea universo O’, es en S: x = ut.
o x = ax' + bt’
o x' = ax — bt
Origen de S visto en S’ se obtiene haciendo x =0 = x' = —gt
Origen de S’ visto en S se obtiene haciendo x’ =0 = x = gt
Luego u = b/a. Pero ecuacién rayo de luz tantoen S 0 S’ es x = ct,x’ = ct’.

/

ct = act’ + bt' = (ac + b)t'; ct’ = act — bt = (ac — b)t 3
Att' = (8-t — P = (b)) = a (=) v a=~ = \/1%752
(4)
Nétese v >1yy=1+05-8% ;si 8<<1 LN.R.
A x ; |

=]
y=hriag
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Transformaciones de Lorentz: continuacién

Hemos obtenido que:

o x =ax' + bt' = a(x’ + ut’) = y(x' + ut’)

o x' = ax — bt = a(x — ut) = y(x — ut)
Leyes de transformacién lineales aseguran que movimiento lineal uniforme en S
< loesenS'. Pero

0l1—-~*=1-

1,152 52 = /82 2
Luego
o x = x' +yut’ = yyx — yyut + yut’
o yut' = (1 — ¥*)x +72ut = —B%y*x + y2ut
o t'=qt— ix=q(t - 5x) =1t~ 20)
Andlogamente
o t=~(t' + 2x)
Nétese que

s=\1-% 5)

En el limite relativista i.e. v — co =

1
frl=s3 (6)
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Transformaciones de Lorentz: resumen

Sean dos sistemas inerciales S y S’, S’ se mueve respecto a S con velocidad u a
lo largo de OX = OX":

o x' =[x — ut]

oy =y, 7z ==z

o t' =t — (B/c)x] & ' = [t — (B/u)x] & ¢ =]t — (u/c?)x]
A la inversa :

o x =[x + ut']

o t =t + (B/c)X] & t =t + (B/u)x] & t =4[t + (u/A)¥]
Observaciones:

@ Coordenadas normales a la direccién movimiento relativo son invariantes

0Sif<<l=vy=1+ 0.53% — 1+ O(B?) y Lorentz se reduce a Galileo
i.e.

o x' =x—ut
o t/ =

@ Notacién matricial: transformaciones Lorentz estructura ~ rotaciones

1 [~ i8] [ x
)= 1hs [
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Invariantes Lorentz

Si un suceso en S viene dado por las coordenadas (ct,x,y,z) y en S’ por
(ct',xy',2") resulta

=X + ut'] = X =P+ PP+ 2ux't] (7)
=t 4+ u/?X ] = P =[Pt + /X 4 2ux't] (8)

Restando resulta
X — P = P2 — 2?4 P — B2XY 9)

es decir

P22 = ’72[(1—52) (- /2] 2(1—62)[x'2—c2t'2] ~ [x 2_ 2 /2]
(10)

Es decir si O emite rayo luminoso al cabo de t segundos onda luminosa habrd

alcanzado esfera r? = c?t?>. En S’ lo mismo : r’?> = c2t’?. Anédlogamente puede

demostrarse que la ecuacién de una onda electromagnética

VZE- - =0 (11)

es invariante Lorentz y no Galileo.
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Transformaciones Lorentz : ejemplos

Dos sistemas inerciales S y S’ estan en movimiento relativo con velocidad

B =0.5 a lo largo de OX=0X'. Representar en S’ los sucesos (x1, ct1) = (1,1)
y (x2, ct2) = (0,2). Representar en S los sucesos (x3, ct3) = (1,1) y

(x4, cta) = (2,0).

_ 1 _ 2 _
o x{ =7(x1 —ut1) =v(xa — Ycty) = 1.15(1 — ) = 0.58
o ct] = y(cti — ¥x) = 1.15(1 — 1) = 0.58!

o x3=1.15(0—0.5 x 2) = —1.15
o cthy=1.15(2—-0.5x0) =23

o cty =y(ct3 + 4x3) = 1.15(1 4 0.5) = 1.73!

o x = 1.15(2) = 2.30
o cty = 1.15(0.5 x 2) = 1.15
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Diagramas de Minkowski (1908)

@ Suceso viene representado por coordenadas espacio-temporales.
@ Hipérbola de calibracién

X - =x? -t =1 (12)

muestra que longitud unidad en S no es la misma que en S'.
@ Separacion espacio temporal : As® = (ct)? — x* = (ct’)? — x

Figura 2.7: Calibrado de los ejes del observador .
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Causalidad : pasado y futuro

Separacién espacio temporal entre dos sucesos: As® = (ct)? — x* = (ct')? — x?
puede ser

o As? =0 = sucesos conectados por haz luminoso
e As®> > 0= 35S ambos ocurren mismo lugar = intervalo temporal
o As? < 0 = intervalo espacial

Presente

Figura 2.9: Regidn de sucesos conectados causalmente con el origen.
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Consecuencias: dilataciéon temporal

Reloj en reposo en x = xp en sistema S

Sean dos sucesos registrados en S @ (xo,t1) ; (X0, 0) = At=To=t — 1t
o Para un observalor ligado a S’ estos dos sucesos ocurren a tiempos

o tj =7(t1 — %)

o th =~(tr — C—”Zxo)

Luego : At' =t —t; =v( — t1) = vAt = 7' =70

La diferencia de tiempos entre dos sucesos es minima en el sistema
en el que el reloj esta en reposo: tiempo propio. En ese sistema
ambos sucesos ocurren en el mismo sitio.
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Consecuencias: dilatacién tiempos

@ Sincronizacién relojes de acuerdo con figura adjunta: Aty = 2Lg/c

@ En sistema reloj esta en reposo, su tic tac viene dado por Aty
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Consecuencias: dilatacién tiempos

@ Supongamos reloj comienza moverse respecto a O con velocidad u segin

OX
2 u.
@ Tiempos medidos por O: At =2L/c = ;W =

24/ (cAtg/2)2+(ult/2)?
c

= (cAt)? = (cAty)? + (uAt)?
o At=—2% _ — Aty = At > Aty

V1-u?/c?

A B ¢
L /// \\\\ L ﬁ
Ly v LN >

0 o 0
I u At }
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Ejemplo dilatacién temporal

Los muones tienen una vida media propia, i.e. medida en el sistema en que ellos
estdn en reposo, de 2.2 us. Se producen como consecuencia de la interaccién
de los rayos cédsmicos con las capas superiores de la atmdsfera. La altura de
esta es Lg = 100 km para un observador terrestre. Cual sera la velocidad
minima que han de tener los muones para llegar a la superficie de la tierra?

Solucién: Si el muén se mueve con velocidad préxima a la de la luz, para un
observador ligado a la tierra el tiempo necesario para atravesar 100 km sera:

Ly 100 km
At =2 = 3905 s ~ 333418 (13)

Luego teniendo en cuenta la relacién entre intervalos temporales medidos en la
tierra y en el sistema del muédn:

333 ps =y x 2.2 us = v =151 >> 1 i.e. altamente relativista =  (14)

1
B=yJ1— = ~le——=1- 25605 = 0999978 (15)

Si no fuera por la dllataC|on temporal nunca observariamos muones en la
superficie terrestre.
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Consecuencias: contraccién espacial
@ S€a Darra ongltu 0 €N reposo en sistema S.

@ Denotemos por x; y x2 las posiciones de sus extremos izdo. y dcho.
@ En un instante dado t’ en S’ los extremos de la barra estardn en
(x,t') ; (x5,t") de modo que su longitud en S’ serd L' = x; — xq,
Pero en S las coordenadas espaciales de estos sucesos vienen dadas por:
o x1 = y(x{ + ut’)
o xo =y(x§ + ut’)

@ Luego xo —x1 = y(x3 — x7) = Lo = L’
o La longitud de un objeto es maxima en el sistema en que se
encuentra en reposo.
T-axis T-axis "_:':i;_‘lj
+
1=y
X'-axis

TIME
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Consecuencias: contraccién espacial

o cAt = L+ ulAt; = Aty = £

c—u
o CAtzZL—UAt2:>At2:?Lu
° At= Atl + At2 = ciu + ciu = % 1—-u?/c?

o At =vAty =2 \/ljuz/cz =S e = L=Ly/1-w/=L/y

j h uAry |
i LA
: 0, D\‘ :
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Ejemplo contraccién espacial

Volvamos al ejemplo del mudn. Para un observador ligado a él, cual serd el
espesor de la atmdsfera terrestre.

Para un observador que viaja con el muén, la tierra se le acerca con una
velocidad 3 y por tanto para él, el espesor de la atmdsfera sera:

L= Loy/1—?=100km-+/1—0.9999782 = 0.66 km = 660 m (16)

El tiempo que necesitaria el mudn para atravesar este espesor atmosférico serd

660 m 6
Atg= —————— =22x 10 s~ 17
7 3x 108m/s 0 a7
que es comparable a su vida propia, luego los muones atmosféricos pueden
alcanzar la superficie terrestre.
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Ejemplo contraccién espacial

Una varilla de longitud propia Lo se mueve con velocidad 8 = 3/4 respecto a
un observador O en una direccién que forma 37° con la varilla. Que longitud
tendrd la varilla para O?

Sol. B=3/4=>~=4/V7
o L} =Locos37° ; L, = Losin37°
o L, =+/TLocos37°/4 ; L, =L}, = Losin37°
o L= BT I3)= L, V7o
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Ejemplo contraccién espacial o dilatacién temporal, depende

Un astronauta a 500 km de la tierra presiente que su vida durard no mas de
2 ms por haberse irradiado inadvertidamente. Que velocidad deberia tener su
nave espacial a fin de aterrizar y recibir atencién médica?
Sol.
@ Punto de vista de un observador terrestre : vida del astronauta se alarga
o T=7970=(2x1073s)y=> u= g = ’YE)'O =1-p82. 2i()1%k"’35 =
2.5 x 10°%km/s\/1— 2 = B-3 x 10°km/s
0 6.25(1—-3%)=93°= =06
@ Punto de vista del astronauta : distancia a la tierra se acorta
o D= % =2 x 1038c = 250.000(1 — £2) = 360.000432
0 25=6182= 8=5/v/61=10.6
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Ley de adicién de velocidades

Sean dos sistemas, Sy S', el segundo se mueve con velocidad u respecto al
primero a lo largo de OX.

o x =7 [x' +ut'] = dx = y[dx + udt'] = y[vg + u] - dt’
oy=y =dy=dy
o t=n-[t' +(u/S)X]=dt =7l +u-vi/c’] - dt’

Dividiendo las dos primeras ecuaciones por la tercera resulta

’
Wt
@ V= 1+uv] /c?
’
v,
] = ———F7
Vy ~y(1+uv]/c?)

Y a la inversa

Ve—u
1—uvy/c?

° v, =
° Vi = S
Resumiendo
_ Bs +Bsis
1+ BsBsis

1 fs—1- Bs +Pss _ (L= Bs )1 =Bss) _

1+ Bs/Bsis 1+ Bs/Bsis
(18)

Bs
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Ley de adicién de velocidades: ejemplos

Un nucleo radioactivo se mueve con velocidad 0.5¢ en el Taboratorio y emite un
electrén en su misma direccién de vuelo con velocidad relativa 0.9c.
Determinar la velocidad del electrén en el laboratorio.

Sol.

_ Ue/ntUnsL 05409
© Ue/L = Tou, yuyy. — 1405%x0.9 — 0.966

S’ se mueve respecto a S con 8= 0.6 a lo largo de OX = OX’. En t; =107 "s
una particula situada en x;{ = 10 m comienza a moverse con velocidad
constante —c/3. En tj =3 x 107" se frena siibitamente . Determinaren S la
velocidad de la particula y la distancia recorrida.

Sol.
@ Ysrs = ﬁ =1.25

8= BBy _ 06—-3 _ 1

T 14AB T 1-%° 3

@ EnS' AX =vAt' =—-5-2x107" = -20m=x; =10 m

x1 = ss'(x] + ut]) = 1.25(10 4+ 0.6 x 3 x 10°m/s x 10~ "s) = 1.25 x 28
X2 = vss: (364 uty) = 1.25(—10+0.6 x 3x 10°m/s x3x 107 "s) = 1.25x 44

e Ax=x—x1 =20menS.

-

®
ool
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Recordatorio: efecto Doppler cldsico o acdstico

@ Fuente emisora aclistica en movimiento relativo receptor R
o velocidad de la fuente F: g
o velocidad onda sonora P: w
o velocidad del receptor R: up
Fuente emite pulso P, en t = 0 y un segundo pulso P, en t = T.
La frecuencia de la sefial serd :v = 1/7 y su longitud de onda A = £.
En 7 el pulso se ha movido wr y la fuente ui7.
La longitud de onda efectiva para R serd : A’ = (w — )7 = 224,
R se ha movido wu; - 7 y velocidad relativa de pulsos respecto a R: w — w».
/ N w— 1—w/w

— - = =p—== 19
T w—t v(w-— ) v Vl—ul/w (19)

Casos particulares:

v
U1:O7U2:u:>y/:y(]_—ﬁ);u1:—u7ug:O:>V/:7 (20)
1+
Observacién : Pasar de un caso a otro no se traduce en simplemente cambiar el
signo de B como deberia. Ademas el efecto es lineal.
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Efecto Doppler relativista

@ Fuente emisora luminosa O en origen sistema inercial S
@ Observador ligado a S’ se mueve respecto a O con velocidad u
@ A t = 0 comienzan pulsos frecuencia v en S cuando observador en x = xp

CcT
X1 = cth = xo + uty ; X2=C(t2—T)=X0+ut2 o bh—th =
c—

(21)

xo —x1=u(t — t1) = CuiTu (22)

o =alat- Gax = o[ T - ST = 215 = r(14.6) (23)

u c2c—u c—u

fuente
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Resumen: Efecto Doppler relativista

1 X
by

Efecto es simétrico en 8y en el L.N.R. tiene un término cuadratico :

r_ 1+8 ~ 12
N = A ~ AL+ 6+ 367)

Ejemplo: La linea correspondiente al Ca en el espectro de la estrella
a-Centauro posee una longitud de onda de A’ = 3968,20A. La misma linea en
el espectro solar se encuentra a A = 3968,49A. Determinar la velocidad con
que se aleja la a-Centauro del sistema solar.

Sol:
o r=1.00014 = 8 = 0.00014/2 = 7-10~5 = u = 21km/s.
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Efecto Doppler relativista: un par de ejemplos mas

El quasar 3C — 9 cuando emitié luz que acaba de llegar a la tierra se alejaba de
nosotros con velocidad 0.8c. Una de las lineas de su espectro se observa a una
longitud de onda de 12004 con una fuente estacionaria. A que longitud de
onda debe aparecer en el espectro observado del quasar. Si la vida propia del
quasar es 10° afios, durante que intervalo de tiempo se recibira radiacién de él.
Sol.

o N = /15 A= \/1F%5 - 1200 A = 3600 A

10%afios ~ 2 x 10%afios

@ T =970 = \/1A0—0.64

Un astronauta se aleja de la tierra con una aceleracién de 10 m/s?. Determinar
el tiempo que ha de pasar para que el resplandor del distrito rojo de
Amsterdam se le haga invisible. Tomemos Ao = 6000 A.
Sol.: Supongamos que A\’ = 7000 A es ya invisible. Entonces
r=XN/Aojo=7/6=r>=1.35

e 3= ool 03 (15

r2+1 2.35

o nx 24 x 3.600s x 10m/s?> = 0.15 x 3 x 108m/s = n = 50dias
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Espectro visible

| | ]
500 600 700
wavelength (in nanometers)
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Confirmacién experimental efecto Doppler relativista

o lves y Stilwell, 1938, miden longitud onda emisién dtomos de hidrogeno en
reposo y en movimiento, ver figura adjunta

o McArthur et al., 1986: Absorcién de luz laser ultravioleta por dtomos
hidrégeno en reposo y con energia cinética de 800 MeV, 5 = 0.84,
confirman efecto Doppler relativista con precisién 3 x 10~*

100V 5
bl
4
\on\ .
1 /§» / To spectrograph g
@ 3
Hot ! \ = L
filament T ) °
Hydrogen Acceleration % 4
arc region region <
() <
o o 1
‘ ‘ ‘ 0
et [ P— 0 1 2 3 4 5
Al Ady A -Ady DAy+ALy

u/c (units of 1073)

(b) (©)
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La paradoja de los gemelos

Gaspar queda en tierra mientras su hermana gemela Amelia parte con velocidad
[ = 0.6 hacia un planeta que para Gaspar se encuentra a 6 afios luz de la
Tierra. Gaspar estima que Amelia tardard 10 + 10 = 20 afios en volver.
o Para Amelia la distancia al planeta se verd contraida por un factor
v 1=,/1-p2=0.8,i. e. 4.8 afios luz i.e. 8 afios a una velocidad 0.6¢
o Amelia verd que tarda en hacer el viaje de ida y vuelta 16 afios
@ Gaspar habra envejecido 20 afios

, 209
Casper's __|
worldline
Amelia’s
worldline
15
% Light
5 signals
(3]
2 10-¢
[
€
=
5 ¥
— tan~1(0.6)
5 10
IR N T R N T T T |
0 T T

Distance (light-years)
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Resolucién paradoja de los gemelos mediante efecto Doppler

@ Amelia podria pensar que es Gaspar el que se aleja para luego volver y por
tanto seria ella la mas vieja. Paradoja?

@ No. Amelia tiene que cambiar de sistema de referencia para su viaje de
vuelta. La situacién no es simétrica.

@ Gaspar envia a Amelia una sefal luminosa cada dia que él cumple afios

o La frecuencia de esta sefial, vista por Amelia se verad desplazada Doppler

@ Durante su viaje de ida Amelia recibird noticias de Gaspar con una
frecuencia ,/% = %‘é = 0.5 senales por aio = 4 seiales

@ Durante su viaje de vuelta Amelia recibird noticias de Gaspar con una

frecuencia ,/% = ,/(1)%2 = 2.0 sefiales por afio = 16 seiiales

© Amelia recibird 20 sefiales y sabrd que Gaspar ha envejecido cuatro afios
mas que ella
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Resolucién paradoja de los gemelos mediante efecto Doppler

@ Supongamos ahora que es Amelia quien, con un reloj idéntico al de
Gaspar, quiere enviarle un mensaje anual a su hermano. Amelia enviard 8
mensajes en su viaje de ida y otros 8 en su viaje de vuelta.

@ Como en la discusién anterior, Gaspar recibird estos mensajes con una
frecuencia de 0.5/afio en la ida y 2/afio en la vuelta debido a su
desplazamiento Doppler.

@ Gaspar estimard que el viaje de ida de Amelia ha durado 16 afios terrestres
pues los ocho primeros mensajes de Amelia le llegardn a Gaspar con la
frecuencia de 0.5/afio i.e. un mensaje por cada dos aiios terrestres

@ Los ocho mensajes del viaje de vuelta de Amelia, Gaspar los recibird a
razén de 2/afio, luego Gaspar pensard que el viaje de vuelta duré solo
cuatro afos terrestres

@ Resumiendo, Gaspar comprueba que el viaje de ida y vuelta ha durado
20 afios terrestres

@ Pero Gaspar ha recibido 16 mensajes y concluye por tanto que su
hermana ha envejecido 16 afos

@ Prueba experimental : J.C. Hafele - R. Keating 1971
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Resolucién paradoja de los gemelos mediante efecto Doppler

o La figura adjunta ilustra en Minkowski los mensajes de Amelia a su

hermano.
20
154
Time
(years)
10—+
54 \
Casper’s Amelia’s worldline
worldline
—
0 5 10

Distance (light-years)

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica Ill, Relatividad especial



Equivalencia masa y energia

'Gedanken Experiment': pared izquierda caja en reposo aislada y de masa
M emite flash de luz portador de un momento E/c

La luz es absorbida por la pared derecha, luego para conservar momento la
caja deberia retroceder con v = —E/Mc

Como At = L/c = Ax = vAt = —EL/Mc?

Como caja esta aislada y no pensamos que retroceda postulamos que la
radiacién es portadora masa m tal que mL+ MAx =0

De aqui se deduce E = mc?
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Dinamica relativista

@ Fotones E = hvy E = c- p de acuerdo con multitud datos experimentales
e Equivalencia masa y energia : p+ D —3 He + v

e AM=098-10 kg = E=AM -c*=9.8-10""kg x 9-10"m?/s* =
8.8-1071 J =5.5 MeV

o Cantidades que transforman bajo Lorentz como (ct, /) = cuadrivector

o Cuadrivector energia-momento particula en reposo (moc?;0,0,0)

St

o Cuadrivector energia-momento particulas masa reposo mg y velocidad
2, —
(ymoc*; ymoV)
_ 1al E

° B= C‘pl Y Y = 5 = en unidades naturales : B = ‘2 y v = -

° Cuadrivector energla-momento para particulas masa en reposo nula:
(cpi P)

@ el cuadrimomento transforma como un cuadrivector bajo Lorentz y la
cantidad E? — 2|52 = m3c* es invariante.

o En unidades naturales, i.e. ¢ =1, [E] = GeV, [p] = GeV/c.[m] = GeV/c?
y se tiene E2 = |p|* + m3
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Dinamica relativista : continuacién

Si (E, p) es cuadrivector energia-impulso en S'y S’ se mueve con respecto a S
con u segiin OX = OX’

o E' =~[E — ups]

o pl =1[px — HE]

° py=py; p;=p:
A la inversa

° E=19[E"+ up]

o px =7[pi + ZE]
Ejemplo: Supongamos que una particula se mueve respecto a S con velocidad
u segin OX, determinar su cuadrivector energia-momento en S.

@ En S’, sistema en que la particula estd en reposo, su cuadrivector sera
p = (moc2; 0,0,0). Luego en S aplicando ecuaciones anteriores

E =4[E" + up!] = ymoc®

px = [Pl + (u/)E'] = ymou = cpx = yBmoc?

py=0; p,=0

b = E2 — (cp)? = 2m3c?(c® — u?) = y2mict(1 — ) = mic*
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Dinamica relativista : tests experimentale
1.8
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Dindmica relativista: ejemplo

Dos fotones de energias 200 MeV y 100 MeV se mueven segln los ejes OX y
QY respectivamente. Determinar: i) la energia total del sistema ii) la cantidad
de movimiento iii) su masa invariante iv) su velocidad en magnitud y direccién.

Solucién: Escribimos los cuadrivectores de ambos fotones y sumamos para
obtener el cuadrimomento total en unidades naturales:

p1 = (200; 200, 0, 0); p2 = (100; 0,100, 0) — p1 + p2 = (300; 200,100, 0) (24)

E =300 MeV
p = (200,100,0) = |p] = v/5-10°> MeV/c = 224 MeV/c
mg=(9—4—1)-10" MeV?/c* = mg = 200 MeV/ /c?
tan 6 = 100/200 = 0.5 = 0 = arc tan 0.5

o =18l =2 _ 745
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Dindmica relativista: ejemplos

Un electrén de masa en reposo me = 0.511 I\/IeV/c2 se mueve con velocidad
v = 0.8 c. Determinar en el laboratorio su energia total, cinética y |p]

Solucién: Utilizamos unidades naturales:

N=(1— B?)"Y2 = (1. — 0.64)" V2 = &

E = ym, = 951V — 0.852 MeV

Eiin = (0.852 — 0.511) MeV

|pl = BE = 0.8 x 0.852 = 0.680 MeV /c

O tambien: |p] = vVE2 — m? = 1/0.8522 — 0.5112 = 0.680 MeV /c

Un rayo-X de energia 0.3 MeV colisiona con un electrén en reposo. El fotén
sale rebotado hacia atrds. Determinar la velocidad y direccién del electrén

después del choque. Tomar m. = 0.5 MeV//c?.
Sol.: Utilizamos unidades naturales

@ Antes de la colisién :p, = (0.3;0,0,0.3) ; pe = (0.5;0,0,0)

@ Después de la colisién : p), = (E.;0,0,—E.) ; p. = (EL;0,0,v/E2Z —0.25)
o Conservacién energia : 0.8 = E!, + E{

@ Conservacién impulso en OZ :0.3 = —EIY +VEZ =025

e Sumando: 1.1 = E, + VE2 — m2 = E. =0.66 MeV

Entonces 7. = % =1.32 = (1 —BHV2 = B, =0.65
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Dinamica relativista: dispersion Compton ye~ — ve™
Compton scattering fiecol /

alactron

Targat o
Fctimn electron .7
photon at rest "'\4)

. B
1LXe

!

Seathered
ehoten

.’lf—a‘li =Al= L (1-cos@)

e

A

o Energia: Qo+ moc®> =E+ Q@ ; Impulso: mQo/c = nAQ/c+p

° (Q— Q) +moc® = E = (Q~ Q)+ mic* +2(Q ~ Qmoc’ = E?
o MmQ—AQ =cf= Q + Q% —2QQucosh = c?p? = (restando)

° —2QQo +2(Q — @)moc” + méc* +2QQocosd = m3c*

@ 2QQo(1 — cost) =2(Qo — Q)m0c2 = lzcosd _ 1 _ 1

mgc? Q Qo
e Q=hv= hc/)\f Qo= hC/)\,‘ = A —Ai= m’;C(l — COS@)
o -1 =243 x 107" m = longitud de onda Compton del electrén.

moc
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Ejercicio: célculo umbral energia creacién 7" en p+p —p+n+7"
Consideremos el problema en el sistema centro de masas (CM) en el que los
protones iniciales tienen impulsos iguales pero en sentidos opuestos segtin OZ.
El umbral ocurrira en la situacién en que los protones y el 7° en el estado final
se encuentran en reposo. Datos m, = 0.94GeV/c? ~ m,, m,+ = 0.14 GeV/c?

P1 = (’YCMmP; Oa 03 ’VCMﬂCMmp)
P2 = (Yyemm,; 0,0, —yemBemmy)
Suma cuadrimomentos estado final pfinal = (2mp 4+ m0; 0,0, 0)

Conservacién energia D 2mp 4+ mpo = 2yemmp = yem = 1+ 5 M =1.074

yem = 1.074 = = Bem = 0.37 = B&%m = 0.37 ; ﬁfa’g“ = —0.37

V1= B
En el laboratorio (LAB) uno de los protones se encuentra en reposo,
blanco, el otro, proyectil, tendra energia cinética no nula, Scm,ia8 = Bcm.-

Si BPeam = velocidad protén proyectil en el LAB:
beam _ BEM 4 Bem, Lag — 2B _ 2x037 _ g5
LAB 1+/Bbeam(BCM,LAB) 1+BZCM 140.372

1 1
= = =1.31 = Ej, = 0.31m, = 290 MeV
VLAB ey 3 kin = 0.31m, = 290 Me
target _ —Bcm+(Bem,1a8)

La velocidad del protén blanco serd : 3,5% T—BewBom.iag) =
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Ejemplo creacién 7t y 7% — u*t — et + /s
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Ejercicio: cdlculo umbral energia creacién penp+p —>p+p+p+p

Consideremos el problema de nuevo en el sistema centro de masas (CM). Como
en el caso anterior el umbral ocurrird en la situacién en que los tres p's 'y el p
en el estado final se encuentran en reposo. Dato m, = 0.94GeV//c?.

@ p1 = (Yemm,; 0,0, yemBemmp)
e p2 = (yemmp; 0,0, —yemBemmy)
Suma cuadrimomentos estado final pfinal = (4mp; 0,0, 0)
Conservacién energia S Amp = 2yemmp = Yem = 2
=20=—F+L_— = =0.865 = 22" = 0.865 ; B2 = —0.865
Ycm m /BCM /8 ﬂ

o En el laboratorio (LAB) gPsam = 12+BBCZM = 2x0.865 _ ) 9gg5
M

1+0.8652

= 1 = 1 = in — =
@ YiAB = \/l—ﬁEAB = \/1—0‘98852 =70= Ekm 60mp 5.64 GeV

o El Bevatrén en LBL fué construido con el requisito de descubrir el p .
Emilio Segre y Owen Chamberlain, 1955
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Cuando el sistema LABoratorio y el centro de masas CM coinciden

@ Denotemos por s la energia en el c.m. al cuadrado de una colisién

@ En el laboratorio : 5 = (Pbeam -+ Prarget)’ = 2Ebeam * Mearger €n L.R.
e SiCM=LAB: s= (pbeam + ptarget)2 = (2Ebeam; 0, 070)2 = 4E[§eam ya que
Pbeam — (Ebeam; 07 07 Pbeam) Y Ptarget = Ebeam;07 07 _pl‘J‘eam)

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica I, Relatividad especial



Conservacion energia-momento en e"e~ — qgy e" e~ — qgg

e T
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La importancia del boost de Lorentz

El 7 — 4+ con 70 = 10~ ° 5. Consideremos el caso en que los dos fotones
tuvieran la misma energia. Determinar el dngulo entre ellos como funcién de la
energia del 7°.

Supongamos que el 7° vuela en la direccién del eje OZ con velocidad 2.

o El cuadrimomento del ° sera: (ymy;0,0, Bym;)

@ El del primer fotén serd : (0.5ymx;0,0.5ymxsinf, 0.5ym, cosb)

o El del segundo fotén serd : (0.5ymx; 0, —0.5vmxsind,0.5ymx cos6)
@ Conservacién impulso OZ: Sym,; = ymycosf = cosf = [

e LNR. :8—-0=60—m7/2
y=(1-8) =2

LR y>>1=60~1/y—0
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La importancia del boost de Lorentz
@ Un modo de desintegracién del bosén de Higgs es H® — vv. Como
my ~ 1000m, 0, los Higgses producidos en el LHC no son muy energéticos
y el dngulo entre los dos fotones del Higgs es grande pero el fondo de
7% — v importante.

e Figura adjunta muestra un suceso candidato a H® — ~~, izda, asi como la
distribucién en la masa invariante de los dos fotones, dcha.

> e T T T T T —
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o e o Data20i1+2012 -
; E Sig+Bkg Fit (mH:126‘5 GeV) E|
T S0 «ssssenss Big (4th order polynomial) 3
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L
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100E- |
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Del sistema c.m. al laboratorio una vez mas (1)

Consideremos otra vez la desintegracién del 7° — 4+ de modo que en el c.m.
los fotones tienen la misma linea de vuelo que el 7° en el laboratorio. Tomemos

esta segtin OZ. Recordemos que si 8 es la velocidad del 7° en el laboratorio y
por tanto y = (1 — 2)71/2
Eiag = y[Ecm + BP@M ; PﬂAB = 7[P + BEcm] ; pias = pim (25)

@ Sistema c.m.
® pro= (mﬂo; 0’070)
e py; = (0.5m_0;0,0,40.5m o)
e py, = (0.5m_0;0,0,—0.5m o)
@ Sistema laboratorio : transformamos Lorentz
o E.o=vym_0;pr0=7Bmyo = pro=(ym,0;0,0,78m o)
o Ey =~[0.5m_ 0 + B-0.5m_0]; py; = ¥[+0.5m 0 + B-0.5m o] = py,

(1 + B)7F2(1;0,0,+1) = /155 752(1;0,0,+1)

o E,, = 'y[O 5m, o0 — B-0.5m_o]; py, =[—0.5m_0 + B -0.5m_ o] = py,

(1 - B)75%(1;0,0,-1) = /175 75(1;0,0,—1)

o El primer foton es mucho mas energético que el segundo en el laboratorio
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Del sistema c.m. al laboratorio una vez mas (2)

Consideremos una variacién al ejercicio anterior de modo que en el c.m. los
fotones sean emitidos en la direccién normal a la linea de vuelo del 7° en el
laboratorio. Tomemos esta seglin OZ. Recordemos que :

Evag = Y[Ecm + Bply] i Plas = Vply + BEcu] i Pias = Pem (26)

o Sistema c.m.
e p,o=(my;0,0,0)
o py; = (0.5m_0;+0.5m _0,0,0)
e py, = (0.5m_0; —0.5m_o,0,0)
@ Sistema laboratorio : transformamos Lorentz
o E.o=vym_o; pro=7Bmo=pro=mo(v0,0,753)

o By =7[05mo] i ply =4[8-05m0] = py = 5 (7:+1,0,78)

o Ey, =~[05m0] ; pl, = 4[8-0.5m 0] = psy = 752 (v: —1,0,78)

o p,o es buen cuadrimomento porque v2 — 4282 = 42(1 — 82) =1

@ py; con i = 1,2 son buenos cuadrimomentos para fotones porque
P -1-8=9(1-4)-1=1-1=0

o Los dos fotones son igual de energéticos en el laboratorio.
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Ejercicio desintegracién a tres cuerpos

Una particula de masa en reposo My se desintegra en tres idénticas de masa en
reposo mo. La primera se mueve segtin -OX con velocidad 31 = 4/5, la
segunda segin -OY con velocidad 8> = 3/5. Determinar la velocidad y
direccion de la tercera. Determinar Mp.

e Cuadrimomento inicial p; = (My; 0,0, 0)

° 7 = (1-(16/25))"Y2 =5/3 = p1 = (11mo; —y1 1m0, 0,0) =
[(5/3)mo; —(4/3)mo, 0, 0]

® 72 = (1—(9/25)) /> = 5/4 = p; = (y2m0; 0, —=722m0,0) =
[(5/4)mo; 0, —(3/4)mo, 0]

@ p3 = (y3mo; y3B3mocos 0,~3B3mosin 0,0)

o Conservacién impulso segtin OX : (4/3)mg = ~y383mgcos 0

o Conservacién impulso segtin OY : (3/4)mg = ~y383mgsin 0

3/4

o Dividiendo dos iltimas ecuaciones : tan 6 = 77z = 2 = 0 =tan'(9/16)

@ Sumando czuadrados:

° Conservauon energia: Mo = (5/3)mo + (5/4)mo + 1.8my = 4.71mo
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Transformaciones Lorentz para campos electromagnéticos

Las componentes del cuadripotencial vector A, = (A, A) = (¥, A) transforman
como:

(] Cbl = ’y(¢ — UA”)

° A =1(A - &)

o Al =A,
De donde se deducen las siguientes leyes de transformacién para los campos E
y B:

° £l =§

° Bj =B

o E'y =~(EL + i x B)
o B, =~(BL — i xE)
Es facil probar que
eE-B=E.F
o E*—B*>=E?-B"
NOTA : Por || (L) denotamos las componentes de un vector, A— E — B, en

una direccién paralela (resp. normal) a la direccién del movimiento relativo
entre los dos sistemas referencia.
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Campos e.m. : ejemplo

e E, =E,

o E, =~(E, — uB:)
o E; =v(E: — uBy)
e B, =B,

° By =v(B,+ %E.)
° B, =7(B: - 5E)

eSiB=0enS =B=idxE

eSiE'=0enS =E=-ixB

@ Si E y B son normales en un sistema de referencia, entonces debe existir
otro en que el campo sea puramente eléctrico o puramente magnético
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alilleo " X" =x—ut | vw=Vx—U ; ay=ax , y =y , t =1

Postulados Einstein: Leyes de la Fisica iguales en cualquier sistema
inercial. La velocidad de la luz es constante en todos ellos

Transformacién Lorentz:
X' =q(x—ut) ; ct' =y(ct—px) ;¥'=y ; 2=z
Dilatacién temporal : 7 = y79 con 7= tiempo propio

Contraccién longitdes: L = Lo/~ con Lo = longitud propia

- . vl+u
Ley adicion velocidades : vy = ———
%
142
R 1-8
Efecto Doppler : v/ =v ]

Energia en reposo Ey = mg - ¢?

Masa relativista : m(v) = ymy = p = m(v)V = ymov

Energia total : £ = mc? = ymoc® = v = E/E

Cuadrivector energia impulso : (E; cp) = (ymoc?; ymocV) = B8 = c|p|/E
Energia cinética relativista :

K=E—E=(y—1)myc® = 0.5mv? si B <<1

Invariante : mjc* = E*> — ?p® & E = \/c2p2 + mc* = E = pc en L.R.

En un sistema aislado: impulso y energia relativista se conservan.
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Transformaciones Lorentz para aceleraciones

Sean dos sistemas, Sy S’, el segundo se mueve con velocidad u respecto al
primero a lo largo de OX.

o x =[x+ ut] = dx =7[dxX + udt'] = ~[vi + u] - dt’
ot=x-[t' +(u/A)]|=dt =41+ u-v/c?] dt
Dividiendo las dos primeras ecuaciones:

dv)

dv) (vi+u)dv, _ '
v2(1+uv]/c?)?

vxl+u ' _ Lu
1+uv)/c? (1+uv]/c?)? 2 —

1+uv)2/52

o vy = = dvy =

Dividiendo por la expresidn para dt resulta:
/

/
a. a. .
3:>aX=7§5|v)’(:0

p— X
® ax = ~¥3(1+uv]/c?)

Si en el sistema instantdneo propio, S', tenemos a), = g entonces resulta

t I _ u _ t __ dx
o [yg-dt= [y (u)du= gt= T =>u= \/1+ggzt2/c2 =<

- gtdt :é\/ﬁ_
e dx W:x(t) SV1+g°t?/c? —1]

Por ejemplo si quiero calcular el tiempo necesario para que 5 = 0.5

t 1 10’
5= z :>z:g—:—:>t: c :3>< 0's

V14 22 c 3 V3g V3

~ 7 meses (27)
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Transformaciones Lorentz : Ejercicio

Una nave espacial de longitud propia Ly navega con velocidad constante, v,
relativa a un sistema inercial S. El morro de la nave, A’, pasa por el punto A de
Sent =t =0. En ese instante se emite una sonda luminosa desde el morro
A’ ala cola B'.

@ Cuanto tardard la sonda en llegar a B’ en tiempos de S’
@ En que instante t; medido en S llega la sonda luminosa a la cola
@ En que instante t; medido en S pasa la cola B’ por A
Solucién:
o t' =Ly/c=m9
ot =7(t' +w'/?) =7(Lo/c — Lov/c®) =y (1 - ) = L2

Lo
v

@ b =
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