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El 4tomo de hidrégeno en una dimensién

@ Modelo de Bohr: electrén en érbira circular alrededor del niicleo

@ Mecdnica Cudntica : electrén < W(x) con interpretacion probabilistica

o Ejercicio de calentamiento: potencial culombiano en una dimensién

K2 dZ\U( ) 2 _

° T 2m dxzx - 47reeoxw(x) - EW(X)

@ V(x) — 0si x — oo : si ¥(x) < estado ligado

@ V(x) — 0si x — 0 : cancelar polo segundo término izda. ecu. Schroe.

o Ansatz: VU(x) = Axe ™ = b = me?/4neoh? = 1/ap y ademds

2,2 1z .
o E= f% = —me*/32r°e3h? : idéntica al estado fundamental de Bohr
o Figura muestra W(x) (linea) y |W(x)|? (sombreado) tres estados energia
mas baja
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El dtomo de hidrégeno en una dimensién: ejercicio

Calcular la constante de normalizacién en la solucién anterior y la probabilidad
de encontrar al electrén en su estado fundamental entre (0, ag). Localizar el
maximo de la densidad de probabilidad.

0 W(x) = Axe >/

o [TIW(x)|Pdx = A% [7 xPe /gy =1

o Pero [ x"e™ ¥dx = Cn% Iuego sin=2yc=2/ap

° A2(2/30 =1=A=2a"

° f x)|? dx— o 20 x2=2x/%

o [x"e™¥dx = ~[x" # + 7"("72’”72 4o+ 2]

o P(0,20) = [~ ;Zﬁ%( 242+ Rl =0.323

0 P(x) oxx x?e™2/% = P’  2xe” /% _ X2%672x/a0 =0= x= ag!
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Funciones de onda del dtomo de hidrégeno

(3x2 + 3}/2 + 322)+ U(X Y,z )W(X7Y7Z) = E\U(XJ/:Z)
o U(x y,z) = —e*/Aneg\/x2 + y? + 22 = —e? /Amegr = esféricas

° [8r2 + 3?91} + ﬁ%(s")e%) + r2511n29 B¢2] + U( ) (r,9,¢>) =
E‘U(r,0,¢)
° VW(r,0,¢) = ( )Y(9 ¢) = R(r)©(0)*(¢)
2,2 2 R(r . , 2
o~ (0, 9) T + 250 — 1550 5 (sing 25 — 5 T Tt +

U(r)R(r)Y (0,¢)r* = ER(r)Y (0, ¢)r*
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Funciones de onda del 4tomo de hidrégeno: continuacién

22 AR( 2 R(r ay(o, 2 R(r) 82Y(8,
- ﬁZm Y(a ¢)[ 3,2 f r)] 2hm smg) a0 (SIne ¢)) - 2ﬁim sin(zré 3552 2 +

U(r)R(r )Y(t9 )’ = ER( )Y (0, $)r* = divido por R(r)Y (0, ¢) y separo
— e | T + 225 '>1+U(r) E(r) + 5

2mr2

72 av9¢> 2%Y(6,9) _ >\f
2Lm Y(6, ;)sme 60( int ( )) + ﬂ Y(0,<§)sin20 65{)2 : = om = Y(@ ¢)
O(0)®(¢)

Y0 1 0% _
@(G)SInQ%(Slno 80 )+¢(¢)sin26 reaiai)

si

0 @(siné? ae(e)) + % P9) _ \sin®0 y separo una segunda vez

©(0) 06 992
a(;"’) = —mPd(¢) = d(p) = Ce™;m=0,+1,42, ...
o 2 (sin0 229y — m? = sin®0 : ecuacién de Legendre
S A= (1 +1),/=0,1,2,30.; m=—I,—[+1,..,0,1,.0, ] — 1,

Armoénicos esféricos: Y (0, ¢) = (—1)" (2";1 (=m) P, .m(cos0)e™® =
I 2 Yy m Yy dcosde = 81,1:6m

Po,o = 1; P1,o = cosB; P11 = —sinf; Py = %(3C0529 —1);P1 =
—3cosfsind; P2 o = 3sin®f

Ps.0 = 2(5c0s*0 — 3cost); P31 = —2(5cos°0 — 1)sind; Ps» =
15cosfsin®d; P33 = —15sin®0
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Funciones de onda del 4tomo de hidrégeno: continuacién

Volvamos a la parte radial

12 (R 2 R + R R(r) = ER(r) = R(r) = Rui(r)

T 2mlTar? r 471'50r 2m,2
o Rui(r)=r'Loi(r)e ~r/"% siendo L, las funciones de Laguerre
° En= —%nzv"— 1,2,3,..;1=0,1,2.,n—1;m=0,4£1,42, ... + /
o Rip= ag/ze /a0 Ry = ﬁ(Q — %)e—'/%o; Ry, = Wie—r/zm
° Rso= W(l - 327’0 + 227’3 ye /30 Ry s = 9\[(330 ETveTermized G é) e—1/3%
o R, = W( ) —r/3a

o Figura muestra R(r) para n=1,2,3. Nétese ndmero de nodos es n — /[ — 1

0.8 0.4
n=2 n=3
15+ 06 34
n=1,1=0 03
ol i ol =0
z 1 - 0.4 1=0 - 0.2
3 Z
0.54 0.2 =1 01\ I=1
— 1=2
0 T . 0 0 \—
0 2 . 4 6
-0.2 T — T -1 T T T
0 2 4 5 g 10 0 5 10 15 20
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Densidades de probabilidad electrén atomo de hidrégeno

La figura muestra superficies 'equiprobables’ obtenidas asi:

[Wotm PdV = R i (r)|Prdr|Yi,m (8, ¢)|° dcosd ¢ (1)

S©
e

=2, m=1

Fernando



Densidades radiales electrén dtomo de hidrégeno

La probabilidad de encontrar al electrén entre dos esferas de radios r y r+dr es

P(r)dr = \R,,,/(r)|2r2dr

(2)

La figura adjunta muestra densidades radiales para los tres primeros estados,

los valores < r > vienen indicados por las barras en el eje de abscisas.

0.8 0.12
n=3
=1
o n=1,1=0 7
_ =2 1=0
g < = 0.064
0.2
/\A‘ 210
0 T T T T o+ T \l ”I T
0 5 10 15 20

r

Demostrar que la distancia mas probable de un electrén en el estado
n=2,1=1es 43

2
o P(r)=r’|Real? = r2241‘_1,8‘_C,—ge*’/""0

dP(r) _ 1 d(,A.—r/apy _ _1 3 r*y.—r/a _ _
T = a(rie )——24ag[4r ao]e =0=r=14a

Fernando Barreiro
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Densidades radiales electrén dtomo de hidrégeno: continuacién

Determinar < r > para un electrén en el 4tomo de hidrégeno en los estados 1s,
2py2s

Sol:
o ls: <r>= [T rP(r)dr= [ r r*|Rio)?dr = 2 =y rPe /gy =
43 _ 3, ’
a3 @/a0) — 290
0 2s: <r>= [ rP(r)dr= [7r|R,, o|2dr— %f fi)2e"/a°dr:
oo 5 r _
éfo (4,,3_4:_’_%) r/aodr_ 83[4 4 4

1/30 T 3 (a0 T 2 1/30) 5] = 620
o 2p: <r>= [T rP(r)dr = [7 r’|Rydr = 24ag fooor e*'/aodr:

1 5!
24ag (1/a9)®

@ Conclusidn : < r > > < r >pp

= 520
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Densidades radiales electrén dtomo de hidrégeno: continuacién

Determinar < 1/r > para un electrén en el estado fundamental del dtomo de
hidrégeno. Usar este resultado para calcular la energia cinética media.

Sol:

4 2 4 2 2 2
__ __ __mee __ ____mec’e _ _amec” . _ e
° b= 3271'2€%h2 - 327r2€(2)h2c2 - 2 o= 4meghc
— [>® 1 24, — 4 [0 (=2r/ag) g — 1 _ _mec®
o <1/r>= [ Rio(r);Ruo(r)ridr = P e rdr = 5 = ;7%
2 2
— —e __ _—e€ _ 2 2
0<V(r)>—<m>—m——a meC
p2 7a2mer:2 2 2 ozzmec2
0 < L >=< K>=E- < V(r) >= —=< — (—a"mec”) = 5=
e <K >=—1< V(r)>: versién mecano cudntica del teorema del virial

clasico
Comparar las probabilidades de encontrar el electrén del 4tomo de hidrégeno
dentro del radio de Bohr en los estados (2,0) y (2,1)

Sol:
n_—cx _ n nx"—1 n(nfl)x"_2
o [x"e T dx = ——[x" 4 B — 4 FF— &
4

2 -r A r —r
° Pao= [ a2 g )e M= g [P (47— S e 0dr = 0.034

e~ X

o4z

c

— 1 (ot —r/ag —
© Par =gz lo e /Pdr=0037
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Densidades angulares electrén dtomo de hidrégeno
P(0, ) = |Yi.m (0, 9)[* 3)

o Densidades angulares tienen simetria cilindrica i.e. no dependen de ¢
e Figura adjunta : densidades angulares para (/, m;) = (0,0); (1,0); (1, +1)
@ Recordar que cldsicamente L | érbita

X

Ejemplo: Para el estado (n,/) = (2,1) del dtomo de hidrégeno determinar la
direccién espacial que maximiza la probabilidad de localizacién, considerando
los casos m; =0, +1

o /=1,m=0= P(0,$) = 2cos’0 = % = —2sinflcosf =0 =60 =0,m
con minimo en 6 = 7
o /l=1,m==+1= P(0,¢) = Zsin’0 = 9= = Zsinfcos§ =0 =6 =%

con minimo en 6 = 0,7
@ Resumiendo para (/,m) = (1,0) méximo ocurre segtin eje Z, para
(1, m) = (1, £1) méximo ocurre en el plano XY
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Particula en un potencial central : Funciones radiales

Volvamos de nuevo a la parte radial
2 dZR() 2dR ]+[V( ) 1(I+1)h R( ) ER(r)
)
I+

“2mlTar? r 2mr2
; d? R(r ) 2dR(r) _ 1 d 2dR
@ Noétese que a2 + T Tar T 2dr

o Luego 5 5 (r*“52) + 32 ([E = V(] — 1) R(
o Definamos R(r) = # = 59(r 2dR %ddrg

@ Este cambio de variables permite escrlblr la parte radial de la ecuacién de
Schri)’dinger asi:

o S 3 (E - V(] - )y (=0
o Estado fundamental i.e. | =0 = ¢ ( 22([E - V(n)x(r)=0

Ejemplo : Determinar la funcién de onda deI estado fundamental de un
electrén confinado en una cavidad hueca impenetrable de radio a

2 ST
° d;ﬁg ) Z’g’fx( )=0= x(r) = \/gsm;

w2h?
2ma?

o La energia vendra dada por E =

e R(r) = \/g%sin%
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Momento angular en Mecanica cldsica

[=Fx p=
Movimiento planetario : L1 plano érbita

Energia total movimiento orbital < distancia media Sol y planeta

L < excentricidad de la 6rbita
L& (Lo Ly, L)

L = maximum

1l
o

L
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Momento angular en Mecanica Cuantica

o [=Fxp=Li=yp:—2p,; Ly = zpx — xp: ; L. = xp, — ypx

px = —ihg: ; py = —ihd ; p. = —ihZ

L, = flﬁ(ygfzaay i Ly /h(z—fxgz) L, = —ih(x i7}/6%)
P=L+0L+1= fﬁz(ﬂ%(sme )+ 5 %2) L= —ihgs

°
o L*Yim(0,0) = P11+ 1)Yi,m(6,0) ; LYim(0,0) —hmv,,m(e,¢)
@ En QM momento angular viene dado por dos cantidades, no por tres

L= |E| =h/I(I+1), 1 =0,1,2,3... = puede ser 0, no asi en Bohr

o L,=mh, m=0,%1,....,+] = cosd = m/\/I(I +1) < 1 incluso si m = I
o Si L, =1L entonces Ly = L, = 0 violando la

o Relacién incertidumbre para momento angular : AL, A¢ > h

L ,=+2h |-————— my=+2
L.=+h|-——/f————5 my=+1
L.=0 m;=0
L=-hfF——N—"———- my=—1

L.=-2hf————— my=-2
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Momento angular en Mecanica Cuéntica : continuacién

_ . B Yol - _ . 8 a
Demo'stremos que L, = _’h% en esféricas sabiendo L, = —lﬁ(xa—y - ya) en
cartesianas

x = rsinfcos¢ ; y = rsinfsin¢ ; z = rcost =

g—; = —rsinfsing = —y

g—; = rsinfcosp = x

=0

R R AR A S R

L, = —ihgs = —ih(xZ — y &) QED.

Andlogamente L, = ifi(sing-2; + cot@cosq&%)

Ox __ —

5y = rcosticos¢ = zcos¢

dy __ : _ :

55 = rcosflsing = zsing

% = —rsinf

U _ QW Ix | OV Ay , oW Az _ OV v

0 = @@ + 35 ae + 5, 95 = 9. 2€0sP + 5 zsmd; rsm9 =

sm¢ + cot0cos¢>

sm¢[zcos¢ > + zsmqﬁa— — rsing$] + cotOcosp[—y T¥ + x ay] =
[zsingcos¢ — ycotfcosp| 2¥ > + [zsin®¢ + xcot9cosq5]— - rs:nesmqﬁa—i’ =
O‘Z—‘i’ + [zsin*¢ + zcos?¢ % - y‘g—‘: = —yo¥ o Yo z

L = ili(sing 55 + cotfcosp %) = —ib(y 5. — 2% ) Q E.D.
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Momento angular en Mecanica Cuéntica : continuacién

Demostremos que L2 = —FL2[892 + cotf 2 + 2 ]

sin?0 a¢2
L = ih(sing % + cotfcos)
L, = ih(—cosp 2 + cot@sinqﬁ%)
L, = —ihgs
LY = —?[sing 5 + cotfcosdx:[sing 55 + cotfcos o] =
—R2[sin Ly — g Singcosd 2 + cot@sinqbcosd)%;b + cotfcos’p 45 —
cotzﬁsinqﬁcosqb% + cot20cos2¢38732]
Ly = —1?[—cosp 55 + cotfsing 5z ][—cosp4; + cotbsing 5] =
~1cos’ iz + hgsindcos f; — cotbsingeoso gl + cotdsin’s Gy +
cot295in¢C05¢% + cot295in2¢1887f2]

2 _ 2 92
L, = —h 267
L+ L5+ 1% = h2[892+cot9 +cot?0.Z; + 2] =
2 2
_h2[% + cot@— slr1126 84)2] = h2[m%(SIf70 ) sinZG %ﬁz] QED

3?99) 2 (si n9ae ) — m? = \sin®8 : ecuacién de Legendre A = I(] +1)

Comparando dos Gltimas ec. = L2Y) (6, ¢) = R2I(I +1)Yi,m(0, ¢)
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Momento angular: ejercicio

Comprobar que el esférico arménico Y1,1(0, ¢) = ,/%sin&e"d’ es funcién propia

de [? y de L, y encontrar los autovalores correspondientes.

Sol.:

o I*’Yy1 = 7h2(892 + cot089 + sml29 8¢2),/ 2 sinfe’® =
—1?y\/ &[—sinf + cotf - cost + g - sinf - i’le’?

e —sinf + C;’fnzg — ﬁ = —sinf + C"s;fe_l = —2sinf
o [’Yy1 =21/ 2singe’® = 2r*Y1 1 = RI(I+1)Yi1 = =1

o L, Y11= —I'?‘L(%,/%sin@e"“5 = —ih(i)\/ &sinde’® = hy/ Zsinfe’® =

hY11 =hmYi; = m=1Q.ED.
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Momento angular intrinseco: spin

@ Manera de observar la cuantificacidén espacial es colocar dtomo en
presencia Bex:

Expectativas: (21+1) componentes de la interaccién fi con Bex

@ Experimento Stern-Gerlach : se ven 2(2l+1) estados

. __ 27r __ 27rmr q _ 9
@ Bohr: T == =>pu=IiA= Tm/pﬂr =-rp=5-L
= e 1 _ e _ eh _
° dp= ﬁLéNLyz——%Lz— 3m Ml = —30mp = —miug

o g =:L=9274x10"*J/T =45 x107° eV/T = magnetén de Bohr
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Momento angular intrinseco: spin (Continuacién)

mu

Fret=0 Fret l Fret T

(a) (b) ()

o
ol
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El experimento de Stern-Gerlach

o W. Gerlach y O. Stern, 1922 : supongamos estudio interaccién estados
atomo hidrégeno con | =1 con Beyx

@ Deberia ver 2/ + 1 = 3 imagenes equidistantes en pantalla, la central
asociada a m; = 0.

o Dificil preparar H en estado especifico (n,l). Experimento real con dtomos
de Ag con electrén capa mdas externa con | = 0.

@ Siveo DOS = / = 1/2: imposible segin Schroedinger que exige
| = entero

z axis @ 41 \

Oven & Screen
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El experimento de Stern-Gerlach: resultados e interpretacion

o Figura izquierda muestra resultados exp. S-G con B off (a) y on (b)
o S.A. Goudsmidt, G.E. Uhlenbeck, 1925: electrén tiene momento angular
intrinseco s = 1/2 = ms = £+1/2

° s:l/2:>|§|:\/s(s+1)h:\/ghjsz:mshjmszztl/Qj

fis=—e/m-S

(a) g
IS|=374 #
h
S;==5 ===
(b)

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica Ill: El dtomo de hidrégeno en MC



El experimento de Stern-Gerlach: ejemplo

En un experimento del tipo de Stern-Gerlach, el campo magnético externo
varia como dB;/dz = 1.4 T/mm. La distancia recorrida en él es de 3.5 cm. A
la salida del horno los dtomos de Ag, ma; = 1.8 x 1072 kg y pag = lus,
tienen v = 750m/s como velocidad mds probable. Encontrar la separacién de
los haces en pantalla.

Sol:
o U= —fiag- B=—p, B, = F, = —dU/dz = p,dB,/dz
o3, = % _ uzdiz/dz

o Az=1a,t?=1a,(2) = d=2A,

_ pz(dBp/dz)x? _ (9.27x10°%J/T)(1.4x103T/m)(3.5x10 " 2m) __ 4
° d="T0 - (1.8x10— 5 kg)(750m/s)2 =16x10""m=

Fernando Barreiro Fundamentos Fisica Ill: El 4tomo de hidrégeno en MC



Niveles de energia y notacidn espectroscépica: reglas de seleccién

o Caracterizar electron en atomo de Hidrogeno: (n, I, m;, ms)

o A veces en lugar de | = 0,1,2,3,4,5,6 se usa la notacién s, p,d,f, g, h,i

de sharp, principal, diffuse and fundamental,...

e Figura adjunta indica un diagrama de los niveles de energia del Hidrégeno
Flechas indican algunas transiciones de un estado de energia a otro mas
bajo con emisién de fotones
@ Como el spin del fotén es uno: regla de seleccién Al = £1

4y 4p 4d 4f

-0.8eV
-1.5eV

-13.6eV
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El efecto Zeeman : 1897

@ Supongamos despreciamos efectos de spin
U= _ﬁL - Bext = mj - MUB - Bext

]
@ Sea estado atomo de hidrégeno en (n,/) = (2,1)
@ Sea una transicién (2,1) = (1,0) = E, =10.2 eV < A =122 nm
@ En presencia campo magnético:
E, =10.2eV + g - Bext, E,, = 10.2eV, E,, = 10.2eV — g - Boxt
o E=hc/A=dE=—15d\= AN = 2AE =2 . g Bew
Field off Field on
|
: m, =+1
2p E/_ m; =0
i m;=—1
— =+l i
e 1% 2,
[=1,m=0,11 ligB - IS S
| = =
m=0 |
. I
Fieldof 1B O AN S N A A
my=-1 n_
Field on A i A—AL A A+AL
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El efecto Zeeman: ejemplo

Calcular el cambio en la longitud de onda del fotén del caso anterior cuando
B=2T.
o E=-136¢eV[} — 5] =102eV = A= hc/E =
(1240 eV.nm)/10.2 eV = 122 nm
0 AE=pp-B=(9.27x107*J/T)(2.0 T)=185x 107 J =
11.6 x 107° eV

o AN=2AE =2’ 46,1075 eV = 0.00139 nm!

1240 eV.nm
@ En la realidad hay que tener también en cuenta el splitting debido al spin
por lo que el desdoblamiento lineas espectrales puede ser mas complicado
que simplemente en m; lineas, como se ve en la figura adjunta.
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Estructura fina
@ Hecho experimental : Mayoria de lineas espectrales H estan desdobladas
aln en ausencia campo magnético externo.
@ Origen observacién : interaccidn jis electrén con campo magnético
creado por el protén = U = —jis - B = (e/m)S, - B = +AB = +pupg- B
@ Punto vista electrén: protén gira a su alreadedor = corriente circular crea
en su centro campo B

o B=Ho —Hoe _ Mo o NF =Dy B= %, _ 1o€*H2n pues v =

2r 2r T 2r 2mr = 27r2 4rm2r3
nh/mr ; ug = eh/2m
252 2 8
__ Moe“h®ne mes 1\3 _ _pome” 1 __ 2 .41 . a2 _
° AE =515 (47r60h2 n2) T 256mtednt n® T meaiss  a=¢€ [Ameohc =
1/137

1

e Hemos utilizado la relacién: ¢ = o

@ Para el nivel n=2:
AE = (0.511 MeV)(1/137)* % =453 x 10™° eV = AE/E ~ 107!

; f
g R il
e / §/\ ! B N

I/ &/1 \] [/ ./)‘ \) ( \l A AE I §
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Resumen

e Momento angular orbital:|[| = \/I(l + )i ; 1 =0,1,2,3...

@ Numero cuantico magnético orbital :L, = mih ; m =0,£1,+2 ...+ /
o Cuantificacién espacial: cos = Lz =
L] I(1+1)

@ Relaciones incertidumbre AL,A¢p > h

@ Ndmeros cudnticos hidr égeno:
n=123.;/1=0,1,2..,n—1m=0,£1,+2, ... &/
__met 1
327r26(2)h2 n?

mj

@ Niveles energia hidrégeno: E, =

e Momento dipolar orbital: i, = —(e/2m)L

o Momento magnético : jis = —(e/m)S

e Spin: |S] = V/s(s + 1)h = /3/4h para el electrén pues s = 1/2

@ Tercera componente del spin: S, = msh ; ms = +1/2

o Reglas de seleccién para emisién fotones : Al =+1; Am; =0,+1
o Efecto Zeeman : A\ = ;‘—EAE = ;‘—:HB -B

o Estructura fina: AE = mc?a*/n® ; o = €*/4rechc ~ 1/137
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