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1 INTRODUCCION

El objeto del presente documento es el de dar unas normas practicas para la construccion
de Diagramas de Bode de la funcién de transferencia de un sistema lineal partiendo de su
expresion factorizada en términos simples, es decir, descompuesta en productos de polos
y ceros.

Un caso concreto de sistema lineal, a modo de ejemplo, puede ser un amplificador
realizado con transistores, y la funcion de transferencia a representar seria la expresion de
la ganancia del amplificador teniendo en cuenta las frecuencias de corte inferior y
superior. Para bajas frecuencias son los condensadores de acoplo de senales de entrada y
salida o de acoplo entre etapas (para amplificadores de varias etapas) y de desacoplo de
resistencias los que determinan los polos y ceros a bajas frecuencias. Para altas frecuencias
son las capacidades pardsitas base-emisor (o puerta-fuente) y base-colector (o puerta-
drenador) las que determinan los polos y ceros a altas frecuencias.

Existe mucha y muy buena bibliografia sobre el estudio de la respuesta en frecuencia (o
analisis frecuencial) de sistemas lineales. A modo de ejemplo se incluyen las siguientes
referencias disponibles en la biblioteca de la URJC:

— Ingenieria de Control Moderna (Modern Control Engineering ), Autor: Katsuhiko Ogata, Ed.
Pearson. Contiene un desarrollo tedrico y prdactico completo sobre la respuesta en
frecuencia y sus distintas formas de representarla, entre ellas los Diagramas de Bode.

—  Control de sistemas continuos. Problemas resueltos, Autor: Antonio Barrientos, Ed. McGarw
Hill.

Libro de problemas muy practlco y en cada capltulo mcluye una pequefia introduccion
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2 DIAGRAMAS DE BODE

Los Diagramas de Bode son una forma de representar graficamente la respuesta en
frecuencia de un sistema lineal, invariante y estable, en régimen permanente que es
excitado con una sefial senoidal de amplitud constante y frecuencia variable (de 0 a «). La
respuesta en frecuencia de este tipo de sistemas en régimen permanente viene dada por
otra sefnal senoidal de igual frecuencia en todo momento a la frecuencia de la senal de
entrada, pero de amplitud y fase distintas y dependientes ambas de la frecuencia.

Es decir, si la entrada al sistema es una funcién tipo:
x(t) =R - sen(wt)
La salida sera del tipo:
y(t) = A(jw) - sen(wt + 6)

Los valores de la amplitud de la salida se representan en un diagrama de modulos, en el
que en el eje de abscisas se representa la frecuencia en escala logaritmica (habitualmente
en rad/s) y en ordenadas se representa el modulo en decibelios, 20 - log(JA[). La amplitud
representa el médulo de la ganancia (modulo del valor de salida del sistema dividido
entre valor de entrada al sistema) de la funcion de transferencia del sistema en funcién de
la frecuencia.

Las pendientes de los diagramas de mddulos se describen habitualmente en dB/década.
Una década es un factor que multiplica por 10, por lo que cada vez que el modulo se
multiplica/divide por 10, la ganancia en dB aumenta/disminuye 20dB:

Si la ganancia es A[dB] = 20 - log(]A]) y se multiplica el médulo por 10, se obtiene:
A'[dB] = 20 - 1og(10 - |A]) = 20 - log(JA]) + 20 - log(10) = A[dB] + 20[dB]

Nota 1.- Las pendientes de los diagramas mddulos también pueden describirse en dB/octava. Una octava es un
factor que multiplica por 2, por lo que cada vez que el médulo se multiplica/divide por 2, la ganancia en dB
aumentaldisminuye aproximadamente 6dB:

Si la ganancia es A[dB] = 20 - log(]A]) y multiplico el mddulo por 2, se obtiene:
A'[dB] = 20 -log(2 - |A]) = 20 - log(JA]) + 20 - log(2) ~ A[dB] + 6[dB]

Nota 2.- El Belio (o Bell) se define como una figura adimensional para expresar la ganancia de potencia de un
sistema.

P
Ganancia de potencia A[B] = log <FS>

e
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La potencia estd relaciona con la tension o la corriente a través de la impedancia, por lo que se puede expresar la
ganancia de potencia como:

VsZ/Rs>

Ganancia de potencia A[dB] = 10 - log <
V.?/R,

. . R 152
Ganancia de potencia A[dB] = 10 - log

R, 1,7

Unicamente si las impedancias de entrada, R, y de salida, Rs, del sistema son iguales, se puede expresar la
ganancia de potencia como:

2

Vs Vs
Ganancia de potencia A[dB] = 10 - log <#) = 20-log (Vs)
e e

Ganancia de potencia A[dB] = 10 - log <Z—Z) = 20-log (;—:)
Sin embargo, por analogia, es habitual expresar la ganancia de tension o de corriente del sistema como:
Ganancia de tension A[dB] = 20 - log (;:) Ganancia de corriente A[dB] = 20 - log (;—:)
Se denomina frecuencia de corte a aquella frecuencia en la que la potencia de la sefial de
salida Ps es la mitad de la potencia de la senal de entrada P..

Expresada en decibelios se obtendria,

fav) |N|§U

P 1
A[dB] = 10 - log (F) =10-log =10-log (E) =10- (log(1) —log(2))

AldB] = 10 - log(2) = —3,01dB ~ —3dB

Por lo tanto, la frecuencia de corte es aquella frecuencia en que la ganancia es -3dB, o “ha
caido” 3dB. Sin embargo, por analogia, es habitual expresar la frecuencia de corte de la
ganancia de tension o de corriente del sistema de la misma manera:

-3,01

A[dB] = 20 -1 (Vs)— 3.01dB; | (VS)— = —015
- Og [/e - ) ] Og [/e - 20 - ]

1
alog(—0,15) = 0,71 = —
g( ) 7

Por tanto, para la corriente o la tension, la frecuencia de corte es cuando la relacion entre el
modulo de la tension (o corriente) de salida y la de entrada es:
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Las pendientes de los diagramas fase se describen habitualmente en ®/década.

La ventaja de este método es que se transforman productos y cocientes de ndmeros
complejos en sumas (con su signo) de logaritmos de modulos y en sumas (con su signo) de
argumentos.

Se parte de la funcion de transferencia del sistema (por ejemplo, ganancia de un
amplificador) factorizada en términos simples (es decir, conociendo los polos y ceros de la
ganancia, tanto a frecuencias bajas como altas). Los distintos tipos de términos, su
representacion grafica y numérica tanto de la amplitud o mddulo de la funcién de
transferencia (ganancia) como de la fase de la misma se deducen a continuacion y
encuentran resumidos en la Tabla I.

a) Términos constantes K:
A[dB] = 20 - log(K)
Y(w) =02 VK>0
Y(w) =—-1802 VK >0
b) Polos y ceros en el origen s*" = jw*™:

A(w)[dB] = 20 - log(\/wizn) = +n- 20 -log(w), varia +20dB por cada década que

varia w
W
Y(w) = arctana = +n-90°

c) Términos de primer orden (s + a)*" = (jw + a)*™

A(w)[dB] = 20 - log (\/az + wzin> =+n-20-log (\/az + wz)

Asintdoticamente:
+n-20 - log (a) V we€ (0,a)
+n - 20 - [log (a) + log V2] V w = a, hay +3dB mas que antes.
+n-20 - log (w) V w € (a,©), varla +20dB por cada

década que varia w.

w
Ah( /Y — L avecta
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d) Términos de segundo orden (s? + 2§ w,,s + w3)* = ((jw)?* + 28 wpjw + wi)*:

A(w)[dB] = 20 - log (\/[a)nz —w?)? + (Zg‘a)na))z)
Asintoticamente:

+20 - log (w,?) vV w € (0,w,)

120 - log (ZEwnz) ~ 120 -log (w,?) V w = wy, hay una sobreoscilacién en
w, de valor M,".

420 - log (w?) = +40 - log (w) V w € (wy, ), varia +40dB por cada

década que varia w.

* . V2 1 V2
51endoa)r=wn-\¢1—2§2 v EE(O,T)YMT-:W A 66(0,7)

2§ wpw
Y(w) = tarctan [ﬁ]
Asintéticamente:
Y(w) = 0° V w € (0,w,/10)
Y(w) = £902/dec V w € (w,/10,10w,)
Y(w) = £180° V w € (10w, o)

La fase también depende de la amortiguacion ¢.
e) Retardos puros e™sT = e=/oT;

A(w)[dB] = 0dB

Y(w) = wTrad = —57,3 - wT?

3 METODO PRACTICO DE CONSTRUCCION DE DIAGRAMAS DE BODE

a) Expresar la funcién de transferencia en términos simples (factorizarla).

3-(s+1)

Ejemplo: Funcion de transferencia A(s) = ——
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Frecuencias vs. términos 1 2
3 0 0 0
s+1 0 1 1
1
/(s +2) 0 0 1
Total 0 1 0

c) Se calcula un punto de referencia para comenzar a dibujar.

A bajas frecuencias:

A, oldB] = 2010g2% = 3 524B

0+2

A altas frecuencias:

Awow[dB] = 2010g(3) + 20log(2) = 201log(3) = 9,5dB

d) Para el diagrama de fases se construye una tabla donde las columnas representen
las frecuencias a las que hay un cambio de pendiente y las filas los distintos
términos. Se rellena con la aportacion de cada término a la pendiente en multiplo de

45°/dec.
Frecuencias VS.
oo 0,1 0,2 10 20
términos

3 0 0 0 0 0
s+1 0 1 1 0 0
1/(5 +2) 0 0 -1 -1 0
Total 0 1 0 -1 0

e) Se calcula un punto de referencia para comenzar a dibujar.
A bajas frecuencias:
1nbw—>0 = (nz—origen - np—origen) -90° — l/J(K)

Nota.- En sistemas de fase no minima (algiin polo o cero en el semiplano complejo positivo, hay que afiadir un
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f) Se dibuja los diagramas a partir de los datos anteriores.
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ANEXO A: Médulo y fase de la funciéon de transferencia de un circuito.

a) Medida del moédulo y fase de la funcion de transferencia de un circuito.

En general cualquier circuito en régimen senoidal se puede estudiar como una “caja
negra” caracterizada por una funcion de transferencia H(@w) compleja, es decir H(w) es un
numero complejo que depende de .

Ve H ( C()) . Vs

Si tenemos una onda senoidal de entrada v., con frecuencia wo, la salida del sistema viene
dada por

Vs(an) = H(an) Ve(an)

Para medir el modulo y la fase de esta funcién de transferencia a una frecuencia
o determinada, bastard con visualizar en un osciloscopio las formas de onda de Ve y vs. El
modulo de H(w) se halla dividiendo la amplitud de la onda de salida entre la amplitud de
la onda de entrada, es decir:

v, (@)
v, (@)

H(@)| =

Para medir el desfase en radianes o en grados es necesario leer el desfase en la escala de

tiempo de un osciloscopio y después convertir los segundos a radianes o grados. Se debe

recordar que un periodo T (segundos) de una onda de una determinada frecuencia (f = %)

son 27 radianes, por lo que un tiempo de desfase t (distancia en segundos entre dos

maximos o dos minimos) equivale a X radianes o grados:

2r . . 360°
:?t, Xgradosz?t

Xrad

En la siguiente figura se puede ver un ejemplo que ilustra lo anterior.

2,5
2 7 vin
15 1 t - = = -vout
1 - ,
0,5 7

(=}

SN AN
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b) Calculo del mddulo y fase de la funcion de transferencia.

Mediante operaciones habituales de los nimeros complejos, si se tiene una funcion de
transferencia compleja H(w) expresada como el cociente de dos nimeros complejos, el
modulo de dicha funcion sera el cociente de los mddulos de dichos niimeros complejos y
la fase sera la diferencia entre la fase del numerador y la del denominador, es decir si

entonces, el modulo de H(w) es

H@)= |C+]d| Jo? +d2

y la fase de H(w) es
. . b d
fase(H (w)) = fase(a+ jb)— fase(c+ jd) =arctg 5 —arctg .

¢) Calculo de la frecuencia de corte.

Como se ha explicado anteriormente, se denomina frecuencia de corte a aquella
frecuencia en la que la potencia de la sefial de salida Ps es la mitad de la potencia de la
sefial de entrada P..

Expresada en decibelios se obtendria,
P,

P 2 1
A[dB] =10 - log (F) =10-log 5= 10 - log (E) =10- (log(1) —log(2))

e
AldB] = —10 - log(2) = —3,01dB ~ —3dB

Por lo tanto, la frecuencia de corte es aquella frecuencia en que la ganancia es -3dB, o “ha
caido” 3dB. Sin embargo, por analogia, es habitual expresar la frecuencia de corte de la
ganancia de tension o de corriente del sistema de la misma manera:

A[dB] = 20 - [ ('4)— 3,01dB; | (VS)—_&Ol— 0,15
- Og V - ] ] Og I/e - 20 - ]

e

1
alog(—0,15) = 0,71 = —
g( ) 7z

Por tanto. para la corriente o la tension. 1a frecuencia de corte es cuando 1a relacion entre el
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Términos A = 20log |A(jw)| Comentarios @ = arg[A(jw)] Comentarios Otros
dB O]
Ganancia 20 log K Valor constante 0 Valor constante SiK< 0
K ? 20 - log(K) ’ 0° Fase = 180°
dB (U]
Cero en el origen 0 20db/de/ Pendiente 20dB/dec 90° Valor constante
s / "’ A=0[dB]lenw =1 ’ 90° ] ]
1 Sin >1 lafasey laamplitud
se multiplican por n para
dB
_ ) ¥ todos los casos.
Polo en el origen 0 \ -20dbidec Pendiente -20dB/dec -90° Valor constante
1/s™ 1\m A=0[dB]lenw =1 ’ -90°
dB Y 90°
. ® 45°/dec (O, a/]_()) 0e
Cero simple 0lg@ 20 -log (a) Vw<a _ | Paraw = a
_ (a/10,10a) 459/dec
(s+a)” Pendiente 20dB/dec V w > a | e P = 459
a a/10 a 10-a (10(1, OO) 902
dB
. (0,a/10) 02
Polo simple -20log (a) —20 -log (a) V w<a Paraw = a
] N\ 20db/dec _ (a/10,10a) — 459/dec
1/(s+a)” Pendiente -20dB/dec V w > a Y = —45°
a © (10a, o) — 902
c " - | ® @ 201 , (0, wn/lo) 0° Siendo (S + a)z + b? con
ero complejo conjugado Vloga’ -log w Vwlw
i . 5 ©n " (wn/10,10w,)  90°/dec | amort. § = tan2 < V2.
s? + 28wy,s + w? Pendiente 40dB/dec V w > w, . a 2
o (10w, ) 180° - La frec. de resonancia
| ar L Wy = W, +1/1 — 282
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