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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) Sean los puntos py = (0,1), p1 = (1,2), po = (—1,1) en una referencia
afin. Determine las coordenadas baricéntricas Ag, A1, Ay de un punto (z,y) respecto a esta
referencia.

Solucion: Los vectores pop; v pop2 son
pop1 = (1,1), pop2 = (—1,0).
Son una base de R?. Las coordenadas baricéntricas de un punto (z,y) son
(2, 9) = X0(0,1) + Ai(1,2) + Ao(—1, 1),
1=MX+ A+ Ao

Entonces

(%,y) = )‘0(07 1) + )\1(172> + (1 - )‘0 - )\1) (_17 1)
:()\0+2)\1—1,)\1+1).

Por eso:
$:)\0+2)\1—1, )\1:y—1,
y=A+1, }:> M=z—2\+1=2x—-2y—1.

Estas son las coordenadas baricéntricas.

2. (1 PUNTO) Defina envolvente de una familia de curvas planas.

Solucion: Una curva es envolvente de una familia de curvas cuando en cada punto es
tangente a alguna curva de la familia y ademés, no estd incluida en la familia de curvas
(o en cada punto es tangente a alguna curva de la familia de tal forma que cada curva de
la familia es tangente a la envolvente)

3. (1 PUNTO) Sea C' la hélice dada, para las constantes a,b € R, por la ecuacién
x (t) = (acost,asent, bt) .

Se pide determinar el vector tangente unitario a esta curva en un punto genérico x () .

1



Solucién: Tenemos que calcular
x' (t) = (—asent,acot s,b) .

Su modulo es

Ix" (t)]] = \/(—asen )’ + (acost)” + b2 = Va2 + b2

y entonces
1

t (t) = —— (—asent,acost,b).
0= Jere ! )
. (1 PUNTO) Determine la torsién de la siguiente curva x : R — R?, x (t) = (¢, 2t2,1?).
Solucion: Como no estd parametrizada por el arco, utilizamos
d t / t " t n t
)= =3¢ (x'(t),x ()’X2< )
%" () x x" (t)]]

Tenemos
x' (t) = (1,4t,2t), x"(t)=1(0,4,2), 2" (t) = (0,0,0).
Por eso, y el vector normal principal es
det (x' (t),x" (t),x" (t)) =0

y la curva a a ser plana.

EJERCICIOS

. (3 PUNTOS) Calctilese la curva de Bézier cuyo poligono de control es (—1,2), (0,1),
(1,1), (1,-1), (2,5).

Solucién: El poligono es
by = (_172)7 b; = (07 1)7 by, = (L 1)7 bz = (17 _1)7 b, = (275)

Entonces la curva de Bézier cumple
4
=) bB (1)
i=0
para los polinomios de Bernstein

zwuy:(?)#u—w”ﬂzﬁ@y:(?)#a—w“

Entonces la curva de Bézier es

x (t) = (=1,2) By (t) + (0, 1) By (t) + (1,1) By (1) + (1, 1) By (t) + (2,5) B; (1)

(t)
:(_1,2)<§)t0(1—t)4 ( >t11—t 11)(§)t2(1—t)2

@_n(§>ﬁa_w (2®<4)#0—®

(=1,2) (1 — )" + (0, 1)4¢* (1 — t)® + (1, )62 (1 — t)* + (1, —1)4t* 1 — )" + (2,5)¢*
= (=1 +4t — 48> + 3¢, 2 — 4t + 6t° — 12¢° + 13¢") .

_l_
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La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

6. (3 PUNTOS) Sea S la parte del cono x? + y? = 2% parametrizada por
x (u,v) = (ucos v, usen v, u)
parau > 0,0 <v <. Sea P=x (1, %) Se pide:

(a) Determinar los coeficientes de la primera forma fundamental Ip de S en P.
(b) Determinar el vector normal a la superficie en un punto x (u,v).

(c) Determinar la ecuacién del plano tangente en x (1, g)
Solucién:
(a) En un punto x (u,v) se tiene
x, = (cosv,senwv, 1), x, = (—usen v, ucosv,0).

Particularizando en x (1, %) :

X (1%) —(0,1,1), x, (1%) — (~1,0,0).

Entonces
E=x,-x,=(0,1,1)-(0,1,1) = 2,

F=x,-%x,=(0,1,1)- (-1,0,0) = 0,
G=x, % =(~1,0,0)- (~1,0,0) = 1.



Ya tenemos los coeficientes que nos permiten determinar la primera forma funda-
mental. Si w = (h, k) es un vector del plano tangente a S en P, expresado en la base
{r,,r,}, entonces

Ip (W) = Eh? + 2Fhk + Gk* = 2h* +2-0 - hk + k* = 2h* + k%
(b) El vector normal es

N (1, v)= x, (u,v) X %, (u,v)
[ (1,0) % 5, (0, 0]

(coswv,senwv, 1) x (—usen v, ucosv,0)

|(cosv,senwv, 1) x (—usen v, ucoswv,0)||

(
( 2 2
(

ucos v, —usen v, (cos® v) u + (sen ?v) u)
wcos v, —usen v, (cos? v) u + (sen2v) u)||

=
1
V2u

(c) El plano tangente a la superficie por x (1, g) contiene a los vectores x,,x,. Por
tanto, es perpendicular a N (1, %) Ademas, contiene a P = (0,0,1) = x (1, %)
Como

(—ucosv, —usen v, u) .

su ecuacion es

0= <(:1:,y,z) —x (1, g)) -N (1, g) = ((z,y,2) —(0,0,1)) - (0,—1,1)

=z—1.



ETS de

Ingenieros
Industriales

E.T.S. INGENIEROS INDUSTRIALES. U.N.E.D.
MASTER EN INGENIERIA INDUSTRIAL
COMPLEMENTOS MATEMATICOS PARA LA INGENIERIA INDUSTRIAL
Codigo: 28806127. Modelo B

PREGUNTAS CORTAS

1. (1 PUNTO) ;Cuél es la clausura convexa de un conjunto de puntos {po, p1, p2,p3}?

Solucién: Dado un conjunto de puntos{pg, p1, p2,p3}, su clausura convexa es el conjunto
de combinaciones baricéntricas de esos puntos de modo que las coordenadas baricéntricas
(también llamadas pesos), ademés de sumar 1, son no negativas. Es decir, son los puntos
p tales que

3 3
P=> Api: Y Ni=1\€ER N >0paratodoi=0,...,3.

i=0 i=0
2. (1 PUNTO) Estudiese si las ecuaciones paramétricas
x(t)=1t* y(t) =cos’t+sent+ 3.

definen una curva regular.

Solucién: Si la definen, porque para que sea una curva regular debe cumplirse que
la funcién sea diferenciable (que lo es, porque sus componentes son continuas y tienen
derivadas continuas hasta cualqueir orden) y que no tenga puntos singulares.

Sera regular si
(@' (t),y' (£)) # (0,0).

Como
7' (t) =2t =0, }

y' (t) = —3cos®tsent + cost = 0,

de la primera ecuacién se deduce que t = 0, pero 3’ (0) = 1. Como no se anulan las dos a
la vez, la funcién es regular.

3. (1 PUNTO) Sea S la superficie dada por la parametrizacién

x (u,v) = (u2 — v u? + vg,u)

para (u,v) € (—2,2) x (—2,2). Determine el plano tangente a .S en x (0,1).



Solucién: Hacemos:
X, (u,v) = (2u,2u, 1) ,x, (u,v) = (—2v,20,0).

Particularizamos en x (0,1) = (—1,1,0) :

r, (0,1) = (0,0,1),1, (%,ﬂ —(~1,1,0).

Entonces, la direccién normal estd dada por

)
Xy ANXy = |0 (—1,-1,0).

— O .
O~ X
I

1
El plano tangente tiene por ecuacién
(r,y,2) —x(0,1)) - (=1,-1,0) =0 <= (z+ 1,y — 1,2) - (—1,—-1,0) =0
—zr+1+y—1=0<«<=2+y=0.
. (1 PUNTO) Estudie si la parametrizacién
Tr=1u-+0v, Y =1u-+ucosv, 2z =u? 4 v?

con (u,v) € R? es regular.
Solucién: Si x (u,v) = (u + v,u + ucos v, u® + v?), entonces

. Dyry (w,v) Dirg (u,v) Dirs(u,v) 0 1 14cosv 2u
g Dory (u,v)  Dary (u,v) Dars (u,v) I\ 1 —usenv 2 )°

Si u # v, entonces el rango es 2. Pero si u = v, entonces el rango es 2 si y sdlo si:

‘ L 1t cosu = —cosu—usenu —1#0

1 —wsenu

<= 1 # —cosu — usenu.

Observamos que, por ejemplo, si u = —7 0 u = 7, entonces este determinante es 1. Por
eso, la parametrizacién no es regular en R2.

EJERCICIOS

. (3 PUNTOS)Dada la funcién F : R* — R? tal que
F(z,y,z,1) = (y2 +tt — 2wz P 3 2 — 1)
consideramos el punto P = (1,—1,1,1).

(a) Demostrar que F (z,y,2,t) = 0 define a z = g1 (x,y) y t = g2 (x,y) como funciones
diferenciables de x e y en un entorno del punto (1, —1).
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(b) Evaluar en el punto (1, —1) la diferencial de la funcién

9(z,y) = (91 (2,9), 92 (2, y))

2 2
(c) Calcular 2521 (1,-1)y 2522 (1,-1)

Solucion:

(a) Vemos que efectivamente se cumplen las condiciones del teorema de la funcién
implicita
e F(1,-1,1,1) = (0,0)
e [ es diferenciable con continuidad en R*

Dsfi(P) Dafi(P)| | -2 4|
Dyt (P) D4f2(P>H0 3|~ 070

Luego existe V entorno de (1,—1) y g : V — R? tales que

e ¢ es diferenciable con continuidad
e g(1,-1)=(1,1)
e F'(z,y,9(x,y)) = 0 para todo (z,y) € V

(b) Por el teorema de la funcién implicita
g (1,-1) = Digi (1,—1) Dagi (1,-1)
’ Diga(1,-1) Dagz (1,-1)

(PR BRI (P pa)

() (3 52)553 S) (757
(2 7)

Luego

Este apartado también se puede resolver por medio de la derivacién implicita, tal
como se hace en el siguiente apartado.

(c) Derivando respecto a x en las condiciones

v* + g5 (z,y) — 2zg1 (z,y) =0
v+ (zy)+a®—1=0



se obtiene
—2q (95, y) — 2D gy (5’5:?/) + 493 (377 y) D1 go (357 y) =0
395 (x,y) D1g2 (z,y) + 32% =0
Volviendo a derivar, resulta
—4D1g; (z,y) — 2zDygi (z,y) + 1245 (2,y) Digs (z,y) + 445 (2,y) Diigs (x,y) =0
692 (x,y) Diga (z,y) + 3¢5 (x,y) Di1gs (¢, y) + 62* = 0
Hacemos x = 1,y = —1, Dy¢g; (1,—1) = =3, D1g2 (1, —1) = —1 y obtenemos
24 —2Dy1gq (1, —1) 4+ 4D1192 (% y) =0
3D1192 (xay) +12=10
por lo que es

a291

D11g1 (1, —1) = W (1, —1) = 4
82
Digs (1,—1) = 87922 (1,-1) = -4

6. (3 PUNTOS) Las ecuaciones paramétricas, para r > 0,
x (t) = (rt — rsent,r — rcost).

corresponden a una cicloide, para t € R. Se pide:

(a) Determinar la longitud de arco de la cicloide para un ciclo completo (para t € [0, 27]).

(b) Parametrizar la cicloide por la longitud de arco , para t € [0, 27].
Solucion. La cicloide estd dada por las ecuaciones
x (t) = (rt —rsent,r — rcost).
(a) Sabemos que es una curva regular si t # 2kw para k € Z y que

x'(t) = (r —rcost,rsent) = (r (1 — cost) ,rsent),

Ix" ()| = \/7’2 (1 —cost)” +r2sen2t = /1 + cos?t — 2 cost + sen 2t

/ t
=7v2—2cost = r\/2(1 —cost) =r 4sen2§ — 9

t t t t
cost = cos? — —sen’— =1 —QSen2§ — 2sen’- = 1 — cost.

sen —
2

Y

porque

2 2
Su longitud de arco, para t € [0, 27] estd dada por

2 2
L(x)= r\/2—2costdt:/ 2r
0

0

t
:8 —_— —_—
r( 0052>

t g t
sen —‘ dt = 2/ 2rsen —dt
2 0 2

™

= 8r (—cosg - (—cosO)) =8r(0+1) =28
0



(b) Para parametrizar por la longitud de arco, hacemos

t t t t
s(t) :/ T\/Q—Zcostdt:r/ 2 sen§‘dt:4r (—COS§)
0 0

t t
=4r (—cosi — (—cosO)> =4r (1 —cos§> .

S
t= (1 - —>
arccos Ar

y la curva esta parametrizada por el arco si hacemos

t

0

Entonces

s S S
X (t) = (r arccos (1 — —) — rsen arccos (1 — —> ,T — T COS arccos (1 — —))
4r 4r 4r

s 1s\> s
— 1__> /1= =-14+=2) =2
T arccos ( . T\/ ( I r) "

1
= (r arccos (1 — i) — —V/8rs + s2, —f) .

4r 4r 4



