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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Sea f la funcién dada por

f(z,y) = <x2 cos Y, 693) )

Determine su matriz jacobiana. ;Es diferenciable al funcion f7?

Solucién: La matriz jacobiana estd determinada por las derivadas parciales y es

Po = (2050 S )

—x°seny 3y2693

Como tiene derivadas parciales que son continuas (producto y composicién de funciones continuas), en-
tonces es diferenciable y la diferencial es la aplicacion lineal dada por su matriz jacobiana.

2. (1 punto) Sea C' la curva dada por la representacion paramétrica (I, x), para I = (0,10) y
x (t) = (cost,sent, —t).

Encuentre una representaciéon paramétrica natural de esta curva.

Solucién: Una representacién paramétrica x (t) es natural si su pardmetro es la longitud de arco, es decir,
si 1= ||x'(s)]| o sila longitud de arco entre 0 y s es:

s= [ Ix @l

o (1) = (=sent,cost, 1), [la (B)] = \/(=sent)? + (cost)? + (—1) = VI T I = V2.

En esta curva tenemos:

Por eso, la longitud de arco es:
t t
s (1) = / o/ ()] dt = / V3dt = /3¢,
0 0

Si hacemos el cambio de parametro t = \%, la curva queda con la representacion natural:

x(s) = a(t) = (cos %,sen%, _%> .

3. (1 punto) Escriba las ecuaciones de Frenet para curvas planas.

Solucién:

& _
ds
d

d—?z—ﬁ(s)n(s).



4. (1 punto) Estudie cuando es regular la parametrizacién de la superficie S dada por
x (u,v) = (u2, u—v?u? — 1)2)

con (u,v) € R?.

Solucion: Tenemos

<D1:U1 (u,v) Dixy (u,v) Dixs(u,v) ) _ < 2u 1 2u )

Doz (u,v) Doxg (u,v) Doz (u,v) 0 —2v —2v

Si rango es 2 si v # 0y es 1 en (u,0). Por tanto, es regular en R? — {(u,0)}.
EJERCICIOS

5. Sea la curva de ecuaciones x (t) = (x,y, z) donde:
r=ty=t3—-1,z=tteR.

a) (1 punto) Determine la curvatura y la torsién en el punto (0).
b) (1 punto) Determine el triedro de Frenet en el punto x (0).

¢) (1 punto) Determine las ecuaciones de los planos normal, osculador y rectificante en el punto x (0).
Solucién:
a) Tenemos que x (0) = (0,—1,0) y la curva
x(t) = (%1 = 1,t).

Adem4ds tenemos

x (t) = (2t,3t%,1), x"(t)=(1,6t,0), x"(¢t)=(0,6,0),
x' (0) =(0,0,1), x"(0) =(2,0,0), x"(0)=(0,6,0).
La curvatura es / (0 "0
o) = X0 X< O]
1%’ (0)]]
Hacemos
1 7k
x'(0) x x" (0) = ((0,0,1) x (2,0,0)) =0 0 1 |=(0,2,0).
200
Entonces la curvatura en este punto es:
_x0) xx"(0)[ _ [[(0,2,0)] _
k(t) = p 3 = 3=
1= (0)] 1(0, 0, 1)]]
Por otro lado, la torsién verifica:
d t / t " t " t
) = S0 X0, X (1)
1%’ () x x" (¢)]]

Para este caso, es:

0 01

2 00

det (x' (0),x" (0),x" (0)) 06 0
T (O) - / " 2 - 2
%’ (0) x x" (0)]] 100, 2,0)
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b) Como x’ (0) = (0,0,1) es unitario , el vector tangente a la curva en x (0)
t =x"(0)=(0,0,1).

Un vector con la misma direcciéon y sentido que el vector normal principal n es:

1 J k
v = (x'(0) x x"(0)) x x'(0) = ((0,0,1) x (2,0,0)) x (0,0,1)=]0 0 1]|x(0,0,1)
2 00
1 J k
=(0,2,0) x (0,0,1)=]0 2 0 |=(2,0,0).
0 01
Por tanto, el vector normal es n = (1,0, 1). El vector binormal es
v 7k
b=txn=1(0,0,1) x (1,0,0)0={0 0 1 |=(0,1,0).
100

La grafica de esto es la siguiente:

c¢) El plano osculador contiene a los vectores tangente y normal y es perpendicular al vector binormal.
Por eso, su ecuacién es

(x —x(to)) - b =0,

que en este caso es

El plano normal es perpendicular al vector tangente, y su ecuacién es
(x —x(tp)) -t =0.
Para la curva y el punto dados, es

((xz,y,2) —(0,-1,0)) - (0,0,1) =0 <= z = 0.



Entonces, tenemos

((xz,y,2) —(0,-1,0)) - (1,0,0) =0 <=z = 0.

porque el perpendicular al vector normal al contener a los vectores tangente y binormal. La grafica
es

S S PR pu— —
7

6. Tenemos la esfera de centro (0,0,0) y radio 1, dada por la parametrizacién
x (0, ¢) = (cosfsen ¢, sen fsen ¢, cos @) ,
para la latitud 0 € [0, 27| y la longitud ¢ € [0, 7.

a) (0.75 puntos) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental en un punto genérico de la

esfera x (0, ¢).

b) (0.75 puntos) Determine los coeficientes de la segunda forma fundamental en un punto genérico de
la esfera x (0, ¢).

¢) (1.5 puntos) Sea
¢ (t) = (cost,sent,0),

una curva contenida en la esfera y que pasa por el punto x (g, g) = (0,1,0). Estudie si es una
geodésica.

Solucién:
a) Determinarmos los coeficientes de la primera forma fundamental. En un punto x (6, ¢) se tiene

xg = (—sen fsen ¢, cosfsen ¢, 0) ,

Xy = (cos f cos ¢, sen f cos ¢, —Rsen ¢) .
Entonces

E = Xp * Xg
= (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0)

= sen *fsen 2¢ + cos? fsen ¢ = sen 2¢,



F = Xy Xgp
= (—senfsen ¢, cosfsen ¢, 0) - (cos  cos ¢, sen  cos ¢, — Rsen @)

= —sen fsen ¢ cos ¢ cos ¢ + cos Osen ¢gsen 0 cos p = 0,

G = X¢ . X¢
= (cos 0 cos ¢, sen 6 cos ¢, —Rsen ¢) - (cos 6 cos ¢, sen O cos ¢, — Rsen ¢)

= cos? 6 cos® ¢ + sen 20 cos® ¢ + sen 2¢p = 1.

b) Se tiene que

Xgg = (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0)
X9 = (—senf cos ¢, cosf cos ¢,0),

Xgpp = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) .
Tenemos que calcular el vector normal N. El vector

Xy X X4 = (—senfsen ¢, cos fsen ¢, 0) x (cos b cos ¢, sen 6 cos ¢, —sen ¢)

= (— cos fsen 2¢), —sen fsen 2, — cos psen (b) ,

tiene la misma direccién y sentido que el vector normal a la superficie. Ademaés:

%0 X X4|| = \/(— cos fsen 2¢)” 4 (—sen Bsen 2¢)° + (— cos ¢sen @)

= sen ¢.
Por eso:
Xg X X 1
N=_7? ¢ — (— cos fsen ?¢, —sen fsen *¢, — cos psen (b)
Ixg X x|l  sen¢

= (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) .
Ya podemos calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental:

e =N - xp9 = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0)

= sen 2¢

[ =N-xgy = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (—sen § cos ¢, cos f cos ¢, 0)
=0,

g =N x4, = (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos ¢) - (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @)
=1.

¢) La condicién de las curvas geodésicas es

(5 E) ()0 (et B )

Fr G v (u’)2 Xy * Xy + 200Xy, - X, + (v’)2 Xow * Xy



En este caso, es:

A= (9’)2 Xpg - Xg + 20'9'x94 - X9 + (gb’)z X - Xo
= (9’)2 (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0)
+26'¢’ (—sen 6 cos ¢, cos § cos ¢, 0) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0)
+ (ng')2 (— cosfsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) - (—sen fsen ¢, cos fsen ¢, 0)
= 0'¢'sen 2¢,
B = (0 xpp - X + 20'8'Xp5 - X + (¢') X - X5
= (9’)2 (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, 0) - (cos 6 cos ¢, sen  cos ¢, —sen @)
+260'¢ (—sen 6 cos ¢, cos 0 cos ¢, 0) - (cos @ cos ¢, sen O cos ¢, —sen @)
+ (¢)* (— cos fsen ¢, —sen fsen ¢, — cos @) - (cos f cos ¢, sen f cos ¢, —sen ¢)

=— % (0')?sen 2¢.

Con esta notacion, la condicién que cumplen las geodésicas es

(1 % (0 V) (6 )+ (o )

en 2¢> + 0'¢'sen 2¢,
Para el punto (0,1,0) = x (’—zr, g), podemos escribir la curva c; (t) = (cost,sent,0) como

= (6")?sen 2.

¢ (t) = (cost,sent,0)

:x(e(t),gb(t))zx(t,g).

Es decir:

Entonces

La ecuacién de las geodésicas es

0=0+1-0-sen2¢(t),
0=0—3(1)%sen2¢ (t) = —isen.

Como estas igualdades son ciertas, entonces esta linea (corresponde al ecuador) es una geodésica.

Se representan en negro en la siguiente figura:
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