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PREGUNTAS CORTAS

1. (1 punto) Estudie si la funcién
f(z,y) = (senz +y,z* — €¥)
tiene inversa diferenciable en el punto (0, 0).

Solucién. Comprobamos dénde es diferenciable la funcién f. Es infinitas veces derivable en R?, por ser
cada una de las tres componentes de f de clase C* en R (por tratarse de sumas de funciones infinitas
veces derivables: trigonométricas, exponenciales y polinomios). Segun el teorema de la funcién inversa,
f admite inversa diferenciable en un entorno de cada punto donde el determinante jacobiano de f sea
distinto de 0. Puesto que

cosr 1

det f'(z,y) = | 5. .

= —cosxe! — 2z,

entonces
det £/(0,0) =cos0-e” —2-0=1.

Por eso, f admite inversa diferenciable en (0, 0).

2. (1 punto) Sea C' la curva definida por las ecuaciones
x (t) = (£*,t,5t%).

Determine el radio de curvatura en x (0) = (0,0,0).
Solucién.

El radio de curvatura R es el inverso de la curvatura k. Sabemos que

_ @) xx" @)
I’ ()]1*

k()

Para esta curva, tenemos:

x'(t) = (2t,1,20¢%), x"(t) = (2,0,60t*),
x' (0) =(0,1,0), x" (t) =(2,0,0), HX/ ) =1,

7
x' (0)xx"(0)=10
2

Entonces

y el radio de curvatura es



3. (1 punto) Sea C' la curva definida por las ecuaciones
x (t) = (£*,t,5t%) .

Encuentre el vector normal principal en x (0) = (0,0,0).

Solucién. El vector normal tiene la misma direccién y sentido que

(x'(t) x x" (t)) x X' ().
En este caso, es

(%' (0) x x" (0)) x X' (0) = ((0,1,0) x (2,0,0)) x (0,1,0) = (0,0,~2) x (0,1,0)

A
=10 0 —2|=(2,0,0).
010
Por eso, el vector normal es el vector
n(0) = (1,0,0).

4. (1 punto) Determine las ecuaciones (implicitas o paramétricas) de la superficie de revolucién generada por
la curva
r=u'4+1y=0,2=u,0<u <3,

al girar alrededor del eje 0z.

Solucién. Las ecuaciones paramétricas de la curva son: x; (u) = (u? + 1,0,u). Llamamos (z,¥, 2) a las
coordenadas de un punto de la superficie. Entonces existe u tal que

(u* +1,0,u) = (2,9, 2).

Pero ademas, los puntos que estdn en la superficie y que tienen la misma coordenada z deben estar a la
misma distancia del eje z, lo que significa que debe ser

2?4yt = (uz—l—l)2 = (z2—|—1)2.
Por eso, la ecuacién implicita de la superficie es
2yt = (2 1)
Las ecuaciones paramétricas se deducen considerando a z como parametro y multiplicando por senf y
cosf, al estar generada al girar una recta alrededor de uno de los ejes de coordenadas. Asi, tenemos:

r = (u*+1)cosb,
y=(u*+1)send, 0<u<3, 0<6<2r
Z=u,

EJERCICIOS
5. Sea C' la curva de Bézier cuyo poligono de control es (0,1, —1), (1,0, 1), (0,1,0). Se pide:

a) (1 punto) Escribir su ecuacién x (t), para t € [0, 1].

)

)

c¢) (1 punto) Determinar la ecuacién de los planos normal y rectificante y de la recta tangente en el
punto x (0).

b) (1 punto) Determinar el triedro de Frenet de esta curva en el punto x (0).

Solucién.



a) El poligono de control es
b() - (O, 1, —1>, b1 - (1,0, 1), b2 - (0, 1, 0)
La curva de Bézier cumple

x (1) = > BB ().

para los polinomios de Bernstein

- (1) ra-o mo- (3 )ra-
Entonces la curva de Bézier es

x(t) = (0,1,-1)B3 (t) + (1,0, 1)B; (t) + (0,1,0) B3 (1)
—(0,1,-1) ( : )to(l—t)2+(1,0,1) ( . )tl(l—t)1+(0,1,0) ( . >t2(1—t)°
= (0,1, -1t (1 — 1) + (1,0, )2t (1 — )" + (0, 1,0)t> (1 — t)°
= (2t — 207,26 — 2t + 1, -3t* + 4t — 1) .

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es y se ha hecho con la sentencia
wxdraw3d (parametric ([2%t-2%t~2,2%t"2-2%t+1,--3*%t"2+4*t-1,t,0,1),
point_type=filled circle, point_size=2, color=cyan,points(control),view=[72,24]);




b) Para esta curva, x (t) = (2t — 2t2,2t> — 2t + 1, —3t*> + 4t — 1) , tenemos:

X (t) = (2 —4t,4t — 2, —6t + 4),
x" (t) = (—4,4,-6),
x'(0) =(2,-2,4), x"(0)=(—4,4,-6),

I/ (0)]] = /22 + (—2)> + 42 = V21 = 25,
i j ok
X (0)xx"(0)=|2 -2 4 |=(-4,-4,0),
—4 4 —6

X" (0) x x" (0)]| = \/(—4)2 +(—4)" + 0% = 4v2.

Con estos valores, sabemos que el vector

v = (x'(0) x X" (0)) x X' (0) = ((2, —2,4) x (—4, 4, —6)) x (2, —2,4)

ik
= (—4,-4,0) x (2,-2,4)=| -4 —4 0
2 -1 4

= (—16,16,16) = 16 (—1,1,1)
tiene la misma direccién y sentido que el vector normal principal n. Por lo tanto,

16 (—1,1,1) :i(—1 L)

A"
vl 16\/(—1)2 p1zer V3

El vector tangente unitario a la curva en x (0) es

n

X(0)  (2,-24) 1

t

T IXO1 T  2v8 V6

Por tanto, el vector binormal es

(1,-1,2).

1 1
b=txn=—(1,-1,2) x — (—1,1,1) =
6( ) ﬁ( )
1 7k
_ Lt Ty
6v3| 11 1
1 1
— ~ (=3,-3.0)= —(-1,-1,0
— = (-3,-3,0) = = (-1, -1,0

Entonces el triedro de Frenet es

1 1
{1275

c¢) El plano rectificante es el plano perpendicular a la recta normal, es decir, pasa por x (0) = (1,0, —1)
y es perpendicular al vector normal. Sus puntos (z,y, z) verifican

0= ((z,y,2) — (1,0, 1)) - % (—1,1,1) <=

O=(z—-1,y,z24+1)- (-, ,) <= y—az+2+2=0.



El plano normal contiene a los vectores normal y binormal, y es perpendicular al vector tangente.
Luego su ecuacion es

1
0=(z,y,2) — (1,0,—-1)) - —= (1, —1,2) <=
((z,y,2) = ( ) \/6< )
O=(zx—1,y,24+1)-(1,-1,2) <=2 —y+22+1=0.
La ecuacién de la recta tangente es:
(x,y,2) = (1,0,—1) + X (1,-1,2).

6. Sea S la superficie dada por
x (u,v) = (u,u2 —v,u+v3) )
a) (0.75 puntos) Estudie si es una parametrizacién regular.

b) (0.75 puntos) Determine los coeficientes de la primera forma fundamental de la superficie en un punto

genérico de la superficie.
c¢) (0.75 puntos) Determine el vector normal a la superficie en un punto genérico x(u,v).

d) (0.75 puntos) Sea C' la curva en la superficie S determinada si consideramos (u (¢) ,v (t)) = (t* + 1, ¢€")
para t € [—1,1]. Determine el vector tangente a esta curva a partir de x, y x,. No se considerara
respuesta valida la que lo determina sin considerar estos vectores.

Solucion.

a) Silo es porque si x (u,v) = (u,u? — v, u + v*), entonces

. Dizy (u,v) Dizo(u,v) Dizs(u,v) \ . 1 2u 1 _ o
I\ Dyxy (u,0) Dozo(u,v) Doxs(u,v) )~ "9\ 0 =1 302 )~
para todo (u,v) € R?.
b) Partimos de
x (u,v) = (u,u2 —v,u+v3) ,
xy (u,v) = (1,2u,1),
X, (u,v) = (0,—1,30v7).

E=x,-x,=(1,2u,1) - (1,2u,1) = 4u® + 2,
F=x, %, = (1,2u,1) - (0,-1,30%) = 3v* — 24,
G=x, %, = (0,-1,30%) - (0,—1,30%) = 9* + 1.
¢) Comenzamos determinando un vector normal. Las derivadas parciales de x (u, v) son

Xy (u,v) = (1,2u,1),
x, (u,v) = (0, -1, 30v?),

y entonces:

xy (u,v) X %, (u,v) = (1,2u,1) x (0, —1,31}2)

i j k
=|1 2u 1 |=(6uw’+1,-30%~-1).
0 —1 30°

El vector normal unitario N en un punto genérico es
Xy (U, 0) X X, (u,v) (6uv? + 1, —3v2, —1)

1%, (u,0) X %, (u,0)]| \/(Guv2 + 1)2 + (_302)2 + (_1)2'

N (u,v) =



d) Consideramos la curva dada por
(u(t) v (1) = (2 +1.¢)
para t € [—1, 1] contenida en la superficie. Entonces
x (u(t), 0 () =x (u,0) = (u(t), (w(t))” —v (1), ult)+ (1))
= (t2 F1L (1) = P (et)3)

estd contenida en la superficie S. Se representa en la siguiente figura:

Determinamos el vector tangente a la curva en ¢t = (0. Como

u'(t)=2t, V' (t)=¢,
( ) (1,2u,1),
( 131})

entonces

X' () = ' (t)xu(u(t), v(t)) + () ( (),v(t)
=2t(1,2u(t), 1)+ (0,— ®))?)
= (2t,4t (£ +1),2t) + (0, —¢' 3e 2"‘)
= (2t,4t (*+1) — €, 2t + 3e™) .



