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Introduccidn a la inferencia estadistica

> La creaciéon de modelos probabilisticos es un caso tipico de

razonamiento deductivo donde se generan las hipétesis generales

sobre el mecanismo que origina los datos, generando asi las

distribuciones de probabilidades que originan los datos:

>  Por ejemplo definimos e un proceso de Bernoulli la variable binomial como: y =
numero de elementos defectuosos al observar n observaciones. Ahora suponemos que
hemos realizado n observaciones de las cuales r son defectuosas y n-r son aceptables
(da igual el orden por la hipétesis de independencia). Con estas hipétesis dedujimos

en capitulos anteriores la distribucion de probabilidad binomial (razonamiento
deductivo), y asi con resto de distribuciones estudiadas anteriormente.

> El procedimien’ro inverso se realiza mediante la inferencia
estadistica, i.e. medlqn're las frecuencms observadas de una
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Introduccidn a la inferencia estadistica

» Existen muchos tipos de inferencia estadistica:

> Segun el objetivo del estudio: muestreo frente a diseno.

> Describir variables y sus relaciones entonces se utilizan técnicas de muestreo.

> Contrastar relaciones entre variables y predecir valores futuros se utilizan
técnicas de diseiio experimental (se fijan valores de cierta variables y se

miden la respuesta que inducen otras).
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Introduccidn a la inferencia estadistica

» Existen muchos tipos de inferencia estadistica:

> Por el método utilizado: métodos paramétricos v.s. no paramétricos.

> Parameétrico: se supone que los datos provienen de una cierta distribucion y
se tienen muestras para estimar los pardmetros de la misma.

> No parameétrico: supones aspectos generales de la distribuciéon (continua
simétrica, etc.) y tratan de estimar o contrastar su estructura. Generalmente
se estiman su forma mediante el suavizado los histogramas de los datos

muestrales.
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Introduccidn a la inferencia estadistica

» Existen muchos tipos de inferencia estadistica:

» Por la informacién considerada: enfoque cldsico v.s. bayesiano.

> Clasico: los pardmetros son cantidades fijas desconocidas (sin informacion
sobre ellos), y la inferencia utiliza solo la informacién de los datos
muéstrales.

> Bayesiano: considera los pardmetros como variables aleatorias y permite
introducir informacién adicional sobre los mismos a través de una
probabilidad a priori.
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Métodos de muestreo: muestra y poblacién

> Poblacién: conjunto homogéneo de elementos en los que se estudia
una caracteristica dada. Normalmente no es posible estudiar toda
la poblacién:

>
>

>
>

Destruccion de los elementos: ej. estudiar la tensidén de rotura de cables.

Lo elementos pueden existir conceptualmente, pero no en la realidad: ej.
Poblacién de piezas defectuosas que producird una mdaquina.

Inviable econémicamente estudiar toda la poblacion.
El estudio llevaria tanto tiempo que seria impracticable.

> Se suele elegir un conjunto representativo que es la muestra, y si
esta se selecciona bien podemos obtener una informacién similar de

la poblacién.
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Métodos de muestreo: muestreo aleatorio simple

> Una muestra es aleatoria simple si (m.a.s.):
» Cada elemento de la poblacién tiene la misma probabilidad de ser

elegido.
> Las observaciones se realizan con reemplazamiento (poblaciéon idéntica

en todas las extracciones).
> La primera condicion asegura representatividad de la muestra

(si A esta en el 20% Yy todos los elementos tienen idéntica
probabilidad de ser seleccionados, la muestra tendrd un 20%
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Métodos de muestreo: muestreo aleatorio simple

> En una muestra aleatoria cada observacion tiene la
distribucidn de probabilidad de la poblacién.

> Sed la muestra observada X’=(x,, ..., x_), donde x; representa
el valor de x en el elemento i-ésimo.

> Llamamos f,,...,f a las funciones de densidad de esas
variables que verifican en el muestreo aleatorio simple que

f,.=...=f =1
» Como las observaciones son independientes en una muestra
aleatoria simbple_entances la distribucidn
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Métodos de muestreo: otros tipos de muestreo

> Muestreo estratificado: El método anterior se utiliza cuando la poblacién es
homogénea. Cuando se tiene informacién heterogénea de la poblacién hay
que dividir la poblacion en estratos o clases, realizando un muestreo
aleatorio simple dentro de cada estrato (ej. Encuestas de opinidn, que se
divide por sexo, edad, profesidn, etc.).

> Supongamos k estratos de tamaiios N,,...N,, con N=N,+...N,.

> La muestra que tomemos debe garantizar la presencia adecuada de cada
estrato.

> Existen criterios bdsicos para dividir el tamaio total de muestra (n) entre
los estratos (n.):

> Proporaonql n.= n(N /N).
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Métodos de muestreo: otros tipos de muestreo

> Muestreo por conglomerados: Hay situaciones en las cuales
donde ni el muestreo aleatorio simple ni el estratificado
pueden darse. En estos casos la poblacién se encuentra
agrupada en conglomerados, cuyo nimero se conoce.

> Ej. La poblacién se distribuye en provincias, los habitantes de
provincias en ciudades, etc.

> Si se supones los conglomerados independientes se pueden
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Métodos de muestreo: otros tipos de muestreo

> Muestreo sistematico: Cuando los elementos estdn ordenados en
listas. Supongamos que queremos una muestra n de una poblacion
N. Calculamos k=N/n. Se coge un elemento entre los primeros k,
supongamos que el orden del elegido es n,, tomamos a continuacién
los elementos n,+k, n,+2k, etc., hasta completar la muestra, es decir
n veces (siendo k el nimero de grupos de tamaiio n en la
poblacion).
> Si el orden en la lista es al azar este procedimiento es equivalente al

muestreo aleatorio simple.

> Sl eI orden en Ia lista es de la forma que elementos cercanos son mds
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La estimacién puntual: fundamentos

> Supongamos que se observa una muestra aleatoria simple
de una variable aleatoria x siguiendo una distribuciéon
conocida como las que hemos estudiado: distribucién normail,
Poisson, etc.

> Lo que no conocemos son los parametros de esas
distribuciones conocidas.

> A las cantidades que estiman los pardmetros de la distribucion
de la poblacién a través de datos muestrales se le llaman
estimadores estadisticos.

Cartagena99

AN S AR WP BB S Ag VIo7sS O
NN ERIVATEA S SN QR SCIENCE STUDENTS

AR, GAIEE nsable de la informacion. )
HAe Io [RMIBPRETCT] Vollo




La estimacion puntual: fundamentos

> En primera aproximacion supondremos que no tenemos
ningun tipo de informacion del parametro a ajustar, U, de la
distribucidn supuesta.

> Si hubiese algun tipo de evidencia sobre el parametro a
estimar se utiliza el enfoque bayesiano (mds adelante).

> Asi el enfoque que vamos a ver ahora es el paramétrico, que
dependiendo del tipo de variable a estudiar supondrd un
rametros.
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La estimacion puntual: la identificacidn del modelo

> La primera operacion a realizar con la muestra en un andlisis descriptivo,
para asi ver si el modelo que consideramos es consistente con la muestra.

> Si tenemos muestra pequeias (menos que 30), es mds complicado y se
suelen hacer ciertos tipos de grdficos que nos sacan de dudas.

> Para chequear visualmente si una muestra pequena la podemos asociar a
una distribucién de Poisson:

° o ° 4 ° A—x —_ .
> Si siguen una distribucion de Poisson entonces F[fob(x)]=nP(x)]=n;e A, siendo n el
tamafio de la muestra. '

> Si sacamos logaritmos neperianos: In E[f  (x)]=Inn — A+ xInA1 — Inx!, por lo tanto
In E[f.,(x)] + Inx! =Inn—A+ xInA = A+xB.

> Por tanto si dibujamos In f__(x) + In x! respecto de x tiene que salir casi una recta si

lne vAalarace acnarnadas cadictuil-u_uu’an cacuin una. dicteilhgicidn da %mgmlg_
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La estimacion puntual: la identificacidn del modelo

> Existen otros métodos para comprobar otras distribuciones,
como por ejemplo para la distribucién normail:
> Que se puede utilizar un papel probabilistico normal (ver ejemplo en el

libro) para dibujar los datos. Sino se ajustan a una recta, los datos no se
distribuyen segin una normal.

> También se pueden usar los grdaficos Q-Q plots con la misma idea

anterior, que ya hemos visto anteriormente.

> En general los gréficos Q-Q plo’rs se pueden utilizar con

cualauier distribuc ~£Qma yo camentamos
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La estimacién puntual: el método de los momentos

> Es el primer método que se utilizé para obtener el estimador
de un pardmetro de una distribucién dada (formalizado por K.
Pearson).

> Se toma como estimador de la varianza de la poblacién la
varianza de la muestra, de la media de la poblacién la media
muestral, y asi sucesivamente con todos lo momentos que se
quieran incluir en la estimacién paramétrica.

> Se trata de estimar un vector de pardmetros ¥ = (94, ..., 9,),
cuyos componentes se pueden expresar en funuon de Ios k
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La estimacién puntual: el método de los momentos

> Asi estimamos los correspondientes momentos muestrales,
my, ..., m;, sustituyéndolos en el sistema de ecuaciones
anteriores, obteniendo los pardmetros estimados en la
poblacién: 91, ,Sk.

> Es muy importante estimar cual es la bondad de ajuste de
estos estimadores de los pardmetros y sus propiedades
deseables. Esto es lo que vamos a ver a continuacién.
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Distribucidn de un estimador en el muestreo: concepto

> Podemos ver el estimador como una variable aleatoria, cuyo valor
cambia de muestra en muestra.

> Por ejemplo supongamos la muestra (2, 4, 9, 1) de una distribuciéon
uniforme en el intervalo (0, b), para estimar b de la muestra (el
valor esperado de una distribucién uniforme en a,b, es atb/2):
> E[x]=(0+b)/2, por tanto b = 2X=2(2+4+9+1/4)=8, este estimador no es
el mds preciso, ya que pudiéramos elegir el mdximo, 9. Ademds si tenemos
otra muestra cambia.

> Consideremos una poblacién de la que se toman muestras con
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Distribucidn de un estimador en el muestreo: concepto

> Asi si tomamos k muestras obtendremos en general k valores
de las medias muestrales: x4, ..., X;. Si k es muy grande
tendiendo a infinito los valores los valores Xx; tendrdn una

distribucion que llamaremos distribucion muestral de la
media en el muestreo.

> Esta distribucidén en el muestreo de un estadistico depende de:
> La poblacién base.

> El tamano de la
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Distribucidn de un estimador en el muestreo: concepto

> Recordemos que el estudio de determinadas caracteristicas de
una poblacién se efectia a través de diversas muestras que
pueden extraerse de ella (no olvidar).

> En general el muestreo se puede realizar con o sin reposicién.
> La poblacién de partida puede ser infinita o finita.

> Una poblacién finita en la que se efectda muestreo con
reposicidon podria considerarse infinita, aunque también una
poblacién muy grcmde puede considerarse como infinita.
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Distribucidn de un estimador en el muestreo: concepto

> Si consideramos todas las posibles muestras de tamaino n en una
poblacién, para cada muestra se puede calcular estadisticos
como la media, desviacién tipica, proporcion, etc.,, que variardn
de una muestra a otra.

> Asi obtenemos una distribucion del estadistico que consideremos
que se es lo que se llama distribucion muestral, en general.

> Un estadistico (refiriéndose a datos muestrales, i.e. estadistico
mues’rrql) es una medida cuan’rl’rq’rlvq derlquq de un con|un’ro

Aa Aatan AlAa i
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Distribucidn de un estimador en el muestreo: concepto

> En general podemos definir un Estadistico como una funcién de
los valores de la muestra. Es una variable aleatoria, cuyos
valores dependen de la muestra seleccionada.

> Su distribucién de probabilidad, se conoce como Distribucién
muestral del estadistico.

> Por ejemplo para el estadistico media de las diferentes muestras
de una poblacion se obtiene la distribuciéon muestral de la

madia nara la varianzaoa la dictribiiccian miiactral da. IJ‘NﬁﬁﬁE’_i_ﬂ_nlﬂ_
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
en el muestreo de una proporcién

> Supongamos una poblaciéon donde observamos la presencia o
no de un atributo. Y sea p la proporciéon desconocida de
elementos con dicho atributo en la poblacion.

> La distribucién del muestreo del estimador de p en la muestra,
viene determinada por la distribuciéon binomial:

- P(p=2)=PB(r) = (Dp" L —p)"7,r=0,1,

> Por lo tanto la probabilidad de que la proporcién en la
muestra sea r/n es igual a la probablllddd de obtener r

AIAMAH+Aﬂ ~AAaAnr 11
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
en el muestreo de una proporcién

> Asi las propiedades de la distribucién en el muestreo del
estimador P vendrdn dadas por la propiedades del valor
esperado y la varianza del estimador de la proporcion:
> E[P]=E[r/n]=(1/n)E[r]=np/n=p,

» (recordar que en una binomial E[r]=np).

> Var[p]=E[r/n] =(1/n)? Var[r]= pq/n,

> (recordar que en una binomial Var[r]=npq).
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
en el muestreo de una proporcién

> Cuando k es grande, la distribucién de muestreo de P seré
aproximadamente normal con la media y varianza de las dos
expresiones anteriores, ya que es un caso particular de la
distribucién muestral de una media, ya que P se calcula por:
=(x;+...+x_)/n y entonces se puede aplicar aplica el TCL.

» Cada x; toma el valor 1 si el elemento tiene el atributo
es’rudiqdo, y O en cualquier otro caso.
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
muestral de la media

> Para calcular la distribucién muestral de la media tenemos que
tener en cuenta que cada muestra de tamano n que podemos
extraer de una poblacién proporciona una media.

> Podemos considerar cada una de estas medias como valores de una variable
aleatoria y podemos estudiar su distribucidon que llamaremos distribucion
muestral de las medias.

> Vamos a calcular la media y varianza de la distribucién muestral

de la mediaq, en el caso general en el que la variable aleatoria x
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
muestral de la media

> Para el cdlculo de distribucion muestral de la media suponemos
que cada muestra es de tamano n, y suponemos que todas las
variables x; de una muestra aleatoria simple tiene la misma
distribuciéon de la poblacién.

> Asi el valor esperado la distribucion muestral de las medias y su
varianza vienen determinados por las expresiones:
> E[XI=E[(1/n)>x]=1/n SE[x]= 1/n ¥ p= p.
> Var[x]=(1/n)? Y Var[x]= n6? /n?= 62 /n.
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
muestral de la media

> Resumiendo, al tomar unq muestra de tamano n de una variable con
media U y varianza 62 y distribucién cualquiera, la distribucién
muestral de la media verifica que E[X]=M y Var[X]= 6° /n.

> En el caso de la distribucién de muestreo de la proporcién E[p]=p y
Var[p]=pg/n, es un caso especial de este que acabamos de ver con
media p y varianza pgq.

> Si tenemos una poblaciéon normal N(J, &) y extraemos de ella muestras
de tamano n, la distribucién muestral de medias sigue también una
distribucién normal N(U, o /(n)%) ( ).

Si la poblacién no 5|gue una dls’rrlbUC|on normal pero n>30, CIp|ICCInC|O
al lamaAada al TCI1 e
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Distribucion de un estimador en el muestreo: distribucion
muestral de la varianza

> Para la distribucion muestral de varianzas, podemos seguir los mismos
razonamientos anteriores y suponemos de nuevo una variable aleatoria x que se
observa en la muestra que tiene media U y varianza 6.

> Se puede calcular que esperanza de la distribucién de varianza de la muestra
es E[s2]=0?(n-1)/n. En consecuencia el valor medio de s? es menor que 62,

aunque la diferencia tiende a cero a aumentar el tamano de la muestra n.

> Se puede definir la varianza muestral corregida como §2=(n/n-1) s?, de tal
forma que E[$2]= &2

» Estas propiedades se verifican siempre, cualquiera que sea la distribucién de la
variable x.
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Propiedades de los estimadores: centrado o insesgado

> Diremos que un estimador 9 es centrado o insesgado para U si para

cualquier tamano muestral tenemos que E[9]= 9.

> Cuando no es centrado se define el sesgo del estimador como
sesgo (9) = E[@] — V.

> Pueden existir muchos estimadores centrados para un parametro:

» Para estimar [ en una distribucién cualquiera todos los estimadores del tipo
siguiente son centrados: Il = a;x; + -+ anxn con ) a;, = 1.

> Anteriormente hemo: EA%E%%E@T——% X rti r el
M- i ‘6 AL,
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Propiedades de los estimadores: centrado o insesgado

> También hemos visto que s? es no es centrado para estimar 62
(recordar que lo corregimos).

> Una ventaja fundamental de los estimadores centrados es que los
podemos combinar para obtener nuevos estimadores centrados:

> Si tenemos dos muestras independientes y calculamos en cada una de ellas un
estimador centrado J; para un para un pardmetro determinado, cualquier
estimador del tipo O, = a;9; + a,9,, con a; + a, = 1, es un estimador

centrado.

> Los estimadores centrados no tienen porque ser los mejores, alguna
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Propiedades de los estimadores: eficiencia o precisién

> La eficiencia o precisidon se define en funcién del inverso de la
varianza: precision (8) = 1/Var[8].

» Diremos que un estimador U, es mds eficiente que un estimador J; si
para cualquier tamano muestral se cumple que Var(ﬂz) <

Var(9,) & Efic(9,) = Efic(9,).
> Se define la eficiencia relativa def’ respecto a 91 al cociente entre
sus eficiencias: ER(192/191) = Efic(ﬁ2 /Efic(ﬁl) =Var(191)/Var(192) :
> La eficiencia de estimadores esta completamente ligada a la
varianza de los mismos.

Mirar en el libro co
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Propiedades de los estimadores: error cuadrdtico medio

> Muchas veces se nos presenta el problema de elegir entre dos
estimadores uno centrado y con varianza no muy grande y otro
sesgado y con varianza un poco mds pequeina. En estos casos se
elige aquel que tiene el menor error cuadratico medio con el
pardmetro que esta intentando estimar.

> Asi tenemos ECM(9) = E[(@ — 19)2], tomando el promedio

respecto a la distribucién en el muestreo del estimador.

> Se puede demos’rra'rAD%%% ECM(9) = [SeS.ClQGS\\]Z + V_ar[fAﬂ.
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Propiedades de los estimadores: consistencia y robustez

» Cuando lo Unico que podemos tener son estimadores segados y
no con mucha eficienciq, se le pide al estimador que sea
consistente.

> Un estimador se dice que es consistente si cuando crece el
tamano de la muestra el estimador tiende al pardmetro que se

Eay

estd estimando: lim E[9.] = 0.

n—>00

> Es decir la esperanza del estimador es asintéticamente el valor

del nardmetra
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Propiedades de los estimadores: consistencia y robustez

> En este caso la varianza del estimador va a cero también con el
tamafio de la muestra: lim Var[9,] — 0.

Nn—>00
> Un buen estimador es robusto para un pardmetro 9 en el
modelo f(x), si variando débilmente el modelo este estimador
experimenta una pequeia modificacion (ver ejemplo en el libro,
capitulo 7 de contaminacién de un modelo normal como decrece
la eficiencia).
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Estimadores de mdxima verosimilitud: distribucion
conjunta de la muestra

> Los conceptos de funciones de verosimilitud se deben a Fisher, y es
fundamental en inferencia estadistica.

> Este concepto se define a partir de la distribucién conjunta de la muestra.
> Supongamos una variable discreta x con distribucién P(x; U) que es conocida.

> Supongamos que fomamos muestras independientes de tamaio n,
representando estd por el vector X.

> Asi podemos definir la distribucion conjunta de la muestra en funcién de esta
variable, y para el caso de una muestra aleatoria simple tenemos:

> P(X = X,) = P(X; = Xq00 X = Xogp eoer X, = X0) = P(X;0) +oo P(x,0)
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Estimadores de mdxima verosimilitud: distribucion
conjunta de la muestra

> En el caso continuo (funcién de densidad f(x; 9)), la
probabilidad del intervalo x;, — 1/2, x; + 1/2, la podemos
aproximar por el rectdngulo de altura f(x;) y base unidad:
> P(x;) = f(x;) - 1

> Por tanto la probabilidad de la muestra aleatoria simple:
> P(xq, e x.) =[]f(x)

> Asi la funcién de densidad conjunta de la muestra f(x,, ..., ) se

: |
mmtkArimavAatAa AAanasa
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> Sea una variable aleatoria continua x con funcién de densidad
qgue f(x| U) para indicar que depende de un vector de
pardmetros V. Es decir dado que conozco U, representa cual es
la funcién de densidad de la variable aleatoria x.

> Si tenemos una muestra aleatoria simple X = (x,, ..., x.),
entonces la funcién de densidad conjunta de la muestra es:
» §(X] 9) =[1 fix;| 9)

AN :c hlﬁﬁ:r ~1 Iﬂnl‘lf\ ANANDOTC
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> En inferencia para un problema de estimacion se conoce un
valor particular de una muestra X, siendo desconocido el
pardmetro V.

> Asi si sustituimos X por el valor observado de una muestra, X, =
(X;0s s X,0), €ntonces la funcién f(X,|0) puede ser vista como
una funcién del pardmetro.

> Es decir f(X,|0) puede ser visto y proporciona, para cada valor
de VU, la probabilidad de obtener el valor muestral X, para ese
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> Asi esta nueva funcién que obtenemos cuando variamos U, mientras
mantenemos X, fijo (no variamos la muestra), define la funciéon de
verosimilitud, (9 | X) (dado que conozco la muestra como varia la
probabilidad en funcién del pardmetro )
> £(9 | X), o £(9): Es decir £(9 | X)=£(9)=f(X,|9), con X, fijo y 9 variable.

> La éptica cambia, en vez de tener un pardmetro fijo U y calcular
para ese pardmetro la probabilidad de obtener distintas muestras X,
lo que fijamos es una determinada muestra X0 y estimamos que valor
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> Este enfoque cambia completamente la forma de la funcién.

> Si tenemos una variable x que distribuye segin una Poisson:

AT
» P(x =1) = —e A r=0,1,2, ..,y observamos el valor de la muestra

A5 1

x=5, entonces £(1) = o €1 es la funcién de verosimilitud para una

muestra de un solo valor de x=5.
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de

verosimilitud

> Esta funcidén (1) es continua en A y proporcional a la

probabilidad de observar x=5 para cada valor posible de A.

> El valor de la verosimilitud no es Unico: £(9,) = f(X,]|9,) >
f(X,|9,) =£(9,).

» Esto quiere decir que a la vista de los datos muestrales el valor

del pardmetro U, es mds verosimil que el valor del pardmetro

U, ya que la probabilidad de obtener la muestra observada X,

Cartagenagg
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> Observar que la verosimilitud tiene unidades, las de la variable x,
entonces la diferencia de verosimilitudes no tiene sentido ya que varia
arbitrariamente en funcién de las unidades de la variable x.

> Por lo tanto para comparar verosimilitudes lo mejor es el cociente de

las mismas ya que este es invariante frente a las diferentes unidades
de la variable:

> €9, ] X)/£(I, | X), este cociente es invariante hacia cambios de escalas en
la variable x que se esta observando.

> El cociente £(9,)/£(9,) se pude sustituir por la diferencia de logaritmos:
Inf(9,) — Inf(9,)
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de

verosimilitud

> Se define como la discriminacion contenida en la muestra X entre 9, y
U, a la siguiente expresion (diferencia de soporte de ambos valores):

> SiJ es un pardmetro cuyos valores posibles pertenecen a un intervalo
U, Y U,, llamaremos discriminacion relativa entre 9, y U, a:
> LA, —LM®OD/9, =9, = Inf(H,) — Inf(9,)/9, —9,.

> En el limite cuando 9, = U, obtenemos la tasa de discriminaciéon para
la muestra X respecto el pardmetro U valorada en el punto U,
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

» Si este “score” cumple que d(U,)>0, la verosimilitud aumenta
para valores superiores a Uy,

> es decir, la muestra tiene mayor probabilidad de ocurrir con valores
mayores que U,

> Mientras que si d(U,)< O el razonamiento es el contrario, la
verosimilitud aumenta para valores inferiores de U,

> es decir, la muestra tiene mayor probabilidad de ocurrir con valores
menores que U;.
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de
verosimilitud

> Resumiendo:

1. La funcién de verosimilitud es la herramienta bdsica que nos
permite juzgar la compatibilidad entre los valores muestrales
observados y los posibles valores del pardmetro de la
distribucion de probabilidad.

2. Si queremos comparar dos posibles valores del pardametro, U,
se debe utilizar el cociente de sus verosimilitudes, y no su
diferencia, ya que la diferencia depende de la escala de
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Estimadores de mdxima verosimilitud: la funcidon de

verosimilitud
> Por ejemplo para estimar el pardmetro, A, de Poisson de la muestra
observada x;,..., x. hacemos:

A . 4 ny .
> P(x) = ok A, distribucién de Poisson.

AZX

> (1) =T P(xi|A) = P(x; | A)P(x,|A) ...P(xn| ) = oA

> Como el término 1/(Ilx,!) es una constante la podemos eliminar y
escribir la funcion de verosimilitud para la distribucién de Poisson

como:
s PN = R—nA )Zx —nl nx
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Estimadores de mdxima verosimilitud: el método de

mdxima verosimilitud
> Una vez que tenemos calculada un funcién de verosimilitud para un
vector de pardmetros 9, £(19), un procedimiento intuitivo para estimar
los pardmetros de la distribucién a partir de los valores observados
muestralmente es maximizar el valor del pardmetro que sea mds
verosimil, es decir el que maximice la verosimilitud.

> Asi podemos resolver el sistema de ecuaciones:
> 0¢(9)/09, =0, ..., 0¢(9)/39, =0

> El valor que resuelve el sistema de ecuaciones, 9, corresponderd a un

IHA Fi\lﬂt‘lclc an
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Estimadores de mdxima verosimilitud: el método de

mdxima verosimilitud
> A la hora de hacer los cdlculos de estimadores mdaximo-
verosimiles (MV) se obtienen derivando la funcién soporte:

L(9) = Inf(9), ya que la transformacién logaritmica es
mondtona y por tanto tiene el mismo mdximo.

> Recordemos que la derivada de la funcién soporte la habiamos

definido como la tasa de discriminacién: d(9,) =
liy L®2-LO) _ dL®)
0,9, 9,-9, dd

MmMAXimo-verosimil .
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Estimadores de mdxima verosimilitud: Ejemplo

> Para estimar los pardmetros de una normal de la muestra observada
Xypeoes X ¢
> f(x)=1/0(2m)%° exp{-(1/262)(x-M)?}, densidad de probabilidad normal.
> A(p, 0%) = T f(xilw, 0%) =f(x; | @, 0°)f(x, |, 0%) ... fixn |y, 0%)=
[1;(1 /0(27)®) exp{~(1/252)(x;~H)*}=
(1/(c(2m)>°)") exp{—(1/20%)Z(xi—Y)2}.
> Asi la funcion soporte serd para la distribuciéon normal vendrd dada
or: L(i, 02) = —n In (V21 0)-(1/202)Z(xi—M)2=
—(n/2) In(210?)—(1/20%)Z(xi—M)2.

> Asi ahora derivamos la funcidon soporte de la muestra e igualamos a
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Estimadores de mdxima verosimilitud: Ejemplo

> Asitenemos L(u,0%) = —(n/2) In(2no?)—(1/206%)Z(xi—M)2 y la
optimizamos en funcién de u y o

> 0L(u,0%)/0u = 0 = (2/202%)Z(xi—d)=Z(xi—M)/0?=(nx — nJ)/0?, asi
[ = X|, por lo tanto parece ldgico que el estimador méxima

verosimilitud para la media de la normal es la media aritmética de la
muestra observada.

. 9L, 0%)/00% = 0 = ~(n/2) (21/210%)+(2 S(xi—)2)/(20%)2=
=(n/2) (1/0%)+X(xi—Y)2/20%= —(no?/20%)+X(xi—Y)2 /20 =
(—no?+Z(xi—M)2)/204 asi despeic:mdo[(’i2 X (xi— }J)2/n_sa por lo

tanto parece légico que el estimador mdxima verosimilitud para la
LINE
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Estimadores de mdaxima verosimilitud: propiedades de los
estimadores maximo-verosimiles

ey

» Si ¥y, son los estimadores de mdxima verosimilitud de un
modelo de una poblacién a través de sus muestras estos
cumplen las siguientes propiedades:
> Asintéticamente centrados.
> Asintéticamente normales.
> Asintéticamente eficientes.

» Suficiencia.

> Invariancia.
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Estimadores de mdaxima verosimilitud: propiedades de los
estimadores mdximo-verosimiles - invariancia

> |Invariancia:

> Sid,,, es el estimador méaximo verosimil de 1, entonces h(9,,,) es el
estimador maximo verosimil de h(1).
> Ejemplo:
> Sea x4, ..., X, una muestra aleatoria simple de x ~ N(M, o).
> Sabemos que [I;; = X, lo hemos demostrado anteriormente.
> 2Quiénes serdn los estimadores de maxima verosimilitud para 3J, 2 y 1/4?%2

> Por el principio de invariancia tenemos que:

> §DMV = 3x
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Estimadores de mdaxima verosimilitud: propiedades de los
estimadores mdaximo-verosimiles — consistencia y centrado

> Consistencia:

> Bajo ciertas condiciones generales, 9, es un estimador consistente de 9.

~

> lim E[9,] - 9.
n—>0o

~

> lim Var[9,] = 0.

n—>oco

> Asintdticamente centrado:

> Se verifica que el lim E[aMV] = 9.
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Estimadores de mdaxima verosimilitud: propiedades de los

estimadores maximo-verosimiles — normalidad asintdtica
> Normalidad asintdtica :

> Para tamaiios muestrales grandes, desarrollando en serie la funcién
soporte en un entorno del estimador ¥, para 2° orden:
O d*L[d,, | ~
- L) = L(Byy) + (1/2) (o) (9 = By

d’L[9,,, [\

%) , entonces la verosimilitud se puede

escribir: £(9) = £(9|X) =Kk eXp( A12
20y

el log de la verosimilitud, la verosimilitud es la exp, la constante k es

eXP(L(aMV))°

> Si llamamos 6%, = (

(9 — @MV)2), como el soporte es

AN S AR WP BB S Ag VIo7sS O
NN ERIVATEA S SN QR SCIENCE STUDENTS

Cartagena99

PSS e Dier eda e Oy Sy JUHQ e POOR TS



Inferencia Estadistica: Estimacién por intervalos

Estimacion por intervalos

>

YV V. V VY

Cartagena99

Introduccién

Un ejemplo simple

El método del pivote
Principales estadisticos pivote

Estimacidon autosuficiente de intervalos de
confianza (bootsrap)
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Estimacidn por intervalos: introduccidn

> Ya sabemos como obtener estimadores para un pardmetro y como calcular
una medida de la precision del estimador: es decir su desviacién tipica en
el muestreo.

> Siempre es conveniente dar junto al estimador un intervalo de valores entre
los cuales deberd estar el valor del pardmetro que se estima con alta

probabilidad.
> Este es el objetivo de la estimacién por intervalos de confianza.

> Para ilustrar el problema vamos a ver como ejemplo la estimaciéon de la
media con una muestra de tamaio 25 en una poblacién normal de
desviacion tipica conocida e igual a 10.

Antes de observar la muestra y cqlculqr el es’rlquor x se pueden

r

I PGS o P L L
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Estimacidn por intervalos: introduccidn

> Esto lo veremos en la metodologia a continuacion como se calcula
con detalle.

> Pero lo importante es que podemos predecir que el 95% de las
veces |X — U] no serd mayor de 3,92 unidades.

> Por tanto si observamos Xx= 40, podemos asegurar que U estard
previsiblemente en el intervalo 40 * 3,92, el 95% de las veces que
saquemos una muestra del mismo tamano.

> Esta es la idea central de construccidn de intervalos de confianza.

> Asi Llamaremos intervalo de confianza para el pardmetro ¥ a un

nivel de confianza (1 — o), % n& ﬁxgrﬁi%nggl tioqﬁ 19§ <7F 9 <
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Estimacidn por intervalos: introduccidn

> Estos intervalos de confianza se calculan de manera tal que si
tomamos muchas muestras, todas del mismo tamano, y
construimos un intervalo con cada muestra, podemos afirmar
que el 100(1 — a)% (en el ejemplo 95%) de los intervalos asi
construidos contendrdn el verdadero valor del pardmetro. En
este caso en el ejemplo o = 0.05.

> El otro 100 a0 % (en el ejemplo 5%) de los intervalos asi
construidos no contendrdn el valor verdadero del pardmetro.
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Estimacidn por intervalos: introduccidn

> La idea general del procedimiento es que si estimamos ¥
con el estimador méximo verosimil T9MV, el error relativo de
la estimacion se define de la siguiente forma:
> w=19—19,,/0,,), donde a(I,,,)es la desviacion
tipica asintética de la distribucion muestral del estadistico
mdximo-verosimil que sigue, asintéticamente una
distribucién normal estdndar (por el TCL).
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Estimacidn por intervalos: introduccidn

> Este resultado indica que, sea cual sea 9, podemos conocer
aproximadamente la distribuciéon del error relativo que
cometeremos al estimar este pardmetro por 9.

» Esto no lleva al método del pivote para la estimacién de
intervalos de confianza que veremos en detalle después.

> Pero antes vamos a ver un ejemplo sencillo para entender el
problema.
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Estimacion por intervalos: un ejemplo simple (para
entender el problema)

> Vamos a tomar el ejemplo que acabamos de ver con mds detalle:

> Supongamos que sabemos que tenemos una variable aleatoria que sigue una
distribucién N(M, o) donde el valor de varianza es conocido 02 = 02,

> El objetivo es, dada una m.a.s. de tamaiio n de la variable obtener un intervalo a un
nivel de confianza del 95 % para el pardmetro U de la distribucion.

> Asi tenemos una probabilidad del 95% de encontrar U en ese intervalo.
> Recordemos que al tomar una muestra de tamaio n de una variable con media

U y varianza 62 y distribucién cualquiera (en particular una normal también), la
distribucién muestral de la media verifica que E[X]=M y Var[X]= ¢?/n.

> En este caso la distribucion muestral de la media muestral X sigue una normal
N(M, Go/(n)%) (’rronsporencio 226).
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Estimacion por intervalos: un ejemplo simple (para
entender el problema)

> Asi la nueva variable se distribuye segin una N(O,1)

» Por favor notar que es importante que el nuevo estadistico tenga una
distribucién conocida e independiente del pardmetro que queremos
estimar en este caso que es U a través de la media muestral X:

> Ya que esto nos permite dada la nueva variable z construir una
expresion del tipo, sabiendo que z es una normal:

> P(_Za/zS Z = Za/z) =
P(_Zoz/zS (x — I-’-)/(O-O/\/ﬁ) = Za/z) =1-a

» Donde z,/, es un valor de la normal esténdar tal que cumple:
> P(z > Za/z) =1—P(z4/2) = @/2, siendo @ la funcién distribucion
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Estimacion por intervalos: un ejemplo simple (para
entender el problema)

> Asi la expresion anterior nos
permite determinar, de manera
independiente de |, el valor z,/,
que delimita una probabilidad
(1-a) dentro del intervalo
centrado en cero (-z, 5; Z,/,)-

(1-a)

> En este caso, para la distribucion
N(O, 1), y (1-a)=95% vy el valor
|z..,~ | es aproximad
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Estimacion por intervalos: un ejemplo simple (para
entender el problema)

> Por lo tanto podemos poner para a=5% segun la figura anterior
de la normal, teniendo en cuenta que 1.96 es el valor
aproximado del punto percentil 97.5 de la distribucion normal:

> P(—1.96 < (x — W)/ (0,/vn) < 1.96) = 0.95

> Tabla libro, pag 618, el drea mas cercana es 0,27500 (que es
el valor exacto que buscamos) que corresponde al percentil
1,96 de la normal.

> Asi si despejamos U obtenemos el intervalo de confianza
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Estimacion por intervalos: un ejemplo simple (para
entender el problema)

> Asi la expresién P(x—196\/_< u<x+196—) = 0.95lo

que quiere decir bdsicamente es que:

> Para la estimacion de la media con una muestra de tamano n en una
poblacion normal de desviacion tipica conocida e igual a g,

> Podemos decir que antes de observar la muestra y calcular el
estimador, X, se pueden predecir las discrepancias esperadas entre el
estimador (X) y el pardmetro (i) que vienen dadas por el siguiente
intervalo de confianza el 95% de las veces que se.observa la muestra:
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Estimacién por intervalos: método del pivote

> El método anterior se puede generalizar dando origen al
conocido método del pivote para la construccion de intervalos
de confianza.

> Asi este se basa en la eleccion de una variable aleatoria que

sea funcion de la muestra y del parametro a estimar, con

una serie de condiciones para la funcién:

> Que sea una funcién continua y monétona del pardmetro.
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Estimacién por intervalos: método del pivote

> Llamemos g(19, X) a la variable escogida y que recibe el
nombre de estadistico pivote.

> Vemos que esta variable depende del pardmetro a estimar, 9,
y la muestra escogida, X.

» Bajo estas condiciones, fijado el nivel de confianza
(1—0a)100%, siempre es posible encontrar los valores a y b
tales que P(a < g(J, X) < b) = (1—0q), siempre que la
distribucién sea conocida para la probabilidad, P, anterior.
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Estimacién por intervalos: método del pivote

> Recordemos que las condiciones que se exigen para el
estadistico pivote son:
1. Que sea una funcién continua y mondétona del pardmetro.
2. Que su distribucién sea conocida e independiente del pardmetro a
estimar.
> Debido a la primera condicion podemos despejar el estimador
para deducir el intervalo de confianza:

> Plg’'(a, X) <9 < g’'(b, X))=(1—0)
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Estimacién por intervalos: método del pivote

Debido a la primera condicion podemos asegurar que existen g-
"(a, X) y g7'(b, X).
Se puede demostrar que si una funcién f es continua y monétona en

un intervalo [a,b], entonces existe la inversa en el intervalo
[f(a),f(b)], Y es también mondtona y continua.

Una funcién monétona es aquella que o bien es creciente o bien es
decreciente.

Debido a la segunda condiciéon podemos calcular la confianza a

través de la funcidén de probabilidad (ya que la distribucién es
conocida):
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Estimacién por intervalos: método del pivote

> Dado P(a < g(U, X) < b) = (1-0), notar que los valores a y
b que la verifican en general no son Unicos.

> La eleccidn se hace generalmente buscando que el intervalo
tenga la maxima precision, es decir, la longitud minima.

> Esta eleccidn depende de la distribucién del estadistico pivote.

> Para distribuciones simétricas y unimodales (distribucion
Normal o t de Student, por ejemplo) se consigue tomando el

intervalo centrado, es decir, dejando una probabilidad de
C HMAMA D ENVIA WHATSAPP: 680 454470~/ YIN-INE
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

> Intervalos para medias de poblaciones normales (varianza
conocida de la poblacion):

» Para poblaciones normales que se conoce la varianza, 0,ya sabemos cual
es el estadistico pivote para el cdlculo de intervalos de confianza para la
media | :
> z = (x — W)/ (a/+/n), en este caso z se distribuye como una N(O,1).
> P(—240<2<2z4)5) =

P(_Za/zS (¥ —w/(o/vn) < Za/z) =1-«a
> Donde z,/, es un valor de la normal estandar tal que:

> P(Z > Za/z) =1—P(z4/2) = @/2, siendo @ la funcién distribucion normal.
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

> Intervalos para medias de poblaciones normales (varianza
conocida de la poblacién):

> Recordar que los valores que se han escogido son simétricos para generar
el intervalo mds corto posible.

> Para la distribucién de confianza despejamos de z = (X — ) /(o /+/n),

> W= X+ z(a/4/n), asi al variar &, como X es constante, la Unica variable
aleatoria es z.

> Asi, la distribuciéon generada es normal, con media X y varianza o /4/n.

Esta distribucion rest
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

>  Cual es el minimo tamaio muestra necesario para obtener una precision dada para estimar el la
media en un intervalo de confianza dado. Vamos a hacer un ejemplo.

>  Supongamos que la altura de los individuos de cierta poblacién sigue una distribucién N(u, 7,5)
estando las unidades en cm. Hallar el minimo tamano muestral necesario para estimar la altura
media con un error inferior a 2 cm y con una confianza del 90%.

> Lo que queremos es que |X — | < 2 y como queremos una confianza del 90% entonces z,,, =
Zyos = 1,645 (tabla libro, pag 618, el drea mas cercana es 0.95053 que corresponde a 1,65).

> Asi sqbemossque el intervalo de cgnflanzq de para la media de la altura viene determinado por:
x—1, 64572 <usx+1, 64572 (el valor de 1,645 estd calculado de manera mds exacta).

Vn T Vn
> Una expresidn equivalente es: 1,64—5% <X—u< 1’645ﬁ
> Oloqueeslomismo: |[x —u| <1 64—57;;

Sustituyendo por su valor 2 < 1, 645~ ?, y despejando n obtenemos n>38,05
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

> Intervalos para medias de poblaciones normales (varianza
desconocida de la poblacion):

> Para este caso se utiliza una variable de Student para estimar el intervalo
de confianza de p: t = (X — W) /(8//n) con n-1 grados de libertad.

> Ademads, el estadistico obtenido no depende de g, y es funcién monétona
de U (esto es justo lo que necesitamos para el método del pivote), por lo
tanto podemos decir que:
> P(—ta/zs t < ta/z) =
P(_tcr/zS (X —w/@/Vn) < ta/z) =1-a
> Donde t,/, es un valor de una t de Student tal que cumple:
> P(t > ta/z) = a/2, y por tanto el intervalo de confianza para | a un nivel de
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

> Ejemplo: En una empresa se anunciado que los salarios el ano pasado crecieron
un promedio del 3,5%. Un grupo de trabajadoras toma una muestra de los
incrementos que han recibido una muestra de 10 mujeres obteniendo los siguientes
incrementos: 3%, 3%, 5%, 1%, 1%, 2%, 1%, 1,5%, 2%, 2%. Construir un
intervalo de confianza para el incremento medio experimentado por la
remuneracion de las mujeres en esta empresa.

> La media de los incrementos es X = 2,36 y la desviacién tipica de los 10
incrementos es S = 1,50.

> Para un intervalo de confianza del 95% se requiere el percentil de la distribucion
t de Student con @ grados de libertad que es 2,26 (tablas libro, pag 619 ).

1,5 1,5
. _ ) < < )
> Por lo tanto el intervalo es 2,36 2,26—\/_ <u<s 236+ 2,26—\/_

Saliendo un intervalo de 1.29 < 1 como. este .interva olcno_mcl e el 3.5%
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Estimacidn por intervalos: principales estadisticos pivote

> Intervalo para varianzas de poblaciones normales:

> Para construir un intervalo de confianza para la estimacion de la varianza de una
poblacién normal, tenemos en cuenta que
ns®* _ (n-1)§?

s =T se distribuye como y2Z_;.

» Por lo tanto, determinando dos valores )(Czl y )(gque dejen entre si (1 — a) de la

distribucién y2_; ya lo tenemos:
ns? o2
> P(y2 < — = X&) =1 — a, o expresado como P(1/x% > == 1/xi)=1—«
> Por tanto podemos encontrar el intervalo para estimar 2 a un nivel de confianza

(1 — a) de la siguiente forma:
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Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootsrap)

> La media muestral es un estimador con una propiedad muy especial:

> Su precision (inversa de la varianza de la distribucion muestral) se puede conocer a
través de la varianza de la muestra:

> Recordar que para estimar la varianza de la distribucion muestral de la media
haciamos E[(X — p)?] = Var(x) = a%/n.

> Asi si estimamos la varianza 02 a través de la varianza de la muestra $2 entonces
a2
82(7) = > — 1 —7)2
onemos que S4(x) = — = X(x.—x
P que §%(X) = - = -5 Z(x=X)

> Lainversa de este valor, 1/5%(X), es la precisién del estimador media muestral.

» Esta expresién es vdlida en general, ya que no depende del modelo de distribucion
de probabilidad que genera la muestra, solo depende de los datos muestrales

C " AN R AR IR A KB S EfgNTCAS ONEINE
Artagenaf o s RNATELESSRNRAgRSCIENCE STUDENTS

|" rr YAN3
JRQ e P00l



Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootstrap)

> Si utilizamos un estimador de mdxima verosimilitud podemos conocer su
varianza asintética, pero esa medida puede ser poco precisa para
muestras pequenas.

> Existen métodos de simulacién por computador como estimacién jackknife y
bootstrap que son generales para obtener precisidon de un estimador de
forma aproximada sin hacer hipdtesis respecto a las distribucidn.

> Estos métodos hoy en dia se pueden usar por la potencia y rapidez de los
ordenadores digitales.

> Jackknife: Quenouille, M. H. (September 1949). "Problems in Plane
Sampling”. The Annals of Mdfhemcﬁccl Statistics. 20 (3) 355—

V7R Ani. 1N 121 A/ Jd 27770000900 ICTAD 292
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https://dx.doi.org/10.1214/aoms/1177729989
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https://www.jstor.org/stable/2236533
https://en.wikipedia.org/wiki/Bradley_Efron
https://projecteuclid.org/euclid.aos/1176344552

Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootstrap)

> Bootstrap se basa en calcular directamente la varianza del
estimador considerando la muestra como si fuese toda la
poblaciéon y aplicando el método de Montecarlo (seccidn
5.7.2 del libro si queréis saber mds sobre montecarlo) para
obtener réplicas de la muestra.
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Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootstrap)

> Siempre se parte de una muestra de datos (x,,...x_ ) y se realiza el
siguiente procedimiento:

> Primero: Consideramos la muestra como una poblacién de una
variable que toma los n valores (x;, ..., x.) con probabilidad 1/n. De
esta muestra se extrae una m.a.s. de tamano n (igual que el tamano
de muestra) mediante el método de Montecarlo. Es decir obtenemos
una muestra al azar con reemplazamiento de los valores
observados. Notar que esta muestra generada no coincidird, en
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Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootstrap)

> Segundo: Calculamos en la muestra generada anterior el
estimador cuya precision queremos estimar:

> 9, =901, -, ¥n)
» Tercero: Repetimos los pasos primero y segundo un nUmero B
de pasos grande (por ejemplo, 1000 veces), asi obtenemos

una secuencia del estimador 9, ... 95 en cada uno de las B
m.a.s. Asi la estimacién de su media y su varianza es:
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Estimacion por intervalos: estimacion autosuficiente de
intervalos de confianza (bootstrap)

> Se puede demostrar que en condiciones generales, este método obtiene
asintéticamente la varianza del estimador ¥, y que el intervalo de confianza a
un nivel 1 — a se puede obtener de la distribucién de B valores de ..

» Para el intervalo de confianza se obtienen los valores 9z y U¢yp tales que:

> Los valores del intervalo de confianza ﬁlNF y §SUP se calculan ordenando los 51
y tomando los valores situados en las posiciones [B X a/2] y [B X (1 — a/2)],
donde el simbolo [ ] significa redondear al entero mds cercano.

> Darse cuenta que suponemos que los B valores cubren el 100% de la
distribucién de la varianza del estimador 9.
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Cartagena99

Inferencia Estadistica: Estimacién por intervalos

Estimacién bayesiana
> Introduccién
» Distribuciones a priori
> Distribucién conjugada a priori
» Estimacién puntual

» Estimacion de poblaciones normales con
varianza conocida
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Los métodos de estimacion que hemos visto hasta ahora
funcionan bien con muestras grandes.

> Veamos varios ejemplos con muestras pequeiias:

> Ejemplo1: Supongamos que nos preguntamos por la proporcién de
estudiantes que leen un determinada novela, y que en una muestra
pequena (30 estudiantes por ejemplo) obtenemos O personas que
han leido el libro.

> Qué inferencia podemos hacer sobre el pardmetro p, suponiendo un
modelo binomial.

Cartagena99

AN S AR WP BB S Ag VIo7sS O
NN ERIVATEA S SN QR SCIENCE STUDENTS

Wwaw carfa nsable de la informacion. )
HAe Io [RMIBPRETCT] Vollo




Estimacion bayesiana: introduccién

> En este caso si uno hace los cdlculos aprendidos (funcién de
verosimilitud de p, y luego optimizacion del pardmetro
derivando respecto de p e igualando a cero) la estimacién
maximo verosimil del parametro p es la frecuencia en la
muestra, que, en este caso, Yy nos ha salido cero.

> Asi la estimaciéon mdaximo verosimil del nOmero de estudiantes
que han leido esta novela es cero y para cuantificar la
preC|5|on de esta estimacién nos encontramos que la varianza
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Estimacion bayesiana: introduccién

> El problema es que estamos aplicando un método mdximo
verosimil, que tiene buenas propiedades en muestras grandes,
pero no en pequenas o medianas muestras.

> Ejemplo2: Como segundo ejemplo, supongamos que tratamos
de estimar la edad del mds veterano de los estudiantes de
una universidad mediante esa misma muestra de tamano 30.

> Como desconocemos la distribucién de edades, podriamos
estimar como valor mdximo de la variable edad el mayor
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Estimacion bayesiana: introduccién

Supongamos que la persona de mayor edad es de 21 anos.
Esta estimacidn es intuitivamente muy deficiente.
Es dificil que el mds veterano este en la muestra.

Ejemplo3: Como tercer ejemplo supongamos que una moneda
de un euro, la tiramos 10 veces y obtenemos 7 caras y 3
cruces. Con esto queremos decir que la probabilidad de cara
en esta moneda es 0,7. Claramente no.
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Estos tres ejemplos tienen en comuin la existencia de cierta
informacion a priori respeto al pardmetro que tratamos de
estimar, que no se tiene en cuenta en el proceso de inferencia:
informacioén a priori.

> Ignorar la informacién inicial que tenemos respecto a un
pardmetro a estimar no es importante si la muestra es grande,
pero puede serlo cuando la muestra es pequeia.

> Es decir si la muestra es muy grande podemos despreciar al

[ 4
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Sin embargo con una pequeina muestra desperdiciar la
informaciéon a priori no nos permite hacer un inferencia
correcta, ya que la informacién a priori es significativa frente
a los datos (la muestra).

> Por tanto la inferencia bayesiana es un procedimiento
general para combinar nuestra informacion a priori con la
muestra para obtener una inferencia que tenga en cuenta
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Estimacion bayesiana: introduccién

> En el enfoque bayesiano un parametro no es una constante
desconocida, sino una variable aleatoria sobre la que podemos
establecer a priori una distribucién de probabilidad que refleje
nuestro conocimiento del problema a priori previo a realizar el
proceso de inferencia.

> El proceso de inferencia se obtiene aplicando el cdlculo el teorema
de Bayes: combina la informacion a priori con la informacion de
la muestra y se obtiene la distribucion del parametro
condicionada a la informacién disponible.
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Supongamos que f(X|8) es la probabilidad de obtener una
muestra para cada valor posible del parametro.

> Después de tomar la muestra X = (x, ..., x,), en la
funcién f(X|60) los datos son fijos, ya que han sido
observados, y los pardmetros 6 son variables para esa
muestra observada.

> Asi cuando la muestra se observa f(X|0) = £(0|X), que es
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Podemos combinar las cantidades anteriores a través del teorema de
Bayes para encontrar la probabilidad a posteriori p(6]X):

BETN0
g [p(9|X) = Trx10)p(8)as ]

> La distribucién a posteriori p(8|X) contiene toda la informacién para hacer
inferencias respecto al pardmetro.

> Si se desea un estimador puntual, se tomard la media o la moda de dicha
distribucién

> Si se desea un intervalo de confianza, se tomard la zona que encierre una
probabilidad fijada en dicha distribucién.
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Observar que el denominador m(X) = [ f(X|0)p(0)do y

como funcién de X (datos muestrales) representa la distribucién
marginal de los datos, con independencia de los valores de los
pardmetros (esta integrado sobre el pardmetro).

> Esta distribucidon se suele denomina distribucion predictiva y
observando la expresion nos damos cuenta que es una media
ponderada de las ver05|m|I|’rudes f(X|0) por las

probabilidades ¢ %ﬁ%ﬂé&w&q@—
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Cuando observamos la muestra este denominador es una
constante, y el cdlculo de la probabilidad a posteri p(8|X) se
simplifica.

> Por lo tanto el denominador es solo es una constante de
normalizacién para que la integral de numerador sea la

unidad:

> De esta manera la densidad de probabilidad p(6]X), esta bien
definida.
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Asi ’renemoslp(9|X) = kf(0|X)p(6 ﬂ, que nos dice que podemos
calcular la distribucion posteriori multiplicando, para cada valor del

pardmetro 6, su verosimilitud £(0|X) por su probabilidad a priori
p(6).

> QObservar que la constante k es irrelevante para la forma de la
probabilidad a posteriori p(8|X), como hemos dicho es un factor

de normalizacién que se puede determinar al final con la condicién
de que la integral de p(0|X) sea la unidad.

> Asi el teorema de Bayes se puede resumir como:
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Estimacion bayesiana: introduccién

> En el caso particular de que p(6) sea aproximadamente constante sobre el
rango de valores en los que la verosimilitud no es nula, se dice que la
distribucién a priori, p(8), es no informativa, y por tanto la distribucién a
posteriori p(0|X), vendrd determinada Unicamente por la funcién de

verosimilitud £(6|X).

> Una ventaja adicional del enfoque bayesiano es su facilidad para procesar
informacién secuencialmente. Esto es muy importante para afinar la estimacién.

> Supongamos que después de calcular la distribucién a posteriori con la
observacion de una muestra X observamos una nueva muestra de la misma
poblacién Y, independiente de la primera.

Entonces, la nueva distribuciéon a posteriori final se puede actualizar con la

distribucidn inicial a erioria través de la
C * R e A L R e oS ONENE
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Estimacion bayesiana: introduccién

> Naturalmente la expresion anterior se puede obtener de la
aplicacion de la estimacion bayesiana a una muestra
ampliada [X,Y] donde la muestra X e Y son independientes:
> p(OIXY) = k£(0|XY)p(6) = kf(XY[0)p(6) =

kf(X10)f(Y]0)p(8) = k£(8]1X)2(0]Y)p(6) = k£(0|Y)£(0|X)p(6) =
(k£(8Y)p(81X) = p(8]XY))

> Asi la estimacién bayesiana proporciona pues un

procedimiento automdtico para expresar el aumento de
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Estimacidén bayesiana: distribuciones a priori

> La mayor dificultad prdctica del enfoque bayesiano es cdmo especificar la
distribucidn a priori: normalmente la informaciéon de que disponemos es
cualitativa y el enfoque bayesiano requiere que establezcamos una
distribucién de probabilidad sobre sus valores.

> Asi se pueden considerar cuatro casos diferentes.

> Primero: La distribucién a priori proviene de estudios anteriores y se
conoce objetivamente. Por ejemplo, supongamos que tratamos de
determinar

> Segundo: La distribucién a priori puede ser importante respecto a la
muestral, pero la informacidén existente es subjetiva y no formalizada. Por
ejemplo podemos elegir una distribucion a priori que refleje globalmente
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Estimacidén bayesiana: distribuciones a priori

> Tercero: La informacién a priori es pequeiia con relacién a la
informaciéon muestral. Podemos elegir una distribucién a priori que
refleje globalmente nuestra opinidn, en particular la moda a priori
y el rango de valores posibles, pero sin preocuparnos mucho del
resto de los detalles. En este caso se suelen escoger distribuciones
conjugadas (lo vemos después).

» Cuarto: La informacién a priori es despreciable frente a la
informacion muestral, o no queremos tenerla en cuenta en el proceso
de inferencia:

> En este caso podemos utilizar los métodos cldsicos que hemos estudiado
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Estimacidn bayesiana: distribucidén conjugada

> Laidea es expresar aproximadamente nuestra informacién a priori con una
distribucidn que facilite el andlisis.

> Un ejemplo es utilizar una familia de distribuciones a priori que tiene la
misma forma que la verosimilitud, de manera que la posterior pueda
calcularse facilmente al pertenecer a la misma familia que la priori.

> A estas familias se las denomina conjugadas.

> Una clase C de distribuciones a priori para un pardmetro 6 es conjugada si
cuando la a priori pertenece a esa clase, p(6)e C entonces también lo hace

la a posteriori p(8|X)e C.

La distribucion con|uquq a priori se elige tomando como distribucion la
verosimilitud, y mod;
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Estimacidn bayesiana: distribucidén conjugada

> Por ejemplo, supongamos que queremos hacer estimar el pardmetro
en una modelo normal de varianza conocida.

> La verosimilitud es
> 2(0) =k exp(—zlaz(f — 0)?)

> Y la a priori conjugada la escogemos como
> p(8) =k exp —%(9 — Uy)?)

> Siendo U, un pardmetro para variar la media de la distribucién y
n, otro para ajustar la varianza, que determinan la forma de la
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Estimacion bayesiana: estimacién puntual

> Si queremos hacer estimacion puntual con la a posteriori es necesario elegir
un valor Unico para el pardmetro.

> Para ello podemos optar por las diferentes posibilidades:

> Primera: Seleccionar el mdximo (la moda) de la distribucién a posteriori,
que es el valor mds probable. Cuando la informacién que nos da la a
priori sea pequeia con relacién a la proporcionada por la verosimilitud, la
a posteriori serd andloga a la verosimilitud y su moda es el estadistico

mdximo-verosimil. Por tanto, en este caso el enfoque bayesiano coincide
con el MV.

» Segunda: Definir un criterio de optimalidad y deducir el estimador a partir
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Estimacion bayesiana: estimacién puntual

> La funcién de perdida mds frecuente escogida es la
cuadrdtica g(ﬂ,ﬂ) = k(19 — 19)2.

> El criterio de eleccién serd escoger como estimador aquel
valor ¥ que haga en promedio la pérdida minima.

> Esto quiere decir E[g(ﬂ, 3)] = kE[(ﬂ — 9)2], donde la

esperanza se toma respecto a la distribuciéon de 9.

> A la pérdida promedio se denomina riesgo del estimador.
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Estimacion bayesiana: estimacidn de poblaciones
normales con varianza conocida

> Supongamos que se desea estimar la media de una poblacién
normal con varianza conocida y que la informacién inicial
respecto a U se traduce en una distribucién a priori N(u,, 0,),
suponiendo una distribucién conjugada del tipo que hemos
visto anteriormente para la distribucién a priori:

- f(u) = kexp(— = (1 — 1p)?)

20’
>~ Asi la verosimilitud para una normal de varianza ¢?
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Estimacion bayesiana: estimacidn de poblaciones

normales con varianza conocida

> Y la a posteriori conjugada es entonces:

- FQIX) = K@i (W) = K exp (=35 (8 = 1)?) kexp (=

1
20’

(u—

{

J
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Estimacion bayesiana: estimacidn de poblaciones
normales con varianza conocida

> Su exponente puede escribirse de la siguiente forma (ejercicio 9.6):

n n 1
(% — 2 — ) = — (v — D2 4 —— (1 — 1y)2
n n
R — )2 = )2
(02 * 002> (= mp)* + <n002 + 02) (¥ = ko)
n._ 1
G2X T3l
> Con p,=——
2" g2

> Asi al final tenemos que la expresidon para el producto de la verosimilitud
(¢(u]x) = f(x|u)) por la a priori viene determinada por: f(x|u)f (1) =
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Estimacion bayesiana: estimacidn de poblaciones

normales con varianza conocida
> Por otro lado sabemos por el Teorema de Bayes que f(i|u) f (1) =

f(ulX) f (X)

> Asi este segundo miembro estd compuesto por la distribucién a posteriori
(f(u|x)) y la distribucién predictiva (f (X)), que no depende de X, es decir:

- ) = exp (B + ) (= 11)? ) y £ = exo () G — 107 )
> Supongamos que definimos por Pz Y po a las precisiones muestral y a
priorj, entonces la distribucion a posteriori es una normal con pardmetros:
ﬁﬁ_zﬂ ° _ pxftpop, 1

— 2
2+ Px+DPo Ip
o2 o3

=Pp = Pz + Po

nup_
pncl lmln“ﬂﬂ Iﬂ mﬁd.

Cartagena99

2T e e S, o ARN A Stiedad §a | AT v viinaty&lonng
phasiar e Dug Dada y Ol G 616 POOZ el



Bibliografia y lecturas relacionadas:

» Fundamentos de estadistica. Daniel Pena Sdnchez Ribera. Alianza Editorial, 2001 o

2008.

> Data analysis Statistical and computational methods for scientists and engineers Recurso
electréonico 4th.ed. Autor Brandt, Siegmund.

» The Elements of Statistical Learning: Data Mining, Inference, and Prediction. Trevor
Hastie, Robert Tibshirani, Jerome Friedman. Springer Second Edition February 2009.

Probabilidad y Estadistica con Python.

Entre percentiles, cuartiles y cuantiles. Posted on 21 febrero, 2015 by Jesus Soto.

Cuartiles.

NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical Methods,
http: / /www.itl.nist.gov/div898 /handbook/, 09/22/2015.

http: //www.itl.nist. qov/d|v898/hondbook/edo /section3 /normprpl.htm
t’l_mﬁi)"'é‘}\ﬁﬂh A’WT—IWIJW 6%5('5}5\"4 4%I\Ilbl-\b ONLCINE
8NhWM¥ﬁ§AL§§§§QJV4%F93§C|ENCE STUDENTS

vV V VYV VYV

\ A/

Cartagena9 9

vifudalooo.
UG S8, POOR ST


http://biblos.uam.es/uhtbin/cgisirsi/AbCdEfG/FILOSOFIA/0/5?searchdata1=8420686964
http://biblos.uam.es/uhtbin/cgisirsi/AbCdEfG/FILOSOFIA/0/5?searchdata1=0387984984
http://www-stat.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/download.html
http://relopezbriega.github.io/blog/2015/06/27/probabilidad-y-estadistica-con-python/
http://pimedios.es/2015/02/21/entre-percentiles-cuartiles-y-cuantiles/
https://es.wikipedia.org/wiki/Cuantil
http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/
http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/normprpl.htm
http://bigdata.sgapeio.es/index.php/en
http://bigdata.sgapeio.es/index.php/en/sesion-i

Muchas Graciaslill
ePeguntas?

Breve Biografia del Profesor:

Francisco de Borja Rodriguez Ortiz_received his degree in Applied Physics in 1992. Then he worked at the
Instituto de ingenieria del conocimiento (Universidad Auténoma de Madrid) until 1995. He received his PhD
in Computer Science in 1999 from Universidad Auténoma de Madrid. Then he worked at the Nijmegen
University in Holland, at the Institute for Nonlinear Science in University of California San Diego, at Centro de
Neurociencias Integradas (CENI) in Santiago de Chile and at Instituto de Fisica de Sdo Carlos in Universidad
de Sdo Paulo (IFSC, USP). Since 2002 he is “Profesor Titular” at the Escuela Politécnica Superior, Universidad
Autonéma de Madrid. FBRO has a 21 year teaching experience at the Departamento de Ingenieria
Informdtica, Universidad Auténoma de Madrid where he is a lecturer in Cryptography, Data Structure
Information, Scientific Computing, Pattern Recognition, Basic Computer Science, Neurocomputation
Fundamentals, Databases Systems and graduate courses in Computational Neuroscience, Biomedical Signal
Processing and its and its applications, Biodevices. His areas of interest in investigation are Computational
Neuroscience - Chemical Sensing - Artificial Neural Networks - Biologically inspired robotics - Information
Theory and Clustering- Cryptographic Protocols in Anonymity.

[m Scientific publications of Francisco de Borja Rodriguez Ortiz: n
| —

|UNIVERSIDAD AUTONOMA | . . nf?cgf.l.?m
C AR S AR R A R SR oS O
ATLAGENAD D oG PRATESS SRR FENCE STUDENTS

JNGY e HERIEIES


http://scholar.google.es/citations?user=7yEkpQIAAAAJ&hl=es
http://www.ii.uam.es/~gnb

