ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. Hoja de problemas 2
1. Sea A un grupo abeliano. Demostrad que
Ator :={a € A:o(a) < oo}
es un subgrupo de A. Comprobad que {M € Gla(F) : o(M) < oo} no es un subgrupo de Glo(F).
2. Encontrad un subgrupo estricto de Dg que no sea ciclico.
3. Demostrad que ninguno de los grupos C), x Cy,, C,, X Z, Z x Z es ciclico.
4. Sea G un grupo y sea g € G.

(i) Demostrad que, si g tiene orden finito y n € N es un multiplo de o(g), existe un tinico homomorfismo
f:Z/nZ — G que satisface f([1]) = g.
(ii) Demostrad que existe un unico homomorfismo f : Z — G que satisface f(1) = g.
5. Dado a € Z definimos una funcién
oq,:C, — Cp,
poniendo o4(z) := z* para cada x € C,,.

(i

Demostrad que o, es un homomorfismo.

(ii) Demostrad que o, es un isomorfismo si y sélo si (a,n) = 1.

(iv) Demostrad que o, 0 0 = 0gp.

(v

)
)
(iii) Demostrad que todo automorfismo de C,, es igual a o, para algin a € Z (coprimo a n).
)
)

Demostrad que hay un isomorfismo

f:(Z/nZ)* — Aut(Cy,)
dado por f([a]) := o,.
6. Demostrad que {—1} U{1/p: p € N es primo} genera Q*.

7. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G. Definid explicitamente una relacién de equivalencia en G con
la propiedad que, para cada g € G, la clase de equivalencia de g sea Hg.

8. Sea p primo y sea n € N. Sean H y K subgrupos de Cp». Demostrad que H C K o K C H.

9. Sea GG un grupo y sean subgrupos H y K de GG. Encontrad todos los posibles érdenes de H N K cuando:
a) [H| =16y |K]| = 20;
b) |H| = |K| =7

10. Encontrad todos los subgrupos normales de Dg.

11. Sea G un grupo y sea H un subgrupo de G.

1

(i) Para todo g € G, demostrad que gHg™" es un subgrupo de G.

(ii) Para todo g € G, demostrad que la funcién

fo:H—gHg™,
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v) Si H <Gy |H| =m entonces H es el tnico subgrupo de G de orden m.
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13. Sea GG un grupo y S un subconjunto no vacio de G. Demostrad que
Ca(S) < Ng(95) < G.
Demostrad que, si G es abeliano, entonces Cg(S) = Ng(S) = G.
14. Sea S ={1,(1,2)} C S3. Comprobad que Cs,(S) = Ng,(S) =S y que Z(S3) = {1}.

15. Si N es un subgrupo normal de G y N tiene dos elementos, demostrad que entonces N esta incluido en el
centro de G (esto es equivalente a: grupos de centro trivial no tienen subgrupos normales de orden 2).

16. Sea G un grupo para el que existe un entero n > 1 con la propiedad que (ab)"™ = a"b™ para todos los
elementos a y b de G. Sean Hy = {2" : x € G} y Hy = {x € G : o(z)|n}. Demostrad que H; y Hy son
subgrupos normales de G.

17. Sea G una grupo y sea N un subgrupo normal de G. Sea x un elemento de G de orden finito. Demostrad
que el orden de xN en G/N es un divisor del orden de x en G.

18. Demostrad que G = {m + V2n:m,n € Z} es un grupo con respecto a la suma. Demostrad que H = {5’“35 :
k,s € Z} es un grupo con respecto a la multiplicacién. ;jSon Gy H isomorfos?

19. Sea N un subgrupo normal de G tal que G/N tiene orden n. Demostrad que si n y m son primos entre si y
x € G satisface ™ = 1, entonces N = N.

20. Sea f un homomorfismo sobreyectivo de G en Z. Demostrad que para todo niimero entero positivo n, G
tiene un subgrupo normal de indice n.

21. Dado un grupo G y un subgrupo normal N tal que G/N es ciclico de orden 6, describid el reticulo de los
subgrupos de GG que contienen a N.

22. Sea St = {2 € C: |z| = 1} (el grupo circular). Utilizad el primer teorema de isomorffa para demostrar que
St es isomorfo al grupo cociente R/27Z. Hallad el subgrupo de S! formado por todos los elementos de orden
finito. ;A qué subgrupo de R/27Z corresponde?

23. Demostrad que si H es un subgrupo de un grupo G, H C Z(G) y G/H es ciclico, entonces G es abeliano.
24. Hallad Dg/Z(Dg) y determinad su clase de isomorfismo.

25. Demostrad que si G es un grupo no conmutativo y tiene orden p3 (p un niimero primo) entonces Z(G) tiene
orden p.

26. ;Cuantos homomorfismos sobreyectivos se pueden definir entre los siguientes grupos aditivos?

(a) de Z/30Z en Z/30Z,
(b) de Z/30Z en Z/15Z y
(c) de Z/30Z en Z/8Z.

27. Definid un homomorfismo (si es posible) entre los siguientes grupos:

(a) de S3 en Z/12Z, inyectivo;

(WY An Q. an 7127 anhvenss
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vi. Uuupruuau yuu vuuu vuugr dPO de (/g es normal en (/g y determinad la clase de 1somornsmo de cada coclente

de Qg.
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32. Sea
1 a
H'_{<O 1>.CL€Z}.

Demostrad que H es un subgrupo de Gla(Q). Demostrad que

-1
()Y en
Demostrad que <(2) (1)> no normaliza H.
33. Sea G un grupo y sea H un subgrupo finito de G.
(i) Demostrad que un elemento g de G normaliza H si y sélo si
gHg ' CH.
(ii) Sea S un conjunto generador de H. Demostrad que un elemento g de G normaliza H si y sélo si
9Sg~' C H.
(iii) Sea T un conjunto generador de G. Demostrad que H es normal en G si y sélo si
tSt' C H
para todo t € T

34. Sean H y K subgrupos normales de un grupo G con H N K = {1}. Demostrad que cualquier elemento de
H conmuta con cualquier elemento de K.

35. Si H < K < G comprobad que [G : H| =[G : K|[K : H|.

36. Sea G un grupo y sea H un subgrupo normal en G cuyo indice en G es un numero primo p. Sea K un
subgrupo de G. Demostrad que o bien K C H o bien tenemos G = HK y [K : (K N H)] = p.
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