Ejemplo de estimacion del dominio de una inversa local

Consideramos el abierto Uy = {(z,y) € R? : y > 0} = R x (0,4+00) y la funcién f : Uy — R?
dada por:
B e¥ + xy?
faw = | S0 ]
e+2
8
y B(b,r2) tales que f sea regular e inyectiva en B(a,r1) y la imagen f(B(a,rl)) contenga
a B(b,r2), con lo cual tendremos una inversa local

f~t:B(b,rs) — B(a,r) C R?,

Dado el punto a = (2,1) y su imagen b = f(a) = [ ], buscamos bolas B(a,r1) C Uy

de clase C*. El propésito es hallar valores explicitos para r; y r2. Calculamos:
y? e¥ + 2xy
Df =
322 —logy —z/y
Buscamos una matriz P € O(2) y ntmeros r, A > 0 tales que:

para todo (z,y) € B(a,r) y todo v € R? es o (Dfayy P)v > A lv]13 . (1)

Conseguido eso, tendremos que f es regular e inyectiva en B(a,r) y que f(B(a,r)) 2 B(b, Ar).
1 e+2

En vista de que Df, = [ 19 9

} tiene bastante mas grandes (y positivas) las entradas
e¥ + 2xy y?

. . 0 1
fuera de la diagonal, elegimos P = [ 1 0o }, con lo cual (Df)P = [ “2)y  32%—logy |

y calculamos:

V' (Df)Pv = (&Y + 2zxy)v? + (322 —logy)v3 + <y2 - z> vive >
> (e +2ay) vf + (327 —logy) v — ' <y2 - x) vivg | >
Y
1 1
> | €Y+ 22y — = y2—E v? 4 ( 322 —logy — = y2—z vs .
2 y 2 Y
Probemos a ver si para r = 1/2 existe un A > 0 cumpliendo (1). Si (z,y) € B(a, 1/2), entonces:
Soa<c2y oy 8
2 2 V2 5V 53

Haciendo uso de e >t +1 y logt <t — 1, deducimos que si (z,y) € B(a,1/2) entonces:

3\1 3 3
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