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Combinatoria

Ejercicio 0.1.

a. Supongamos un alfabeto de n letras. Determinar cuantas iniciales diferentes se
pueden formar con dos letras.

b. Determinar cuantas letras deberia tener el alfabeto para que un millén de perso-
nas puedan ser identificadas mediante tres iniciales.

a. Suponemos que las letras se pueden repetir. Son variaciones con repeticion de 2 elementos
tomados entre n. Por lo tanto hay n? iniciales diferentes.

b. Con 3 iniciales tenemos n® posibilidades.
n® = 1000000 <= n = v/1000000 = 100

Ejercicio 0.2. Determinar cuantos niimeros de tres cifras pueden tenerse su se em-
plean sélo cifras impares. Calcular cuantos de estos niimeros son menos que 500.

Tenemos cinco cifras impares. Es una variacién con repeticién de 3 elementos tomados entre
5. Por tanto tenemos 5% = 125 niimeros.

Los numeros seran menores que 500 si la primera cifra es 1 o 3. Por tanto, tenemos dos
posibilidades para la primera cifra y 5 para cada una de las siguientes. Por tanto tenemos 2-5-5 =
50 nuimeros.

Ejercicio 0.3. Se eligen cinco bolas de entre diez disponibles, siendo ordenadas en
cinco cajas. Determinar de cuantas maneras distintas pueden colocarse.

Para repartir r objetos en n grupos hay ("ﬁfl) posibles repartos. En este caso r y n son
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Capitulo 0. Combinatoria

es

. ANl 6
2/ 2.2

Ejercicio 0.5. Se dispone de dos mesas para tres y seis personas. Calcular de cuantas
formas pueden distribuirse nueve invitados.

En cada mesa las posibilidades de colocar a los que se sienten en ellas se pueden calcular
mediante permutaciones circulares. En una permutacion circular de n elementos hay (n — 1)!
permutaciones posibles. Por tanto, para cada eleccién de los invitados tenemos 2 formas de
colocarlos en la mesa de 3 y 5! formas de colocarlos en la mesa de 6.

9
Las formas de escoger qué invitados se ponen en la mesa de 3 y cuales en la de 6 son (3)

Basta escoger los que se ponen en la mesa de 3, el resto se pondran en la de 6.

Por tanto, el nimero de posibilidades de sentar a los invitados es
9
(3) (245!)=84-(2+5!) =1248

Ejercicio 0.6. Demostrar la identidad 2" = Y7" ()

Por el teorema del binomio se sabe que

n __ - n n—ipt
(a+0b) —Z(l)a b
1=0
Si tomamos a,b =1

n

SONERI (Z‘) =y (TZL)
i=0

7 =0

Ejercicio 0.7. Calcular de cuantas formas pueden ordenarse las letras de la palabra
‘catarata’.

De cada letra tenemos
c:1 a:4 t:2 r:1

Son permutaciones con repeticién (o repartos ponderados) en cuatro grupos:

n 8 8! 8:7-6-5
(1,4,2,1) (1,4,2,1) 10412011 2 7-6-5=840
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Ejercicio 0.9. Si se dispone de cuatro grupos de individuos (tres americanos, cuatro
franceses, cuatro daneses y dos italianos), calcular de cuantas formas posibles pue-
den sentarse en una fila de sillas cuando aquellos de igual nacionalidad se sientan
correlativamente.

Si los de la misma nacionalidad se sientan juntos, son como un solo elemento. Tenemos cuatro
nacionalidades, por lo que el niimero de formas de sentarlos serd una permutacién con n = 4

41 =24

Ejercicio 0.10. Calcular como pueden distribuirse nueve juguetes entre cuatro ninos
cuando el menor de éstos recibe tres juguetes y cada uno de los restantes recibe dos
juguetes.

9
Podemos escoger los juguetes que le tocan al pequeno de 5 formas. Para saber de cuantas

formas podemos repartir el resto, el niimero de subconjuntos posibles que podemos formar es

) () (2

. Las formas de ordenar cada reparto de juguetes son una permutacién de tres elementos, por
tanto, tenemos que las formas de repartir los juguetes entre los nifios son

o) o) )2

Ejercicio 0.11. Con las vocales ‘a,e,i,o,u’y las consonantes ‘b,c,d,f’, calcular el niimero
de palabras de nueve letras distintas que pueden formarse. Calcular este nimero
cuando no hay vocales juntas.

Si cualquier letra puede ir donde queramos, el nimero de palabras es una permutacion de
nueve elementos, es decir, 9! = 362880.

Si no hay vocales juntas, las vocales tienen que ir en las posiciones impares de la palabra
(suponemos que la primera letra ocupa la posicién uno y la dltima letra la posicién 9). Las formas
de colocar estas vocales es una permutacion de 5 elementos. Ademas, las formas de colocar las
consonantes en las posiciones pares también es una permutacion, esta vez de cuatro elementos.
Por tanto, el niimero de palabras es

5! -4l = 2880

Ejercicio 0.12. Se rellena un test de doce items, donde las respuestas son ‘verdadero’y
‘falso’. Se ha decidido contestar a seis items de forma aleatoria. Determinar el niimero
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oces el examen APTIS?

més SEGURA, RAPIDA y ECONOMICA
de acreditar tu nivel B1 - B2

Capitulo 0. Combinatoria

Ejercicio 0.13. Calcular cuantos nimeros naturales de cuatro cifras hay con todas
las cifras diferentes.

Tenemos 9 posibilidades para escoger el primer niimero (no puede empezar por 0), 9 posi-
bilidades para la segunda cifra, 8 para la tercera y 7 para la cuarta. Por tanto, el niimero de
posibilidades es

9.9.8-7=4536

Ejercicio 0.14. Calcular cudntos ntimeros de tres cifras pueden formarse con los digi-
tos ‘1,3,5,7 y 9’ Calcular cudnto suman todos ellos.

Suponemos que podemos repetir las cifras, es una variacién con repeticion de 3 elementos
tomados entre 5, por lo que tenemos 5° = 125 ntimeros distintos.

Tenemos 25 nimeros que acaban en 9, 25 que acaban en 7... Por tanto, las unidades de todos
ellos suman 25- (94 7+5+3+41) = 25- 25 = 625. De nuevo tenemos 25 niimeros que tienen un
9 en sus decenas, 25 nimero que en las decenas tienen un 7... y similar con las centenas. Por lo
que la suma de estos ntiimeros es

625 + 625 - 10 4 625 - 100 = 69375
Ejercicio 0.15. Supongamos el conjunto de digitos {1,2,3,4,5,6}.

a) Calcular en cuantas ordenaciones de los elementos del conjunto aparecen el 1 y
el 2 seguidos.

b) Calcular en cuintas ordenaciones de los elementos del conjunto aparecen el 1 y
el 2 ordenados.

a) Siel 1y el 2 estdn seguidos, son como un elemento, por la que las formas de ordenarlos son
5. Ademés, para cada una de esas ordenaciones puede ir el 1 primero o ir el 2 (tenemos dos
posibilidades). El nimero de ordenaciones posibles es

\
L]

=
Q
=
1]
X
Q
Q
bt
(1))
Qv
Q
<
-~
o
)
1]
-
©
Q.
)
-
Qo
g
o=t
Q

2-5!1=2-120 =240
b) Siel 1y el 2 estdn ordenados, el nimero de ordenaciones posibles es
51 =120
Ejercicio 0.16.

a) Calcular la cantidad de nimeros de tres cifras que son capicias.

)
\(G
£
T
"
T
S
2
)
L.
lE
£
)
t
1]
Y]
c
Ji
)
)

b) Analogo en el caso de niimeros de cinco cifras.
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x = 1: la y puede ser 1, 2, 3, 4, 5 0 6. Si determinamos x e y, la z queda determinada.
x=2: laypuedeser 1,2 3,405.

x = 3: la y puede ser 1, 2, 3 o 4.

x =4: la y puede ser 1, 2 0 3.

x =5: la y puede ser 1 o 2.

x = 6: la y solo puede ser 1.

Por tanto el nimero de soluciones es 6 +5+4+3+2+1 = 21.
Para generalizar este resultado, tenemos que en caso de k = 3 la solucién es Z?I_Ok(l + ).

Con k = 4, la solucién es Z?;Ok (1 +i+ Z?:_é“_i(l +j )) Generalizando este resultado tenemos
que con k incégnitas, el nimero de soluciones es

n—k ( n—k—iy n—k—i1—...—ip_1

Slt+a+ Y Q+i+... Y (1+ik)))

i1=0 i5=0 i =0

Ejercicio 0.18. Para transmitir senales desde una isla a la costa, se dispone de 6 luces
blancas y 6 luces rojas colocadas en el vértice de un hexagono. En cada vértice no
puede haber encendida mas que una luz (blanca o roja) y el nimero minimo de luces
encendidas es tres. Determinar cuantas sefiales se pueden realizar.

Si encendemos tres vértices del hexdgono tenemos 2° sefiales, con cuatro vértices, 2%, con
cinco 2° y con seis, 26. Por tanto, el nimero de sefiales es

234+ 24 4254926 =8416+32+64 =120
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Introduccion al calculo de probabilidades

Ejercicio 1.1. Dados el conjunto B C () y las sucesiones {A,, :n > 1} C P(Q) y {B,:n>1} C
P(Q), se pide:

a) Demostrar la igualdad lim sup A, = N2, U, A,
b) Si A, |, demostrar que existe lim A, y que lim A, =N A,
n—oo n—o0

¢) Demostrar que lim sup 4,, = lim sup Ay, U lim sup Ag,_1 y lim inf A,, = lim inf Ay, N
lim ianZn—l

d) Demostrar que lim sup (B—A,) = B—lim inf A4, y lim inf (B—A,) = B—1lim sup 4,
e) Demostrar que (lim sup A,,)¢ = lim inf AS y (lim inf A,,)¢ = lim sup A,

f) Demostrar que lim sup(4, U B,) = lim sup 4,, U lim sup B, y lim inf(A, N B,) =
lim infA,, N lim inf B,

w € lim sup A,, <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}

= Vk>1 we | An
n=~k
(:>w€ﬂ UAn

Lk—1n_1L

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

T TTT—T1v 1T T TT0—1T TT— 1T

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién7contenida en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

(o]
— liminf A,, = ﬂ A, =limsup 4,
n=1
[e.¢]
es decir, 3 nlgrolo A,y 7}l>nolo A, = ﬂ A,

n=1

» limsup A,, = limsup As, Ulimsup Ag,—1

w € limsup 4,, <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}
<= w pertenece a infinitos conjuntos de {Asg, : n > 1}
o
w pertenece a infinitos conjuntos de {Ag,—1:n > 1}
< welimsupA4y, o0 w € limsupAy, 1
<= w € limsup Ay, Ulimsup Agy,_1

s liminf A,, = liminf Ay, Nliminf Ag,_;

w € liminf A,, <= w pertenece a todo conjunto A, excepto a una cantidad finita de ellos
<= w pertenece a todo Ay, excepto a una cantidad finita
y
w pertenece a todo As,+1 excepto a una cantidad finita
<= w € liminf Ag, y w € liminf Ag,,_1
<= w € liminf Ay, Nliminf Ay, 1

» limsup (B — A4,) = B —liminf 4,
Por las leyes de Morgan:
A°UB°=(ANB)°
A°NB°=(AUB)°

limsup (B—A4,)= (| |JB-4) =) JBN4) =) (Bm U A;) =
n=1k=n n=1k=n n=1 k=n
= ﬁ <Bﬂ<ﬁAk>c> :Bﬂﬁ (ﬁAk>c:Bﬂ<G ﬁAk)C:
n=1 k=n n=1 \k=n n=1k=n

- U ) 4k = B - liminf 4,

n=1k=n

Il
oy
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» (limsup A,,)¢ = liminf A9

(limsup A4,,)° (ﬂ U Ak> = U (U Ak) = U ﬂ A}, =liminf A7
k=n n=1k=n

» (liminf A,)¢ = limsup AY

(liminf A,)° (U ﬂ Ak) ﬁ (ﬁ Ak> = ﬁ G(Ak)c = lim sup Aj,
k=n

n=1k=n n=1 n=1k=n

» limsup(4, U B,,) = limsup A,, Ulimsup B,

w € limsup(4, U B,,) <= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, U B,, : n > 1}
<= w pertenece a infinitos conjuntos de {4, : n > 1}
0
w pertenece a infinitos conjuntos de {B,, : n > 1}

<= w € limsup A4, Ulimsup B,

» liminf(A4, N B,) = liminf A, Nliminf B,

w € liminf(A, N B,,) <= w pertenece a todos los conjuntos de {A, N By, : n > 1}

excepto a una cantidad finita de ellos

<= w pertenece a todos los conjuntos de A,
excepto a una cantidad finita
y
w pertenece a todos los conjuntos de B,
excepto a una cantidad finita

<= w € liminf A, y w € liminf B,

<= w € liminf A, Nliminf B,

Ejercicio 1.2. Determinar los limites inferiores y superiores de {4, : n > 1} cuando:

a) A1 =QN {n?Qn-I—Q“ A2n:(R—Q)ﬁ(—%,%w
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Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

» Por otro, veamos el limite superior de A, teniendo en cuenta que la subsucesién Ao, es
monoétona decreciente:

s s, = () (R @0 (-2.357]) = -0 ) (-2.52] ) -

n—00 n—1 1

=(R-Q)n 0,
hmsupA2n 1= ﬂ U Aop—1 = ﬂ U ( {n,m]) ﬁ <Qm {% gD =
k=1n=k k=1n=k k=1
~an ([ [14]) ~an (09
k=1
Por tanto:
.= (-0 o)) 01 (0.) = 0.0 0 [5.1)

» La subsucesion As,_1 es decreciente, y la subsucesion As, es creciente, por lo que:

o0

nh_{goA?m 1= ﬂlA O (5n+1’ n )Z [g’?’}
hm Agn = U A = Ej {1, 22++21) - [1700)
n=1 n=1

» Veamos qué sucede con la subsucesion As,_o:

1

) 8
/~
ki
+l=
[\)
~———
Il
—
(ST
[N)
~——

hmsupAgn 9 = ﬂ U Asn_g = ﬂ U (57;;13’2717:1}

k 1n=k k 1n=k k=1
00
g _ _ n—1 2n—1| _ 1 2k—1| _ |1
liminf Az, o = U ﬂ Agn—2 = U ﬂ <5n+3’ n } =U [5’ 3 } = [5’2)
k=1n=k k=1n=k k=1

Concluimos que:
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Ejercicio 1.3. Supongamos ) = R?. Calcular los conjuntos lim,_, E,, 1M, E¢,
limy, 00 Fry im0 FS y limy, o0 (B N FY), donde:

En:{(x7y)€IR2:x2+y2<1—|—%}
Fn:{($,y)€]R2:x2+y2§nLH}

Para simplificar, tomamos las equivalencias F,, ~ {0, 1+ %), que es una subsucesién decre-

ciente, y F, ~ (0, nLH}, que es creciente. Asi:

0,1+2)=00,1] = lim B, ={(z,y) e R?:2?+y* <1}
1
mnE_(mn&fzﬂ%meW:ﬁ+f>Q

lim 0,14 1) =

n—oo

ﬁjg

n—o0 n—00
00

n=1

S B= (fim B) = {(e) € B oo 4721

, Y _ 2..2, .2
S (Bn0 ) = (Jim, Bo) () (Jlim, F7) = {(2.9) € B2 2% 447 = 1)
Ejercicio 1.4. Calcular lim, _,,, A,, en los siguientes casos:
a) An:{(:c7y)€]R2:%§x2+y2§4—%}

b) An={(x,y)E]R2:O§x2+y2§%}

a) Para simplificar, tomamos la equivalencia A4, = { 4 — —} Como la sucesién es mondtona

creciente:

fim [L4- 1= [La- 1] =00

n=
— nli)rgoAn:{(:E,y eR*:0< 2’ +19° <4}

b) Para simplificar, tomamos la equivalencia A,, ~ {0, H Como la sucesion es mondtona decre-

ciente:
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Capitulo 1. Introduccién al clculo de probabilidades

a) Ao = (_%71] ) Agp 1= <—1, %}

b) AQ": [n’ > ) A2n—1= (0,1—%}

a) Como ambas subsucesiones son mondtonas decrecientes:

o0

lim Ay, = N Az = () (-3 =1
n=1 n=1
Jim_ Agpyy = ﬂ Aopy1 = ﬂ1 <— ,ﬂ = (—1,0]

Por tanto:

liminf A,, = hm 1nf Ao N hm 1nf Agpt1 = {0}

n—oo

lim sup A,, = limsup Ay, U hm sup Aony1 = (—1,1]

n—oo n—oo

El limite superior y el limite inferior no coinciden, luego no existe el limite de la sucesion.

b) Como ambas subsucesiones son monétonas crecientes:

[e.¢]
Y Az = U Az = () [11) = (0.1
n=1 n=1
o0 o0
Jim Agpyy = U 421 =) (0, 1- %] =(0,1)
n=1 n=1

Por tanto:

liminf A,, = lim inf Ao N Hm inf Aont1=(0,1)

n—oo

limsup A,, = limsup Ay, U hm sup Agpt1 =(0,1)

n—oo n—oo

El limite superior y el limite inferior coinciden, por lo que existe el limite de A,, y es (0,1).
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Probabilidad

Ejercicio 2.1. Sean ) un espacio muestral y A C P({2) una o-algebra. Para A € A
fijado, se define

As={BCQ:B=ANCcon C € A}

Demostrar que A4 C P(A) es o-dlgebra.
n Ac Ay
Ae Aypuestoque A=ANQ y Qe AcCP(Q)

» VBe Ay, BC€ Ay
Sea B € Ay, es decir, 3C € A1 B=ANC. Comprobemos ahora que B € Ay

Bi=A-B=ANB‘=AN(ANC)*=AN(A°UC) = (AAA*TU(ANC) = ANC",
donde C¢ € A

» V{B:n>1} e Ay, UX A, € Ag
Sea {B, :n>1} C Ay. Entonces 3C, € A tal que B, = AN C, para cada n > 1.

Planteamos
UB.=JAnCy)=An|JC, €A
n=1 n=1 n=1
eA

Ejercicio 2.2. Sea {A, :n>1} C A una sucesién monétona decreciente, donde A C
P(Q) es o-algebra. Demostrar que existe lim P(A,)y que lim P(4,)= P(lim A4,)
n—o0 n—00 n—00
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Capitulo 2. Probabilidad

« P(lim AS) = P(A%) =1 P(A)

n—o00

— 1- lim P(4,) =1- P(4) <= P(A) = lim P(4,)

n—o0

FEjercicio 2.3. Sea {4, :n>1} C A una sucesién convergente, donde A C P(Q2) es
o-algebra. Demostrar que existe lim P(A,) y que lim P(A4,)= P(lim A,)
n—oo n—oo n—oo

Observamos que (3=, Ax C A, CUpZ, Ar Yn>1

Sabemos que 34 = lim A, es decir:
n—oo

A =liminf A,, = U ﬂAk y A=limsupA4, = ﬂ UAk

n=1k=n n=1k=n
siendo:
1.
o0 o o0
ﬂ Ag T, luego su limite es U ﬂ A=A
k=n n=1k=n
2.

U Ay |, luego su limite es ﬂ U A=A

k=n n=1k=n
Desde (1), 3 lim P(MRE, A) y lim P(NG, Ax) = P( lim (72, Ax) = P(A)
Desde (2), 3 lim P(UzZ, Ar)y lim P(UzZ,, Ax) = P(A)

Ademas,

P(ﬁ Ak> < P(Ay) gP(G Ak> ¥n>1

k=n k=n
Tomando el limite cuando n tiende a infinito:

s (1) < it < (04

k=n k=n

P(4) P(4)
— lim P(A,) = P(A)

n—oo

Ejercicio 2.4. Sean A; C P(4) y As C P({l) dos o-dlgebras, y sea E € A; ® A».
Demostrar que E,, € Ay, para cada w; € (21, y que E“? € 4;, para cada wy € (.

Ejercicio 2.5. Sean A C P({)) una o-algebra y {A, :n > 1} C A una sucesién. Demos-
trar las siguientes desigualdades:
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. lim P(B,J\:/P( lim B,) = P(liminf ,)

n—o00 n—o00
Bt

» B, CA,, Vn>1 = P(B,) <P(4,), Yn>1
PN
— P(liminf 4,) = lim P(B,,) = liminf P(B,) < liminf P(A,)
n—oo
b) Como limsup A, = oey Urey, Ak, tomamos Cy, = =, Ak, por lo que Cy, | vy oz Cn =
limsup A,,. Ademas,

[e.¢]
A, C U Ay nli)rgo C,, = limsup A4,
k=n

Entonces:

« lfm P(Cn)\z/P( lim C,,) = P(limsup A,)

n—o00 n—o00
Cnl

» 4, CCy,Vn>1 = P(A,) <P(Cp), ¥n>1
— limsup P(4,) < limsup P(C,,) = Jim P(C,) = P(limsup A4,,)
= limsup P(4,,) < P(limsup 4,)
c) Si{A,:n>1} C Aes convergente — 3 Jim Ay y Jim A, =A

liminf A, = limsup A4,, = lim A,
n—,oo

P(nlirglo A,) = P(liminf A,,) <liminf P(4,)

limsup P(4,) < P(limsup 4,) = P(nlirgo Ay)

limsup P(4,) < P(nlirgo A,) < liminf P(A,)
= limsup P(4,) < liminf P(4,)

Pero sabemos que liminf P(4,,) < limsup P(4,)

= limsup P(4,) = liminf P(4,)
= la sucesién P(A4,,) converge, 3 i P(Ay)

— P(lim A,) = lim P(4,)
n—oo n—o0
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Capitulo 2. Probabilidad

» P(A)>0 YVAc A

o0
Es claro que a,, >0, P,(4)>0 Vn>1 = Z anPr(A) >0

n=1

s P(O)=1

PQ)=> ap,P(Q) =) a,=1

n V{A,:n>1} CAcon 4;NA; =0 Vi#j = P2 A,)=>",P(4,)

Planteamos:
i=1 n=1 i=1 i=1n=1 i=1
o Pa(4) P(A;)

i=1

Observacion. En el ultimo punto, en la segunda igualdad, aplicamos el teorema de Fubini para
series, que estudiaremos en el segundo cuatrimestre. Se puede hacer porque son términos positivos
(anPn(A;) >0 Vi,n)y laserie es absolutamente convergente:

[ oo o]

Z Z anPn(4;) y Z Z an P, (A;) convergen

i=1n=1 n=11i=1

Ejercicio 2.7. Sea ({2, A) el espacio probabilizable con ) = {0,1,2,...} y A = P(Q).
Demostrar que las funciones del conjunto P dadas en (7.a) y (7.b) son medidas de
probabilidad sobre (2, A) y determinar las probabilidades de los conjuntos de (7.c).

a) P(A) =Y, ot

b) P(A) =3 ,cap(1—p)?*, siendo p € (0,1)
c) A={z>2}, B={z <3}, C={3<x<6}, AnNB, AUB, BNC, AUC® y BNC*

a) = P(A) >0 Por definicién.
» P(Q)=1

P(]N()): Ze_)\—' :e_/\Z_| :e_/\.e)‘zl
n=0 n. =0 n.

e V{4, n > CAdcon ANA; =0 Vitj = PU2,A,) =Y, P(A,)
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n V{4, :n>1} CAcon4;NA; =0 Vi#j = PUL4,) =301 P(4,)

P(E_j An> = Y p(l—p)"Zi(Z p(l—p)") ZiP(An)

UnmzlAn n=1 \z€A, n=1
¢) = P(A)
S 2z 0 A\ )\2
-2 -2
({.TE]NO $>2} ;})6 F— :;)E—l—)\—?
~——
eA
2
=1—e‘A<1+A+A—>
2
. P(B)
2N A2
. _ -\ _ -\
P({a:e]l\lo‘x<3})—§::oe E_<1+)\+?>6
» P(C)

5 x 5 )4 4
P({xElNO:3<x<6}):£e_’\%:e_’\<%+%>:e_’\<%+1>%
» P(ANB)=P() =0

+ P(AUB) = P()
. P(BNC) = P(0) =0
» P(ANC®):

1

P{reNy:z2=36x>6})= ({3})+P({xEINg'3:26})
_,\>\ =

DL Moo
_ -2
'4‘6(““+3+g+z+a‘g>

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la infornPJ&Bﬁ%ﬂida en el presente documento en virtud aW

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 2. Probabilidad

Veamos que no satisface una de las tres condiciones para ser algebra. En concreto, la condicién
que dice que si A € C, entonces A¢ € C:

Sea Ag € C = HAPEP(NP)IlezApUINi —
- AC:(ApU]Ni)C:A;ﬂ]Ng:A;ﬂ]NpC]Np -
= Aj¢C

Ejercicio 2.9. Demostrar que C = {A C IN: A finito o A° finito} tiene estructura de
algebra, pero no es una o-algebra de P(IN).

» IN € C (trivial, N es infinito)
» VAeC,A°€cC

o A finito: (A%)¢ = A finito = A° € IN.
o A infinito: A¢ infinito = A¢ € IN.
» VA BeC,AUB€eC

Por el punto anterior, AUB € C < (AUB)¢ = A°N B¢ € C. Por tanto, veamos esta ultima
pertenencia.

o A, B finitos: AN B finito = (AN B) €C.
o A, B infinitos: (AN B) finito = (ANB)°eC= (ANB)eC.
o A finito, B infinito (o viceversa): (AN B) C A (que es finito) = (AN B) € C.

Esto prueba que C tiene estructura de algebra. Sin embargo, veamos que no cumple la con-
dicion adicional para ser o-algebra:

n V{A,:n>1}eC, U4, €C
Sea A, = {2n} Vn > 1= UA, =N,, (UA,)°=N;, y ambos son infinitos.

Ejercicio 2.10. Sean Q2 ={0,1,2,...} yC={ACQ:2n€ A siy sélo si 2n+1 € A}. De-
mostrar que C C P(Q2) es o-algebra.

» () € C (trivial, contiene a todos los nimeros, pares e impares).

» VAe(C,A°eC
Sea A € C. Para 2n € A se tiene que 2n € A <= 2n + 1 € A. Entonces:

ne A’ — 2ndA = 2n+1¢A < 2n+1¢€A°

Es decir, A€ € C, porque verifica lo mismo que le pediamos a los puntos del conjunto A.

- YJA o >S1V e LI A o0
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Ejercicio 2.11. Sean ) un conjunto no-numerabley C = {A C Q: A o A° es numerable}.
Estudiar si C C P(12) es o-algebra.

» O € C (trivial, Q° = () es numerable)
s VAe(C,A°€C

A€ C = {A numerable 6 A° numerable} = A€ C

» V{4, :n>1}eC, U214, €C

o Cuando A,, es numerable, Vn > 1

o o0
— U A, es numerable — U A, eC
n=1 n=1
o Cuando A¢ es numerable, Vn > 1

- (@4 -fe

n=1

numerable = U A, eC

n=1

C AS
~———
por ejemplo

o Cuando 3T CINcon I # 0y IN—1T#0, tal que
o A; es numerable, Vi € [
= A= U A; es numerable
iel
o AY es numerable, Vi € N — ]
= An_s = U A; es tal que A_; = ﬂ Af es numerable
ieN-T iEN-1

Ahora:

AN_1 CATUAN_] = U A, = (U An) = (AU An_1)° C Ajy_; es numerable
n=1

n=1
= J4AnecC
n=1

Ejercicio 2.12. De los 30 temas de un examen, un alumno conoce 18 temas. Si se pro-
ponen los siguientes dos tipos de examen, determinar cual de ellos es mas favorable
al alumno:
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Capitulo 2. Probabilidad

Ejercicio 2.13. Calcular la probabilidad de que, al tirar una moneda n veces, obten-
gamos la k-ésima cara en la n-ésima tirada

Sea A = “se obtiene la k-ésima cara en la n-ésima tirada”. Como en todas las tiradas los suce-
sos son equiprobables, podemos aplicar la regla de Laplace. En total, hay 2" sucesos elementales.

1 2 3 n
cC C ¢C C
X X X X
Para obtener la k-ésima cara:
1 2 3 n
c|C]|C
X| X| X ¢
\ /
k-1 caras

En n — 1 tiradas hay:

» k—1 caras
» (n—1)—(k—1) cruces

Por la regla de Laplace:

n—1

k-1
P(A)=
Ejercicio 2.14. Se tiene un manojo de N llaves, donde solo una de ellas abre una
puerta. Suponiendo que cada llave probada es retirada del manojo, determinar la
probabilidad de que la puerta se abra en el k-ésimo intento. (Nota: todas las llaves

deben ser probadas, por lo que es necesario hacer N intentos). Determinar también
la probabilidad de este suceso cuando las llaves no se retiran del manojo

= (se retiran las llaves tras cada intento)

N-1)! 1
P(“se abre en el k-ésimo intento”) = ( N ) =N

» (no se retiran las llaves tras cada intento)

N—1 N-1 1 1 N-1
P(“se abre en el k-ésimo intento”) = % =N <1 — N)
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Se pide calcular:

Entonces:

P(A,|B) = Z?I(;)f?:) o = (]é (?) : <%>k) -1

J
El sumatorio empieza en j = 1 por que para j = 0 la contribucién es nula.

Ejercicio 2.16. Se consideran N + 1 urnas idénticas numeradas desde 0 hasta N, con-
teniendo N bolas. En concreto, la i-ésima urna contiene i bolas negras y N —i bolas
blancas, para 0 < < N. Se escoge una urna al azar y se extraen n bolas una-a-una
con reemplazamiento. Si las n bolas extraidas resultan ser negras, determinar la
probabilidad de que, al extraer la (n + 1)-ésima bola, ésta sea de color negro.

Sean A=“las n primeras bolas extraidas son negras”, B=“la (n + 1)-ésima bola extraida es
negra” y U;="la urna elegida contiene i bolas negras y (N — i) bolas blancas”, con 0 < i < N.
Por tanto, se pide evaluar el valor de P(B/A).

e P(4) = S, PUA) - PAR) = g vty (3)"

e PANB) = X, PU) - PANBJU) = g by (4)"

i=0 N41
N1 (i) N gl
P(ANB) =0 N+1 "\ N im0
= P(B/A) = P(A) = N 1 p ntl N - ZN qntl
i=0 N4~ (N) =0
m’;ﬂ’r‘f”;f":n ‘) 17 nﬂ 1Imn nrna con g ]'\n]c\c ]'\]')nngc XL I’\ ]'\n]c\c haVaYeuh daT SO OV"V‘QDY\ l/' ]'\n]')c
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Capitulo 2. Probabilidad

Por la regla de Laplace:

r E—r
P(“Entre k bolas hay r blancas”) = ~—4——*
a+b

Ejercicio 2.18. Se lanzan 2 dados n veces. ;Cual es la probabilidad de obtener al
menos un 6 doble?

11 1

P 6 dobl tirada”) = = - = = — —
(“sacar un 6 doble en una tirada”) T
—> P(“no sacar un 6 doble en una tirada”) = — =

36
. (3B\"
—> P(“no sacar un 6 doble en n tiradas”) = % —

35\"
= P(“sacar al menos un 6 doble en n tiradas”) =1 — <%>

Ejercicio 2.19. Una urna contiene 5 bolas rojas, 3 verdes, 2 amarillas y 4 blancas. Se
extraen 8 bolas al azar. Calcular la probabilidad de que:

a) Exactamente sean 2 rojas, 2 verdes, 1 amarilla y 3 blancas.
b) Estén todas las bolas blancas.

c) Haya, al menos, una bola roja.

o WO
(*)

a)

B 14
8

(10) 4
4] V4
P(b) = ” =0,0699
(\)
¢)
[9)
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Sean A=“alcanzar una diferencia entre C' y X igual a 3 como tarde en la sexta tirada”, y
T;="alcanzar una diferencia entre C y X igual a 3 en la tirada ¢”, con 3 < i < 6. Veamos las

posibles configuraciones de cada T;:

» 3 lanzamientos: {CCC, X X X}

= 4 lanzamientos: no es posible.

» 5 lanzamientos: {CCXCC, XXCXX,CXCCC, XCXXX, XCCCC,CXXXX}

» 6 lanzamientos: no es posible.

2 6
Ejercicio 2.21. Los jugadores A, B y C participan en el siguiente juego: se lanza un
dado y A gana si sale 1 6 3, B gana si sale 4 6 5, C gana si sale 6 y si sale 2 se vuelve

a lanzar el dado. Calcular la probabilidad de que gane cada uno de los jugadores.

= P(A) = P(T3) + P(T5) =

Sean los sucesos:

» A: ¢ gana el jugador A”

» A “ gana el jugador A en el k-ésimo lanzamiento”

> 111
—a-Ua v pay=() -5 k21
1 6 3
Es decir: -
= I &/t 1 2
p(A):Zp(Ak):_.Z<_> = ——==
P 3 \6 3 1-5 o
Ahora para los sucesos:
» B: “gana el jugador B”
2
P(B)=P(A) = E
» (' “gana el jugador C”
4 1
P(C’):I—P(A)—P(B):l—gzg

Ejercicio 2.22. Una urna contiene 5 bolas negras y 4 blancas, y otra, 4 negras y 5
blancas. Supongamos que se trasladan 2 bolas de la primera a la segunda urna vy,

.. 21 1 1 h I A | 1 __1

1 1 1 1 1
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Capitulo 2. Probabilidad

P(A) = P(A|Bo) - P(By) + P(A|By) - P(By) + P(A|By) - P(By)

5 6 7
2 1
= 70278 + 17 - 0,555 + 0,167
= 0,535

Ejercicio 2.23. Se sabe que al lanzar cinco monedas aparecieron al menos dos caras.
;Cual es la probabilidad de que el numero de caras exacto fuese tres?

Sean los sucesos:
» A={{C,C, X, X, X}, {C,C.C, X, X}, {C,C,C,C,X},{C,C,C,C,C}}

» B={{C,C,C, X, X}}

Se pide evaluar

donde:

25 16
P(A) = (“Se obtienen 0 caras”) — P(“Se obtiene 1 cara”)
% % M oL _5_13
25 25 16
3
P(BIA) =1 =
6 13
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Sean A=“obtener rojo en el primer lanzamiento”, B=“obtener cara en el lanzamiento de
la moneda”, C'=“obtener cruz en el lanzamiento de la moneda”, D=“lanzar el dado A” y
E=“obtener rojo en los dos primeros lanzamientos”.

a) P(A):P(A/B)+P(A/C)=P(A)P(B)+P(A)P(C):G%)Jr(%é):%
P(E/D)P(D P(E/B)P(B)+ P(E/C)P(C)|- P(D [g+i]1
b) P(D/E) = <]/3(;)< ) _ [P(E/B)P( >+P(<E)/ JP(O)]- P(D) _ |9 %8 2!
9

Ejercicio 2.25. Se lanzan dos monedas. Si es resultado es CC, se extraen dos bolas
de la urna U;, que contiene 3 bolas rojas, 2 blancas y 4 negras. Si el resultado es
CX, se extraen de U, que contiene 2 rojas, 1 blanca y 5 negras. Si sale XC o XX, se
extraen de Us, que contiene 6 rojas, 4 blancas y 6 negras. Si las dos bolas extraidas
resultaron ser una blanca y otra roja, ;cudl es la probabilidad de que sean de U;?

1Y de Uy?
= P(h) = P(CC) = §
» P(l) = P(CX) =1
» P(Us)=P(XC 6 XX)=1

Sea el suceso BR =“se extraen una bola blanca y una bola roja”. Si pide evaluar P(U;|BR)
parat=1,2,3

Teorema de Bayes:
P(BR|U;) - P(U;)

P(U;|BR) = P(BR)
Evaluamos:
(0

1 1

P(BR|U,) =
9
)

2)

1
P(BR|Uy) =
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Capitulo 2. Probabilidad

Por Ultimo calculamos:

g1 3
P(U|BR) = = —
(th|BR) P(BR) ~ 134
15
PUe|BR) = 121
84
PUs|BR) = -3/

Ejercicio 2.26. Determinada bateria antiaérea disparaba sobre un avién. Para derri-
bar el aparato bastaba con alcanzar ambos reactores o la cabina del piloto. Sean p; la
probabilidad de alcanzar el primer reactor, p, la probabilidad de alcanzar el segun-
do reactor y p3 la probabilidad de dar en la cabina del piloto. Se supone que estos
tres puntos sensibles eran tocados uno independientemente del otro. Determinar la
probabilidad de que dicho avion hubiese sido derribado.

Sean Rj=“alcanzar el reactor 17, Re="alcanzar el reactor 2”, C="alcanzar la cabina del
piloto” y D="“derribar el avién”

— P(D) =P((R1 N R2)UC) = P(Ry N Ry) + P(C) — P(Ri N Ry N C) =
=P(R1)P(Ry) + P(C) — P(R1)P(R2)P(C) = p1p2 + p3 — p1p2ps3

Ejercicio 2.27. El volumen diario de produccion de tres plantas diferentes de una
fabrica es de 500 unidades en la primera, 1000 en la segunda y 2000 en la tercera.
Sabiendo que el porcentaje de unidades defectuosas producidas en cada planta es
del 1%, 0.8% y 2% respectivamente, determinar la probabilidad de que:

a) Extraida una unidad al azar, resulte ser no defectuosa.

b) Habiendo sido extraida una unidad defectuosa, haya sido producida en la primera
planta.

a) Sean los sucesos
P(i) = “la unidad extraida proviene de la i — ésima planta”, i€{1,2,3}

y sus probabilidades:

P(Py) = 500 1
Y7500 + 1000 + 2000 7
1000 2
PP) =350 =7
2000 4
PIBs) = 3500 = 7
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» P(D¢|P)=1- P(D|P;)=10,99
» P(D|Py) = 0,992
» P(D¢|Ps) =0,98

Entonces:

P(D%) = (Dﬂfﬁ)-fxfﬁ)+<P(Dﬂfﬁ)-f1f5)+<P(Dﬂf%)'fo%)

2 4
=099 =+0,992- = +0,98 - =
7 = 7 T
=0,9848
b) Se pide evaluar:
P(D|P,) - P(P, 0,013
P(P,|D) = (DIRy) - P(P1) _ T_ —(,094

P(D) ©1-0,9848
Ejercicio 2.28. Se supone que n bolas se colocan al azar en n cajas numeradas. Cal-
cular las probabilidades de que:

a) La caja 1 este vacia.

)

b) Alguna caja esté vacia.

c) La caja 1 sea la uinica vacia.
)

d) Hay una tnica caja vacia.

a)
» Casos posibles: n”
o 12 bola: n cajas
o 2% bola: n cajas

o 1n? bola: n cajas

» Casos favorables: (n —1)"
o 1% bola: n — 1 cajas
o 22 bola: n — 1 cajas

o n? bola: n — 1 cajas

—-1)" \"
P(“la caja 1 estd vacia”) = (n=1) = <1 — —>

) Estudiemos primero P(“la caja tiene 1 bola”)

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la infornPJ&Bﬁ%ﬂida en el presente documento en virtud a?7

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 2. Probabilidad

Ahora que hemos calculado esa probabilidad, podemos calcular P(“Alguna caja esta vacia”)
como:
n!  n"—n!

P(“Alguna caja estd vacfa”) = 1 — P(“Cada caja tiene 1 bola”) =1 — — = ——
n n

» Casos favorables: en todas las cajas habra una bola excepto en la 1, que esta vacia y la
1, que tiene 2. Hay:

. (Z) formas de escoger las dos bolas

o (n—1) formas de escoger la caja en la que colocar las 2 bolas
o 1% bola: n — 2 cajas
22 bola: n — 3 cajas

(n —2)? bola: 1 caja

El nimero de casos favorables es:

(Z)-(n—l)-(n—2)!
)(Z)-(nl)-(n2)! (Z)(n—l)!

Si la caja 1 es la tnica que esta vacia, entonces habrd (n — 2) cajas con una bola y una caja
con 2 bolas. Este pack de dos bolas puede hacerse de (72‘) maneras. Por otro lado, la primera
bola tendra (n — 1) posibles cajas destino, la segunda bola (n—2)... hasta la bola (n—1), que
solo tendra una caja para elegir. La n-ésima bola ya se ha introducido junto con la primera
bola. Por tanto:

(5)(n—1)!

nn

La probabilidad pedida es:

P(“La caja 1 es la tinica vacia”

Otra forma:

P(“alguna caja esté vacia”) =

)

Sea C; el suceso “la caja i esta vacia”

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

Www.cartagenagé.com no se hace responsable de la inforn]lja{agﬁ@grﬂil%ﬁjﬂda en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Sea X=“ntmero de electores que votan la lista A entre los 10 electores elegidos”

15 27
k 10—k
P(X =k) =
ke{0,1,...,10} 42
10
Se pide evaluar

P(X <3)=P(X =0)+P(X = 1)+P(X = 2)+P(X = 3) = 0,006-+0,048+0,158+0,257 = 0,487

Ejercicio 2.30. De una baraja espaiola (40 cartas) repartida en su totalidad entre 4
jugadores, hallar la probabilidad de que haya como minimo un jugador cuya mano
sean cartas todas del mismo palo.

Sean:

» S; = “el jugador i—ésimo tiene todas sus cartas del mismo palo”, i€ {1,2,3,4}
» S = “como minimo un jugador tiene todas sus cartas del mismo palo”
Remarcando primero que 51, S92, 53,54 no son disjuntos, podemos escribir:

S=51USUS3US,

Evaluamos:

P(S) :P(51U52U53US4) =

4
:ZP(Si)_ZP(SiﬂSj)‘l‘ Z P(SiﬁSjﬂSk)—P(S1ﬁ52ﬂ53054) =
i=1

1<J i<j<k

_ (4) . P(S)) - <4> - P(S5, N S)
1 —— 2
—~—

La prob. es igual para 1, 2, 3y 4
Las formas de escoger al primer jugador

+(§>~P(Slﬁ32ﬂ53)—(j)‘P(SlmS2ﬂS3mS4)

Donde
P(S1) = —o- = 4,719 107" El numerador es 4 porque pueden ser oros, copas, bastos o espadas.
(10)
4 3
P(Sl N SQ) = P(Sl) . P(SQ|S1) = 17 3o = 4,712 - 10716
(10) (o)

4 3 2
P(S1NSyN 83) = P(S1) - P(S2|S1) - P(S3/(51182)) = —5- - 55 7357 = 5,101 -107%

(10) <10)
N/O A~ O~ O~ O nio fal o = a0 a0-—2]
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Capitulo 2. Probabilidad

Ejercicio 2.31. Se tiene una moneda y una urna. Se lanza la moneda al aire: si sale
cara, se introduce una bola negra en la urna, y si sale cruz, la bola introducida es de
color blanco. El proceso se repite 10 veces. A continuacion, se extrae una bola de la
urna, se mira su color y se devuelve a la urna. El procedimiento se repite 10 veces.
Finalizado éste, se ha observado que las 10 bolas extraidas eran de color blanco.
;Cuadl es la probabilidad de que la urna contenga sélo bolas blancas?

Sean B;=“la urna contiene i bolas blancas y (10 — ) bolas negras”, con 0 < i < 10, y E="las
10 bolas extraidas son blancas”. Entonces:
P(E/Bo)P(By) P(E/Byo)P(By)

PBw/E) = == p g = 0 p(E/B)PB)

1 10
1'(5) 1

() @ DT =)

Ejercicio 2.32. Dos de las cuatro valvulas de un aparato, que funcionan independien-
temente, han fallado. Calcular la probabilidad de que hayan sido la 1 y la 2, si la

probabilidad de que falle la valvula i es de 1—’6.

Sean:
» A;: “ha fallado la véalvula i”, 1=1,2,3,4
= A;;: “ han fallado inicamente las vélvulas i, j7, 1<i<j <4

s B: “han fallado dos valvulas”

Se pide evaluar:

 P(A412NB)  P(Ar)
P(A12|B) = “P(B) A\_E/B P(B)

Donde, sabiendo que B = A12 N A1 3N A1 4N A3N Az s N A3y, y que los conjuntos A; ; son
disjuntos dos a dos:

P(B) = P(ALQ) + P(AL?,) + P(A174) + P(Agvg) + P(AQA) + P(A374)

1 2 4 21
P(A172):_._.<1_3>.<1__) S —
10 10 10 10 2500

la 3 no falla

1 2 4
P(A13):_.<1__>.i.<1__>:i
’ 10 10/ 10 10 625
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Si sustituimos:

P(B) = P(ALQ) + P(ALg) + P(A174) + P(A273) + P(A274) + P(A374)
21 9 14 81 63 54

= 9500 7625 625 T 2500 T 1250 | 625
134

625

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la inforﬁfagﬁm%da en el presente documento en virtud a?’l

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagn

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

5

Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.1. Sean C C P(Q2) y f: Q1 — 9 una aplicacién.

a) Demostrar que
A=y AU =Urr ) N4 =074

1€l el 1€l el

b) Demostrar que o(f~(C)) = f~(c(C))

ze fTHAY) = flz) € A°
= flz)¢A
= agf1(4)
= ze(fT(A)
o [T Uier Ai) = Uier f71(A)
ref(UA) <= fa)elJA
icl icl
<~ Jwelnf(z)e Ay
—= Jwelize(f(Ay)

— T E U f_lAZ‘
el
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

b) o(f71(C)) = f(a(C))

Ejercicio 3.2. Sea una urna con 3 bolas blancas, 2 negras y 1 verde. Se extraen 3
bolas al azar y se considera ¢ definida como “el niimero de bolas blancas extraidas”.
Construir la funciéon de probabilidad inducida por ¢ y su funcién de distribucion.

Sea ¢ = “numero de bolas blancas extraidas”. Evaluamos la probabilidad, sabiendo que es
una hipergeométrica:

(3>< 3 ) 0,05 si =0
r) \3-=x 045 si =1
PE({m}):P(f:fE):T: 045 si o

<3> 0,05 si z=3

Es decir, £ es una variable aleatoria discreta con soporte D¢ = {0,1,2,3} y funcion de
distribucién:
0 st <0
0,05 st 0<z<1
Fe(x) = Pe(—o0,2] =P((<z)=¢ 05 s 1<x<2
095 st 2<z<3
1 st 3<z

Ejercicio 3.3. Sea () el espacio muestral asociado al lanzamiento de una moneda equi-
librada en tres ocasiones, con puntos muestrales denotados por wjj; con i, j, k € {C, X }.
Sea A = {@,Al,Ag,Ag,Al UAg, Ay U A3, AU A3, Aj U A U Ag} una o-algebra sobre P(Q),
donde Aj = {Weey, Weze}y A2 = Q\(A1UA3) y A3 = {wyzs}. Sea X (w) el “nimero de caras
obtenidas en el resultado w”. Estudiar si X es una variable aleatoria.
Como se realizan tres lanzamientos, el valor de X(w) € {0,1,2,3}. Por ello, veamos si
X ~!(~o00, a] estd contenido en A:
a<0: X Y~o0,a)=0€ A
0<a<1l X Y—o0,a]=X"1{0}) ={wea} =A3€ A
1<a<2 X (—o0,a] = X7 1({0,1}) = {Weses Werr> Woer, Weze ) €A

Por tanto, X (w) no es una variable aleatoria.

Ejercicio 3.4. Sean Q =Z,, A=P(Q), y P{w}) = 27%,Vw € (. Se define {(w) como
el “resto de w (médulo k)”. Demostrar que ¢ es una variable aleatoria y determinar
P =r)parare{0,1,...,k—1}.

Aai Anfinida Ta vraviakl loctoria € 4o lavac an [0 1 L 9 L 11 T warat
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Es decir, ¢ genera P(2), por lo que es una variable aleatoria. Evaluemos ahora P(§ = r):

> =1 L&\ 11 2k=r
Pe(r) = P(¢ =7) = P(r+kZ) =} P(r+ck) =} o = 2—Z<2—k> =T T -]
c=0 c¢=0 c¢=0 2k
k-1
Una simple comprobacion permite observar que Z Pe({r}) =1.
r=0
Ejercicio 3.5.Sea f : R - R™ = [0,00) una funcién Riemann-integrable tal que

[, f(w)du = 1. Demostrar que F(z) = [*  f(u)du define una funcién de distribu-
cién absolutamente continua.

F(-o0) = lim /_; f(B)dt =0

T—r—00
En primer lugar evaluamos

F(oo) = lim /; Fo)dt = /_O:O f(t)dt =1

Ademaés F es continua por la derecha, puesto que para todo x € R

Flo+e) - F(z) = / Tt = e - ofe)

para ¢ > 0, de acuerdo al teorema del valor medio del calculo integral, donde, siendo m, M unas
ciertas constantes:

m< inf f(t)<cle)< sup <M

t€lz,a+te] t€fz,a+e] f(t)
— 161?01 (F(z+¢)—F(x)) = lelf(.’]l c(e)-e=0

F(a+)—F(z)

por lo que F' es continua por la derecha. Finalmente, es mondtona no decreciente, puesto que
T+e
Flo+¢)— Fx) = / f(t)dt > 0
T

Como ya tenemos la funcion de densidad, es absolutamente continua.

Ejercicio 3.6. La duracion T de las conferencias telefonicas en una central es una
variable aleatoria con funcién de densidad
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

a) Como f(t) >0 Vt = a > 0. Ademas, / f(t)dt =1, por lo que
R

00 _ —kt o0
/ ae_ktdt:a[ ¢ } :gzl — a=k
0 k

0

b) &

F=2min=a= % Por tanto:

[e.¢]
P(T > 3) :/ Lemstdt = [—e—%f]m 3
3

=
—

6 6
_ —Ltg [ -] _ -3 -3
P(3<T<6)_/3 Ledar = [-e3]) =

Ejercicio 3.7. Sea F' la funcién definida por

0 si ac<%
F(z) 27l s t<w<a (k>0)
1 si a<lz

a) Determinar los valores de o para que F' sea funcién de distribucién.

b) Determinar o para que F sea discreta. Analogo para el caso absolutamente con-
tinuo.

c¢) Calcular P(liminf A,) y P(limsup 4,,) cuando A, = [% + 3n—1+1,04>

a) Para que F' sea mondtona no-decreciente debe verificarse
1 <x9y = F(x1) < F(22) Vri,29 € R
Cuando % < x1 < 29 < a, debe tenerse
g2l < g2o-1

lo cual se tiene solo cuando 2o — 1 > 0, de modo que o > % Ademas,

Fla)=1>F(a")=a**1 = loga®* 1 <0, es decir, (2a — 1)loga < 0
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"€ (%, 1) : F' es mixta, la amplitud de salto es menor que 1.
a=1

0 si x<%
Flz)={ z si $<az<l
1 si 1<z

La amplitud de salto es menor que 1. La funcién de distribucion es mixta.
Por tanto, NO hay funcién de distribucién absolutamente continua.

c) A, = [%—}—ﬁ,a)

) . > 1
Observamos que A, T = 3 nll)rgo Apy nll)nolo A, = U A, = (5, a), por lo que

n=1

. o o YA N I\ 9ac1 1
P(liminf A,) = P(limsup 4,) = P(nh_>nolO A,) = P<§,a> = F(a )—F<—> =a ~ 3

Ejercicio 3.8. Sea

0 st r<l1
z+l si 1<z<?
Fay=¢ s 70 7
§+T St g§x<§
1 St <z

a) Comprobar que F' es funcién de distribucién. Determinar las funciones de distri-
buciéon F; discreta y F» absolutamente continua tales que
F(z) = AF(x) + (1 = A\)Fy(z), Yo € R.

b) Evaluar Pp(Q) y Pr(R — Q).

¢) Dada la sucesién de subconjuntos

1 5n+2 dn+3 8n+1
Agp1 = < >, Ay = < >

n+1" n+1 n T n+1l

se pide evaluar P(liminf A,) y P(limsup 4,).

a) Es claro que:

s F es mondtona no-decreciente.
» F' es continua por la derecha.
n F(—00) =0, Flx)=1
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

wirno
;
+

LWl
s s
t t

= Q

N o
w

Entonces Fj es una funcién de distribucién discreta con funcién de masa:

pi(l) = PF(;Ll}) = %17 ::1))—3 0 si <1
60
pl(i): NI T3 ) = R = . ; -
— 51 —<zr< -
oy P8 1w 0
nE) - L s el

Para evaluar F5, primero calculamos

F
g en todo punto x donde exista, es decir
T

0 si <1

— si 1<x<g
d(F(z))

dz 1 .3 5
2 S1 §<$<5
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Es decir, F5 es una funcién de distribucién continua con funcién de densidad

1

6
10 : 3
57 = 55 Sl << 5
1 &0 23
folx) = 3 20 . 3 5
7 = oa S1 3 <zr< 3
1-— &0 23
0 en caso contrario
0 si <1
6(x —1) ) 3
. 23 S1 1 S T < )
= Fy(r) = foly)dy = 5 o ;
—00
—-I-—<:v——> si %§x<%
23 23 2
1 si x> %

PE(Q) = Pr ( U {x}) = > Peah = Bt + po({3)) 4 e ({3)) = 50

z€Q z€Q

_ (1 5nt2
» Agpo1 = (n—_|_17 n+1>

Agp1 7= 3 lim Agp 1y lim Agyy = U Agn—1=(0,5)
n=1
in+3 8n+1
v g = (5

Apn T = 3 lim Ay y lim Ay, = | A2n = (4,8)

n=1
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.9. Demostrar que la funcién

0 st <0
F@*:{1—2%4—2%ﬂ4 si z>0

es una funcién de distribucién de tipo mixto, donde [z] denota la parte entera de z.

Consideramos n € IN

Pe({n}) = Fn) — Fn) = (1= 3 = 37 ) — (1= o — g ) =

= >0 Yn>1

y paran =0
Prp({0}) =F(0) - F(07) = <1—%—%>—O:O

Luego el 0 no es punto de discontinuidad, no pertenece al soporte.
Cuando z ¢ Ny
Pr({z}) = F(a) — Fz™) =0

ya que si x € (n,n+ 1), siendo n € IN, pertenece a un tramo en el que en su entorno la parte
entera es constante, luego F(z) = F(z7)

Ademas,

1 <1 1 & /1\" 1
n—HZZQn—F?:iZ(i) :1'1_ =

n=0 n=0

M8

[ SN

> Pr({n}) =

nelN 1

»l>|»—*ﬁ

1
=-<1
2

La aportacion de la parte discreta no acumula toda la masa, sélo aporta %, luego la funciéon
es de tipo mixto.

Ejercicio 3.10. Sea la funcién de densidad de una variable aleatoria X con distribucién

Cauchy
1 1

:;—I—I—:L‘Z’ zeR

fx ()

Determinar la distribucién de la variable aleatoria Y = 3X + 1.
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FHW=HP®M:PW§w=P®X+Mw%d<X§y%>:ﬂ(%%):

3
11 1 1] -
2/ — 5dr = —[arctan(z)|_%, = — | arctan — arctan(—o0) | =
oo T 14z T s ————r
-3
— 1
= —arctan + -
s 2
1 1

:»hﬁ0=§;ziz%5§

Ejercicio 3.11. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion

0 stor<—1
0,2-(x+1) si. —1<x<0
. < 1
Fz) = 0,3 si 0<z<y

0,3+2-(z—05)% si %§x<1
09+02-(x—1) si 1<z<3
1 si 3<uz

a) Comprobar que F' es funcién de distribucién. Determinar las funciones de distri-
bucion F; discreta y F» absolutamente continua tales que
F(z) = AF(x) + (1 = A\)Fy(z), Yo € R.

b) Determinar la distribucién de Y = |X]|.

a) Gréaficamente

* >
1

—_
SIE )
folco ¢
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

0 si <0
Fi(z) = Pp(-00,2] =4 3 si 0<z<1
1 si z>1
Para determinar F» evaluamos, para cada z donde exista %Ef)
0 si x<—1
0,2 si —1<z<0
dF(z) ] 0 st 0<a<3
dr ) 4x—-05) si z<z<l
0,2 st 1<a<3
0 si x> %
Es decir, F» tiene funcién de densidad
0 si z<—1
! si —1<z<0
dF(z) 0 s 0<z<3
fle) =175 = 5(z-1) si f<az<l
i si 1<z < %
0 si x> %
La funcion de distribucion F; se obtiene al integrar fo:
0 si x<—1
@ xTH si —1<z<0
dF(z 1 . 1
= si 0<z< s>
f2<x) =& %m(x—l) 7 L1 2
1-A 7 tg st 3<z<l1
2"’;5 si 1<z< %
1 si x> %

b) Evaluamos Fy (y) = Py(—o0,y] = P(|X|<y) VyeR
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Fy(y) = Py(—o00,y] = P(0) =0

» 0<y<j;

Fy(y)=P(X[<y)=P(-y< X <y)=Fx(y) - Fx(-y ) =03-02(-y+1) =
=0,140,2y

<y<l

N[ —
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

1 0 1 —y

OO e R i I

Fy(y) = P(IX| <y) = P(-1 < X <y) = Fx(y) — Fx(-17) =09 + i‘/_gl

Si resolvemos el ejercicio con el dibujo, es preferible utilizar la opcién que hemos visto.
Debemos incluir el —1 porque es imagen inversa de 1, que esta en el conjunto que estamos
estudiando. Otra alternativa seria:

~1
Fy(y) = P(|X|<y) = P(X <y) = Fx(y) =09+ yT =0,7+0,2y

[NG] oV

ol @

0

SISV

Siy > %, las y; pertenecientes a {%, y} no tienen imagen inversa, luego

() = P(X| <y) = P(-12X < 5) =1

Ejercicio 3.12. Sea X una variable aleatoria exponencial de tasa A\ = 1. Se define Y

CcCOomo
[X2 si 0<X <2
s 4 si 2< X <3

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

£ ~2U

Www.cartagenaéé.com no se hace responsable de la inforn]lja{agﬁ@grﬂil%ﬁjﬂda en el presente documento en virtud al

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Distinguimos entre

=y <0
Fy (y) = Py(—o0,y] = P(0) =0
n 0<y<4
Fy(y) = Py(~00,y] = < € (0, /5] U { 4‘@/00»:
= Fx(y3) = Fx(0) + 1= Fx (1) = 1- v - et
-y24

Fy(y) = Py(—00,y] = P(X € (0,00)) =1
Y es una variable aleatoria transformada mixta. Su funcién de distribucién es:
0 si y<0
Fy(y)={ 1—eVitei™ s 0<y<4
1 si y>4

Ejercicio 3 13. Sea X una Varlable aleatorla dlscreta con soporte DX y funcmn de

m
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ademés Yy € g(D,), como X es una variable aleatoria discreta:

py(y) =Pr({y}) =P(Y =y) =P(g(X)=y) =P(X €g ' (y)) =
=Px({zeR:g(x)=y}) = > px(v)
{z€Rig(z)=y}NDy

Por otro lado:

2 )= X > px(z) =) px(z)=1

y€g(Dx) y€g(Dx) {z€R:g(z)=y}NDx z€Dx

ZxEDX

Ejercicio 3.14. Sea (R, 3, P) un espacio de probabilidad, siendo P la medida de pro-
babilidad relativa a la funcién de distribuciéon

0 siox <=3
Flz)={ &3 si —3<a2<1
1 st r>1

Sean las variables aleatorias & = X2, & = X3 y & = e, supuesto que X es una va-
riable aleatoria con funcién de distribucion F'. Calcular las funciones de distribucion

inducidas por cada una de ellas.

-3 1

—3 no pertenece a D porque es un punto de la funcién de distribucién, al igual que 1. Si
incluyésemos —3, C¢, = [0,9], pero es lo de menos, porque la funcién de distribucién es
continua.
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4
Ity
4
.yzg
Fo(y) =P <y)=P(-3<X<1))=F1)-F(-3)=1-0=1
0 si 2<0
P (o) = 2§ 0<z<1
&1 1-|—4\/E si 1<z2<9
1 si z>9
léQ:X?’
o Yy < =27
F&(y):()
e —27T<y<1

Fe,(y) = P(&2 < y) = P(=3 < X < {/y) = F(¥y) — F(-=3) = Yy+3

4
. yZl
Fe(y) =P(&2<y)=P(-3< X <1)=F(17)-F(-3)=1-0=1
0 si oz < =27
F(z)={ 3 4 _91<z<1
1 si z2>1
lég:e_X
o y<e‘1
F§3<y):O

. e’1§y<e3

3-1 1+1
Fe,(y) =P <y)=P(-lmnz< X <1)=F(1")-F(-Inz") =1~ Anz: —I—Anz
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.15. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad

f(z):{ kx+ 3 size[-1,1]

0 en caso contrario
a) Determinar los valores de k tales que f es una funcién de densidad.
b) Calcular la esperanza, la moda y la mediana de X.

c¢) ;Para qué valores de k es méxima la varianza de X7

a) wa(m):k:c-{—%,si:ce[—l,l]

1 1 2 !
/_1<kx—|—§>d:r—k:- [5

+1[x]11:k<1—1> lary =1

2 2 2 2

[N

1
flz) >0 = k:x+§ >0 Veel[-1,1] < |k <
Llegamos a este resultado porque:

1 1
k - >0 kx > ——
x+2_ <~ kx > 5

1 1
2 Sizr>0,k>——, = siz=1, k> ——
2z 2

1 1
2 2<0,k<——, = siz=-1, k< -
2z 92
1 1
S <k< -
b)
» Esperanza:
1 1 3 271 ok
E[X]:/xf(x)dx:/ x~<km+—>d:c: k$_+x_ _ ek
R -1 2 3 4 . 3

Moda: es el maximo de f(z). Evaluamos f'(z) =k y f"(x) = 0. Distinguimos:

1
e k>0 = kx+ 5 € creciente y el maximo lo alcanza en z = 1.
1
e k=0 = 5 €8 una constante y el maximo es cualquier z € [—1,1].

1
o k<0 = kx+ 5 e decreciente, el maximo lo alcanza en x = —1.

Mediana:
Evaluamos {5 desde
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— 2| _ 2_ - _ v
Var(X) = E[X?] - (B[X]) 3
E[X?)=3
1 4k .
Sea f(k) = 379 alcanza su maximo en k =0

= f(k) = %I[_l,l](x) —> X ~ Uniforme[—1,1]

Ejercicio 3.16. Sea X una variable aleatoria con funcién de distribucion

0 si <0
1+ 222
Fz)={ ~ T2 § 0<z<1
1 si x>1
Calcular E[X] y Var(X)
1¢
1
2(
l/
6
° >
1
Evaluamos
_ 1 1
P(X:()):F(O)—F(O)zé—()zé
1 1
P(X:I):F(l)—F(l_):1_§:§
@) 0 si <0
dF(z 2r .
w3 si O<x<1
0 si xz>1

0 1 2 00
[X]—/ x-de+0-P(X:0)+/ x-?xda:+1-P(X:1)+/ - 0dz =
—00 0 1
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

Ejercicio 3.17. Sea

f(:v)— 1 si0<ax<l1
] 0 en caso contrario

la funcién de densidad de una variable aleatoria X y sea Y = —2In X. Calcular la
distribucién de Y.
(X=2€(0,1) = lnz<0) = y=-2Inz>0
Tomamos
ny<0 = Fy(y)=0
= y>0

Fwszﬂﬂmm:ngypdwamxgypd{mxz—%>:P@gmw):

e

=1-e

Para la tultima igualdad hemos tenido en cuenta que

P@ZK%:/IMwﬂ—(

_y
e 2

0 s oy<0

Fo(y) =
= Fy(y) {1_6—% sioy>0

1
fy(y) = 56_% siy >0

1
Y ~Exp(A=-
Xp< 2)

Ejercicio 3.18.

a) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X con

momentos F[X"] = .

n+1

b) Determinar la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X uni-
forme sobre el intervalo (a,b).

c¢) Se sabe que la funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria X dis-

creta viene dada por
-«
M(t) = ——, € (0,1
(=1 ac

Determinar la funcién de masa de X.
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1
X ~Ua,b) = fx( ):b_ , siz € (a,b)
Evaluamos
n t#£0
b
b 1 1 etm etb_eta
M) =E tX :/ tx dr = . _
(t) {e ] ae b—a" T b_alt . (b—a)t
st =0

b1 b—a
M(t):E{etX} :/a et b—a:b—a:1

Si en el resultado general sale t — 0, se aplica I'Hopital y sale este ultimo resultado.
JQué ocurre sia =0y b=17
el —1

t

Entonces M (t) =

c¢) Antes de resolver el ejercicio notemos que

1
lae’| <1 <= ae' <1 <= t<In— =-lha
o

Ahora reescribimos la formula del enunciado

M) = ——% = (1-0) Y (ae') = 3 (1 - a)aF = 3 e*P(x =
k=0 k=0

=1t
1—ae =0
X ~ Geométrica(p =1 — a)
Nota 1. La funcion generatriz de momentos no necesariamente existe para todos lost € R

Ejercicio 3.19. Dada la funcién

p(t) =

2 — et

se pide:

a) Comprobar que ¢ es la funcién caracteristica de una variable aleatoria X discreta
y hallar la funcién de masa, la media y la varianza de X.

b) Escribir la funcién caracteristica de Y =1+ 2X, asi como su media y su varianza.

¢) SiY;=(Y+2)?eYy=X?+5, calcular P(Y; € [10,50]) y P(Y> € [6,10]).
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

1
—> X es variable aleatoria con soporte discreto Dx = INg y px(n) = P(X =n) = Snl
Evaluamos
) ,L'eit
t) = ——
i261(2 — ¢it) 4 2262t
= P+
(2—e)
Entonces
/ .
=20 iy
i i
i 2
o1 _ #"(0) _ 317
B|X?| = 5=y =3
Var(X) = E{Xﬂ —(B[X])?=3-12=2
b)

it

S
<
—
~
SN—
|
=
—
]
=
~
N
Il

E {eit(1+2X)} _ eith(%) _

—_———
eit.ei(2t)X

E[Y]=E[1+2X]=1+2E[X]=1+2-1=3

2 _ 62it

B[Y?| = E[(142X)?] = B[1 4+ 4X* +4X| = 1+ 4B[X?| +4B[X] = 1+4-3+4-1=17
— Var(g) = B|Y?| - (BIX])? =17-9 =38
¢) Evaluamos

P(Y; € [10,50)) = P(lo <(Y+27°< 50) = P(1o <(2X +3)?%< 50) = P(\/ﬁ <2X+3< \/%)

=P ”10_33){35\@ ; = P(X c{1,2})=P(X =1)+P(X =2)
# A%—’
0,08 2,03
11
A

P(Y§€[6,10])—P(6§X2—|—5§10>_P<1§X2§5)_P(1<X<\\/E)

:P(Xe{1,2}):P(X:1)+P(X=2):q_12+%
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a) Si toda la probabilidad estd concentrada en un punto, X tiene distribucién degenerada. Sea
p el punto que concentra toda la probabilidad:

pr(t { ltX:| Z eztm . — ) — eitp

I=—00

b) Sea Dy el soporte de X
Ox (t _ [ ti} Z ezta: P )

x€Dx
t
Ejercicio 3.21. Demostrar que ¢(t) = % es la funcién caracteristica de una variable
aleatoria.
Evaluamos

T[> i /OO _itpSent 1 /OO et —e

—_ tdt: zw_:_ ’Lmidt
f@) 2w[«f el = | e \72w_m€ 2it

Lol rinse)y  —it(i4a)
= — — e —e dt

2T /_oo 21t ( )

1 [>* 1 , .
= 2—/ Q—,t(cos(t(l —x)) +isen(t(l —x)) — cos(t(1 + x)) +isen(t(l + x)))dt

T )0 20
1 [ 1.

i;g;/ ilsen(t(1 —2)) +sen(t(1 + )))de
(o) T

1 (> 1
= ﬂ/ Q—t(sen(t(l —z)) +sen(t(l +x)))dt

—00

_ 1 2/""(sen(t(l —x)) N sen(t(1+ x)))dt

47 0 t t

1 ®sen(y) , 1 7 1

=522 W=1970
(%)

1
Si integramos f(z) en (—1,1), la integral vale 1. Por tanto, f(z) = EI(_LI)(JJ). La variable
aleatoria tiene una distribucién de una Uniforme(—1,1).
Veamos qué pasaria si z ¢(—1,1):

® gen(t(1 — z)) > sen(t(1+z)) 0 siz>1
A ——7——ﬁ+A-——7——ﬁ:{

0 siz< -1

Estudiamos el caso x > 1. Si z < —1 el procedimiento es similar, basta aplicar los cambios a
las integrales en orden contrario. En la tercera igualdad utilizaremos el cambio de variable
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

(*) Sabemos que €' = cos(t) +isen(t) y e~ = cos(—t) +isen(—t) = cos(t) —isen(t). Entonces

, 4 eit _ it
e — e = 2isen(t) = sen(t) = —
i

(**) 7% O gy = 0, por lo que las integrales cos(t(1 — x)) y cos(t(1 + z)) son cero, ya que
u

(14 z) y (1 —z) son factores que dividen o multiplican a las integrales y no influyen en el
resultado.

(***) En la integral A utilizaremos el cambio de variable
y=t(l-z) = dy = (1—x)dt t=0 = y=0, t—00 = y—o0(ze(-11))

En la integral B utilizaremos el cambio de variable

y=t(l4z) = dy = (14+=x)dt t=0 = y=0, t—-00 = y—oo(zre(-11)
/00 sen(t(1 —x)) / sen(y > sen(y)
A= =
B /Oosen (1+2)) :/Oosen 1 dy:/oosen(y)dy
1+ 1—}-.%‘ 0 Y

Ejercicio 3.22. El porcentaje de piezas defectuosas fabricadas por una maquina es el
4%. Las piezas se empaquetan en lotes de 100. El cliente rechaza el lote si contiene
mas de dos piezas defectuosas. Calcular el porcentaje de lotes rechazados que puede
esperar el fabricante si el proceso de fabricacién no ha sufrido modificaciones.

Sea X la variable aleatoria. Cada componente puede ser defectuoso o no, por lo que tenemos
una distribucién Binomial(100;0,4):

1
P(X =n) = ( 00)0,04” -0,96100-"
n
Rechazaremos el lote si tiene més de dos unidades defectuosas. Sea R = “el lote es rechazado”.
P(R)=1-P(X=0)-P(X=1)-P(X =2)
100 100 100
=1- ( 0 )0,040-0796100 - ( . )0,04-079699 - ( ) )0,042-0,9698
=0,76786

Luego se rechaza el 76.8 % de los lotes.
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» A = “el alumno elegido es del grupo A”

» B = “el alumno elegido es del grupo B”

con lo que tenemos

Ademas, sabemos que si X es el coeficiente de inteligencia del alumno, entonces

X/A ~ Normal(100,10?) X/B ~ Normal(105,12?)

P(X > 120) = P(X > 120]4) - P(A) + P(X > 120|B) - P(B)
P(Normal(100,100) > 120) - P(A) + P(Normal(105,144) > 120) - P(B)
N(1 - - - -
P(( (100,100) ~ 100 _ 120 100) .1+P<(N(105,144) 105 120 105) 1
10 10 2 12 12 2

restamos la media y dividimos por la desviacién tipica para llegar a Z~N(0,1)
1
510,028+ 0,1056] = 0,0642

DO | =

[P(Z>2)+P(Z>125) =

Tenemos que evaluar

P(X >120/B)- P(B) 0,1056 - 1
P(B|X > 120) = - — 0,8224
(BIX > 120) P(X > 120) 00612 0B

Ejercicio 3.24. Una maquina fabrica bolas de 5 cm de didmetro. Los desajustes de la
maquina producen diversos tamaiios. Se estima que los errores en tamano medidos
en cm siguen una distribucién “X: error en el didmetro (en cm)” con funcién de
densidad

f@)=05-e 1l zeR

Si son desechadas todas las bolas con error superior a +£0,5 cm, se pide la distribu-
cién de probabilidad de los errores en el didmetro de las bolas no rechazadas, y la
probabilidad de que una bola no rechazada tenga diAmetro mayor que 5,2 cm.

Definimos la variable aleatoria Y ~ X/{|X| < 0,5}. Evaluamos

P(X <y,—-05< X <0,5)
P(—05 < X < 0,5)

Fy(y) = P(X <y/{|X[<0,5}) =

0,5
D0k v Ja -\ [ or o —lulg 1 —0.5
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Capitulo 3. Variables aleatorias unidimensionales

0 siy < —0,5
05 (e¥ —e 09
S e ) si—05<y<0
Rw=1 b
— vy 1-05-(e ¥ +e03)
1= o 05 si0<y<0,5
1 si0,5 <y

Para terminar evaluamos

1-05- (e +¢702)
1—e 05

P(Y>02)=1-P(Y<02) =1-F02)=1- = 0,2697
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Variables aleatorias multidimensionales

Ejercicio 4.1. Estudiar si

)1 osiz+2y>1
F(x’y)_{o siz+2y<1

es una funcién de distribucién en R2

DO | =

T~

N — o

Una de las condiciones que tiene que cumplir F' para ser funciéon de distribucién es que
Y (21, 91), (z2,12) € R? tales que 1 < 9, y1 < yo se verifica

F(za,y2) — F(1,92) — F(x2,51) + F(21,91) > 0

11 1
Sean (xlayl) = <§» 5)7 (anyQ) = <]-7 §>

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

5]

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informaciéézontenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la LEyatesfewisioadsddrgeciddat dinlamieundaldmyce Esvsilsoridsc infendieddlde jotiomde 2002.

Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

calcular la funcién de distribucién conjunta de (X,Y) y las funciones de distribucién
marginales de X e Y.

Ry

Sean

Ri={z<ly<l}ju{z>1ly<0jU{z<0,y>1} = F(z,y)=0 V(z,y) € Ry

1
Ry=10<2<lyzl} = Flay)=3 Vioy R
1
R3:{021,0§y<1}:>F(x,y):§ V(z,y) € R3
1 1 1
R4:{l’21,y21}:>F($7y>:§+§+§:1 V(x,y)€R4
0 si(z,y) € Ry
r
= F(X,Y)(may) = 3 si (z,y) € Ry o (z,y) € Rs
1 si(z,y) € Ry
0 siz<O0
Fx(zx)=P(X<z)=P(X<z,Y=0)+PX<zY=1)= % si0<z<1
1 siz>1
0 siy<0
1
Fry) =P <y)=PX =0Y <y + PX =1V <y)=( o si0<y<l
1 siy>1

Ejercicio 4.3. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con distribucién uni-
forme sobre el recinto
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Debe cumplirse 1 = [p. f(z,y)dzdy.

/R | (@ y)dady = /C flz,y)dzdy + / fla,y)dedy = /C kdzdy + /c Odady

3 rZ 3
://Skdydx: k—xdx—%
0 Jo 0 2

2
Luego k = 3 La funcién de densidad conjunta de (X,Y) es

2
fxy(zy) = gfc(fl?,y)

Para calcular la funcion de distribucién conjunta, definimos cuatro recintos a mayores:
Ri={r<0,y<0}U{z<0,y>0}U{zr>0y<0}

R2={os9c<3,yz§}

R3={z>3,0<y<1}

Distinguimos los casos en funcion de los recintos:

. ({L‘,y) GRl
F(z,y) =0

. (xvy) € R2

F( dd ’2 3 “3 3v)d "0 _20)d
(2,9) / [ o= [ Zpio= [To-svdo= [ -20)
/de—/ 2vudv = 2[v —2{ ] =2 -1 =y(2-y)

" (l‘vy) € R4
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

0 si(x,y) € Ry
72
9 si (z,y) € Ry
= Fxy(z,y) =1 y2-y) si (z,y) € R3
1 si (z,y) € Ry
2
yﬁf—y> si (z,y) €C

Para calcular la distribucién marginal de X, calculamos la funcién de densidad marginal de
X:

s Siz<0oz>3:

s Si0<z<3:
32 2z
h@z/f@wWI W=
R
2x
= fx(z) = 31(0,3)(95)
0 siz<0
2 2
= Fx(z)= f(f?udu:% si0<z<3
1 siz>3

La distribucién marginal de Y se calcula de manera anéloga:

s Siy<O0oy>1
fY(y)I/Rf(x,y)dx:/]ROda::O

» Si0<y<1
32
frly) = / flz,y)dy = / gda: =2(1-vy)
R 3z
= fy(y) =2(1 = y)o1(y)
0 siy <0
= Fy(y)= J21—v)dv=y2—y) si0<y<l1
1 siy>1

Ejercicio 4.4. Dada la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y) con funcién de densidad
conjunta

. m ™
Flo ,\_J 27 'sen(z+y) si0<z< -, 0<y< -
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a) Para calcular la esperanza de X, calculamos la funciéon de densidad marginal de X.

. fo_ sen(a: +y) dy = cos(z) — (;os(x +3) sizelo, g}
0 si x&[O,g
E[X] = / rfx(z)dr = /02 ) _Zos(x+ )dx

ﬁm s ))} <sen<x>sin<i+g>>dx

o
'

Ambas variables aleatorias varian igual y tienen un papel intercambiable en la integral original.

b) De nuevo basta calcular la varianza de X, ya que la de Y serd igual.

E[Xz} _ /]R$2fx($)dl’ _ /0% $2cos(a:) — cos(z + g)dm

2
1 [z , 1 [z, T w2 11
== - = —dz=—+2]>-Z(n+2
2/0 2 cos(z)dx 2/0 xcos<z+2>dw (4+>2 2(7T+)
7T2 ™
4l —1=—(1-1
2 T3 2(7r )
2] _ T
E[Y}_2(w 1)
2 2 2 2
2] _ 2 [T pyl o~ _© & I r_ 7(in
Var(X) E[X] (E[X])_{zw D -%~2 %6 2 16 2 2<8 1)

E[XY] :/ zyf(x,y)dedy = / xysen(a: +y>dxdy = /E £/§ ysen(x + y)dydr = T 1
R2 c 2 0o 2Jo 2
s ™ 2 ™ 7T2
X,Y)= —E =T 1-(%) =2-1-1
Coo(X,Y) = B[XY] - E[X]E[Y] = § -1 <4> 1-T

[T T T
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

c¢) Las funciones de densidad condicionadas.

a)

Ry

v Si(z,y) € Ry

F(z,y) =0

» Si(z,y) €C

Ty T ry
F(z,y) ://24U1—u—v)dvdu:24// (v — uv — v*)dvdu

—24/ [l—u—Q——]d —24/{ 1—u——]du

2
= 12y2/ (1 —u)du — 8y3z = 12¢° (m — ?) — 8y’
0
= 12y%z — 6y°2% — 8’z = 2y%2(6 — 3z — 4y)

» Si(z,9) € Ry

-y ry z  rl-u
F(z,y) = / / 24v(1 — u — v)dvdu + / / 24v(1 — u — v)dvdu

1-y 1u
—24/ / V— UV —V dvdu+24/ / v—uv—v )dvdu
1-y

1—y 2P 2 3t
— 2 1-wL — L |du+24 [ LY
/ { Wy gt H,[( Wy - 3}0 "
1—y T (1= 3
—24/ 3(1—u)—2gldut2e [ =gy
I-y

=Y (3y —8y—|—6)—(1—a:)4
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» Si(z,y) € Rs

F(z,y) =
0 si (x,y) € R
PO~y )~ (=0 i (n.) €
) i-a-a® si (z,y) € R3
= Fixy)lz,y) = y2(3y% — 8y — 16) st (,y) € Ry
1 si (x,y) € Rs
29%2(6 — 3z — 4y) si (z,y) €C

b) Veamos primero la funcién de densidad marginal de X.

L] 17%(0,1)
fx(x)=0

» 2 €(0,1)

1

T -z 2 37477
fx(a:):/o1 24y(1—x—y)dy:24/01 [(1—x)y—y2}dy:24l(1—m)%—%10
B (1-2z)* (1-2*| 24(1-2)3
_24{(1—@ 3 ]_ ; = 4(1 - z)?

Es decir,
Fx(@) = 4(1 = 2)*g1)(x)

Anélogamente, calculamos la funcion de densidad marginal de Y.

. y¢(07 1)
fr(y)=0

» y€(0,1)
1-y 1-y 1-y
fy(y) = / 24y(1 — x — y)dx = 24y(1 — y)/ dx — 24y/ xdz
0 0 0

271y
= 24y(1 —y)[a]y ¥ - [%} =2y(1 —y)* - 12y(1 — y)* = 12y(1 — y)*
0

Luego
fry) =12y(1 - 3/)2](0,1)(1/)
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Ejercicio 4.6. Se sitian de forma aleatoria e independiente N puntos en el intervalo
(0,T). Si X representa la distancia de 0 al primer punto e Y denota la distancia de 0
al segundo punto, entonces calcular la distribucién conjunta y las correspondientes
marginales de (X,Y).

Sean

» X =* distancia desde 0 al primer punto”.

» Y = “distancia desde 0 al segundo punto”.

Si Z1,Zo,...,ZyN representan las distancias al origen 0 de los puntos 1,2,..., N, entonces
X =min(Zy,...,2Zyn)

Fx(z)=P(X<2)=1-PX>2)=1-P(Z1 >z, Zy>x,...,ZN > 1)

N N
zl—HP(Zj>m):1—(P(Z1>:z:))N\:/1—<1—%> 0<z<T
J=1 (%)
T 1 T —
(x): Esunalf(0,T) = P(Z >z)= fdu: Tm‘ —1-Z

Entonces la funcion de distribucion marginal de X es

0 siz<0
T N
Fx(z) = 1_<1_T> si0<z<T
1 siz>T

La funciéon de densidad marginal de X es

@) =2 (1-5) toni

Tengamos en cuenta que si X = x(, entonces Y toma valores sobre (x¢,T).

Fy/x(y/zo) = P(Y <y/X =a9) =1—P(Y >y/X =x0) =1 - (P(Z > y))"!

N-1
T 1 T —vy N-1
== (=) e

Entonces la funcién de distribucion de Y condicionada a X = g es:
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Como consecuencia, la funcién de densidad conjunta es

B N1
fxy)(@,y) = fx(@) fy/x (y/z) = ]TV<(711V_ x?) <TT > <§ _gyg

N—2
> Loy (@) em)(y)

B _ . \N=2
_ NIV 1)T(§ y) Ie(z,y) C:{(x,y)€R2:0<x<y<T}

Quedaria integrar en los diferentes recintos para hallar la funcién de distribucién marginal.

Para terminar, calculamos la densidad marginal de Y. Para la distribucion marginal, bastaria
integrar en (0,y) la funcion de densidad.

my<Ooy=>T
fr(y)=0

n 0<y<T

fr(y) = /Oy %(T - y)N‘de = TiN(T— y)N 2y

NN - 1)y(T —y)V>
TN
Ejercicio 4.7. La probabilidad de que desde un huevo nazca un insecto es p. En una
flor, el nimero de huevos puestos por estos insectos sigue una distribucién de Poisson

= fr(y) = Lo ()

de media ).

a) Calcular la distribucién del niimero de insectos que nace en una flor.

b) Se ha observado una flor y se ha constatado que el niimero de insectos que han
nacido en ella han sido n. Calcular la distribucién del niimero de huevos que habia
en la flor.

a) Sean

» X =“numero de huevos puestos en una flor”
» Y =“numero de insectos nacidos desde los huevos puestos en una flor”

)\k
Se sabe que X ~ Poisson(\), es decir, P(X =) = e”\g, con k € INy. Ademas, la funcion

de masa de Y condicionada a X =k es una Binomial(k‘,b). Por tanto, sin € {0,1,2,...,k}
k
PQEﬂMXIk%=<)WU—pV”
n

Planteamos evaluar
o0 o Ak L!
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

b) Evaluamos

P(X=k)PY =n/X =k) _ A1=p)"" a1y

P(X =k/Y =n) = P(Y = n) B

ke{nn+1,...}
Ejercicio 4.8. Sea ¢ una variable aleatoria discreta con funcién de masa

p(m):2—$, r=12,...

Supongamos que 7/{ = x es una variable aleatoria con funcién de densidad
fly/z) =2(1-y)" 0<y<1

Determinar la distribucién de 7.

00 1 . 1 0 l—y z—1
7o) = X p@)Swa) = 3 a1 -y = 2 3 a(12)
z€N z=1 z=1
r .
Sea G(z) =Y o2 g2" = T, 8 2] <1
! _ — n—l_i 1 _ 1
G(z)—nzz:lnz Cdzl—z (1-2)2
1_y>m—1 , 1 4
— —_— =G (2)|._10y = =
; < 2 ( )‘z_ 2:‘/ (1_%)2 (1+y)2
Por tanto,
2
fn(y):(l_l_y)2 0<y<l1

Ejercicio 4.9. Sea X una variable aleatoria con distribucién Exponencial de parame-
tro A = 1. Supongamos que Y/X = z es una variable aleatoria con funcién de densidad

“EH) sy > 1
en caso contrario

ﬂwm:{gy
Calcular:

a) La funcién de densidad conjunta.
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b) Paray > 1

< ge " 1 [ 1 [ 1
f z,y)dr = dx = — xe Yy dr = - xe Te T M dy
yac-l—l v Jo v Jo

o—(+Iny)e 21 do — 1 T(2) /OO (1+ 1ny>2e—(1+lny)xx2—1dx

——— "y (1+1ny)? (2
y 0 nicleo de Gamma(a=1+1ny,p=2) y( + ny) ()

e 1
Cy(l+Iny)?2  y(l+Iny)?

1

= fr(y) = mf(l,

oo)(y)

c) Siy>1:

—T

et rle(,y) )
fX/Y(ZL'/y) = f(X});)(gj;’ y) _ Yy +11 _ (1 +lny) T

y(1+Iny)?

L(0,00)()

erI

Ejercicio 4.10. Se considera la variable aleatoria 2-dimensional (¢, 7), donde ¢ sigue
una distribucién Poisson de parametro \ y 7/{ = = sigue una distribucién Normal
de media z? — 2z y varianza o?. Calcular la esperanza de 7 y la matriz de varianza-
covarianzas.

Sabemos que fy(y) = >-520 Pe(2) f ¢ (y/ )

Eln) = /Ryfn(y)dyZ /Rngg(x)fn/g(y/x)dy Z;)Ps(x) /_o:o Yluse(y/x)dy

Eln/e=c|=2?~2

=Y Pela)(® - 20) = Y 2?Pe(a) - 2 aP(z) = B|¢?] - 2B¢]
=0 =0 =0

=Var(é) + (E[€])* = 2B[f] = A+ M2 =22 =2 - A= A1)

Por otra parte, Cov(§,n) = E[¢n] — E[¢]E[n], siendo

El¢n] = Z/ 2y Pe(x) fe(y/x) dy—Zng / Y fose(y/z)dy = ZEn/é—x]Pf( )
z=0""

- =0

= S ala? - 2)Pe(a) Zﬁpg 2an2Ps(x>=E[€3}—2E[f2}
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Ademis, Var(€) = Ay Var(n) = E[?] — (E[y])?, donde
Bl = [ S P@tyely/ady =3 Pea) [ 3P syely/)dy
0 2=0 =0 -

= Z Pg(x)E{nz/f = x} = Z Pe(z) {02 + (2% - 2&:)2} = Z Pe(z)(0? + a* + 42% — 42%)
=0 =0 z=0

=0+ E[&ﬂ +4E [52] —AE [53] = Var(n) =0’ + A(4A_2 —2A+1)
(+%)

Donde (kx):
) NAOS 4602 +TA+1
EM:%" ,4(0): i +6,4+7 - ):A(A3+6)\2+7)\+1)
1 1
s A A2X—1)
T2 =1) 2+ AN 22+ 1)

Ejercicio 4.11. Calcular la matriz de varianza-covarianzas de la variable aleatoria
2-dimensional con funcién caracteristica

0e3i(t+H2u)—(t*+4u?)/2
(3 —it)?

p(t,u) =

= <P£(t)90n(u>

. t2 4402 2
9632(t+2u)— ) 3 2 ) _ﬁ o 1 ] _ﬁ o
<p(t,u) — — 3 eSzt 5 e6zu 2u — e?nt 5 e6w 2u

(3 —it)? — it 1-4
Donde ¢ y 1 son variables aleatorias independientes. En concreto,

4u?

pn(u) = """z =n ~ Normal(6,4)

1— it ~——
3 Normal(3,1)

2
1 o 12
Wﬁ(t) = ( ; ) e = Pe1+&2 (t)
Gamma(a=3,p=2)
donde &; y & son variables aleatorias independientes con

& ~ Normal(3,1) o ~ Gamma(a = 3,p = 2)
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Ejercicio 4.12. Se considera la variable aleatoria 2-dimensional (¢,7) con funcién de

masa
P(-1 1)—1 P(10)—3 P(-1,1)=0
’ 16 16 e
1 1 3
P(o,—1)_1—6 P(O,O)_Z P(o,l)_l—6
1 1 1
P@—U_g mLm_% HLU_E

Demostrar que ¢¢i,(t) = ¢¢(t)p,(t) y mostrar que, sin embargo, { y 1 no son inde-

pendientes.
£

-1 0 1
1L 3 o]l
AR B
N A b
8 16 16 | 4

11

4 2 1

La suma por columnas es la distribucién marginal de ¢ y la suma por filas es la distribucién
marginal de 7.

n+é[-2 -1 0 1 2
‘L I3 11
6 4 8 4 16
Por tanto,
S R BTN O TSN - S g —it it | 2it
cp5+,7(t)—1—66 +Z€ +§+Z€ +1—66 —E<e +4e™" +6 +4e +e)

¢dw:—(‘”+2+ét

)
onlt) = = ( REPEN

1 —1 (3
==>%@WM@=15@t+2+60=@&A0

Veamos que £ y 1 no son independientes:

1 11
P(f—l,n——l)—o%ﬁ—zq
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

» (z1,292) € C;. Usamos la transformacion y; = x1, y2 = x9

T2 =Y 0 1

En la que el recinto transformado es

< < <y <
{O_ml_l :>{O_y1_1

* 2.0<y1<1,0<y <
0§$2§$1 OSyQSyl = C {(yhy?)ER O_yl_ aO_yQ_yl}

» (z1,292) € Cy. Usamos la transformacion y; = x9, y2 = 11

01

ool =7t

— { 1 =12 — Jy =
T2 = Y1

En la que el recinto transformado es

< < < <
{0_1'2_1 :{O_yl_l

* _ 2.0<y; <1.0<y <
0< 2 < 0<wm<u = C {(yhyz)G]R 0<y < ,O_yz_yl}

Volvemos a obtener C porque, aunque la desigualdad es estricta, una recta no tiene masa.

Entonces
fnyy i y2) = (L |+ 1 [l (1, y2) = 2Le (y1,y2)

Ejercicio 4.14. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-
dad uniforme en el recinto

Cz{(a:,y)EIRQ:OSxSl,OSySI}

Calcular las distribuciones de Z y (Z,T), donde Z=X+Y yT=X-Y.
Calculamos Fz(z) = P(Z <z)=P(X+Y <2z2):

2 <0
Fz(z):O

s 0<2z<«1

f(X,Y) (l’, y) = Arela(c) IC(’Z.) y)
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» Sil <z <2, entonces

B Area del recinto

Fz(z) = -
(2) Area(C)
Pero es mas facil pasar al complementario:
, (2-2)2-2)
Area del tridangulo superior 9 (2 - 2)?
Fz(z)=1- . =l-—a—=1-
Area(C) 1 2
n Si2< 2
Fz(z)=1
0 siz <0
2
— si0<z<1
— FZ(Z): 2 (2_2)2
1-— 5 sil<z<?2
1 si2<z
Veamos ahora F| 1) (2, 1):
Z 4 t 1 1
z=x+y =575 5 9 1
2 = o = A
2 2 2 2

Donde el recinto transformado es C* = {(2,t) e R?: 0 <z +t <2, <2 <24t}

z+t

IN

IN

0<zx<1 0
0<y<l ) g<?

~

1 0<2-t<2 4= t<2<2+t

1 {0§z+t§2
=

IN
IN

[N}

2+t z—t 1
— f(Z,T)(zat):f(X,Y)< 53 >'\J=§IC*(2J)

Ejercicio 4.15. Sea ({1,&;) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-
dad

_Jdry si0<z<l,0<y<1
flar,20) = { 0 en caso contrario

Hallar la distribucién conjunta de (1;,72), donde 11 = & + &2 y 72 = max{&;, &}
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

" (:Evy) €Cy

z=x+Yy N r=z—1 Ty =

Siendo el recinto transformado C*.

Entonces, V(z,t) € C*
f(m,nz)(zat> = f(§1,€2)(t’ 2 t) ) |J1| + f§1752(z - tvt) ) |J2| = 4t(z - t) + 4(,2 - t)t = 8t(z - t)
= flmmm)(2:1) = 8t(z —t) I

Ejercicio 4.16. Se consideran las variables aleatorias X e Y independientes, donde
X ~ Uniforme(1,3) e Y tiene funcién de densidad

fr(y) = { Y sty >2

0 en caso contrario
Calcular:
a) La distribucién conjunta de (Z,W), donde Z = X/Y y W = XY.
b) La distribucién marginal de Z.
a)
145
foeyy (@) = fx(@) fy(y) = 562 YIe(z,y)  C=(1,3) x (2,00)
Tomamos la transformacion
1 1
ot (e LNELE
= y . 12V z 2Vw| _
w=2xy v

— J_ —_
Y = \/@ _Vw ]. 22
“ 3 2wz

Siendo el recinto transformado C* = {(z,w) € R? : 1 < wz < 9,4z < w}

Por tanto, si (z,w) € C*:
w 1 92—/ 1

L o /m
= Jizw)(zw) = £V e (2 w)

b) fz(2) = [g fizw)(z, w)dw.
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Ejercicio 4.17. Sean X1,..., X,,+1 variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas segiin una distribucién Bernoulli de parametro p. Sean

n n+1

=11X v Van=][%
‘ i=1

Calcular la distribucién conjunta de (V,,,V,,+1), su funcién caracteristica y deducir si
Vo ¥ Vot1 son o no independientes.

La variable aleatoria (V},, V;,+1) es discreta y definida sobre {(0,0),(1,0),(1,1)} con
p(l,l) :P(VTL = 17VTL-|-1 = ]-) :P(X1 = 1,...,Xn+1 = ]_) :pn+1
p(l,(]) = P(Vn = 17Vn+1 = O) = P(X1 = 17---7Xn = 1aXn+1 — 0) :pn(l _p)
o) = PV =0,Vay1 =0) =1 —p"* = p"(1 —p) =1 p"

Por tanto,

O V) (tw) = TP eltpn (1 —p) 41— p"

(’DVn (t) = W(Vnyvnﬁ—l)(t’O) — eitpn + 1 _ pn

LIOVn-H(u) = SO(Vn,Vn+1)(O? U) — eiupn+1 +1— pn+1

Veamos que no son independientes:
@Vn(t)(PVnH (u) = (eitpn +1— pn) (eiupn-l-l +1— pn-l-l) + @(Vn,VnH)(t? u)

Ejercicio 4.18. Sean X e Y variables aleatorias independientes e identicamente dis-
tribuidas con distribucion Exponencial de parametro A = 1. Calcular la distribucién
de T=|X-Y]|

foory(@,y) = Fx (@) fy () = € T o,00) (@) 000y (1) = €T (g )% (0,00 (. )
Sea T'=|X —Y|. Entonces Fp(t) = P(T <t)=P(|X -Y| <t):

m Sit<0
Fr(t)=0

= Sit>0
- [
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

Veamos las partes intermedias de la integral:

(*)

(**)

/ T ) g — o) _ (2t

= / / ~@ ) dady = / —(2y=1) _ (2y+t)>dy = %e‘t — %e“gt

Ejercicio 4.19. Sea (£1,{2) una variable aleatoria con funcién de densidad

27le ™ sig; >0, —l<ap<1
flz1,22) = )
0 en caso contrario

Hallar la distribucién de la variable aleatoria 1 = |{; + &|.

Fy(2) = P(n<z)=P(|& + & < 2)

s Siz<0
Fy(z)=P0)=0
m Siz>0
Fy(2) =P(n<z2)=P(l&1+&[<2) =P(-2 <6+ &< 2)
e Si0<z<«1

1—2z 1] a 1+z rz—x1 1 -
Fy(2) =P(—2 < &+6&<z2) = /0 /z ) 56 da:gd:vl—i— / dzodz
- 1

e Sil<z
R =Psbre<a= [ [T enini
Ejercicio 4.20. Sea (X,Y) una variable aleatoria 2-dimensional con funcién de densi-

dad
[(K2e M sio<az<y
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a) Evaluamos

1y 1 1
P((X,Y) €[0,1] x [0,1]) = / / k2e M dzdy :/ ke M [z]Ydy = k2/ ye Mdy
0 Jo 0 0

1 1 —ky 1
= (— [ye_ky}o — /0 —e_kydy>k =k (—e_k + —QT] )
0

1 1
= k(—e‘k - Ee_k + E) =1-(1+ k‘)e_k

b) Para que f sea una funcién de densidad debemos observar:

» f(z,y) 20 = k#0
o Jge f(z,y)dady =1

0o 1y 9
/ f(z,y)dedy = / / k2e Mdrdy = k2/ ye kv dy
R2 o Jo 0 ——
Nicleo de Gamma(a=k,p=2)

rQ) (>~ k¥ _
=k | S—ye My =T(2) =1
2 )y T dy =T1(2)

Lo tnico que necesitamos es k > 0, ya que el parametro de la Gamma es mayor que 0.
Si k <0 la funcién seria no acotada.

¢) Tomamos la transformacion

t=y—ux y=z+t 1)

El recinto transformado es C* = {(z,t) € R*: z > 0,¢ > 0}. Entonces (Z,T) = (X,Y — X)
tiene funcién de densidad

fam(zt) = foeyy(zz + )| = B2 D0 0,00 (2 1)
Como consecuencia,

() = / fizm(z )t = / K2k gp = e / ke Mdt = ke ™ 2> 0
R 0 0

=0 z2<0

r /1N 1. —kt
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Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

d) Hemos evaluado fx(z) = ke‘kml(om) (z). Para x > 0 tenemos:

T k? _kylazoo —k(y—
fipxtyla) = o0 BTl sy

La curva general de regresion de Y sobre X viene dada por
_ _ _ _ o —k(y—z) _ kz o —ky _ 1
y=EBY/X=a]= | vlyx(y/a)dy= | yke dy=e yke Mdy =z + o

x

La curva tiene la ecuacién de una recta, por lo que no hace falta calcular la recta de regresion
de Y sobre X, ambas coinciden.

Ejercicio 4.21. Consideremos la variable aleatoria 2-dimensional (X,Y) con distribu-
cién uniforme en el recinto limitado por las rectas y =2, t = -y, y=1e y = —1; es

, 1
decir, f(z,y) = 5 para (z,y) € C = {(z,y) € R : |z < Jy| < 1}.

a) Calcular la curva (general) de regresién de Y sobre X.

b) Estudiar si X e Y son independientes y/o incorreladas.

a) Calculamos:

»0<z<1
fx($)=/__1x%dy+/:%dy=%((1—x)+(1—x)):1—x
s -1l <z <O
fx(w)Z/j%dy+ _lx%dyz%((a:+1)+(1+x)):1+a:
- 2g(-1,1)
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» Cx = (—1,—z)U(z,1)siz € (0,1)
» Cx =(—Lz)U(—z,1)siz e (-1,0)
= Cp= (_1’ 1) \ {(070)}

Para evaluar la curva general de regresion de Y sobre X distinguimos entre

a) 0<z<1
- 1
- y 1 Y 1 y2 z 2
=FlY/X =z2| = d dy = L a
y=ElY/X =z /_1 2(1—3:)y+/m2(1—:v)y 2(1—x)([2 T2
_x2—1+1—m2_0
41—z
b) -1<2<0
1
T y /1 y 1 y2’3 2
—E[Y/X =2] = d dy = y Yy
y=BlY/X =4 /_12(1+ac)y+ 20+ T 21\ | 2 _1+ 2]
_m2—1-|—1—3:2_0
41—z

Es decir, la curva general de regresién de Y sobre X sélo existe para z € (—1,1), en cuyo
caso viene dada por y = 0.

b) La curva general de regresién de Y sobre X coincide con la recta de regresién de Y sobre
X, lo cual implica que p(X,Y) = 0. Es decir, X e Y son incorreladas. Veamos que no son
independientes:

fx(@)fy(y) = (L= [2)(1 = [yDI—1,0)x (1,02, 9) # fxy)(@,y)
Ejercicio 4.22. Consideremos las variables aleatorias X e Y, con rectas de regresion

3x+2y—26=0
6r+y—31=0

Calcular las medias marginales y el coeficiente de correlacion. Identificar cual es la
recta de regresion de Y sobre X.

Los valores de 3 = E[X] y pp = E[Y] satisfacen las ecuaciones. Si resolvemos el sistema,
obtenemos x =4, y =7, por lo que p; =4, us =17.

La recta de regresiéon de Y sobre X es de la forma

0-12 L AV 0-2 L AV

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta (g

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la infornPJ&Bﬁ%ﬂida en el presente documento en virtud a77

Articulo 17.1 de la LEyalefmwmnadsddrseciddat dial@misunéaldmyne Esvsitoercsch infenfdie ldlde jotiomde 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.


www.wuolah.com/pageAds.php?ai=754&ci=40079

Capitulo 4. Variables aleatorias multidimensionales

3
1. y:13—§x
2. y=31—-6z

La recta de regresion de Y sobre X es la 1, y la 2 es la recta de regresion de X sobre Y.

Como las pendientes son negativas tenemos que p < 0. Ademas, sabemos que

o2 _ 3 1o _
o1 2 p o1
Si dividimos:
oy 3
o1 _ 2 2_ 3 __1
To, =6 7712 T
po1

Ejercicio 4.23. Se considera una variable aleatoria (X,Y) con distribucién Normals. Se
sabe que las rectas de regresion tienen por ecuaciones r—y+2 =0, 3z —10y+40=0; y
que la suma de las varianzas de X e Y es 1,3. Determinar la correspondiente funciéon

de densidad.
(m 5 o? o1
=\ o oy 03

Con juy = E[X], pz = E[Y], 0 = Var(X), o = Var(Y), 012 = 721 = Cov(X,Y)
Evaluamos 1, o como solucion de las ecuaciones de las rectas de regresion. Si resolvemos
el sistema obtenemos

Sean

20

u=%

7

La recta de regresion de Y sobre X es de la forma

012 09
y=p2+ (@ —m)=y=p2+p—(r—pm)

Y la recta de regresion de X sobre Y es

912, log, |

o) — o oy |
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La recta de regresion de Y sobre X es la 1, y la 2 es la recta de regresion de X sobre Y.
Ademas,

3 _,02_on
10 P00~ 02

1
Lol _on

Cpor o}
Resolvemos el sistema de ecuaciones:
ol 4+05=13 s
o2 _ 3 oitor =13 of +03 =13
o2 10 — { % _3 = 232
912 _ 1 0'% 10 2710t
o3
Sustituyendo en la primera ecuacion:
3 3 13
0%4-1—00%:1,3 = a%<1+1—0 =13 < 0310_1,3 = o’ =
3
0'% = 1—0
3 o 3
019 = —07 =
271070 10
Por lo tanto: 5
1
2els ¥
10 10
Entonces,
1 1=_ \Ty—1(=
- —3(@-p) 27 (@-p)
x,y) = e 2
f(X,Y)( _y) 9 |2|
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Convergencias estocasticas

Ejercicio 5.1. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Normales de media 0 y varianza 1. Estudiar la conver-
gencia en probabilidad de la sucesién {Y,, : n <1}, donde Y,, =n~' 31 | X2

- 1
X:Xi2 ~X2 = Gamma(a =—,p= n>
o 2 2

Reducimos el problema a demostrar que Y;,, — 1(en ley) cuando n — oo, lo que implica
Y, = 1 (en probabilidad) cuando n — oo.

Planteamos el calculo

: ity oy t 1 )\? 2it\ "2
oy, (t) = E[e’tyn] = E[e” 2 J} =y X2 <n> = (1_gzt> = (1 - n)

Evaluamos
n E% n \ it
2it\ "2 1) )" 1) 2 .
lim <1 - Z) "= lim (1 - n) = { lim (1 - n) = e
n—o0 n n—o00 57 n—o00 5
Entonces,

Y, L.y — v, Loy Y =1)
n—oo n—oo

Ejercicio 5.2. Sea {X, :n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes
e idénticamente distribuidas Bernoulli(p), con 0 < p < 1. Sea la variable aleatoria
V. =X:1Xo...X.. Estudiar la conversencia en lev. la conversencia en nrobabilidad v
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Entonces, V;, ~ Bernoulli(p")

0 stu<0 0 siu<0
Fy (u)=¢ 1-p" si0<u<l1 n_}—@)Fy(u):{l §0<u
1 sil<uw -

La convergencia también se produce en el punto de discontinuidad.

Por lo tanto, V,, ﬁ V, donde V' ~ Degenerada(0)

» Convergencia en probabilidad

Tomando V =0 (es decir, la degenerada V(w) =0, Yw € ) tenemos V;, SN}

n—oo

» Convergencia casi segura

Van — Ve >0, HILIEOP(U{UJGQ:WM(W)_V(W)Zg})ZO

m=n

Veamos que V,, —— 0. Si pasamos al complementario:
n—oo

P(G{wEQ:Vm(w)2€}>:1—P(ﬁ{w€Q:Vm(w)<e})

m=n

Entonces,

vnmo < Ve >0, nlgng(ﬂ{weQ:Vm(w)<e}>:1

m=n

Ahora, para e > 1

nli}n;()P( ﬁ {fweQ:Vy(w) < 6}) = lim P(Q) =1

n—oo
m=n

y para € < 1

P(ﬁ{wGQ:Vm(w)<e}>:P<ﬁ{weQ:Vm(w):0}>:P(Vnzo)zl—p"—>1

n—oo
m=n m=n
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a) Sea {X, :n <1} una sucesién de variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas con ley £(X). Hallar la distribucién de

1

Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {V,, : n > 1}, donde V,, = —QYn.
n

b) Sea Z, una variable aleatoria tal que Z,/X = z es Poisson de parametro nx.

Calcular la distribucién de 7, y estudiar la convergencia en ley de la sucesién
{Z, :n>1}.

a) Evaluamos fx(z) = [ f(z,y)dy

s Siz <0

fx(x) = 0

s Siz>0

_z
e 2

L1 1 = 1
fx(x) =/ —e 2dy = 16_5[1/]1_1 =3

14

1 " 1
= X~E$p<§> = Yn:ZXiNGamma<a: §7p:n>

=1

1 . . .
Entonces, V;, = =Y, tiene funcién caracteristica
n

n
w2 n?

ovat) = 3, (t) =y, (i) - ﬁ

Si estudiamos el limite:
2 ;f(—")

2it\ " 1) lim 2
1im<1—i> = Ym (1——) — enroo T =]

n—o00 n2 n—o00 —2n2
it

donde 1 = ¢y (t), siendo V' ~ Degenerada(0). Por el teorema de continuidad de Paul-Levy,

Vn n—oo V
b) Evaluamos
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Hay que aplicar el teorema de Paul-Levi. Evaluamos

Entonces,

it n > [ neit \’
t)=) e =

z+1 1
2=0 2(% + n) 2<§ + n) 2=0
Podemos acotar la razon de la serie geométrica:
nett
1
5 +n

n .
|= e[ <1
§+n

Como el médulo de la razén de la serie geométrica es menor que 1, la serie converge. Por

tanto,
0 1 1
A A1, ne T 2n(l- )
% +n

Si estudiamos el limite de la funcién caracteristica tenemos:

v Sit=2knm
. 1
e = cos(t) +isen(t) =1 = nlinc}o1_-|_0 =1
w Sit#2km
, 1
et 41 = lim ————— =0

n00 14 2n(# 0)

Por tanto, no podemos asegurar la convergencia en ley.

Ejercicio 5.4. Demostrar que si {X, :n > 1} es una sucesién de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas que converge en ley a la constante c,
entonces la sucesion {eX" :n > 1; converge en ley hacia e°. Usar este resultado para
estudiar la convergencia en ley y en probabilidad de

1
v [Tre)”
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Sea Z, = eXn y sea Gy, (2) = P(Z, < z). Entonces, Gy, (2) = P(eX" < z) =P(X, <lnz) =

F,(Inz), lo que implica que

0 silnz<e

n—00 1 silnz>e¢e
L 0 siz<e
— Gplz) —— G(z2) = .
n<)n%oo (2) {1 siz>ef
— Gn — G(z) ~ Degenerada(e®)
n—oo
L C P C
— Zn — e — ZTL — C
n—,oo n—oo

Sea

3=

(i)

Tomamos Y, = e%" con

n 1 n
Zy=lY,=h[[[X;| == InX;
j=1 "=l
Evaluamos
t - t t\\"
donde
it+1
— itln X1 it _ it — u — 1
O x, () E{e } E{X } /0 u"du o T+t

Entonces,

n n—00

1 \" it\ " .
0z, (t) = (1 i ) = <1 + l—) —— e = py(t), Z ~ Degenerada(—1)
n

Por el teorema de continuidad de Paul-Levi,

Zn L 1 < P —1
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

a) X; ~ Normal(0,02), i >0
b) X; ~ Cauchy(0,1), i >0

Por el teorema de continuidad de Paul Levy, si lim, o ¢n(t) = ¢(t), siendo ¢ una funcién
continua en t = 0, entonces ¢ es la funcion caracteristica de una funcién de distribucién F tal que
F,, — F (en ley) cuando n — oco. Siendo {F, : n > 1} una sucesién de funciones de distribucién
sobre Ry {¢n : n > 1} la correspondiente sucesién de funciones caracteristicas.

2,2
a) Tenemos que ¢y, = e~ V¥t € R. Evaluamos

n n t n 02( : )2
— — — S o7
o) =g x 0=1l¢_x,_0)=1[ex(gmr) = [« 7
j= 02n+1 J §=0 on+1-j =0 j=0
n 2242 0242 n g2 0242 no 0242 4_4n_1q
— @ j= 022n+3 2] — —=e 22n+3 7=0 —e 22n+3 7=0 —e 22n+3 4—1
242 4ntl_4
—=e 24 4n
Evaluamos
o222 4ntlg o242
lim py, (t)= lim e” 2 7 =e 6 =y(t)

n—oo n—oo

3

Entonces Y,, converge en ley a Y cuando n — oo

o2
donde Y ~ Normal| 0, —

b) Evaluamos

- t n it o
80 ( ) SOZ 0 H 90 )("7 H SOX <2n+1 j) H e |2TL+1—J ‘ — H e ont+1—j
j=

2n+1 7 §=0 onF1—=j J 4=0 0 7=0

~

_ [t] _lt] 2m2-1 [t] +1
MZJ 02n+1 i =e T on+1 Zj 0 _e ~ontl 21 26_2”'4'1‘(2" —1)

Planteamos
| | on —1

LA et =

lim oy, (t) = lim e oy (t)

n—oo n—oo
donde Y ~ Cauchy(0,1). Entonces Y, = Y (en ley) cuando n — oo

Ejercicio 5.6. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con

funciones de densidad ]
n

fx,(z) = 1+ (na)?

Estudiar la convergencia en probabilidad v la convergencia en media de orden 2 de
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Fijando ¢ > 0 calculamos la probabilidad P({w € Q : | X, (w)| < e}).

€ 1 n 1
P(|Xn| <€) = P(-e < Xp <¢) = /_6 ;Wdﬂf = %[arctan(nx)]ig
_arctan(ne) — arctan(—ne) T-(-3) _ .
B ™ n—)OO/ m -

P
== X, —0
n—00

2
Para analizar si X, nT:—OO> 0, planteamos E[X2] = oo, X, no es integrable, E[|X,|] = oo

E[|X,|] = /O:O %%dw = %/OOO %dm = %{ln(l + (nx)z)}zo =000

Luego X, no converge en media de orden 2 a 0

Ejercicio 5.7. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes con
distribuciones Poisson de parametro n. Demostrar que

X,—n
Vn

converge en ley a X, donde X es una variable aleatoria Normal(0,1).

Sean Yi,...,Y, variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas Poisson(1).
Entonces X, = >77_; Yj ~ Poisson(n).

n n i+ i
px,(t) = Py Yj(t) = | | Py; (t) = | | el =1) = gnle=1) — X ~ Poisson(n)
=1 , ,
J=1 J=1

Aplicamos el teorema central del limite a la sucesién {Y,, : n > 1}

Y- B Y x -
j=11j { j=1 J} _AnT0 L X ~ Normal(0,1)

Var( i1 YJ> Voo

Ejercicio 5.8. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas Uniforme(0,1). Consideremos

Y, = max(Xy,...,X,)
Zn =nY,

T — %1 AV
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Fy, (y) = P(Y, <y) = Pmax(X1,...,X,) <y)=P(X1 <y,.... X;, <y)

j=1
e Siy>1
Fy,(y) =1
Entonces
0 siy <0 0 siu<l
Fy,(y)=q y" si0<y<l —= Fy(y)= Y Y ~ Degenerada(1)
1 siy>1 e I siy=1l
L
= Y, —>7HOO Y
w 7, =nY,
e Siz<0
Gz,(2)=0

e Si0<z<n

e Siz>n
Gz, (2)=1
Por tanto,
0 siz <0
n
Gz, (z) = <E> si0<z<n ——0, VzeR
n n—oo

1 siz>n
No converge a una funcién de distribucion, luego Z,, no converge en ley.

- T, =n%(1—Y,)

e Sit<0
FTn(t):O
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Por tanto,

0 sit<0
t n
Fr, (t)= 1_<1_ﬁ> si0<t<n®
1 sit>n®
Distinguimos:
e Sia=1
0 sit <0
t\" . N 0 sit<0
FTn(t): 1_<1_E> si0<t<n mFT(t)—{l_e_t sit>0
1 sit>n®
= T, L>T, T ~ Ezponencial(1)
n—oo
e Sia>1
FTn(t) — 0, Vte R
n—oo
Para o > 1, la sucesién {7}, : n > 1} no converge en ley.
e Sia<1
0 sit <0
t\" . N 0 sit<0
FTn(t)— 1—<1—E> SIO§t<n mFT(t)_{l Sltzo
1 sit>n"

— T, = T, T ~ Degenerada(0)

n—oo

Ejercicio 5.9. Estudiar si las siguientes sucesiones de variables aleatorias indepen-
dientes cumplen la ley débil y/o la ley fuerte de los grandes ntimeros:

a) {X,, :n>1}, donde

1
P(Xn=2") = P(Xn = =2") = gy
1

b) {X, :n>1}, donde

D/Y — /]ﬂ{mln\\—D/Y — /1n/m|n\\_1 o IN
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

1 on 1 onp1 1
22n+1 +2 n22n—|—1 +0=2 " 22n-|—1 =1

Var(X,) = B[X2] - (B[X,))? = B[X?] = 2>
n—oo 12 4 n—00 7} n—0o0 7,

I N | , 1
— hm—Z(fj:hm —2n:hm—=O
1=1

Luego la sucesion verifica la ley débil de los grandes niimeros.

Sn_z?ZIMJ:&ZEiX P 0
n n nj:l ]n—)oo

» Ley fuerte de los grandes ntimeros

Tenemos que E[X,| =0y Var(X,) =1, por tanto

_ _ = ZXJ c.S. 0
n n n “ 1 n—oo
J:

» Ley débil de los grandes ntimeros

Evaluamos

Chequeamos
1 & SN In(n + )
EZO?Z 221n(y+a)<—2nln(n+a):
j=1 j=1
0< tm L3 02 < i MO | BE g g L3002
— 05 Jim 550 0 < Jim = = i 2 =0 = i 5 ) o) =
J= J=
LS x50
= 22X

i=1
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Veamos que In(z) < /z cuando z > 1. Consideramos g(z) = \/z — In(x). Entonces
1

J(z) = NS En concreto,
J@)=0 = 1=2/1 <= 1’ =42 < z(z—4)=0 = z=4
1 _s 1 -1 1
" e M) = LS

Por tanto, la funcién g(z) tiene un minimo para z > len z =4y g(4) > 0. Esto implica
que g(z) > g(4) >0, Vz>1

Ejercicio 5.10. Estudiar la convergencia en ley de la sucesién {Y,, : n > 1}, donde Y,, =
Y1 Xi y {Xn:n>1} es una sucesién de variables aleatorias independientes con

funcién de masa | | |
P<X,- = —.> = P<Xi = ——.> =—
2t 20 2

Evaluamos

2
Entonces, usando la igualdad cos(z) = ;en( (3:))
sen(z

2
t t t t\ t
j=12sen<§> 286n<§> 286n<§> 2sen ?> 286n<2—n>
sen(t)

= t#£0
2”sen<—>
2n
ey, (0) =1

Entonces, YVt # 0

)= H<2)H<2> wiy () m(s) ()

t t
/ _ gy o Sen®) o sen(t) _ sen(?)
n—oo ' " n—00 ( t \ n—00 on t t

on
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media de orden 2 y casi segura
de la sucesién {Y, : n > 1}.

» Convergencia en ley

Calculamos
P(Yn:O):P<{weQ:X(w)e [0,1——)}> :P<0<Xn<1—%>
— Fy <1 - {) P (0) =1—eM73) =1 = A7)
P == p(fwenxwen- Lol =r(i-Lex <)

Entonces
0 siy <0 )
1 e_A(l_l) si0<y<1 ; sy <0
F = B ! = — 5 F(y)={ 1—-¢e? si0<y<l1
W= o Sl<yen mom v (Y) 10<y
1 siy>1

1 siy>n
— Y, = Y, Y ~ Bernoulli(e™)
n—oo

» Convergencia en probabilidad

Definimos la variable aleatoria

0 si X(w)e€l0,1]
Y (w) :{ 1 si X(w) € (1,00)

PY=0)=P{weQ:Y(w)=0})=P{weQ: X(w)€[0,1]}) =P0O< X <1)
=Fx(1)=Fx(0)=1-e?-0=1-¢"
P(Yzl)zl—P(YzO)zl—(1—6_)‘) =
Planteamos evaluar P({w € Q : |V, (w) — Y(w)| > €})

e I<exl
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e c2>1
P({w € Q: Y, (w) =Y (w)| >e}) = P{w € Q: X(w) > n})
=1-Fx(n")=e™" —=0

Por tanto,

» Convergencia casi segura

Planteamos

P( L_J {we Q: |V (w) - Y(w)| > 5}) = P({w € Q:|Yy(w) = Y(w)| > e}) —— 0,

n—oo

= Y, —>Y
—00

n

= Convergencia en m?

Calculamos
1
E|(Y, = Y)’] :12-P<1—— <X< 1) +(n—-1?2 P(X >n)
n
1-
= Fx(1) - Fx (1 - > +(n—1)?%(1-Fx(n))
— e 1-n) e g (n—1)%™ —= er—e =0
Entonces,
m2
Y, —Y
n—oo

Ejercicio 5.12. Una empresa esta especializada en la produccién de tuercas. La ex-

Ve >0

periencia en los tltimos anos muestra que la probabilidad de producir una tuerca
defectuosa es 0.035. Las tuercas se empaquetan en cajas de 100 unidades. Determinar

el porcentaje de cajas sin mas de dos tuercas defectuosas.

Sea X = “ntmero de tuercas defectuosas en una caja”. X ~ Bin(n = 100, p = 0,035), entonces

2 2

100

PX<2)=) P(X=k) =) ( L )0,035’%1 —0,035)1%07% = 0,31590
k=0 k=0

Otra opcidn es:

donde Xi,Xo,..., X100 son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas

17/ N\ 1
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

Ejercicio 5.13. Una urna contiene 10 bolas numeradas del cero al nueve. De la urna
se extraen n bolas con reemplazamiento.

a) Senalar qué dice la ley de los grandes niimero sobre la aparicién de ceros.

b) Determinar cuantas extracciones sera preciso efectuar para que, con probabilidad
0.95, la frecuencia relativa de aparicién de ceros esté comprendida entre 0.09 y
0.11.

c) Utilizar el teorema central del limite para calcular la probabilidad de que, entre

n—3yn
10

los n nameros elegidos, el cinco aparezca entre y (n+ 3y/n). Particularizar

para n =25y n = 100.
a) Definimos
X - { 1 sise obtiene “0” en la n-ésima extraccion
n

0 en caso contrario

Entonces, {X,, : n > 1} es una sucesién de variables aleatorias independientes idénticamente

1
distribuidas Bernoulli( = 1—0>, es decir,

b) En la n-ésima extraccion

representa la frecuencia relativa de la aparicion del digito “0”. Debe evaluarse el menor n € IN
tal que

1 n
P Q.- X; 0,09, 0,11 > 0,95
({U)G n; ](w)e( ’ y Yy )}) =%

Aplicando el teorema central del limite
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Por tanto,
Sn
0,95 < P<0,09 < o < 0,11> = P(0,09n — 0,1n < S,, — 0,1n < 0,11n — 0,1n)

—-0,01 S, —0.1 0.01 -0,1 0.1
:P( L N L n):P(’T\/ﬁ<Z<’T\/ﬁ>

10 10 10
() (0] ) (000

—1 —ZP(Z < —0’1?:/5> —1 —2P<Z > 0’1?:/5)

Entonces,

1 1
0,95:1—2P(Z> 0 f) — P(Z> 0 ?:/ﬁ) — 0,025

1
_, 0lyn

3 =196 = n=34574

Tomamos n = 3458.

Ejercicio 5.14. Sea {X,, : n > 1} una sucesién de variables aleatorias independientes
donde X; tiene funcién de masa

Estudiar la convergencia en ley, en probabilidad, en media cuadratica y casi seguro.
Analizar si cumple la ley fuerte de los grandes niimeros.

» Convergencia en ley

Evaluamos
0 siz < —2
ﬁ si —2<x< -1
1 : i
) ow si—1<z<0 _ 0 siz<0
Fy,(z) _% si0<z<1 n—00 Fx(x) I siz>0

— L §si1<z<?
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

» Convergencia en media cuadratica

Planteamos el calculo

1 1 1 1 1
mnEUXn—mﬂzlmlEpﬂ:=mng—m%—+o4ﬁ——+@<1——> P——+?—J
n—o00 n—00 n

n—00 4dn 4n 4n 4dn
=0
2
= X, ——0
n—oo

» Convergencia casi segura

Analizamos

lfim P( Ej {we Q| Xp(w) -0 >5}> :1_111320]3( ﬁ {we Q| X (w)] Se})

n—o00
m=n m=n

00 k
=1- lim P(ﬂ {weQ:Xm(w):0}> zl—nlir{)loP<klim N {wEQ:Xm(w):O})

n—oo
m=n m=n

=1-— lim lim P(ﬁ{weQ:Xm(w):O}>:1— lim lim(ﬁP(Xm:O))

n—00 k—o00 m=n n—00 k— o0
K 1 Fm—1
=1- lim lim H@——):l—mmm II—
n—o0 k—o00 men m n—00 k—o00 men m
-1 k—1 -1
:L4m1m<m o >:LJm1mﬁL—
n—00 k—00 m m+1 k n—00 k—00
1-0=1+#0

Luego X, no converge a 0 casi seguro.
9 )
Tenemos que Var(X) = E[X?] = 5, POt tanto, tomando B,, = n
n

2 Var(X,)
Z B2 < 00
n=1 n

por lo que

Sn - E[Sn] c.s.

B, n—00

0

1
Ejercicio 5.15. Sea ¢ una variable aleatoria Uniforme sobre el intervalo <_§’ 5) Se

definen las variables aleatorias n = 6¢ y
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» Convergencia en ley

Evaluamos

Entonces,
0 siz < -1
J1-1)  si-1<a<0 0 siz<-l
Fx, (z) = . ) _ T>Fx(x)= 3 si—1<z<1
1-3(1-1) sio<a<1  noe D osiz>1
1 siz>1

1
donde Fx(z) ~ X, es decir, Dx = {-1,1} y {px(—l) =px(1) = §} Por ello X, ﬁ X

» Convergencia casi segura Sea X la variable aleatoria definida de la siguiente forma:

_ ) —1 sin(w) €[-1,0)
X(w) = { 1 si Z(w) €[0,1)

Es decir, de todas las posibles variables aleatorias con soporte Dy y funcién de masa px (+),
elegimos una variable aleatoria cuyos valores dependen de los valores de n(z).

Distinguimos:
e c2>1
(0.¢]
lim P( U {weQ: [ Xp(w) - X(w)| > 5}> = lim 0=0
k—o0 k—00
m=k
e 0<ex

i Pl 1T fwe0: o tw - Xl s et ) = tim Pl L1 wea: -t < gy < L1)
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Capitulo 5. Convergencias estocasticas

» Convergencia cuadratica

Planteamos

1 1 1
lim E[|X, - XP| = lim 12-P<—— <n< —> = lim — =0
n—oo n—o0 n n

2
Entonces, X, —— X
n—oo

Ejercicio 5.16. La duracién de una bombilla se distribuye Exponencial con media 1
mes. Cada vez que una bombilla se estropea es reemplazada inmediatamente por
otra nueva. Determinar cual es el nimero minimo de bombillas que deben tenerse
para que, con probabilidad 0.95, tengamos luz durante un intervalo de tiempo de
dos anos.

Sean & =“duracién (en meses) de la i-ésima bombilla”. Entonces {¢, :n > 1} es una su-
cesion de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas Exzponencial(A = 1) =
Gamma(a = 1,p = 1). Entonces, si n,, es el tiempo que tenemos luz con las n primeras bombillas:

TIn = Z&z ~ Gamma(a = 1,p =n)

p n

P n
Var(nn)zﬁzﬁzn
M —n

L
— Normal(p =0,1)

vn

Mm—n _ 24—n 24 —n
0,95 = P(n,, > 24 meses) = ( > ~P\Z>

24 —
"= (m=vn) 24-m?=-164m

NG
= m?-164m—-24=0 < m=>57876 —4,147
— m=05,787 = n = 33,489

— tomamos como solucion el valor n = 34

— 1,64~
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Integrales en R

0 >

\_><C
a b
fR=R, f>0 fR?=R? f>0
.’.U'-)f(ﬂ?) (xlaa:Q) Hf(xlaxQ)
C=(a,b) €R C C R?
b ’
/ f(x)dx = Area / f(x1,29)dz1drs = Volumen
a C

Ejercicio A.1. Sea f(z1,72) = k con k > 0. Definimos C = {(z1,22) € R* : 25 < a1 <3, 19 >0}

Siempre hay que dibujar C: Evaluamos la integral. Hay que reexpresar la integral sobre el
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Apéndice A. Integrales en R?

2 \

8

Do

Il
w8

LAl

T

Sustituimos en la integral anterior:

S 3k Eoa?]? 3
/0/0 kda:ml_/ogxldggl_g.g .

Ejercicio A.2. Con el mismo recinto del ejercicio anterior, tomamos otros recintos
basados en la interseccion formada con rectangulos creados a partir de otro punto.

A
o

v="uf3

xT9 (371,1'2)
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/C* f(u,v) dUdU:/I2 3/€dudv:/$2<k' u]gv)dv:/oxz(k.@—?w))dv:

0

0 3v

T2 2\ %2 2
:/ 3k(1 —v)dv =3k v— = =3k 3;2_@ -

0 2 2

T
:3k-x2-<1—52>

En este caso hemos fijado la v primero pero, ;qué habria pasado si hubiéramos
fijado la u?

A

) (xlaxQ)

La minima v es 0, y la méxima xs.

3x2 % 3 T2
/ f(u,v)dudvz/ / kdudu+/ / kdv du
Cc* 0 0 3z JO
—_—— —_——

() (%)
La integral (x) es:

U

w| &

/gkzdv:k‘-v]é:
0

La integral (sx) es:

72
/ kdv=Fk-v]g> =k- 2
0

Si sustituimos en la primera integral:
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Nameros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

B.1. Numeros complejos

Definicién B.1 (Numero complejo). Un niimero complejo es un par ordenado de niimeros reales
z = (a,b) donde llamamos Re(z) = a, Im(z) = b. El conjunto de niimeros complejos se denota
por C.

A Parte imaginaria

b _________________ ’ z = (a7 b)
1@
i2 :. —1 a ’
Parte real
. C
—1 .

Definicién B.2. Si (a,b), (c,d) € C, se definen:

v (a,b) + (¢,b) = (a+¢,b+d)
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Apéndice B. Numeros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

ploo o z=(ab) =a+bi

Cémo localizar un punto en el plano

Podemos hacerlo por coordenadas o mediante el angulo 6 y r.

r=+va?+b?
a=rcosf b=rsenf

Graficamente:
z=ua+bi=r(cosf +isend) con r € R tnicoy § = by + 2km, k € Z
Definicién B.4 (Médulo). El médulo de z = (a,b) se define como |z| = va? + b?

Definicién B.5 (Conjugado). Dado z = (a,b) = a+bi € C, su conjugado es Z = (a, —b) = a—bi
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B.2. La exponencial compleja

o |zt w| < 2] + |w)

B.2. La exponencial compleja

Definicién B.6.

Para z € C
Lk
6222—'
k=0 "
Para z € R - .
eiz:Z<ZZ‘)
k=0 ’
Sabemos que:
» 0=1
il =
n i2=—1
3=
0 (- \k © _k 2 3 4 5
(iz) 25 z .oz oz 22
1z __ _ . — g . _ . —
D D T B (LTI A TR R
k=0 k=0
_ (4 z2 24 . 23 25 . .
= _E—}—I_m +1- Z_ﬁ—l_ﬁ_"' =cosz+1senz
(*) (%)

() Ranvacantanidn Ao Taxdar dal cocana dao on 110 ontorna dao 0
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Apéndice B. Numeros complejos. La exponencial compleja. La exponencial real.

— o
>

¥ =cosztisenz = ™ = €T4+1=0
~—— —_————
Z=7 Identidad de Euler

La representacion (cos f + i sen 6) sirve para calcular mas facilmente potencias de nimeros complejos.

(cosf +isen )" = ()" = M = cos(nf) + isen(nf)
i0 ,
- /e’edQ = /(cosﬁ—l—isen&)dH = /c080d0+i/sen9d9

1

B.3. La exponencial real. El niimero e.

Obtencién del nimero e:

. N 1\ [ n
e= lim <1+—> = lim <1+—> = lim(1+ )+ = lim(1 + ax)e=

T—00 T T—00 ax z—0 z—0

Ejemplo B.1. Veamos el cdlculo de algunos limites sirviéndonos del nimero e:

4\® 1 %4 1 % 4
lim <1 + —> = lim (1 + ;) = [ lim (1 + 1—) =¢t
T—00 €T T—00 1 T—00 T

o (EF o (FE322Y L (4 1\,
xl)rgo r+3 _a:ggo T +3 _:z:ggo +E =€

|
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