Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

2. Dadas f y g de R en R3, f(z1,z2,23) = (z1,T2,71 + T2 — x3) ¥
9(z1, T2, z3) = (2x1,x2 — 1, x3), ver si son lineales y, en ese caso, hallar
el nicleo y la imagen.

La aplicaciéon f es lineal. La comprobacion se deja como ejercicio para
el alumno. La aplicacién g no es lineal (g(0,0,0) # (0,0,0)).

Ker(f)={z e R’: f(z) =0} =

= {(xl,xz,xg) 21 =0,22=0,21 + 22 — T3 ZO}
Dicho de otro modo, Ker(f) es el subespacio vectorial de R? de ecua-

ciones cartesianas

z1=0
Ker(f)=14 x2=0
T1+x2—23=0

Al resolver, resulta Ker(f) = {(0,0,0)}. Por otro lado, Im(f) =
L(f(B)), siendo B cualquier base del espacio de partida R3, por ejem-
plo la base canénica. Asi:

Im(f) = L(f(1,0,0), f(0,1,0), f(0,0,1)) =

= L((1,0,1),(0,1,1),(0,0,—1)) = R3

3. Determinar la dimension y bases de Ker(f) e Im(f) para las siguientes
aplicaciones lineales:

a) f(x1,72,23) = (271,21 + T2, 373).

Se tiene
2.%'1 =0
Ker(f) = z1+x22 = 0
3.’123 =0

Dicho de otro modo, Ker(f) = {(0,0,0)}, con lo que dim(Ker(f)) =
0 y no hay base. Por otro lado, si B, es la base canénica de R3,
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

b) f(:IIl,.’IZQ) = (2.’131 + 22,21 — 2:82,:1:2).
Calculemos Ker(f):

2z1 + x9 0
Ker(f)=<¢ z1—2z2 = 0

xI9 =0

de modo que Ker(f) ={(0,0)} y dim(Ker(f)) =0.
Por otro lado,

Im(.f) = L(f(BC)) = L((Q, 1, 0)’ (1a -2, 1))

con lo que dim(Im(f)) = 2y una base suya es Brp,f) = {(2,1,0), (1,-2,1)}

C) f($1,$2,x3) = (x17x27x1 + x2 — x3)’

Se tiene
xr1 = 0
Ker(f)=4 z2=0

1+ 29 —23=0

de modo que Ker(f) = {(0,0,0)} y dim(Ker(f)) = 0, por lo
que no hay base. Si aplicamos la formula de las dimensiones para
aplicaciones lineales, 3 = dim(Ker(f))+ dim(Im(f)), de manera
que dim(Im(f)) = 3y, por tanto, Im(f) = R3.

d) f(z1, 22,3, 34) = (21 — T2, 223 + T4).
Calculemos Ker(f):

1 — X9 =0

Ker(f) = { 203 +x4 = 0

Pasando a ecuaciones paramétricas queda

161:/\

To = A
Ker(f) = xiz_u

T4 =20

Por tanto, dim(Ker(f)) =2 y una base es
Bier(y) = {(1,1,0,0), (0,0, —1,2)}.

La dimensiéon de la imagen de f es dim(Im(f)) = dim(R*) —
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

7. Sea la aplicacion f : E — F, con E y F de dimensiones 3 y 4 res-
pectivamente, definida de la siguiente forma: f(es) = —e} + e — €},
f(es) =€} +e5—es+eyye € Ker(f). Hallar dimensioén y una base
para Ker(f) y para Im(f).

Calculemos la matriz A = M(f, B, B'), siendo B = {e1,ez,e3} y B' =
{€el,e5, €5, €y} bases de E y F respectivamente.

0 -1 1
0 1 1
A= 0 0 -1
0 -1 1

Entonces

dim(Im(f)) =r(A) =2 dim(Ker(f)) = dim(E)—dim(Im(f)) =1

Sabemos que I'm(f) = L((-1,1,0,1),(1,1,—1,1)), de modo que
Brm(s) = {(-1,1,0,1),(1,1,-1,1)}, todo ello con coordenadas respec-
to de B'. Asi que Im(f) = L(—€} + €, — ey, e} +e5 —es +ey), y una
base suya es Brp,r) = {—€] + ey — €}, €] + ey —e3 + €} }.

Falta ahora determinar una base de Ker(f).

—x9+x3 = 0
_ T9 + T3 = 0
Ker(f) = zs 0
—z2+23 = 0
Pasando a paramétricas
1= A
Ker(f)=4 z2=0
I3 = 0

Por consiguiente, una base es By,(s) = {€1} (téngase en cuenta que
(1,0,0) son las coordenadas de e; respecto de B).
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

8. Seala aplicacion f : R? — R* definida de la siguiente forma: f(2,—1) =
(1,0,—1,3) v f(4,1) = (2,—2,3,1). Calcular:

a) La matriz asociada respecto de las bases canénicas.

b) Las ecuaciones de Im(f).

Resolvamos a).
1 1
70,00 =1 (5@ -1)+ @) = p7 (-1 + (@ 1)

(F2~1)+ (4, 1) = £ ((1,0,-1,3) + (2,-2,3,1)) =

_ (1112
~\2’ 373’3

| =

Por otro lado,

50,1 = 1 (5 (22,1 + @1) ) = 37 (-22. - + (4 1)

(~2£(2,-1) + F(4,1)) = 5 (~2(1,0,~1,3) + (2, ~2,3,1)) =

-2 5 -5
- <O’ 33 ?)

Por consiguiente, la matriz A = M (f, B., B..), siendo B, y B., las bases
canoénicas de R? y R* respectivamente, es

W=

1/2 0
~1/3 —2/3
A 1/3  5/3
2/3 —5/3

Esta matriz también se puede hallar observando que

M(f, B, B,) = M(f, B, B,)M (B¢, B)
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

wom-wnr- (4 1) (% 3)

So6lo queda multiplicar las dos matrices:

1/2 0
MU, B B2) = M (S, B E)M(B. 5) - | M3 22
2/3 —5/3

Resolvamos el apartado b). Se tiene I'm(f) = L((1,0,-1,3),(2,—2,3,1)),
de manera que una base suya es la formada por estos dos vectores. Las
ecuaciones paramétricas son

Y1 =A+2p
_ ) Yo=—"2u
I =9 = —x+3u
Ya=3A+p

Determinemos las ecuaciones cartesianas de Im(f). Sea (y1,¥2, Y3, Y1) €
Im(f). Entonces

1 0 -1 3
2=r( 2 -2 3 1
Yy Y2 Y3 Ya

de modo que las ecuaciones cartesianas son

_ ) 2y1—-5y2—2y3 = O
Im(f) = { 6y1 +5y2—2ys = 0

10. Sea la aplicacion f : R® — R? dada por f(1,0,1) = (0,1), £(0,0,—1) =
(1,1), f(2,1,1) = (1,0)

a) Hallar la matriz de f respecto de las bases canénicas.

b) Hallar la matriz de f respecto de las bases
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

Resolvamos el apartado a). Se tiene

f(1,0,0) = f((1,0,1) + (0,0,-1)) = f(1,0,1) + f(0,0,—1) =
=(0,1) + (1,1) = (1,2).

f(0,1,0) = f((2,1,1) — 2(1,0,1) — (0,0,—1)) =
= f(2,1,1) — 2f(1,0,1) — f(0,0,-1) = (0, —3).

£(0,0,1) = f(=(0,0,-1)) = (=1, -1).

De modo que, si B, y B son las bases canénicas de R® y R? respecti-
vamente, la matriz A = M(f, B, B.) es

1 0 -1
A= ( 2 -3 —1 )
Resolvamos el apartado b). La matriz M (f, By, Ba) es

M BB = (g 7 1)

Veamos el apartado ¢). Para determinar las ecuaciones de Ker(f) y de
Im(f) basta considerar la matriz

1 0 -1
A= ( 2 -3 -1 >
Como Im(f) = L((1,2), (0,-3),(-1,1)) = R?, dim(Im(f)) = 2.

Por la féormula de las dimensiones, dim(Ker(f)) = 3 —2 = 1. Las
ecuaclones cartesianas son

|
o

1 — I3
201 — 3z — 23 = 0

Ker(f) = {
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

13. Sean

By ={(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} y B} = {(1,-1,1),(-1,1,1),(1,1,-1)}

bases de R3. Sean B, la base canoénica y

B, ={(1,0,1,1),(0,1,1,1),(1,1,0,1),(1,1,1,0)}
bases de R%.

a) ;{Qué vector de R3 tiene, respecto a la base Bj, coordenadas
(1,2, —1) y cuéles son éstas respecto a Bj?

b) Calcular las matrices de cambio de base de By en B} y de B, en
Bs.

c¢) Siendo f el homomorfismo caracterizado por f(1,1,0) = (1, 1,0,0),
f(1,0,1) =(1,0,1,0) y f(0,1,1) = (0,0,1, 1), hallar la matriz de
f respecto de By y Be, respecto de By y Ba, respecto de B] y B,
y respecto de B} y Bs.

Resolvamos el apartado a). Buscamos un vector Z tal que sus coorde-
nadas respecto de la base B; sean Xp, = (1,2,—1). Esto quiere decir
que

z=1(1,1,0) +2(1,0,1) — 1(0,1,1) = (3,0,1)

De modo que las coordenadas de Z respecto de la base canénica de R3,
/ y —
B, son Xp = (3,0,1).
Buscamos ahora las coordenadas de Z respecto de Bj, X B,- Téngase
en cuenta que Xpr = M(B, By)Xp;. La matriz M (B, BY) es

1

1 -1 1\~ 1/2 0 1/2
MB,BH)Y 1= -1 1 1 = o 1/2 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0

En consecuencia,

1/2 0 1/2 3 2
XBi:(O 1/2 1/2)(0):(1/2)
1/2 1/2 0 1 3/2
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

Resolvamos el apartado b). Determinemos P = M (B, B}). Téngase
en cuenta que M(By,B]) = M(B., B])M (B, B,). Como

110 1/2 0 1/2
M(BI,B;):(l 0 1) yM(Bg,B;):( 0 1/2 1/2)
011 1/2 1/2 0

se tiene que

1/2 0 1/2 110 12 1 1/2
P=M(Bl,B;):( 0 1/2 1/2) (1 0 1):(1/2 1/2 1 )
1/2 1/2 0 01 1 1 1/2 1/2

Falta calcular la matriz @ = M (B, Bs). Se tendra

101 1
Q = M(Bc, B2) = M(B2,B.) ™" = (1) ]1L (]; i =
1110
1/3 -2/3 1/3 1/3
—2/3 1/3 1/3 1/3 )
1/3  1/3 -2/3 1/3
1/3  1/3 1/3 -2/3

Resolvamos el apartado ¢). La matriz F' = M(f, By, B,.) es

|

F=M(f,B1,B;) =

O = O =
)

OO = =

Determinemos ahora G = M(f, B1, B2). Resulta

~-1/3 2/3  2/3
G = M(Bo BM(f,B1,B) = QF = | 8 T8 2,
2/3 2/3 -1/3
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Ejercicios TEMA 4 - Aplicaciones lineales

Tan solo queda calcular I = M(f, B}, B2) = M(B., Bo)M(f, B}, B.) =
QH. Se tendra

5/6 5/6 —7/6

~2/3 4/3 —2/3

—2/3 —2/3 4/3

5/6 —7/6 5/6

14. Sea la aplicacion f : Mayo(R) — R3 definida por

f(( i Z)) = (a,a+b+c,0)

a) Probar que f es lineal y hallar su matriz respecto de las bases
canonicas.
b) Obtener las bases, dimension y ecuaciones implicitas de Ker(f)

e Im(f).

Resolvamos el apartado a). La demostracion de la linealidad de f es
rutinaria y se deja como ejercicio para el alumno. La matriz asociada
a f respecto de las bases candnicas es

1 000
F=11110
0 00O

Estudiemos b). Comenzamos con el céalculo de las dimensiones.

dim(Im(f)) =r(F)=2

dim(Ker(f)) = dim(Max2(R)) — dim(Im(f)) =4 -2 =2

Una base para I'm(f) se obtiene a partir de las columnas de F':

BIm(f) = {(17 1, O)a (Oa L, 0)}

La ecuacion implicita es
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