A

/I§// ANALISIS DINAMICO DE UN MOTOR MONOCILINDRICO

1. MOVIMIENTO DEL PISTON.

El movimiento alternativo de un piston se transforma en movimiento circular
I . . . . s
continuo en el eje mediante el sistema biela-manivela.

El pie de la biela por su unién con el piston esti sometido a un movimiento alterno
rectilineo, y la cabeza de la biela estd obligada a describir un movimiento circular con el
perno de la manivela. Para los cdlculos,, supondremos que el movimiento es circular =
uniforme. En la representacion esquemdtica ‘de la fig. 1, tenemos:

1, ,longitud de la manivela.

1, longitud de la biela.

9, , desplazamiento angular de la manivela.

9, , angulo que forma el vector representativo de la biela con el eje X.
B, 4ngulo formado por el eje de la biela con el eje del cilindro, O,B.
m,, masa de la manivela.

m,, masa de la biela.

m, = masa del piston

X, desplazamiento del piston respecto al P.M.S.




El desplazamiento del piston con respecto del P.M.S., viene dado por:

XZOZP_02B=12+I3"I4 (1)
en la que
l, = 1, cos6, + L cosP ’ (2)

Sustituyendo en la anterior,

X=1+1-(cosb, + 1;cosP) 3)
y como

cos B = (1- sen’)” @

De la fig.1, puede deducirse que

1, senB, = 1, sen B (5)
0 que
L
senf = — send, 6)
I

Sustituyendo en la (4)

12
cosp = (1 -— sen’0,)”
1,2
haciendo A = L/, bt bion, mived Bs Lo hoved, 25
o to hea fult “fow fac Lot
cosp = (1- A sen’0)'"” =cos 6, | PN . )
v %
\\ P,
Desarrollando por el binomio de Newton
1 (|
cos p=1%-—1"" % *gen’d, -— A *sen’d, + .... )
2 8

y como A = 0,4 + 0,16 para motores, a partir del tercer término puede ser despreciado sin
que se cometa un error elevado; por lo que la ec. (8), queda



1

cos p~1-—A?sen’d, 9)
2
1 1
y como sen*0, = — - — cos 26,
2 2

Sustituyendo en Ja ec (9),

1 1 1 | 1

cosPp=1-—2%(— -—cos26,) = 1-—A% + — A%0s26, (10)

2 2 2 4 4

Llevando este valor a la ec. (3), nos queda

— 1 1 - 1 L . % _
X =1+ 13- 1,c0s 0, - Ij(1 -— A* + —A? c0s26,) = |, - I, (cos 6, + — — c0s20,) + — | ¢
4 4 4 1 41, -
an
Esta expresion nos determina el desplazamiento del pistén desde el P.M.S. en funcién
de las Iongltudcs de la b1ela rnamvelay del angulo 0, Siar budice  (ubiteide g
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Velocidad del piston. ' (=%, = 145 -
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La velocidad del pistén se obtiene derivando la expresion (11); por lo que

T

. 1 1 .
X =V, = 1,(senf, + — —sen 20,).6, (12)
o . ; 2 13 - R
Aceleracion del piston. M Mearpds At DA

Derivando la expresion (12) obtenemos la aceleracién del pist()/n;’f por lo que

s e 1 ].2 + 12
X = Ap = 1,6, (senB, + —— sen 26,) + L,0%(cos 0, + — cos 26,)
3 i L

en la que si 0, = cote, 6, = 0, se obtiene para X

s . 12 = o a”rh r
X = Ap = ,6%(cos 8, + — cos 26,) (14)
I,

- A (W

(13)



2. MASAS CON MOVIMIENTO AL TERNATIVO Y CIRCULAR.

Como paso preliminar al estudio de la compensacion de médquinas alternativas, es Z=—
conveniente reemplazar la masa de la biela m,y por dos masas equivalentes m;, y my; situadas =—
en los extremos A y B, respectivamente. Aplicando en la fig. 2 las ecuaciones deducidas
anteriormente para distribuir la masa m, de la biela, tenemos

l; - Ty I,
ms, = My ( ) my; = my— (16) e
1 15
: " A K\ M3t
& &
e M2
A la masa m,z en B, agregamos la masa m, i /

del pistdn; y la masa total en el punto B, sera:

mg = My + My (18) AR

La masa m, de la manivela puede ser llevada
igualmente al punto A y al O, , aplicando las mismas
ecuaciones, fig. 2, por lo que

T,
g2
my, L=m, .1y, My, =My — (19)

L

A la masa m;, en A, obtenida anteriormente,
agregamos la masa m,, correspondiente a la manivela,
y llamamos a la masa total

m, = My, + My, (20)

Con esta nueva distribucion de masas reducimos el sistema a uno de dos masas m, y
mg, situadas respectivamente en el extremo de la manivela y en el piston, como indica la fig.
3, (la masa en O,, m,, , carece de efectos dinidmicos, por lo que no la consideraremos).
Ahora el sistema puede ser considerado como formado por las dos masas situadas en los
puntos A y B, J sometidas a un movimiento de rotacién, la primera, y de traslacién la “F——
segunda. ; & b [41 -
En la préctica es buena norma, en el caso de bielas corrientes, englobar una tercera
parte de su peso en la cabeza de la biela y los otros dos tercios en su base, desprc:ciando/":l‘lC par <——
de inercia. Se consideran, por tanto, con aproximacién mds que suficiente, concentrados
sobre el eje del perno del pistén y dotados de movimiento alternativo, las masas de las
siguientes partes:



- Pistén completo con sus aros.
- Perno del pistén. “,} P
- Pie de la biela y dos tercios de la cafia.

- Véstago y cruceta en su caso.

Se consideran concentradas sobre el eje del perno de la manivela y dotadas de
movimiento circular, las masas de las siguientes partes:
m,

- Perno de la manivela.

- Cabeza de biela completa y un tercio de la cafia.



3. FUERZAS DE INERCIA, MOMENTO TORSOR Y REACCIONES.

3.1. Fuerzas de inercia.

En la fig.3, se han reducido todas las masas del sistema a dos masas situadas en los =
puntos A y B. Estudiaremos a continuaci6n las fuerzas, momentos y reacciones debidas a las
inercias de las barras.

En el pistén ° Wu@ puctecto 4 4l tuck Caclo Lo e
L1 el p1ston. ~ o - &\3 . ~
D 1 P Fig= ~"ehe
- - f.‘L " 2 o )
FiB — m mB AP == mB 12922 (Cosez + SR Coszez).i _\ ,@ )
L (21) Mpy

En el extremo de la manivela

—

Fm:—mA.AA

en la que

s Fia T.hy-Aa
At =0, si € = cote,
-

ANA(QZ'I 9 —-IQ!COSE)G2 i-1, senf, 92_]
ﬁ:n T—m o (W‘A ’Q'L B’b - = My A'VAOb""W/I "‘P'L i

—

FiA = & mA ( £ 12 COS 62 92 i' 12 Sel'lez ezzj) =

73

m,L, 6,2 (cosb,i + senj) = Foy + Fay  (22)

Momento de torsion de inercia.

La fuerza de inercia en A, F;,, no da momento con respecto al punto O?( por estar A——
dirigida hacia este punto.

La fuerza de inercia en B, Fy (fig.4), se puede descomponer en una fuerza en la
direccion de la biela de médulo

F
PAB _—

(23)
cosB;

y en otra que actia sobre las paredes del cilindro P,, normal al eje O,B, cuyo médulo serd

P, = F; tagh, (24)



La fuerza P, es mayor cuanto mayor sea 6;, y es la causa de las pérdidas por

rozamiento en las paredes del piston.

Momento de giro en el cigiiefial
La fuerza P,; es ejercida por la biela sobre el botdn de la manivela, y, por tanto, sobre

el eje del ciguefial, respecto a cuyo eje de rotacion tiene un brazo l,, 44 da origen a un i

momento de giro, Ty, , cuyo valor sera:
(25)

- [E—
Te =1L, X Py

= fig. 4
en la que kPA‘?'l i
/ Loy €%
- 4 FiB
Pp= iPAB l e = e” = Fj + Fy.tag 6, ‘S e (26)
cos0,

Sustituyendo valores en la Ec. (25), tenemos

G .
W 1 J k
TFi = ].2 COSel 12 SCIlez 0 = (12(:0582 . FiB tage3 - 12 FiB Sene7) k =
Fig EFj tagh; 0

@7

Ty = - Fy 1, (senb, - cosb, tagh;) k
7
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Teniendo en cuenta que 1, senf, = - 1, sen 0,; de esta expresion se obtiene
s Hir e jﬁ; <[ L0804 T'i; if(‘ng'l) o
Gz = %2 = . ,
e 5 I, send, 1, sen 6, 1, g o 43 2 81))
il z gl me———— e ~ - — senbd, bor =k, 44, = fu- Ay
(s & 2 2N \172
| /m‘sﬂh cos6, l; (1- A’sen’®,) Ly ’ De ap s
s S farems 4 AE h - fﬁ‘ Qrg_fﬂ&»gt*' B eNg
(03 T b A ts Ko
2 can? . : , e 4 o Rz
pues A“sen’d, < < 1, seglin se ha visto anteriormente = B R o O
| Ag w8 = - ~3""’"‘j “
Sustituyendo en la ec. (27) este valor, nos queda T
- 12
13
y en funcién del dngulo doble,
- 12
Ty = - Fg L, (senb, + — sen26,).k (29)
2l

Ecuacién que nos da el momento de giro de inercia en funcion de los parametros de la
barra de entrada, longitud de la biela y de las fuerzas de inercia alternativas.

p He Aeciones Rezcu. 7t
Reacciones: R sisiessdillons
Fip o
e Noe
.. e K
Pistdn, e Er 8.
Gl e
Acp | AF Spsli
Ty ‘L 4:- \ \-:‘:i- F ‘EL
3 PR = ‘ TR "
fgx rE ' RE S
< -~ - - Rgx = - Fjgl
i
]

Ryy = -Pyj = Fy tago;;

fig.



i j k

=4

o =| Lcosd, Lsend, 0| =Alcosd, . Fgytagh; + 1, Fp send,) .k =

-Fgs = Fgptagh; 0

Tes = Fggl, (send, = cosd, tagh,) k (34)

Operando de la misma forma que se ha hecho anteriormente, obtenemos

! L
Tes= Fgg L, (senb, + — cosH, senb,).k (35)
I
y en funcién del dngulo doble:
- 12 Ngyle I 2
TGB = FGB 12 (Senez + — Senzeﬁ.k (36)
21,

Ecuacién que nos da el momento de giro entregado por los gases en funcién de los
parametros de la barra de entrada, longitud de la biela y de la fuerza dada por los gases.

Reacciones:

Pistén.

R'yx = Pi
(37)
R'gy = Ptag 4
Articulacién 03.
U2, Q}UZ)(
‘ R'oy =P .
=" (38)
R'yy =-Ptag ,j
)
Q 0 2y

10



3.3 Momentos de giro y reacciones totales.

Sumando las ecuaciones obtenidas para los momentos (27) y (32) para Ty y T,,
respectivamente, obtenemos el momento de giro total T,

- 1,
Ty =Ty + T = 1, (send, + — sen26,)( - Fy, + Fgpk 39)
21,

Reacciones totales:

Sumando las ecuaciones obtenidas para las reacciones, ec. (28) y (34), se obtienen las
reacciones totales Ripy ¥ Rigy

Piston.

Rpx = (Fg +P)i

(37)
Ry = (- Py +Ptagb;) j

Haciendo lo mismo con las (29) y (35) para Ry, y Ry,y, Tespectivamente, obtenemos
las reacciones totales en O,

Articulacién O,

Rioox = (- Fg - Fj, cos0, + P) i

P (40)
RTOZY = (' FiA Senez +IP tagej + Py)j

A continuacién se da el listado para ordenador del programa que nos permite
determinar los diagramas de desplazamiento, velocidad y aceleracion, graficos 1, 2 y 3 dela
fig.a. Los grificos correspondientes a los momentos producidos por los gases y las fuerzas de
inercia se dan en la fig.b; y en la fig. c, se da el grifico correspondiente al par resultante.

1.1



1. Desplazamiento (—)
2. Velocidades (— |
3. Aceleraciones ()

Care 1 ’;f""'}"" [(’ M. 3

DIACRANMAS DE DESPLAZAMIENTO, UELOCIDAD ¥ ACELERACION

1. Par debido a la
accion de los gases (—)

= S

186~ 368
2. Par debido a las
fuerzas de inercia (’ )

i
i
!
il
!
1
i
1

| DIAGRANAS DE HOMENTOS DE LAS FUERZAS DE IMERCIA ¥ DE LOS GASES

Par resultante

i
i
i
i
i
i

DIAGRANA RESULTANIE DE HOHENTOS

1.3



EQUILIBRADO

4. FUERZAS DE SACUDIDA.

Como hemos vistoy se pueden obtener las fuerzas de sacudida, momentos y reacciones
para cualquier posicién del dngulo de entrada 0,, en el sistema biela manivela. La resultante
de las fuerzas de sacudida actia en la bancada provocando perturbaciones y vibraciones que

es preciso eliminar. .
P // s

Las fuerzas de sacudida pueden ser ‘Teducidas afiadiendo masas en lugares apropiados.
Para el caso del sistema biela-manivelay estas fuerzas pueden ser minimizadas,y el problema
simplificarse, si se tratan por separacé las fuerzas de inercisﬁ( de la forma que se indica a

continaucion.

—_—

Fuerzas de inercia debidas al movimiento del piston (fuerzas alternativas).

En particular es apropiado considerar la fuerza alternativa de inercia, F,,, compuesta
de dos sumandos: la primaria y la secundaria. Asi pues,

l::alt = Fpri + Fsec (41)
Teniendo en cuenta la ec. (21)
F,, = -myl,. 0% cosO, A (42) )
il B, 2 I ) e
FSEC = mB - 922 COS292 — = lTlB _(282)2C08292 - (43) -, -e
13 413 At T L

p L
_ wMB ‘b— 9-,-,@3392_
[

La fuerza primaria seria equivalente a la fuerza de inercia total si la biela fuera de
longitud infinita. La fuerza secundaria proviene (junto con los términos que se han
despreciado), del hecho de ser la biela de longitud finita.

Debe hacerse notar que las d0s=fuerza§,primaria y secundaria, se consideran como
debidas a la masa my que tiene un movimiento armonico. Para la fuerza primariagzla amplitud
del movimiento arménico es igual myl,.®%, y el periodo es el tiempo en dar el cigiiefial una
vuelta completa; y para la secundaria, la amplitud es igual a m; 1°,/4l; .(20,)" y su periodo es
el de una manivela imaginaria girando a velocidad doble que el cigiiefial.

Fuerza debida a la masa con movimiento circular.

Su valor viene dado por la Ec. (22) ol

—= 4 - ; -
- — | L[A
EF,. = imA.Iz.(Dzz Lo = ~-™M4. Aa )1 M

y esta aplicada en el extremo de la manivela.

14
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Fuerza de inercia resultante.

Considerando todas las fuerzas de inercia que interviemen, fuerzas primarias y
secundaria, se puede determinar un gréfico que da la variacion de estas fuerzas para un ciclo
completo. El grafico se construye de la forma que se indica a continuacién.

1. Se elige una escala de fuerzas apropiadas, y después se dibujan tres circunferencias.
Una, de radio m, 1, 0, otra de radio my 1, 0% y la dltima de radio m, & /L%, como
indican las figuras 6a, 6b y 6c.

w’L
s %
A
Fuerza de inercia Fuerza de inercia Fuerza de inercia
debida a la masa en A debida a la masa en B debida a la masa en B
(fuerza primaria) (fuerza primaria) (fuerza secundaria)
fig. 6a fig. 6b fig. 6¢

2. Se trazan las rectas OA, OA, y OA, que forman con los ejes los angulos 6,, las dos
primeras, y 26,, la tercera.

3. Las tres componentes se pueden combinar en un sélo diagrama, fig. 7. En este se
han situado los tres circulos concéntricos con radios 1, = m, Lo, 1, =1, + mylo? yr; =
r, + myl*,0%/1, . El primero representa el vector para las fuerzas de inercia reducidas al punto
Ay el segundo, el vector correspondiente a la fuerza de la masa alterna Mg, primaria‘y el
tércero, el correspondiente a la fuerza de inercia de la masa alterna m,, secundaria.

La fuerza de sacudida resultante S, vendra representada por la suma de los vectores
- - -
(F o)a + (Fyrds + (Feo)s, lo que permite determinar en médulo, direccion y sentido la fuerza

de sacudida resultante para cualquier posicién de la manivela.
15



2
%Pz wz C.pﬁa

—_— -

-

I = malzmzz

fig.7
r, =1, +ml, 0}
r; =1, + m, L,Y/1,0,2

-

- - ‘
— 2 .
S = myLo*, + mgl, ©,” c0s6,%my 1,71, o,? cos 26, ¢

16



5. EQUILIBRADO DEL MOTOR DE UN SOLO CILINDRO.

Fuerza de inercia primaria en A.

La fuerza de inercia de la manivela y de la parte proporcional de la biela que hemos
supuesto concentradas en el punto A, se puede equilibrar colocando una masa de
caracteristicas apropiadas en el lado opuesto del cigiienial, de tal forma que se cumpla:

mg € = m, ey (44)

en la que m,, es la masa a colocar como contrapeso a la distancia e. En la fig. 8, se muestra la
situacion de ésta.

.j‘/’& o va,'e.L

fig. 8 fig. 9

Fuerza primaria alternativa en B.

La fuerza de inercia debida a la masa alternativa no puede ser equilibrada agregando
un solo contrapeso dispuesto en forma opuesta en la manivela; sin embargo, las
perturbaciones pueden ser modificadas valiéndonos de este procedimiento. En la fig. 9 se ha
afiadido en sentido opuesto al botén de la manivela una masa tal que m,’ r, = m, l,; esta masa
da Iugar a una fuerza centrifuga de valor

FE=m r,.0, =my.l,.0%, aplicada en el codo del cigiiefial.

Si ahora descomponemos esta fuerza, en el punto O,, en sus componentes horizontal y
vertical:

Compo. hori. = - myz Lw?cos 6, (45)
Compo. vert. = - my L?%sen 0, (46)

puede observarse que la componente horizontal equilibra a la fuerza primaria en B, al ser

éstas opuestas. De esta forma, la fuerza primaria se ve compensada y las fuerzas verticales se
17



ven modificadas.

Equilibrado con una masa tnica.

En algunos casos pueden obtenerse mejores resultados haciendo el equilibrado por
medio de una Unica masa giratoria opuesta en el codo del cigiefal, de la forma que se indica
a contunauacié” En este caso se supone concentrada en el punto A una masa m’, lnica,que
engloba a m, mas un medio a dos tercios de la masa alternativa mg, fig 10. Esta masa se

equilibra con otra masa, m,, prolongando la manivela por debajo de O, la distancia r, ,
debiéndose cumplir que:

)
w7

7
D 1,
Fig.10
2 2
m,=my, +—mg y mr, serd,ahora, m,r, = (m, +—my)l,
3 3

De esta forma el diagrama de esfuerzos desequilibrados se ve reducido en la forma
que se indica en la fig. A4,

A continuacion se da el listado para ordenador del programa que permite determinar

los diagramas de esfuerzos para el mecanismo desequilibrado y equilibrado, y el resultado
obtenido con su aplicacién, fig. 11.

18



DIAGRAMA RESULTANTE DEL MECANISHMO DESEQUILIBRADO EN ROJO
DIAGRAMA RESULTANTE DEL MECANISMO EQUILIBADD EN BLANCO
90

a2= 360
Dk

270

g Al

20



6. EQUILIBRADO DE LAS FUERZAS DE CUALQUIER ORDEN EN EL
MECANISMO BIELA-MANIVELA

1. Equilibrado de las fuerzas de primer orden.

Las fuerzas de primer orden se pueden cancelar de la forma que se indica a
continuacion:

a). Se equilibra la masa en el extremo de la manivela, m,, como se ha hecho
anteriormente.

b). La fuerza primaria correspondiente a mg, se equilibra de la siguiente forma.

Se dispone, fig.12, de dos ruedas dentadas A y B en el mismo eje. La rueda A tiene el
radio la mitad que la segunda y la rueda B engrana con la C, siendo las dos iguales. La rueda
A transmite el movimiento a la E a través de la rueda D, siendo también las dos iguales.
Con esta disposicion los centros de las ruedas C y E quedan equidistantes del eje de la rueda
A, la distancia a=a. En las ruedas A y E hay dos contrapesos, formando un dngulo 6, igual al
que forma la manivela con la bancada, pero de sentido contrario. Para los contrapesos se ha
elegido un radio R,

Al girar la manivela, por la disposicién adoptada, los contrapesos estdn sometidos a
una fuerza centrifuga cuyo valor es:

!

Fo=mR .0} =

Las fuerzas F. y I''( para cada uno de los contrapesos son simétricas, y su resultante
serd:

F=2mR, .0 . cosb,

Como la fuerza F, debe ser igual y contraria a la F;, y anteriormente se obtuvo para
ésta:
F. =mg.l.07%cosd,

pri

Igualando resultara:

mg |,
2m. R, = myl, MR, =

2

Eligiendo ahora el radio R, adecuado para los contrapesos, nos queda para m,

21
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2. Equilibrado de las fuerzas de segundo orden.

En la fig. 13, la rueda A gira con la manivela que esta equilibrada de la forma que se
ha dicho anteriormente.

La rueda B es del mismo tamafio que la A. Las ruedas C , D y E son iguales y de
radios la mitad de B. Sobre las ruedas C y E se han situados los contrapesos que forman un
dngulo 2 6, con respecto al eje vertical, y giran a doble de velocidad que la manivela. Debido
a la disposicion de la fig., las distancias a uno y otro lado del eje vertical son b = bya = a,
y las fuerzas de inercia para los contrapesos resultan simétricas e iguales, por lo que podemos
escribir que

F, = F'. = m R, (20,

La proyeccion de estas dos fuerzas segiin la direccién O,B, fig. 13, sera:
F, = F', =m_R_ (20,7 . cos20,

y la resultante de las dos :

F =2m R, . (26,’. cos26,

Para que se cumpla F = - F,_, se debe verificar
A L
2m, R, (26,) . c0s28, = my ——(26,)* c0s26,
41,
y por tanto
17

m R, = ——
2 4,

Esta expresion permite determinar la masa para los contrapesos, si se elige R_.
Con estos procedimientos, dependiendo del nimero de términos elegidos en el

desarrollo del binomio de Newton, se pueden equilibrar las fuerzas de inercia de cualquier
orden; pero su aplicacién practica conduce a utilizar mecanismos de un gran volumen.
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