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funcion es f([0, 2]) = [0, 6]. Claramente, la funcion (2.2) es estrictamente decreciente, tiene
maximo y minimo y es inyectiva. Su funcion inversa esta definida (aunque no sea facil de
calcular).

2.2. Estudio descriptivo de las funciones elementales’

En este curso se supone que ya tienes un conocimiento intuitivo de las funciones elemen-
tales basicas (exponencial, logaritmo natural, trigonométricas). En esta leccion vamos a hacer
un estudio descriptivo de dichas funciones, es decir, no vamos a dar definiciones rigurosas de
Jas mismas y nos limitaremos a recordar sus propiedades mas importantes.

2.2.1. Funciones polinémicas y funciones racionales

Las funciones polinomicas o polinomios son las funciones de la forma
o 7 e, (N o s ey
P(x)=co+c1x 4+ cax” + -+ + cpx

donde ¢g.cy,.... ¢p son numeros reales llamados coeficientes del polinomio; n € N es un
nimero natural que, si ¢, # 0, se llama grado del polinomio. Las funciones polindmicas tienen
como dominio natural de definicion la totalidad de R aunque con frecuencia nos interesara
estudiar una funcién polinomica en un intervalo.

Mientras que la suma, el producto y la composicion de funciones polinomicas es también
una funcion polindémica, el cociente de funciones polindmica da lugar a las llamadas funciones
racionales. Una funcion racional es una funcién de la forma:

P(x)
Q(x)

donde P (el numerador) y Q (el denominador) son polinomios y Q no es el polinomio constan-
te igual a 0. La funcion R tiene como dominio natural de definicion el conjunto
{x € R: Q(x) # 0}. Observa que las funciones polindmicas son también funciones racio-
nales (con denominador constante 1).

R(x)=

Es inmediato que sumas, productos y cocientes de funciones racionales son también funcio-
nes racionales; y la composicion de dos funciones racionales es también una funcion racional.

2.2.2. Raices de un nimero real

Dados un ntimero real x > 0 y un numero natural k& > 2, hay un inico niimero real mayor
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Potencias racionales 40

b) La funcion x — %/x es estrictamente creciente en RT. Es decir, se verifica que x < y si,
y solo si, Y/x < k/y.

Six <0y k es impar se define® %/x = —%/|x]|.

2.2.3. Potencias racionales

Dados x >0, peZ y g€ N, definimos x?/9= ¢/xP. Notemos que ( ¥/x)?= ¥xP pues
((¥x)?) = (¥x)?1=((¥)0) = =7

Naturalmente, si p/q = m/n donde m € Z y n € N, entonces se comprueba facilmente que

/ / ~ . . » . . . . .
xP/4 = x™/™_En consecuencia, si r es un niamero racional podemos definir, sin ambigiiedad
alguna, la potencia x” por x” = x”/4 donde p € Z y g € N son tales que r = p/q.

2.2.4. Logaritmos

Dados un nimero a > 0, a # 1, y un nimero x > 0, se define el logaritmo en base a de x
como el inico niimero y € R que verifica la igualdad a” = x. El logaritmo en base a de x se

representa por el simbolo log, x. Observa que, por definicion, para todo x > 0 es @'°%* = x.

El dominio de la funcién log, es R, y su imagen es R. La funcion es estrictamente cre-
ciente si @ > 1y estrictamente decreciente si @ < 1. La propiedad bésica de los logaritmos es
que convierten productos en sumas:

log,(xy) =log,x +log, vy (x>0,y>0)

Los logaritmos decimales corresponden a
‘ tomar a = 10 y los logaritmos naturales,
también llamados neperianos (en honor
de John Napier 1550-1617), corresponden
a tomar como base el nimero e. El nu-
mero € es un nimero irracional que pue-
de aproximarse arbitrariamente por niime-
ros de la forma (1 + 1/n)" para valores
grandes de n. Un valor aproximado de e
es 2.7182818284.En este libro trabajare-
'3 mos siempre, salvo que explicitamente se
‘ indique lo contrario, con la funcién loga-
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Exponenciales 41

podemos deducir muy facilmente las propiedades de la funcion logaritmo en base a a partir de
las propiedades de la funcion logaritmo natural.

2.2.5. Exponenciales

La funcion inversa de la funcion log, es
la funcion exponencial de base a, que se
representa por exp,. Por tanto, para cada
x € R, exp,(x) es, por definicion, el uni-
co numero positivo cuyo logaritmo en ba-
se a es igual a x: log,(exp,(x)) = x. Es
facil comprobar que si r € (Q entonces
exp,(r)=a", por lo que se usa la notacién
exp,(x) =a*.
E I — — El dominio de la funcién exp, es R, y
i X su imagen es R™. La funcion es estricta-
mente creciente si ¢ > 1 y estrictamente
decreciente si @ < 1. La propiedad basica
de exp, es que convierten sumas en
productos:

Figura 2.3. Funcion exponencial de base ¢ > |

eXpa(X + 1) = exp,(x) exp,(y)  (x.y €R)
Dos funciones exponenciales cualesquiera, exp, y expy, estan relacionadas por la igualdad:
expp (x) = exp,(x log, b) (x €R)

La funcién exponencial de base e, inversa de la funcién logaritmo natural, se notara simple-
mente por exp. Por tanto exp(x) = e*. Con ello tenemos que:

x¥ =% (x>0,yeR) (2.3)

La letra e se eligio en honor del gran matematico Leonhard Euler (1707-1783). A primera vista
puede parecer que no hay razones particulares para llamar natural al nimero e. Las razones
matematicas de esta eleccion se veran al estudiar la derivacion. Sin embargo, hay muchos
procesos de crecimiento que hacen del niimero e una base exponencial extremadamente 1til e
interesante. Veamos unos ejemplos.

2.2.5.1. Interés compuesto

Simonoamos aue invertimaog in canital inicial P o ina taga de interde annal i+ (avnregadn
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Funcion potencia de exponente real ¢ 42

como interés compuesto. Por ejemplo, si el interés se paga n veces al aflo (trimestralmente
(n =4), mensualmente (n = 12), etcétera) al final del primer periodo tendremos P (1 + r/n), al
final del segundo P(1 + r/n)?; al final del primer afio P(1 + r/n)", al final del k-ésimo afio
tendremos P(1 + r/n ynk

Cuando n es muy grande, el namero (1 + r/n)" es aproximadamente igual a ¢”. Precisa-
mente, si los interese se acumulan instantaneamente al capital, lo que se conoce como interés
compuesto continuo, entonces el capital al final del k-ésimo afio viene dado por P e”*.

2.2.5.2. Crecimiento demografico

Llamemos Py a la poblacion mundial actual, y sea A la tasa anual de crecimiento expresada
en tanto por uno, la cual suponemos que se mantiene constante. Notemos por P(¢) la poblacion
mundial pasados ¢ anos.

Pasado un afio, la poblacion sera P(1) & Py + APy = (1 + A) Py. Utilizamos el signo de
aproximacion % y no el = porque hemos calculado el crecimiento de la poblacién A Py como
si esta fuese constantemente igual a Py en todo el afio, lo que no es correcto.

Obtendriamos un resultado mas exacto si consideramos el crecimiento de la poblacion men-

sualmente. Como la tasa de crecimiento mensual es A /12, pasado un mes la poblacion sera
3\ 12

) A . .
1+ ﬁ”’o- y pasados doce meses P (1) ~ (l R 17) Py. El célculo sigue siendo aproxima-

do. pues la poblacion crece continuamente. Para obtener una mejor aproximaciéon podriamos
considerar dias en vez de meses. En general, si dividimos el afio en n periodos, obtendriamos
COmMo aproximacion:

A\
P(l) = l+—) Py
n

Cuanto mayor sea n menor sera el error que cometemos. Si hacemos que n crezca indefini-

n
X A p e
damente, entonces el numero (l + —) se convierte en e*, por lo que P(1) = e* Py. Si el
n

periodo de tiempo es de ¢ anos, entonces P(1) = P eM .

Observa que tanto el interés compuesto continuo como el crecimiento demografico son,
matematicamente, lo mismo. En ambos casos lo que tenemos es una magnitud que se incre-
menta de forma proporcional a su cantidad en cada momento. Otro proceso que entra en esta
descripcion es el decaimiento radiactivo, la tnica diferencia es que la masa de materia radiac-
tiva va disminuyendo, o sea, que la constante de proporcionalidad es negativa.

2.2.6. Funcion potencia de exponente real ¢
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Funciones trigonométricas 43

2.2.7. Funciones trigonométricas

El concepto mas especifico de la trigonometria es el de medida de un dngulo. Para medir un
angulo llevamos su vértice al origen y medimos la longitud del arco de la circunferencia unidad
que dicho angulo intercepta, obtenemos asi un numero que llamamos la medida (absoluta, es
decir no orientada) del angulo en cuestion. Naturalmente, lo primero que hay que hacer para
medir cualquier cosa es elegir una unidad de medida. Pues bien, para medir angulos suelen
usarse dos unidades de medida.

Hay una expresion que estamos acostumbrados a usar y cuyo significado conviene precisar.
Me refiero a la expresion: “una circunferencia de radio »”. Cuando empleamos dicha expresion
se sobreentiende que el radio r de la circunferencia es un niimero expresado en alguna unidad
de medida de longitudes. Es decir, la expresion “una circunferencia de radio r " presupone que
hemos fijado una unidad de medida con la cual hemos medido r.

2.2.7.1. Medida de angulos

Medida de angulos en grados. Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para
medir angulos en grados sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad de
medida un arco cuya longitud sea igual a la longitud total de esa circunferencia (27 r) dividida

por 360. Un angulo de un grado es el que intercepta en una circunferencia de radio r un arco
)

2nr

cuya longitud es igual a 360"

Medida de Angulos en radianes. Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para
medir angulos en radianes sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad
de medida un arco cuya longitud sea igual a la del radio. Un angulo de un radian es el que
intercepta en una circunferencia de radio r un arco cuya longitud es igual a r.

Las palabras “grado” y “radian” se usan tanto para referirse a los respectivos angulos como
a las medidas de sus arcos. Es asi como debes interpretar la expresion “la longitud total de la
circunferencia es 360 grados y también es igual a 27 radianes”. Seria mas exacto decir: “la
longitud total de la circunferencia es 360 veces la longitud de un arco de un grado y también
es igual a 27t veces la longitud de un arco de un radian”. Evidentemente, la longitud de un arco
de un radian es igual al radio de la circunferencia.

La relacion entre grados y radianes viene dada por:
360 grados = 2m radianes

No hay que olvidar que grados y radianes no son otra cosa que unidades de medida de lon-
gitudes, al igual que lo son el metro y el centimetro. En la navegaciéon y en la astronomia
los angulos se miden en grados, pero en Calculo es preferible medirlos en radianes porque se
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Funciones trigonométricas A

Convenio de los angulos: usar radianes De ahora en adelante, a menos que se establezca
explicitamente otra unidad, supondremos que todos los angulos estin medidos en radianes.

2.2.7.2. Funciones seno y coseno

Hay dos funciones que suelen confundirse: el seno de un angulo y el seno de un numero.
En geometria se habla del seno de un angulo y en Célculo usamos la expresion sen( V?2) para
referirnos al seno del mimero /2. ;Qué relacion hay entre uno y otro?

Antes que nada hay que decir que tanto el seno de
un angulo como el seno de un numero son niime-
ros, pero mientras que el seno de un angulo tiene
una sencilla definicion geométrica, no es evidente,
a priori, como se puede definir el seno de un nu-
mero. La idea consiste en asociar a cada nimero un
(tnico) angulo y definir el seno del nimero como el
seno del angulo que le corresponde. Es evidente que
a cada nimero x > 0 le podemos asignar de mane-
ra unica un angulo “enrollando” el segmento [0. x]
sobre la circunferencia unidad, en sentido contrario
a las agujas del reloj, de forma que el origen de di-
cho segmento coincida con el punto U = (1.0) de
Figura 2.4. La circunferencia unidad la circunferencia. Obtenemos asi un punto Py de la
circunferencia unidad.

Pues bien, si las coordenadas de Py son (a. b), se define:

sen x = seno del angulo( [’)\"O\L) =b

cos x = coseno del angulo( I”ﬁ;) =u

Al ser igual a 277 la longitud de la circunferencia unidad, es claro que Py125 = Py, por lo que
sen(x) =sen(x + 27) y cos(x) =cos(x + 27). Observa también que si 0 < x < 27, entonces
la medida en radianes del angulo Py OU es igual a x, es decir:

sen(x) = seno del angulo de x radianes (0 < x < 2m)

Si x < 0 podemos proceder con el segmento [x.0] de forma analoga a la anterior, con la
diferencia de que ahora enrollamos dicho segmento sobre la circunferencia unidad en el sentido
de las agujas del reloj, de forma que su extremo 0 coincida con el punto U = (1.0) de la
circunferencia. Obtenemos asi un punto Py, = (¢.d) de la circunferencia unidad y se define,
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/\ | y=senx
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Figura 2.5. La funcion seno

x radianes (es decir, la funcion que hemos definido antes); la relacion entre ambas funciones
viene dada por:
. ;2mwx # X
sen " (x) =sen’ — =sen —
360 180
Es frecuente que sen®(x) se escriba como sen x°. Por ejemplo sen(45°). A esta mala notacion
se deben las dudas que a veces surgen sobre el significado de sen x y que llevan a preguntar:
“iesta x en grados o en radianes?”, cuando lo que realmente deberia preguntarse es “;se trata
de sen’(x) o de sen” (x)?”; porque, en ambos casos, x es tan s6lo un niimero al que no hay por
qué ponerle ninguna etiqueta.

< Insistimos, una ultima vez: en este curso de Calculo el nimero sen x significara siempre
L sen” x. Por tanto sen(r/4) # sen(45) (pero sen(7r/4) = sen®(45)).

2.2.7.3. Propiedades de las funciones seno y coseno

Las funciones seno y coseno son funciones reales cuyo dominio es todo R. Las identidades
basicas que dichas funciones verifican son:

sen® x + cos? x = 1 (x e R)
Como se ha dicho antes, las funciones seno y coseno son periodicas de periodo 27:
sen(x + 2mr) =senx, cos(x +27)=cosx (x € R)
La funcion seno es impar y la funcion coseno es par:
sen(—x)=—senx, cos(—x)=cosx (x €R)

Todas las propiedades anteriores se deducen facilmente de las definiciones dadas. Las siguien-
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2.2.7.4. Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante

Las funciones tangente y secante, que se representan por tg y sec son las funciones definidas
]
(.

enel conjunto R\ {kmr + n/2:k € Z} = {x € R : cos x # 0}, por:
sen x 1
tgx = , Secx =
COS X COS X

Las funciones cotangente y cosecante, que se representan por cotg y csc son las funciones
definidas en el conjunto R \ {km:k € Z} = {x € R : senx # 0}, por:
COS X 1

cotg x = = CSCX =
sén x sén X

Las propiedades de estas funciones se deducen facilmente de las propiedades del seno y del
coseno. Por ejemplo, tg(x) =tg(x + ); esto es, la funcion tangente es periddica de periodo 7.

2.2.7.5. Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente

Lo primero que hay que decir es que ninguna de las funciones “seno”, “coseno”, “tangen-
te”, es inyectiva pues todas ellas son periddicas y, por tanto, toman cada uno de sus valores
en infinitos puntos; en consecuencia, ninguna de ellas tiene inversa en el sentido de la defini-
cion (2.7). Por tanto, no debe decirse que las funciones arcoseno, arcocoseno, arcotangente
sean las funciones inversas del seno, del coseno o de la tangente: eso no es cierto. Hecha esta
observacion imprescindible, pasemos a definir dichas funciones.

La funcion seno es estrictamente creciente en el intervalo [—7/2., /2] y en dicho intervalo
toma todos los valores comprendidos entre —1 y 1, sen([—r/2.7/2]) =[—1. 1]. En consecuen-
cia, dado un niimero x € [—1. 1] hay un Gnico nimero y € [—-n/2.7/2] tal que seny = x;
dicho numero y se representa por arc sen x y se llama el arcoseno de x. Es decir, el arcoseno es
la funcién arcsen:[—1. 1] — R definida por sen(arcsen x) = x y =% <arcsen x < % Observa
que la igualdad arc sen(sen x) = x, es cierta si, y s6lo si, —7/2 < x < /2.

A

14
o

| y |garcsen x
Yy =senx

—-n/2

> s
> >

/2 1
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Es decir, la funcion arcoseno es la inversa de la funcion seno restringida al intervalo
[=7/2.7/2], esto es, cuando consideramos que la funcién seno esta solamente definida en
el intervalo [—x /2. 7/2].

arcsen:[—1.1] > R, —n/2<arcsenx <m/2. sen(arcsenx)=x (2.6)

arcsen(senx) =x <= —nm/2<x< n/Zl 2.7

La funcion coseno es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 7] y en dicho intervalo
toma todos los valores comprendidos entre —1 y 1. Por tanto, dado un niimero x € [—1. 1], hay
un unico nimero y € [0. 7] tal que cos y = x; dicho nimero y se representa por arc cos x
y se llama arcocoseno de x. Es decir, arcocoseno es la funcién arc cos:[—1, 1] — R dada por
cos(arccos x) =xy O<arccos x <. Observa que la igualdad arc cos(cos x) = x, es cierta si, y
solo si, 0 < x <. Es decir, la funcion arcocoseno es la inversa de la funcion coseno restringida
al intervalo [0, rr], esto es, cuando consideramos que la funcion coseno esta solamente definida
en el intervalo [0. r].

’lurc cos:[—1.1] > R. 0O<arccosx <m cos(arccosx) = x (2.8)

lau'c cos(cosx)=x <<— 0<x<nrm (2.9)

()

=C0s X

Y

y =arccos X

Figura 2.8. La funcion coseno en [0, 7]

Y

-1 1

| REPITTE O 20 1 £ ihaa e
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arctg:R - R, —n/2 <arctgx <m/2, tg(arctgx)= A\'] (2.10)
arctg(tgx) =x < -—-n/2<x< 71/2| (2.11)
A
A

y =arcigx

.- l; >

,,,,,,,,,,,,,,,,,, e

y =1gx ” 8
Figura 2.11. La funcion arcotangente

Figura 2.10. La funcion tangente

en]— 3. 3|

2.2.8. Las funciones hiperbdélicas

Hay algunas combinaciones de las funciones exp(x) y exp(—x) que aparecen con tanta
frecuencia que se les da nombre propio. Ellas son las funciones seno hiperbolico, representada
por senh, y coseno hiperbolico, representada por cosh, y estan definidas para todo x € R por:

—X X —X

e*—e e*+e
senhx = ——, coshx =

[§S]

2
Las funciones seno hiperbélico y coseno hiperbdlico son funciones reales cuyo dominio es todo
R. La identidad basica que dichas funciones verifican es:

2 2 ™
cosh” x —senh“ x = 1 (x € R)
La funcion seno hiperbolico es impar y la funcién coseno hiperbélico es par:
senh(—x) = —senhx. cosh(—x)=coshx (x € R)

La funcion seno hiperbolico es estrictamente creciente en R. La funcion coseno hiperbdlico es
estrictamente creciente en R 7.

Thadacs lac smenmigd dad Lz 231 4 P | P P o P |

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtagens

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



Las funciones hiperbdélicas 49

y = cosh x

I+ v =senh x

IJV

1S

IJV

4 L

Figura 2.13. La funcion coseno hiperbolico
Figura 2.12. La funcion seno hiperbdlico

y =tghx

Y

-1
Figura 2.14. La funcidn tangente hiperbolica
2.2.8.1. Las funciones hiperboélicas inversas

La funcion seno hiperbolico es una biyeccion de R sobre R cuya inversa, representada por,
argsenh, (Iéase argumento seno hiperboélico) viene dada por:

argsenh x = log(x + Vx2+1) (x € R) (2.12)

La funcién coseno hiperbdlico es inyectiva en R y su imagen es la semirrecta [1. +o0o[. La
funcion, definida en [1. 4+o0[, que a cada numero x > 1 asigna el inico nimero y > 0 tal que
cosh y = x, se llama argumento coseno hiperbdélico, se representa por, argcosh, y viene dada
por:

argcosh x = log(x + Vvx2—1) (x=>1) (2.13)

La funcion tangente hiperboélica es una biveccion de R sobre el intervalo | — 1. 1[ cuya inversa,
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o
>
>

v = argsenh x

(3]

4=
o
Y

v = argcosh x

o

>
>

| 2 3

Figura 2.16. La funcion argumento coseno

Figura 2.15. La funcion argumento seno hiperbélico

hiperbdlico

y = argtgh x

55
>

-1! 1

Figura 2.17. La funcion argumento tangente hiperbolica

La razon de por qué estas funciones se llaman hiperbolicas es que, al igual que los puntos de

la circunferencia unidad pueden representarse en la forma (cos,sen ), los puntos en la rama
5o P b 2

derecha de la hipérbola unitaria x* — p* = 1 pueden representarse como (cosh 7, senh 7).

Naturalmente, la importancia de las funciones trigonométricas procede de que multitud de
fendmenos naturales son de naturaleza ondulatoria o periddica. Por ejemplo, la grafica de un
electrocardiograma no es mas que superposiciones de graficas de senos y cosenos.

Las funciones hiperbolicas, por su parte, también sirven para describir el movimiento de
ondas en solidos elasticos, o la forma que adoptan los cables eléctricos colgantes. Hay una
hermosa curva llamada catenaria cuya ecuacion es de la forma y = acosh(x/a) (donde se
entiende que a es una constante). [.a catenaria es la forma aue adonta una cadena perfectamente
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