80 CAPITULO 2. RUIDO EN LOS SISTEMAS DE COMUNICACIONES

2.7. Problemas

Problema 2.1 Se tiene una variable aleatoria X. Calcule las probabilidades:

para los siguientes casos:

1. X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—2, 2].

2. X es una variable aleatoria gaussiana de media 1 y varianza 4.

Problema 2.2 Dos variables aleatorias, X e Y, tienen la funcién de distribucién Fx (z)
y la funcién de probabilidad fy(y), respectivamente, que se representan en la Figura
2.16.

Fx(z) Ty (y)

-1 1 -1 1

Figura 2.16: Funcién de distribucién Fx(x) y funcién de probabilidad fy(y) del Pro-
blema 2.2.

a) Escriba las expresiones analiticas de las funciones de distribucién y de densidad de
probabilidad para cada una de las variables aleatorias (Fx (x),fx(x),Fy (y),fy (v)).

b) Calcule la varianza de las dos variables aleatorias.
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2.7. PROBLEMAS 81

a) Calcule la probabilidad de que un coche de la ciudad sufra una averia durante el
primer ano.

b) Si un coche sufre una averia, calcule la probabilidad de que el fabricante del
mismo sea la marca A.

Problema 2.4 Se lanza una moneda tres veces y se define una variable aleatoria,
X, que modela el nimero de caras que se obtienen. Si la moneda esté trucada, y la
probabilidad de que salga cara es p:

a) Defina el rango de la variable aleatoria X.

b) Calcule la funcién densidad de probabilidad, fx(z), de X.

d

)
)
c) Calcule la funcién de distribucién, Fx(z).
) Calcule la probabilidad de que X exceda el valor 1.

Problema 2.5 Sea X[n| un proceso estacionario en tiempo discreto, estacionario, de
media my, y funcién de autocorrelaciéon Rx[k]|. Considere el proceso

Y[n]=X[n]+a-X[n—1],

donde a es una constante.

a) Calcule la media, my[n], del proceso Y[n|.
b) Calcule la funcién de autocorrelacién, Ry [n + k, n|, de Y[n].

c¢) Obtenga la densidad espectral de potencia, Sy (e/*) de Y[n].

Problema 2.6 Un proceso aleatorio X (t) se define como X (¢) = A+ B -t, donde A
y B son variables aleatorias independientes y uniformemente distribuidas en [—1, 1].
Calcule la media mx (t) y la funcién de autocorrelacion Ry (tq,ts).

Problema 2.7 Un proceso aleatorio X (¢) se define como
X(t)=A+B-t,

donde A y B son dos variables aleatorias independientes, la primera con una funcion
de densidad de probabilidad fs(a) como la mostrada en la Fioura 2.17. v la secunda
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82 CAPITULO 2. RUIDO EN LOS SISTEMAS DE COMUNICACIONES

t fa(a)

T

1 a

Figura 2.17: Funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria A.

c) (Es este proceso estacionario en sentido amplio?

Problema 2.8 El proceso aleatorio X () se define como X (¢) = X, donde X es una
variable aleatoria uniformemente distribuida en [—1, 1]. Demuestre que el proceso es
estacionario.

Problema 2.9 Se describe un proceso X (t) que para ¢t > 0 tiene la propiedad de que
para todo n y todo (t1,ts,- - ,t,) € IR", la funcién densidad de probabilidad conjunta
de {X(t;)}"; es una probabilidad conjuntamente Gaussiana de media nula y matriz
de covarianza dada por

Ci,j = COV(X(tZ), X(t])) = 0‘2 min(ti, t])
. Es este proceso estacionario en sentido amplio?

Problema 2.10 Explique cudl de las siguientes funciones puede corresponder a la
funcién de autocorrelacién de un proceso aleatorio estacionario y por qué.

1. f(7) = sin(27 f,7).
2. f(r) =12

L—|r|, |7 <1
3. f(r) =
1 {1+|T|, 7] > 1

4. f(7r) como en la Figura 2.18

Problema 2.11 El proceso aleatorio Z(t) se define como

Z X O £ 4N 1 N7 0300 (D £ 4\
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1.2

Figura 2.18: f(7) Problema 2.10, apartado 4.

Calcule la autocorrelacién Ry (t + 7,t).
.Es Z(t) estacionario o cicloestacionario?

Calcule la densidad espectral de potencia Sz (jw).

DA A

Repita las cuestiones anteriores para ox = oy.
Problema 2.12 El proceso aleatorio Z(t) tiene la siguiente descripcién analitica
Z(t) = X cos(2m fot) + Y sen(2m fot),

donde X es una variable aleatoria uniforme en el intervalo (-1,1), e Y es una variable
aleatoria uniforme en el intervalo (0,1). Ademds, X e Y son independientes. Calcule la
media, mz(t), funcién de autocorrelacién Ry (t+7,t), y densidad espectral de potencia

S 7 ( ]w)
NOTA: puede tener en cuenta las siguientes relaciones trigonométricas

cos Acos B = % [cos(A+ B) 4+ cos(A— B)], senAsenB = % [cos(A — B) — cos(A + B)]

cos Asen B = % [sen(A + B) — sen(A — B)]

Problema 2.13 Sea {A;}?2 . una secuencia de variables aleatorias que cumplen
E[Ai] = m, E[AA;] = Ralk — j] = Ral[j — k]. Sea p(t) cualquier senal determinista
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1. Calcule la media del proceso mx(t).
2. Calcule la autocorrelacién del proceso Rx(t + 7,t).
3. Muestre que el proceso es cicloestacionario con periodo T

4. Muestre que

o

Ry () :%/0 Ry(t+7,0)dt = = S Raln]Ry(r — nT)

n=-—oo

donde R,(7) = p(7) * p*(—7) es la funcién de autocorrelacién (determinista) de
p(t)

5. Muestre que la densidad espectral de potencia de X (t) estd dada por

|[P(jw)l?

T R4[0] +2 z"": R 4[n] cos(wnT)

n=1

Sx(jw) =

Problema 2.14 Calcule la densidad espectral de potencia del proceso aleatorio

X)) =3 Auwplt —nT),

n=—od
sabiendo que su densidad espectral de potencia se puede obtener como

oo

RA(0) +2)  Ra(k)cos(wkT)| ,

Sy ()  [PGE

para los siguientes casos:

1. A, son variables aleatorias independientes tomando valores +1 con igual proba-

bilidad v

1, 0<t<T
p(t) =

0, en otro caso

2. Todo igual que en el caso anterior pero con A, tomando los valores 0 y 1 con
igual probabilidad.
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4. Para todos los casos anteriores, obtenga el ancho de banda que contiene el 95 %
del total de la potencia del proceso.

NOTA: Tenga en cuenta las siguientes relaciones

(1, B=x
095, B=2
B 1
09, B=gx
/ Tsinc?(Tw) - dw = ' F,
-B 08, B = T
0.75, B =0
(05, B=102Z

Problema 2.15 Una senal de ruido que se modela como un proceso aleatorio blanco,
Gaussiano, de media nula y con densidad espectral de potencia N,/2 pasa por un filtro
paso bajo ideal con ancho de banda B.

1. Calcule la funcién de autocorrelacién del proceso de salida.

2. Asumiendo que 7 = %, calcule la funcién densidad de probabilidad conjunta de
las variables aleatorias Y'(¢) e Y (¢t + 7). ;{Son estas variables aleatorias indepen-
dientes? ;Y para 7 = ﬁ?

Problema 2.16 X(¢) es un proceso estacionario con densidad espectral de potencia
Sx(jw). Este proceso atraviesa el sistema que se muestra en la Figura 2.19

X(t) l

d
dt

Figura 2.19: Sistema para el Problema 2.16.

V()

—>

Retardo=T

1. (Es el proceso Y (t) estacionario? Razone la respuesta.
2. Calcule la densidad espectral de potencia del proceso Y (t).

3. (Qué componentes frecuenciales no pueden estar presentes en el proceso de salida
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1. Un retardador con retardo A.
2. Un sistema con h(t) = 1.
3. Un sistema con h(t) = e~ *u(t) para a > 0.

4. El sistema definido por la ecuacién diferencial

d d

5. Un sistema promediador en tiempo finito 27" (T" es una constante), definido por
la relacion entrada salida

y(t) = %/tT x(T)dr.

Problema 2.18 Para cada uno de los siguientes procesos, encuentra la densidad es-
pectral de potencia.

1. X(t) = Acos(2m fot +O), donde A es una constante y © es una variable aleatoria
uniformemente distribuida entre [0, 7].

2. Z(t) = X +Y, donde X e Y son independientes, X estd uniformemente distri-
buida entre [—1,1] e Y es uniforme entre [0, 1]

Problema 2.19 X(t) es un proceso aleatorio estacionario con funcién de autocorre-
lacion
Rx(r) =€ a>o0.
El proceso se aplica a un sistema lineal e invariante con respuesta al impulso
h(t) = e Ptu(t), 3> 0.
Calcule la densidad espectral de potencia del proceso de salida Y (t). Trate los casos

a # 3y o= por separado.

Problema 2.20 Se define el proceso X (t) como:

X(t) = i Apsine(2W (¢ — nT))

n=-—oo

donde A, son variables aleatorias independientes de media zero y varianza o
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1

577> calcule la potencia del proceso.

2. Para el caso de que T' =

2
espectral de potencia y la potencia del proceso X (t). ;Cudl es la relacién entre

Xq(t), X(t)?

3. Sea Xi(t) = %H(%) y A, = X1(nT) donde T = z. Determine la densidad

Problema 2.21 Un proceso de ruido tiene una densidad espectral de potencia

10—8(1_ Jw > 10
Sn(jw) = { 27108 lw| < 27

0, w| > 27 - 108

Si el ruido pasa a través de un filtro paso banda ideal con ancho de banda de 2 MHZ
centrado a 50 MHz, calcule la potencia del proceso de salida.

Problema 2.22 La senal recibida en un sistema de comunicaciones, r(t) = s(t) +n(t),
pasa a través de un filtro paso bajo ideal con ancho de banda B Hz y ganancia unidad.
La senal s(t) tiene una densidad espectral de potencia

P,
14 (w/w,)?’

donde w, = 27 f, y f, es el ancho de banda a 3 dB (en Hz). El término de ruido, n(t)
tiene una densidad espectral de potencia N,/2 para todas las frecuencias. Calcule y
dibuje la relacién senial a ruido en funcién de la relacion B/ f,. ;Para que ancho de
banda del filtro, B, se obtiene la méxima relacién sefial a ruido?

Ss(jw) =

Problema 2.23 Calcule la media y autocorrelacion del proceso
X(t) = A- cos(wt +0) (2.1)
y determine si es estacionario o cicloestacionario (si es asi, determine el periodo) en los
siguientes casos:
a) A es una variable aleatoria gausiana real de media nula y varianza unidad y w y

0 son constantes reales no nulas.

b) A es una variable aleatoria gausiana real de media igual a 1 y varianza unidad y
w y 6 son constantes reales no nulas. reales no nulas.

c) w es una variable aleatoria con distribucién uniforme en el intervalo (0,27] y A
v 6 son constantes reales no nulas.
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f) A es una variable aleatoria gausiana real de media nula y varianza unidad, w y
6 son variables aleatorias con distribucién uniforme en el intervalo (0,27], y las
tres estadisticamente independientes.

Problema 2.24 El proceso aleatorio Y (¢) viene dado por
Y(t) = A, - cos(w, - t) - X(t),

donde A. y w. son dos constantes que determinan la amplitud y frecuencia de la si-
nusoide, respectivamente, y X (¢) es un proceso aleatorio estacionario, de media nula,
funcién de autocorrelacion Rx(7), densidad espectral de potencia Sx(jw), y potencia
Px.

a) Calcule la media del proceso Y'(t).
b) Calcule la funcién de autocorrelacién del proceso Y (t).
c¢) Calcule la densidad espectral de potencia de Y'(t).

d) Calcule la potencia del proceso Y (¢).

Problema 2.25 Una determinada modulacién analdgica que modula simultdneamente
dos senales moduladoras se puede definir mediante el siguiente proceso aleatorio

S(t) = Ma(t) - cos(wet) + Mp(t) - sen(w,t),

donde M4(t) y Mp(t) son dos procesos aleatorios que modelan las dos sefiales modu-
ladoras. Se supone que ambos son procesos aleatorios independientes, estacionarios, de
media nula, e idénticas funcién de autocorrelacion Ry, (T) = Ry, (1) = Rar(7), den-
sidad espectral de potencia Sy, (jw) = S, (Jw) = Sy (jw), y potencia Py, = Py, =
Py

a) Calcule la media del proceso aleatorio S(t), ms(t).

b) Calcule la funcién de autocorrelacion del proceso S(t), Rs(t + 7,t), y diga si el
proceso es estacionario o cicloestacionario.

c¢) Calcule la densidad espectral de potencia del proceso, Ss(jw), y obtenga su po-
tencia, Pks.

NOTA: Igualdades trigonométricas
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