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Presentacion

Ya hemos hablado del espacio vectorial, de la estructura general y de los vectores, las unidades
elementales de esta. Pero las subestructuras de un espacio vectorial son tan interesantes o mas
que el espacio general. En un espacio real de dimensiéon tres, los subespacios supondrén

estructuras geométricas tales como planos y rectas.

En el espacio de las matrices cuadradas de orden 3, las subestructuras son tensores y matrices
asociadas a transformaciones geométricas en oftros espacios tales como rotaciones, simetrias y

proyecciones.

Los subespacios contaran con su propia organizacion interna de dimensiones y bases y eso es

precisamente lo que vamos a estudiar en profundidad.
En este tema aprenderas:

e Qué es un subespacio, como funciona, que leyes sigue.

e Como se calcula la dimension y la base de un subespacio.

e Como son las intersecciones, uniones y sumas de subespacios.

e Las distintas formas de expresar un subespacio: ecuaciones implicitas, paramefricas, etc.

e Y mucho mas.
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El subespacio vectorial M,

Tras conocer los espacios vectoriales y sus bases, hemos de saber que al igual que ocurre en
estructuras algebraicas de orden inferior, como los grupos y los anillos, el espacio vectorial
cuenta con subconjuntos que presentan su misma estructura: los llamados subespacios

vectoriales.
Pongamos un espacio vectorial como el de las matrices, Mpym:

a11ai2 - Aim

a21Q22 * ** A2 1=1,2,...
Mn:z:m — MEMm;m / M= . Va.,;j €R CO’I’L{ __1, 2,

== L] yese.

Qn1Gp2 * ° - Qpm

Ahora escojamos un subconjunto de este: las matrices cuadradas de 2x2, M.

Mzz{AeMz / A=(ZS) va,b,c,dem}

Mo sobre el cuerpo de los reales forma un espacio vectorial, pues cumple:

e Axioma 1. Ley modular.
o Axioma 2. Asociativa con escalares.

e Axioma 3. Doble distributiva.
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Por lo tanto, al ser My un espacio vectorial, y a su vez un subconjunto de otro espacio vectorial,

Mnyxm, se dird que Mo es subespacio vectorial de Mpxm:-

Ley modular

VAeM, —» 1.-A=A

Asociativa con escalares

VA, p € R e A) = (Ae ) -
VA€M2}+A(M A)=(A-p)- A

Doble distributiva

Respecto a escalares:

VA, p€ R

VAEMz} = A+p)-A=A-A)+(p-4)

Respecto a vectores:

VAeR

VA,BeMz} — A (A+B)=(A-4)+(Ar-B).

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta E1d

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www. cartagenad.comnp.aaihiacefesponsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y serd retirada.



ESPACIOS VECTORIALES

EL SUBESPACIO VECTORIAL

Linealidad en subespacios

El principal problema que presenta el calculo de subespacios del modo presentado anteriormente,
es que el calculo de la axiomatica completa de subespacios puede ser largo y complejo.
Afortunadamente, hay una alternativa mucho mas sencilla a la hora de llevar a cabo dicho

calculo, veamosla.

Un conjunto S contenido en un espacio vectorial V, SCV, sera espacio vectorial de este si

cumple:

e Que dados dos vectores de S, su suma da un nuew vector de S:

Vi,p€S = u+v€S.

e Que dado el producto de un vector de S con un escalar, resulta otro vector de S:

YieS .
{VAEK = Mucés

Estas dos condiciones se resumen en ofra mas sencilla de plantear que las resume. En general,

esta ultima condicion sera la que se use a la hora de considerar el calculo de un subespacio:

Si la combinacion lineal de dos vectores cualesquiera de S con dos reales cualesquiera

del cuerpo, da como resultado otro vector de S, S sera subespacio vectorial de V.

Vi, € S

VA p € K = M+ues

S es subespaciode V & {
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Estas condiciones se cumplen siempre para el vector nulo, con lo que cabe afiadir que el vector
nulo del espacio pertenecera siempre a todos los subespacios de este, siendo a su vez el vector

nulo de los propios subespacios. Es decir:

0eV = 0eS (siempre)
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Ejemplo de calculo de subespacio |

Veamos otro calculo de subespacio a través de esta nueva definicion. Veamos si S, el conjunto

de las matrices simétricas de 2x2, es subespacio vectorial de M.

Recordemos que:

M2={A6M2 i A=(Z) Va,b,c,dem}

Y por ofro lado, So se definira como:

Sz={Ae.S'2 / A=(Zi’> va,b,cem}

Es decir, aquellas matrices cuadradas de 2x2 que tienen el mismo elemento a ambos lados de su

diagonal principal, luego si se ha de cumplir la definicion, tendremos que:

VA,B€ S,

Ss es subespacio de My, < { VA i € R

= AA+#B€;S’2

SiA€ES, A=(Z§> a,fB,vyeR

s

Si Be M, B=<s¢

> d,e,¢ €R
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Ao + pdAB + pe
A up— [ &:):(
Por lo tanto AA + )\(,ny)-i_“(sqS AB+ peNy + b
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Ejemplo de calculo de subespacio Il

Vemos que la matriz resultante es efectivamente una matriz simétrica de 2x2, ya que presenta

elementos distintos en su diagonal principal, y el mismo elemento a ambos lados de la misma:

AB+ pe

Por tanto:

(Aa+u¢5)\ﬂ+ue)
AB + peAy + pg

Y por ende Sy, el conjunto de las matrices simétricas de 2x2, es subespacio vectorial de Mo.

09 (71914573
8753421779V
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Subespacios en R*

Tras hablar de subespacios del espacio de las matrices, tratemos ahora el espacio vectorial mas

importante de todos: R".

Veamos primero cémo se puede plantear un subespacio de R". Los subespacios vectoriales son,

a su vez, espacios vectoriales. Por lo tanto, presentan tanto dimensién como base.

En primer lugar esta la expresion de este a partir de un sistema generador del mismo, pongamos
un ejemplo en R3: dado el conjunto E = L{(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}, vamos a comprobar

que se trata de un subespacio vectorial de R3,

Lo primero que debemos entender es que si se nos presenta E como combinacion lineal de tres
vectores: L{(1,0,1),(1,1,0),(2,1,1)}, se nos esta indicando que esos tres vectores

conforman la base de E, siempre y cuando sean linealmente independientes.

Vemos que (1,0,1) +(1,1,0) = (2,1,1), luego no son lineaimente independientes (Li.).
Como el (2,1,1) depende linealmente de los otros dos vectores, nos deshacemos de él, porque no

me da mas informacion, y nos quedamos con (1,0,1) y (1,1,0). Partimos entonces de

E= L{(la 0, 1)’ (1’ 1, 0)}

Para que un conjunto sea subespacio, debe cumplir:

Vi,v € E

= M+upekE
VA u € R U+ v €

E es subespacio de R® < {

Luego VZ € E Z =a(1,0,1)+ B(1,1,0) = (a+ B,8,a) Va,B € R con lo que,

si se puede escribir cualquier vector de E de esta forma, tendriamos:
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siue E 4= (a+b,a,b)

SiteE ¥=(c+d,cd)

L u e g o

A+ pt = AMa + b,a,b) + plc+d,e,d) = (A(a+ b) + p(c+ d), Aa + pe, Ab+ ud) €

Como €l vector resultante de la suma tiene la misma estructura que un vector de E, concluimos

que E es subespacio vectorial.
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Ecuaciones implicitas de un subespacio

Las ecuaciones implicitas de un subespacio son unas ecuaciones que explican cémo se

encuentran ligadas las componentes de un vector genérico de ese subespacio.

Por ejemplo, un subespacioc U de R3 presenta la  siguiente  implicita:

U=({%=(2,9,2) €cR/z+y+2=0
|

Ee. implicita deU

¢ Qué significa eso? Pues que U esta formado por aquellos vectores de R3 cuyas componentes

sumen 0. Por ejemplo: el (2,—1,—1) € U.

Si nos hubiesen pedido calcular las ecuaciones implicitas de E, el subespacio que hemos

estudiado un poco antes, habria que proceder como se indica a continuacion:

=a+3 (i)
vr = (z,y.2) € E =0a1,0,1)+ 3(1,1,0) = (a+ B, 5.a) Ya,feR = y=p (i1)

Si introdujesemos (ii) y (iii) en (i), obtendriamos x=y+z, que es la ecuacion implicita del

subespacio.

El subespacio E es de dimension 2 (dim(E)=2) porque su base esta formada por dos vectores Li.

También podriamos haber llegado a la misma conclusion viendo que el subespacio depende de

dos parametros en sus ecuaciones paramefricas. De hecho, conviene recordar la siguiente regla:

N° de inconitas = N° de ecuaciones implicitas + N° de parametros

Si la dimension de un subespacio coincide con la dimensién del espacio en el que esta

rnntanidn elihecnarin vasnacin can iciialag:
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E es subespaciode V = ECV
si dim(E) =dim(V) == E=V

Numero de incagnitas

El numero de inconitas puede plantearse también como dimensién del espacio.

Namero de parametros

El numero de parametros puede plantearse también como dimension del subespacio.
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Ecuacién paramétrica de un subespacio

En el problema anterior, hemos llegado hasta el paso:

vz = (m,y,z) eEE 5=a(1,0,1)+ﬂ(1,1,0) = (a+:3,,3,a) Va,BeR =

A esas fres ecuaciones, (i), (ii) e (iii), se las conoce como ecuaciones paramétricas del
subespacio. Las ecuaciones paramétricas permiten saber dos cosas: qué dimension tiene el

subespacio y qué estructura tienen los vectores de la base del subespacio.

La dimension del subespacio viene dada por el numero de parametros linealmente independientes

que esten presentes. En el caso enunciado mas arriba seria 2, ya que presenta dos parametros

ayp.

En cuanto al calculo de la base, en realidad este se deberia extrapolar a partir del siguiente

hecho: cualquier vector del subespacio se escribe: Z = a(1,0,1) + 8(1,1,0).

Sin embargo, si tomamos las paramétricas y sustituimos ordenadamente los parametros por unos

y ceros la obtendriamos con gran facilidad.

Primero sustituimos el primer parametro por 1y los restantes (en este caso solo hay uno) por 0:

z=14+0
y=20 = (1, 0, 1) Con lo que, efectivamente, obtenemos el primer vector de la
7=

base.

A continuacion, sustituimos el segundo paramefro por 1 y los restantes (en este caso solo hay

uno) por 0:
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r=0+1
{ y=1 = (1, 1, 0) Con lo que, efectivamente, obtenemos el segundo vector de la

Quedando, como ya sabiamos, E = L{(1,0,1),(1,1,0)}.
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Subespacio a partir de sus implicitas

A continuacion, vamos a trabajar un poco con las ecuaciones implicitas comprobando si el
conjunto K describe un subespacio vectorial. Para eso tendremos a K definido mediante sus

ecuaciones implicitas. Al final también vamos a calcular su dimension y una base.

Tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, lo que nos da un grado de libertad. Por este

motivo, deberemos fijar un parametro:

z+y=0 rT=a
K= { + y 0 = y=—-a YoaeR
Z =
y zZ=qQ
Por lo que cualquier vector de K se escribira:

V= (z,y,2) € K Z=0a(1,-1,1)=(a,—a,a) VaeR
Para que un conjunto sea subespacio, debe cumplir:

Vi, v € K

VA p € R = M+uveK

K es subespacio de R® < {

Con lo que, si se puede escribir cualquier vector de K de esta forma, tendriamos:
site K 4= (a,—a,a)
sive K v=(c¢,—c,c)

L u e g o

M+ pv = (e, —a, a) + p(b, —b,b) = (Aa + pb, —(Aa + ub), Aa + ub) € K

- —_ i %
Como el vector resultante de la suma A% + M tiene la misma estructura que un vector de K,
concluimos que K es subespacio vectorial. Para obtener su base, vamos a la ecuacion

parameétrica y le damos valor 1 al parametro:
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&= a=1
y=—-a YaeR— (1,-1,1)
z=a

Luego la base de K es Bg = {(1,—1,1)}, y su dimensién dim(K)=1.

Ecuaciones implicitas de K

K— z+y=0
y+2z=0
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EL SUBESPACIO VECTORIAL

A veces la cosa no funciona

Parece que cualquier conjunto dentro de un espacio vectorial tendra estructura de subespacio,
pero no es asi. Vamos a comprobar si el conjunto E definido mediante las siguientes ecuaciones

implicitas:

E = {VZ = (z,y,2) € R3/x + z = 3}, describe un espacio vectorial.

Tenemos dos ecuaciones con tres incognitas, lo que nos da un grado de libertad. Por este

motivo, deberemos fijar un parametro:

T=o
z+z=3 = y=p Vo,BeER
z=3—a

Luego cualquier vector de E se escribira:

VZi=(z,y,2) €E Z=(a,$,3—a) Va,fecR

Para que un conjunto sea subespacio, debe cumplir:

Vi, 7 € K

VA p € R = M+uwekK

K es subespacio de R® < {

Con lo que si se puede escribir cualguier vector de E de esta forma, tendriamos:

Siu€E 4= (a,b,3—a)

siteE v=(c¢d,3—¢c)
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L u e g o

A+ pd = A(a,b,3 — a) + ple,d,3 — ¢) = (Aa+ pe, \b+ pd, 3(A + p) — Aa — pe) ¢

Como el vector resultante de la suma A4 + ;ﬁ no tiene la misma estructura que un vector de E,
debido a que figura el término 3()\ + u) donde solo deberia haber un 3, concluimos que E no

es subespacio vectorial.
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ESPACIOS VECTORIALES

EL SUBESPACIO VECTORIAL

Resumen

Definicion de subespacio vectorial

Si la combinacion lineal de dos vectores cualesquiera de S con dos reales cualesquiera

del cuerpo, a como resultado otro vector de S, S sera subespacio vectorial de V.

Vi, € S
Vipe K

«0eV = 0eS8 (siempre)

e S es subespaciode V < { = M+uvcs

Regla de las implicitas

N° de incénitas = N° de ecuaciones implicitas + N° de parametros

e N° de inconitas puede plantearse también como dimensién del espacio.
e N° de parametros puede plantearse también como dimensién del subespacio.

= Si la dimension de un subespacio coincide con la dimensién del espacio en el que esta

contenido, subespacio y espacio son iguales.
s FEessubespaciodeV = ECV

« Sidim(E) =dim(V) = E=V
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