INTEGRALES DOBLES 9

TEMA 1
INTEGRALES DOBLES

INTEGRAL DOBLE

inicio

Sea R una region cerrada y acotada del plano IR2.

Sea f:IR2 — IR una funcién definida sobre la regién R.
Los pasos que conducen a la definicién de integral doble son:

1. Consideramos una cuadricula que contenga a R siendo A; i =1,...,n rectan-
gulos de la cuadricula, de areas respectivas AA;, totalmente contenidos en R.
2. Escogemos (x;, ¥;) punto arbitrario de A; parai=1,...,n.

: n
3. Calculamos la suma > f(x,y) AA
i=1
4. Consideramos cuadriculas cada vez mas finas que contengan a R, de modo
que las dimensiones de cada rectangulo tiendan a 0, y el nimero de rectan-
gulos contenidos en R sea cada vez mayor. Entonces definimos:
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ndicién suficien integrabilida
Si la funcién f es continua en la regidon R cerrada y acotada entonces f es inte-

grable sobre R.

Interpr ion la inteqgral |

(1) Si f(x,y)=1 enR, entonces Area(R) = J 1dA
R
(2) Si f(x,y)=0 en R, entonces H f(x,y)dA
R

representa el volumen del sélido de paredes laterales rectas limitado arriba
por la superficie z =1 (x, y) y abajo por la regiéon R en el plano z =0.

z

z=1(x,y)

(3) Si f(x,y)2g(xy), entonces [[ [f(xy)-g(xy)]dA
R
representa el volumen del sélido limitado entre las superficies z=f(x,y) ¥y
z =g (x, y), siendo R la region del plano z = 0 cuya frontera es la proyeccion
de la curva interseccién de ambas superficies.

Propieda la_integral dobl
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(3) Si R= R1 v R2 donde R1 N R2 es a lo sumo una curva,

[ty dA = [[ 1(x,y)dA + [[ f(x,y)dA
R R1 R2

Al i ] r an

Si f(x,y) esuna funcién continua sobre el rectangulo R =[a,b] x [c,d] entonces:

db
Hf(x,y)dA:jj f(x,y)dxdy = f (x, y) dy dx

R ca

Dy oy
O

i regi i I pl

La regién R es del tipo | en el plano si existen dos funciones continuas g4(x) y
go(x) de manera que los puntos de R pueden expresarse en la forma:

y
y =9,()

La region R es del tipo Il en el plano si existen dos funciones continuas hy(y) y
ho(y) de manera que los puntos de R pueden expresarse en la forma:

c<y<d . d ————Y———\z
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Teorema

(a) SiResunaregidéndetipol,y f(x,y) escontinuaenR:

9,x)

_[ (x, y) dy dx
9,()

m'—.c-

] fixy)dA =
R

(b) SiResunaregiéndetipoll,y f(x,y) es continuaenR:

h,(y)

d
” y)dA = j f (%, y) dx dy
R € h.(y)

Cambio de variabl

En coordenadas rectangulares cartesianas dA = dx dy.

Sea ahora el cambio de coordenadas dado por la aplicacion:

X =X (u, V)
y=Y(u,v)

siendo T la regién del plano uv que se aplica en la regién R del plano xy.
Si se cumplen las condiciones siguientes:

- Las funciones X, Y, dX/ou, dX/av, dY/du, dY /dv son continuas en T.
- La aplicacién de T sobre R es biyectiva.
- El jacobiano de la aplicacién J (u, v) # 0.

entonces:

H f(x,y)dxdy = H f(X(uv),YuvVv)) lJdvVv)| dudv
R T

Cambios de variable usuales
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2. Coordenadas polares descentradas

X=X +rcoso

0 } J(r,0)=r

y=y0+rsen9

3. Coordenadas elipticas

X=arcoso

,0)=ab
y=brsen6} J(ne)=abr

4. Transformaciones lineales

x=Au+Bv
J(uv)=AD-BC AD-BC=0
y=Cu+Dv

Aplicacion la_inteqgral dobl

Supongamos que tenemos un cuerpo plano acotado (lamina de grosor des-
preciable), de forma que su masa total esta distribuida en forma conocida
siguiendo una funcién de densidad superficial p=p (x,y).

Entonces:

Masade R = M(R) = [[ u(x,y)dxdy
R

(1) Centro de masas de un cuerpo plano

Si denotamos por (Xx,y) las coordenadas del centro de masas:

X = Wﬂxuxy)dxdy y = —(—Hyuxy)dxdy

(2) Momentos de inercia de un cuerpo plano

Sea r unarecta y denotemos por d (X, y) la distancia de la recta r al punto
(x, y) de la region R. El momento de inercia del cuerpo plano respecto a la
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= [[ y¥?r(x.y) dxdy |, =[] x®n(xy) dxdy
R R

El momento polar de inercia 0 momento respecto al origen es:

o = [[ 6B+y) n(xy)dxdy = |, + 1
R
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TEMA 1. PROBLEMAS

1.1 Calcular las siguientes integrales dobles, sobre el rectangulo R que se

indica.

@ [[xyx+y)dA R=1[0,1]x[0,1]
R

0[] v+x-3x?dA R=[0,1]x[1,3]
R

(c) ” sen?x sen2y dA R =[0,x] x[0,x]

R

@ J] xseny-ye¥)da R = [-1,1] x [0,7/2]
R

1.2  Dibujar la regién de integracién y calcular las siguientes integrales dobles:

(a) I X Cos (x +y) dA R triangulo de vértices (0,0), (n,0) y (x,x)

R
2
o J[ & aa R={(x,y)e IR"/ x| +|y] <1}
R
(¢) ” (x2 + y2) dA R regidn limitada por la recta y = x
R
y por la pardbola y = x2
(d) ” 2xy dA R regidn limitada por las rectas
R
y=0,y=X X+y=2
(e) H x2y2 dA R regidn limitada por las rectas
R

y=1,y=2, x=0, y=X

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Carta N4

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
- Sila informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada——-



INTEGRALES DOBLES 16

1.3  Calcular la integral doble

[[1y-<®1da R=[-1,1]x[0,2]
R

1.4  Calcular las integrales dobles H f (x,y) dA para las funciones f y los rec-

R
tangulos R que se indican.
X+Yy x? < y < 2x?
(@ fxy)= R = [0,1] x [0,1]
0 en caso contrario
x2+ y2 x2+ y2 <1
(b) f(x,y)= > o R =[-1,1] x [-1,1]
0 X“+y“>1
2
(x+y) X<y<2x
© fxy)= R =[1,2] x [1,4]
0 en caso contrario

1.5 Una piramide esta delimitada por los tres planos de coordenadas y el
plano x + 2y + 3z = 6. Representar el sélido y calcular su volumen.

1.6 Calcular el volumen del sélido limitado por la superficie z =x2-y2 y los
planos z=0,x=1,x=3.

1.7  Calcular el volumen del sélido comprendido entre los cilindros x2 + y2 = 25
y x2+422=25

1.8 Calcular el volumen del sélido comprendido entre los cilindros parabdlicos
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1.10 Calcular el volumen del sélido comprendido entre las superficies
z2=X2+y2, y=X, Yy=-X, X-y=2, x+y=2 y z=0.

1.11 Calcular el volumen del sélido de paredes laterales rectas limitado arriba
por la gréfica de z =f (x, y) y abajo por la regién R en el plano z=0, en
cada uno de los siguientes casos:

(a) f(x'Y)=X2+y2 R={(X’Y)/IX|S1'Iy|S1}
(b) f(X,y)=3x+Yy R={(x,y)/4x2+9y2<36,x>0,y>0}
(c) f(x,y)=y+2x+20 R={(x,y)/x2+y2<16}

1.12 Calcular por integracién doble el area de los recintos limitados por:

(a) circunferencia de centro (0,a) y radio a.
(b) elipse de semiejes 5 y 4.
(c) triangulo de lados y=x, y=-x, x=2.

1.13 Calcular el area de la regién del plano xy encerrada por la lemniscata
cuya ecuacién en coordenadas polares es 12 = a2 cos 20.

1.14 Calcular la integral doble ” X2 dx dy donde R es la region del plano xy
R

interior a la cardioide r=1 - cos 6.

1.15 En cada uno de los siguientes casos describir la regién de integracion en
coordenadas cartesianas, describirla luego en coordenadas polares y
calcular cada integral mediante ese cambio:

2a \/ 2ax - x2

(@) j (x2 + y2) dy dx
0

O

v
v X
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a a2'Y2
@ | ] eE+y®) dxay
0 0

1.16 Calcular las siguientes integrales dobles:

(a) _U (x2 + y2) dx dy R regién acotada de frontera
R 2 2
r- =2a“" cos 20
(b) ” (x3y +Yy-X) dxdy R semicirculo derecho de
R

centro (0,0) y radio 1

2 2y, 5,2
(c) _U -y X 2;’ X dxdy R primer cuadrante
R X2 +y

del circulo X%+ y2 <9

(d) ” \/ 1+ X%+ y2 dx dy R regién acotada de frontera
R
? = cos 20

1.17 Utilizar una transformacién lineal conveniente para calcular las siguien-
tes integrales:

(a) H (x - y)2 sen® (x +y)dx dy
R
R paralelogramo de vértices (n,0), (2n,x), (x,2x), (0,%)

X
) JJ "™ dxdy
R
R triangulo formado por los ejes coordenados y larecta x +y =1

Y:ll-l-\l]
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1.20 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide z=x2 +y2 yla
esfera x2 +y2+22 =2,

1.21 Calcular el volumen del sélido limitado por la esfera x2 + y2+22=2a2 y el
semicono z2=x2+y2, z2>0.

1.22 Calcular el volumen del sélido limitado por la esfera (x - a)2 + y2 + 22 = a2
y el semicono z2=x2+y2, z2>0.

1.23 Calcular el volumen del sélido interior al cilindro x2+ y2=2ax yala
esfera x2 +y2 + 22 = 4a2,

1.24 Calcular el volumen del sélido interior a las esferas x2+ y2+ z2=2a2 y
x2+y2+(z-a)2=a2

2

2
1.25 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide 'yz‘-i-—zg— =2a>£

y el plano x = a.

1.26 (a) Calcular el valor del area de la superficie plana exterior a la
circunferencia x2+y2=1 e interior a la cardioide r=1 + cos 6.

(b) Encontrar la masa de esta superficie si su densidad superficial es
proporcional a la distancia al origen.

1.27 Calcular las coordenadas del centro de masas de un pétalo de la rosa
r=asen 20 sisu densidad superficial es constante.

1.28 Calcular los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados del
cuerpo delgado plano de contorno x2+y2=1 para y=20 e y=0, sisu
funcién de densidad superficial es p (x,y) = 1+Yy.
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SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS DEL TEMA 1

1.1 Calcular las siguientes integrales dobles, sobre el rectangulo R que se

indica.
@ [ xy(x+y)dA R=[0,1]x[0,1]
R
y
R =[0,1]x[0,1] Recinto: ¢ zyi]
X
11 1
” xy(x+y)dA = j j Xy (x+y)dydx = 3
R 00
() [ (y+x-3xy?da R=1[0,1] % [1,3]
R
y
R =[0,1]x[1,3] Recinto: ;;é;

13
[[ y+x-3x¢AdA = [ [ (y+x-3xy®)dycx = -8
01
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o <x<
R =[0,n] x [O,7] Recinto: O<ys<n

H sen?x sen2y dA = ffsenzx sen2y dydx =
R 00

]‘t 1-c0s2x g, T 1- cos2y dy 2
0 0

_ &<
2 2 4

T T
= j sen®x dx J' sen2y dy =
0 0

@) [ (xseny-ye¥)da R =[-1,1] x [0,7%/2]
R

R =[-1,1] x [0,%/2]

R
Lo =1<x<1
Recinto: O<y<n/?2
X
r
12 1 o
_Q; (xseny-yex)dA=jbf(xseny-yex)dydx=(g-e)%
-1

1.2  Dibujar la regién de integracién y calcular las siguientes integrales dobles:
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y
o 0<x<m
Recinto: 0<y<x
T X
J xcos(x+y)d jj X COS x+y)dydx=%3-n
R 00
® JJ & da R={(x,y)e IRE/ |[x|+ly| <1}
R
-1<x<0
-1-x<y<1+x
Recinto:
0<x<1
-“1+x<y<1-x
jj eV dA = j j e ydydx+j j e dydx = e-1
-1 -1-x 0 -1+x
(c) H (x2+y2) dA R region limitada por la recta y = x

R

y por la parabola y = x2
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Recinto:

(d) H 2xy dA R regién limitada por las rectas

R
y=0, y=X, X+y=2

Recinto: 3 sys1

(e) ” x2y2 dA R regién limitada por las rectas
R
y=1,y=2, x=0, y=x
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. 1<y<2
Recinto: 0<x<y
2Y
2.2 2.2 _ 63
_ny dA=Jny dxdy = 18
R 10
2 2 e e
(f) H (x=-y°) dA R region limitada por la grafica de
R
y=senx y elsegmento [O,r] en y=0
y
TP 0<x<m
Recinto: 0<y<senx
T
= j (xzsenx-—;— sen3x)dx =
0
- n2.40
=T 9

12 N alaiilar la intparal Aahin
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y
R1 .
Recinto R1 -
X<y <
" Recinto R, 1=
0<y< 2
X
12 1x2
H |y-x2|dA = '[j (y-xa)dydx+j I (-y+x2)dydx =
R -1x2 10

.
- 45,2 _ 46
_£(x 2x*+2) dx = 2

1.4 Calcular las integrales dobles H f (x, y) dA para las funciones f y los rec-

R
tangulos R que se indican.
X+Y x2 < y< 2x?
(@ f(xy)-= R =1[0,1] x [0,1]
0 en caso contrario
y
1
O0<y<1
fo Recinto:
£ e Iuo <y<a v
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1 +y
[[txyaa=] | (x+y)dxdy=%
R 04 y/2
x2+y2 x2+y251
(b)) fxy= o o ‘ R=[11]x[11]
0 X“+y°>1

1-x2
14 1 2 2 tio 4.2 2
Hf(x,y)dA:j j (x© +y°) dy dx =I(§+§x )V1-x%dx =
R -1 > -1
-V 1x
r
2
.—_J' (%+g— sen®t )V1- sen?t costdt =
.
2
jud
2 1 1 2, 2 4
_4.[(§+§ sen“t-< sen”t)dt =
0
kA
2
=al [1—+—1:—1;%2t-%(1—cos4t-%0032t+%)]dt=-’,%
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(x+y)-2 X<y <2x
() fixy= R =[1,2] x [1,4]
0 en caso contrario
y y = 2X
A —r —
|
i
| = o 1<x<2
. y=X Recinto: X <y < 2
g. 4
L J
| |
| |
T 2
22X 1 1
[[txxyaa=]] , dydc = = In2
R 1x (x+y)

1.5 Una piramide esta delimitada por los tres planos de coordenadas y el
plano x + 2y + 3z = 6. Representar el sélido y calcular su volumen.
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1.6 Calcular el volumen del sélido limitado por la superficie z =x2-y2 y los
planos z=0,x=1,x=3.

La superficie z = x2-y2 es un paraboloide hiperbdlico (reglado); z toma
valores positivos y negativos. La interseccion de esta superficie con el
plano z=0,

z=x2-y2
z=0

} sonlasrectas: y=z=x

Recinto:

En el recinto de integracién R la funcién z =1 (x, y) = x2 - y2 es positiva.
Su integral doble sera el volumen bajo la superficie.

(@-y?) dydx = &0

3
Vol = ” (x2-y2) dxdy = J' 3

R 1

3¢ ey X

1.7 Calcular el volumen del sélido comprendido entre los cilindros x2 + y2 = 25
y x2+22=25,
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Zz
) B
e X2 +y2 = 25
_/._—/
[
|
|
7 y
/
/
& R 7/
X2 422 =25

0<x<5
Recinto de integracidn para el primer octante:
° P P 0<y<+ V25 - x?

+25-x2
J +/ 25 - x2 dydx = 2000

3
0

Vol = 8 ] +/25-x% dxdy = 8
R

O —n

1.8 Calcular el volumen del sélido comprendido entre los cilindros parabdlicos
z=x2 y z=4-y2

Proyeccién sobre el plano xy de la curva interseccién de ambos cilindros
parabolicos:

N N
nn

2} x2+y2=4

X
'
<
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z
- - - - = =
/7 / 1
Ve s |
Ve / I
Z V4
|
|
z=x° I
|
|
|
| — y
|
| 7= 4_yz
|
X
<xg2
Para el primer octante; recinto de integracion:
P 9 <y < via- x2

Ja-2

2
vO|=4H(zsup-zim)dxdy=4j [ 1@4-y9)-xldydx =
0 0

R
Fid
2 2
=§j(4'X2) 4-%2 dx:éj(4-4sen2t)4cosztdt=
3 3
0 0
I i
12 ; 4 1282 1 1 3
=3 6[ cos't dt = TJ('§C°S“'EC°SZH§ )dt = 8=
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y

-1+ @y -1 =1

Sobre R la funcién z = xy es positiva, asi pues:

+w/;;2- 1
J

]
VoI=H xydxdy=j xydydx=_[[-x2+x 1-(x-1)2]dx

R 0 0
1-+/ 1- -1y
]
_-1 / 2 x-1=sent | _ -1
-3 +({x 1- (1) dx {dx:costdt}_ 3 "

(1 +sent) cost dt =

) I;;'—ro

1
3 4 3 4 3

1.10 Calcular el volumen del sélido comprendido entre las superficies
z2=x2+y2, y=X, y=-X, X-y=2, x+y=2 y z=0.

0<x<1

Recinto R1 X<y<x

2  y=x-2
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2 2-x
(x2+ y2) dy dx + '[ I (x2+ y2) dy dx = %
1 x-2

H f(x,y)dxdy =
R

O
X —y X

1.11 Calcular el volumen del sélido de paredes laterales rectas limitado arriba
por la grafica de z =1 (x, y) y abajo por la regién R en el plano z=0, en
cada uno de los siguientes casos:

(a) f(x,y)=x2+y2 R={(x,y)/Ix|<1,|y|<1}

XlI€1 & -1<x<1

Recinto:
lyl<1 & -1<y<1
11
H f(x,y)dxdy = J_[ (x2+y2)dydx =8
3
R -1-1
(b) f(X,y)=3x+y R={(x,y)/4x2+9y2<36,x>0,y>0}
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-4<x<4

Recinto:
-~ 16-%2 SyS+\/ 16-x2

4 +716-x2

Hf(x,y)dxdy:j I (y+2x+20)dydx = 320 n
R -4

- 16-x2

1.12 Calcular porintegracion doble el area de los recintos limitados por:

(a) circunferencia de centro (0,a) y radio a.

y

Recinto: X2 + - a)2 < a?

X=rcos 9 2n a »
Area = [[ 1dxdy=y y-a=rsen6;=[ [ rdrdo = na
R J(r,6)=r 00

(b) elipse de semiejes 5 y 4.

y
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5rcos® 2n 1
4rsen® =j jzordrde=20n
0)

X
Area = _U 1 dxdy ={y
J 00

R

(c) triangulo de lados y=x, y=-X, X=2

Recinto:

2
Area = [[ 1dxdy = [ [ dydx = 4
R 0-

D Sy 3¢

1.13 Calcular el area de la regidn del plano xy encerrada por la lemniscata
cuya ecuacién en coordenadas polares es 12 = a2 cos 26.

En [0, 2x] la lemniscata esta definida en los intervalos [0, n/4], [3n/4, Sn/4]
y [7x/4, 27], es decir, alli donde cos 26 20

Descripcién de R:

0<6<
O vceral AR
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1.14 Calcular la integral doble H x2 dx dy donde R es la region del plano xy
R

interior a la cardioide r=1 - cos 6.

Descripcion de R:

0<0<2n
0<r<i-coso

X=rCcos@o 2w 1-cos O
Ixzdxdy= y=rseno =j j P cos20 rdrdo =

2n 4 121:
= 1 [ cos?0(1-cos0)*de = L [ (-4c0s®6-4c0s®6) o+
0 0
2
+ljn(cos2e+600349+cos69)d6=—1—0+1—2ni_=££
4 47476 " 32

0

1.15 En cada uno de los siguientes casos describir la regidon de integracion en
coordenadas cartesianas, describirla luego en coordenadas polares y
calcular cada integral mediante ese cambio:

2a v 2ax x2

(£-)) f f /v2 AL \12\ Av Ay
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/ 2
Frontera: y=vV2ax - X (x-a) + y2 =a®

y Coordenadas polares:
X=rcos 6
y=rsen0

J(h,0)=r
Transformacién de las fronteras:
x24+y2-2ax=0 — r=2acos0
y=0 - 6=0 (1er. cuadrante)
x=0 — 0=m12 (1er. cuadrante)
0so<k
Recinto en polares: 2
0<r<2acosb

2a v 2ax-x° /2 2ac0s 6
f j (x2+y2)dydx=J J l2l'dl’d9=—2—1ca4
6 0 0 0

R

v X2+ y2 dy dx

a X
w ]
00

) ) 0<x<a

Recinto en cartesianas: 0<y<x

Coordenadas polares:

: X =rcos 0

4 y=rseno
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y =X — rsen@=rcos®; 0 =ﬁ— (1er. cuadrante)

y=0 — ©6=0  (ler.cuadrante)

i __.a
X=a - rcosf=a ; r-Cose
o<ost
Recinto en polares: 4 a
0<r<
cos O
X _a T
ax 4 cos6 4 a3 1
jj x/x2+y2 dy dx =J' I r rdrdo =j 5 3 do =
00 0 0 0 cos™6
.3 12
4 2
_ g?_ J‘ cos 6 do = g3_ f dt _
- 3 2 3 2.2
0 (1-sen®0) o (1-1)
{2
3 2 3
=§—I[ 1/42 1/4 1/4 1/4]dt=g_[[g+1_ln(1+_f2g)]
3 o (1+t)2 1+t (1-t@ 1-t 3 2 2
1 X 2-1/2
(c) _[J (x“+Yy°) dydx
0 x2
<x<1
Recinto en cartesianas: 0
X<y <x
y
Coordenadas polares:
x=rcosel
v — 0 PR
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38

rsen®=rcos9; 0 =—Z— (1er. cuadrante)

2
rsenf=r cosze ; r=—‘°%9—
cos“0
T
09—
4
o<r< sen 9
c0326

L
4

2 dydx=j _[ 1?rdrde=1/—2_-1
0 0

(d) [ ®+y? dxdy
0
O<y<a
Recinto en cartesianas :
0 < x <+f a%y?
Frontera: x =+ a’- y2 X+ y2 = a?

Coordenadas polares:

X=rcos 0
y=rsen6
Jroe)=r

Transformacioén de las fronteras:

Cﬂftﬂ (e
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y2

I x+y ydxdy =
0

mm

a
J'r?rdrde=-g—a4
0

O t—yn

1.16 Calcular las siguientes integrales dobles:
(a) “ (x2 + y2) dx dy R regién acotada de frontera

r2 = 2a2 cos 20

En [0, 2x], la lemniscata r2 = 2a2 cos 20 esta definida en los intervalos
[0, n/4], [3n/4, 57/4], [7=/4, 27], es decir, alli donde cos 20 2 0.

Descripcién de R':

<p<t
0_9_4

OSrs/E a{ cos 20

-f2a

Dada la simetria de la funcién sobre el dominio y por la simetria del domi-
nio consideraremos sélo la integral sobre R"

s 2 s o =rcos 6
x“+y9)dxdy = 4 || (x“+y°)dxdy = yy=rsend =
JF{( y°) dx dy L{( V) dxdy =) yursen

J2 av cos20 4

j P rdrde =
0

]
H
o'—-bk—l
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Recinto en polares:

IA
—
A
-—

nla o
IA
@
AN

nls

” (x3y+y-x)dxdy =
R

(r3cose rsen@+rsen@-rcosf) rdodr = %

[}
Ot

(ST R TR E

dxdy R primer cuadrante

X2+y2

2_ 2, 52
(©) H (x*-y“)x-2y°x
R

del circulo X2+ y2 <9

Recinto en polares:

i
006 < 5
0<r<3
X
(x- y?) x - 2y°x
_U > % dxdy =

X +y

3 .3 2 2 3 2
r“(cos“0 - sen“8) cos 6 - 2r'sen“0 cos O
( ‘ ) 5 rdrdé = -3

]
— N I?—l
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Descripcién de R':

osesf
0<r<cos260
1‘_.',___.
4/cos26
U\/1+x2+y2dxdy=4j‘ j V1+r® rdrdo =
R 0 0

= % [ (1+cos 26)°°-1] do

O'—,Ala

T
4
4 20\3/2 _20 =
36[[(20036) 1]do = 5 -2

1.17 Ultilizar una transformacién lineal conveniente para calcular las siguien-
tes integrales:

(a) “ (x - y)2 sen? (x +y) dx dy
R

R paralelogramo de vértices (w,0), (2x,x), (%,2x), (O,%)

. .y U=X-
Consideremos la transformacién y
V=X+Y

+1y
% } J(uv)=
oV

} de donde:

x
It

~
||
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Transformacion de las fronteras:

y=X-n & U=m
y=Xx+3n¢& v=3n
y=X+1 & =-T
Yy=-X+WT & V=X

L, . _ MSUST
Descripcion del dominio T en el plano uv: . o\ < 35

3n 1 4

H (x -y)2 sen2(x +y)dxdy = j u? sen®v — dvdu = 53—
T

R

2

a—a3

.y-_X_
(b) ” e?™ dx dy
R

R triangulo formado por los ejes coordenados y larecta x +y = 1

. ., = X
Consideremos la transformacion I\J, y } de donde:

Transformacion de las fronteras:
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y-x

H e ¥ dxdy = H e

<|c
<|¢:

dudv =

&<

1
1 1
5 dud EJ

0

\'
1 3 1 1
=75 V[eV]dV=Z(e-E)

O oy

X=U+V
1.18 Dada la transformaciéon: y=v- ul calcular el érea de la region R del

plano xy cuya imagen en el plano uv es el triangulo de vértices (0,0),
(2,0), (0,2). ;Cémo viene descrita la regiéon R en el plano xy ?

Es un ejemplo de transformacién no lineal; J (u,v)=1 +2u

Recinto en el plano uv:

22
Area (R) = ”1dxdy H1 (1+2u)dudv = J'.[U (1+2u)dvdu = 13—4
R 00

Descripcién de la regién R en el plano xy; transformacién de las fronteras:

X=Uu } W2
v=0 < y =-u? y=-X

X=V
u=0 ¢« y=v y=X

Uu+v=2 < Xx=2
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El calculo directo del area de R en el plano xy seria:

X
_ 14
j21dydx_3

-X

Area (R) =

Ot

1.19 Calcular el volumen del s6lido limitado por el paraboloide z=2-x2-y2 y
el plano 2z =1

X

ProvereriAn Ada la ciirva intarearridn:
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21\:1/3_/5
Vol (D) = |f (2-x2-y2-15)dxdy =] ] (2-r2-;—)rdrde -
R 0 0
. {32
3 r _9
=21c[-4—r2-2—]0 —8112

1.20 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide z=x2 +y2 yla
esfera x2+y2+22 =2,

z
z=x%+y?
D
I x2+yl428=2
R y

X

Proyeccién de la curva interseccién:

2 2 .2

z25=2
x+y2+ 0 } z+22=2 22+z-2=0
zZ=X+y

Solucién valida: z=1

La curva interseccion esta contenida en el plano z = 1; su proyeccién en
el plano xy es:
X2 +y2 =1

0<9<2x
0<r<i
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]
—21:[ @- 22 r_4] 8/2-7
T3 T4

1.21 Calcular el volumen del sélido limitado por la esfera x2 + y2+2z2=2a2 y el
semicono z2=x2+y2, z20.

Proyeccién de la curva interseccion:

2 .2 2 .2 ”
" +y2+ 22-82 } x2+Y2+ X2+y2=a2 x2+y2=a?

X+y =z

D incion de R | 0<0<2n
escripcion de R en polares:
OSrs‘/—E—a
Vol (D _U[\/az 2. y? \/x2+y2]dxdy=

Iy | J2ar
2n¥2al2 2. 232 3
J. J [Va a2 r? -r] rdrdé —21t|: @-r) r2 _l'? =

0
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Proyeccién sobre el plano xy de la curva interseccion de ambas
superficies:

X2+ y2 = 22 2

2 2 2 2 2
X-a) +y +x"+y"=a
(x-a)2+y2+ 22=a2} ( ) +y y

(x-2)%4y?=(2)

-a) +y2+22=a2

Por la simetria de la figura consideraremos R como el semicirculo supe-
rior de centro (a/2, 0) y radio a/2. Su descripcidén en cartesianas es:

0<x<a

osys [/ (2P (x-2)
Vol (D _U \/ (x - a) 2-‘/xf"‘+y2)dxdy
R

Separando en dos integrales:

| —”\/ (x-a) -y2 dx dy

entonces:

X-a=rcosé6

Tomando polares descentradas:
y =rseno

} J(r,0)=r

(v 8 2 ,8.2

2 r arnc N
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% -ac0s 0 a0 380
T 2
- | j Ja2-2 rdrde = -1 j{ia_'z)_] do =
x 2 gL 32
2 2 0

4T o 532 3 a® | 3
=?£ [ (@®sen“0) -a ]de=—3—— i(sen 60-1)dé =
2 2
3 n - 3 3 T
=1§—j[(1-cos 0) sen 6 1]de—3—[cose-—99-‘°'—g+e] =
3 . 3 3 .
2 2
3
_a 2. ¢n
=5 G+3)
2, .2
I2=J' X“+y“ dx dy
R
Con el camb | x=r°°se} J(r,6
el cambio a polares y=rsen® (r,8)=r
2 2
(x-—@) +y2=(3) - r=acos9
2 2
n
luego R se describe como 0<6< 2
0 acos6
A a
g a6ost a° £ 3 a’ sen>g i 2a’
=] | Pdade=2-c ede—?[sene 3 } =2
0 0 0 0
Por lo tanto:
Vol (D) = 2(I -1 ) [%—(;2 +2)-281=243(2. 4
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el cilindro x2 + y2 = 2ax es la circunferencia (x - a)2 +y2=a2

z

x? +y? = 2ax r)

e

x2+y2+22=4el2

y

Y

Por la simetria del dominio de integracién y del integrando y dado que en
el dibujo se considera sélo z >0 quedara:

Vol (D) = 4 [ [ y/ (2a)° x*y? dxdy
R

X=rcos 6
En coordenadas polares } J(r,0)=r
y=rsen®
(x-a)2+y2=2a2 — r=2acos®
0<0<sm2

luego R se describe como :
0<r<2acosf

/2 2acos 6
Vol (D) = 4nj ?0 m rdrdo =
0

0

/2 3/2 2acos 0 g

T 2 2 3

= -2 J' [EE_;L‘I do = 322 (sen3e- 1) do =
3/2 3
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%

)

W

r
2

1.24 Calcular el volumen del sélido interior a las esferas x2 + y2 +22=2a2 y
X2 +y2 + (z-a)2=a2

Proyeccién sobre el plano xy de la curva interseccidon de ambas esferas:

X2+ y2+ 22= a2 2 92 9
2 2 2 2 Z=+ya-x-y
X“+y“+(z-a) =a

2
x2+y2e (Ja?-x®-y2 -a) =a® ; a%2aa%x%y? =0

2
2 2 2 @ ) 2 2 3.2
a- xSyt =5 : X+y=72a

2
X +y2+(z-a) = a°

y
x“+ y2 +2°= 28
X
Casquete superior de X2+ y2+ ?=a%: Z=+4+/ a®- x2- y2

Casquete inferior de X2+ y2+ (z- a)2= a2: z=a-+ a®- x2 y2
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51
R se describ 0<6<2n
se describe como :
O<r 31;3— a
13,
2n 2
VolD) = [ [ (2Va®-rP-a) rdrde =
0 0
13 ,
3/2
@A) a 2% |5 .3
=2n| - .a 2 = na
3/2 2 0 12
Y 2 2
1.25 Calcular el volumen del sélido limitado por el paraboloide T"'Z? =-§
y el plano x = a.

Efectuaremos la integracién sobre el plano yz considerando las funcio-
nes en laforma x =f (y, z).

Proyeccién sobre el plano yz de la curva interseccion de ambas superfi-

cies:
2 2
Yy z¢ 2x 2 2 2 2
4*9‘a} VT+%=2 y2+ 22=1
x=a (/8)" ({18)
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El recinto de integracién R se describira en la forma 0 z ri f"
entonces:
a Y2 2
Vol (D) = [[[a-2 (F-+2-) 1 dydz =
R
2rn

1
(a-ar2)12rdrde = 2nj12a(r-r3)dr =
0

g

O

1
=24a7t|:-r—2--ﬁ] =6arn
2 4 |

1.26 (a) Calcular el valor del area de la superficie plana exterior a la
circunferencia x2 +y2=1 e interior a la cardioide r=1 +cos 6.

Descripcién de las fronteras en polares: r=1; r=1+cos®

i -N- = =
Interseccién: c¢cos6=0: 6 5
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x
2

=j[(1+cose)2-1]de=§-§1‘-
0

(b) Encontrar la masa de esta superficie si su densidad superficial es
proporcional a la distancia al origen.

M(R) = MasadeR = ﬂ K (x, y) dx dy
R

K (X, y)=k‘/x2+ y2 ke IR; en polares: u(r,0)=kr ke IR

14+c0s 6
k

+CO 2 3
j krrdrd6=—3— [ (1+cosB)-1] dB =
1

01—.N|=

2
MR) =2 |
0

1.27 Calcular las coordenadas del centro de masas de un pétalo de la rosa
r=asen 20 sisu densidad superficial es constante.

r =asen 20 esta definida para sen20=>0 si a>0, es decir:

oses%, nses3‘2—“ en [0, 2n]

Consideraremos el pétalo del primer cuadrante; R sera en polares:

| (0
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Stla informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada. -



INTEGRALES DOBLES 54

Masade R = M(R) = Hu(x y)dxdy = H k dx dy

R
n/2 asen20 5
MR) =[] | krdrde—— j sen?20 do =
0 0

2 /2 2
ka ,[ 1- cos 40 do = ka“m
2 2 8

0

Denotando por (X,y ) las coordenadas del centro de masas:

X = —M;(R)—H X K (x,y) dx dy
R

/2 20
pr(x,y)dxdy:nj asef (rcos6) k r drdo =
R 0 0

5 T2 /2
= %— j cos 0 send29do = 8Ka k a’ j cos*0 sen0 do =
0

f 3

% - cos?e) (- _8Kka® 1.1, 16 .3
] 0-cos'0) (-sen6)dd = 3 [7+5]_10 Ka

X 1 16 3 _ 128 a

dedonde X = 16 3 _128 a

ka’r 10 105 ™

8
y porsimetria  y = X = 12 %
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Descripcion de R en polares:

o
N
IA
—h

Iy = H xzu(x,y)dxdy = H x2(1 +y)dxdy =
R R

n 1
= jj r? cos?0 (1+ rsen@) rdrde =
00

Oty

]
[ (Pcos®e+r? cos?0 sen 6 ) drde =
0

[ —l— cos0 +% cos?0 sen 0 ] do =

Oy

T
1.1 I BRI | T 2
= 89+16 sen 20 15 coseo=§+1_5.

IX=H y2(1+y)dxdy= rzsen26(1+rsen(-)) rdrdo =

Oty
Ot

R
w1 b9 y 1
=JJ (13 sen®0 + r* sen0 ) do =_[ [Zsen26+—5—sen36] de =
00 0
T
1.1 1 1 o0l o, 4
_{89 16 sen 20 5cos€)+15 cos” 6 0—8+15
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