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Cdlculo de una variable

Integrales

Definicion de Integral Definida
Si f esta definida en el intervalo [a,b] y dividimos el intervalo en n subintervalos de
longitud Ax = br_l—a. Sean xy = a, xq, X5, "+, X, = b los puntos extremos de estos

subintervalos y x1, x5, -+, X, cualquier punto muestral en esos subintervalos y x; estd
en el i-€ésimo subintervalo [x;_;, x;] entonces la integral definida de fde a a b es:

b n
-L fx)dx = Al_r)r.}();f(xi)Ax

Ilustracion 48.- Integral Definida

Si existe el limite decimos que fes integrable en [a, b]. Para simplificar haciendo x; =
x; queda la definicion:

b n
fa fGdx = lim Z f(x) Ax

Ilustracion 49.- Integral Definida

Teorema: si fes continua en [a, b] y sélo tiene un nimero finito de discontinuidades de

salto, f'es integrable en [a, b], esto es existe la integral definida fab fx)dx.

Reola del nuinto medio: En Inoar de ntilizar 1og extremaos de 1og snbhintervalog
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Cdlculo de una variable

Propiedades de la integral definida
1. fabf(x)dx =— [ f()dx
[y fGdx =0
f: cdx =c(b —a)
LG+ g(0ldx = [} f@)dx + f; g(x)dx
f: cf(x)dx =c¢ f;f(x)dx
L) = g(oldx = [ f)dx — [ g(x)dx
facf(x)dx+fcbf(x)dx = ff f(x)dx
Si f(x) = 0 para [a,b] entonces fbf(x)dx >0
Si f(x) = g(x) para [a,b] entonces f f(x)dx = f g(x)dx
10. Sim < f(x) < M para [a,b] entonces m(b — a) < f fx)dx <M(b—a)

S R IS
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¥= flx)

m -

0| a b x

Ilustracion 50.- Funcién con una cota inferior m

Teorema de Ila evaluacion

Si fes continua en el intervalo [a, b] entonces f; f(x)dx = F(b) — F(a) donde Fes
cualquier antiderivada de F, estoes F' = f

Demostracion: Se tiene F(b) — F(a) = F(x,) — F(xy) = F(x,) — F(xp-1) +
F(xp_1) = F(xp_p) + -+ F(xp) — F(xq) + F(x) — F(x¢) = X1 [F(x;) — F(x;-1)]

Y por el teorema del valor medio F(x;) — F(x;_1) = F'(x])(x; — x;_1) = f(x])Ax

Por lo que F(b) — F(a) = Y-, f(x{) Ax y tomando limites cuando n — o se tiene

F(b) - F(@) = lim S, £ () &x = [} f(0dx
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Cdlculo de una variable

Integral Indefinida
[ rwar = Fw = P = r

Principales integrales indefinidas

xn+1 1
[x"dx==—+C (n#-1) [=dx=Inx+C

n+1 X
[e*dx =e*+C [a*dx ==—+C

Ina
[senxdx = —cosx + C [cosxdx =senx+C
[sec?xdx =tanx + C Jesc?xdx = —cotx + C
[secxtanxdx =secx +C Jescxcotxdx = —cscx + C
1 — tan-1 1 — -1

Jomdx=tan"'x+C fmdx—sen x+C

Teorema del Cambio Neto

La integral de una rapidez de cambio es el cambio neto: f: F'(x)dx = F(b) — F(a)

Teorema Fundamental del Calculo
Establece una conexion entre el calculo integral y el diferencial. Si fes continua en
[a,b], entonces la funcién g definida por g(x) = f; f(t)dt a<x<b esuna
antiderivada de f, es decir g'(x) = f(x) paraa <x < b

AN

_M%F:ﬁ”

frea = g(x)

0 a X b 'I-
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Cdlculo de una variable

Por tanto si los limites de integracién son distintos de x se tiene

d b(x)
ax ( f (t)dt> = fB@) b’ ~ fa()) @' (x)
a(x)

Regla de Sustitucion
Si u = g(x) es una funcién derivable cuyo rango es un intervalo I y fes continua en I,

entonces [ f(g(x))g'(x)dx = [ f(w)du

Ejemplo: [ x3 cos(x* + 2)dx Haciendo el cambio u = x* + 2 > du = 4x3dx se tiene

fx3 cos(x* + 2)dx =%fcosu du =%senu+C =%sen(x4+2) +C

Regla de Sustitucion para integrales definidas
Si g’ es continua en [a, b] y f es continua en el intervalo u = g(x) entonces

[, F9() g'@ex =[5 fwdu

g

Por ejemplo f04 V2x + 1dx haciendo el cambio u = 2x + 1 = du = 2dx y llevando el

. .y . o x=0-u=1 91 109 1
- = - 2 =
cambio a los limites de 1ntegra01onx:4_>u:9=>f1Zx/udu Zflu du

9

1| uz 1[2] 26

-|= = —-lUuz = —

2 3 1 3
1

Integrales de funciones simétricas

Si fes continua en [-a,a] se cumple:
a) Si f espar(f(—x) = f(x))=>f_aaf(x)dx =2 foaf(x)dx
b) Si f esimpar (f(—x) = —f(x)=[" f(x)dx = 0

¥

—a 0| " ..

a X

—da 0] a4 X -
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Cdlculo de una variable

Integracion por partes
La regla del producto expresa que si fy g son funciones derivables se cumple que

L [ g(l= FRg () + F (09 ()

Y tomando integrales indefinidas se cumple

FG)gG) = f F()g' (W)dx
+ f F1(0g()dx = f Fg Wdx = F)g(x) - f () g()dx

u=f(x)->du=f"(x)dx

v:g(x)adv:g’(x)dx:fudvzuv_fvdu

Haciendo

Por ejemplo obtener [ x sen x dx. Tomamos f(x) = xy g'(x) = senx = g(x) =
— cos x, con lo que la integral [ xsenxdx = —xcosx — [ —cosx dx = — xcosx +
[ cosxdx = —xcosx+senx +C

Otro ejemplo. [ Inx dx hacemos f(x) =Inx = f'(x) = %yg’(x) =1=29gkx) =x
Con lo que la integral queda [ Inxdx = xInx — f%xdx =xlnx — [dx =xInx —
x+C

Técnicas adicionales de integracion. Trigonométricas
Potencia impar de cos x

fcos3 xdx = f cos?xcosxdx = f(l — sen®x) cos x dx

3

sen-x

=fcosxdx—fsenzxcosxdx=senx— +C

También se puede resolver haciendo u = senx = du = cosx dx = [ du —

3
+C

u sen3x
Jutdu=u——=senx—

3

Sustituciones trigonométricas

Se aplica a funciones algebraicas de la forma Va2 — x2, Va? + x2 y Vx2 — a2. Por
ejemplo: Haciendo la sustitucién x = rsenf = dx = rcos6do
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Cdlculo de una variable

1+cos260
2

2 T 2
Y como cos?6 = la integral queda %foz(l + c0s20)do = % [9 +

s
1 2z mr?
=sen 20] =—
2 0 4

Ilustracion 53.- Ilustracion del ejemplo

Fracciones Parciales

Integramos funciones racionales (razones entre polinomios) al expresarlos como sumas

de fracciones més sencillas, llamadas fracciones parciales que ya sabemos como

integrar.

Para calcular [ 2x52x+;4_1 dx , para lo cual transformamos la fraccion de la siguiente
5x-4 5x—4 _ A

2x24x-1  (x+1)(2x-1) x+1

manera: + 2:;_1 Se cumplird que 5x —4 = A(2x — 1) +

3 . 2A+B=5 .
B(x+1)=(Q2A+B)x+B A:{B_A:_4:>A—3,B— 1
3 1 1
f<x+1_2x—1>dx=3ln(x+1)_fln(2x_1)+c

Nota I: Si el grado del numerado es mayor que el del denominador, primero se hace la
division.

Nota 2: Si un factor lineal es multiple se afiade un término extra.

X _ A 4 B 4 c
(x+2)2(x—1) x+2 (x+2)2 x-—1

Nota 3: Si un factor cuadrético no se descompone en factores lineales se utiliza la
Ax+B

fraccion ————
ax“+bx+c

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cartagena

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

46

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.



Cdlculo de una variable

Integrales Impropias
Si fatf(x)dx existe para Vt = a = f:o fx)dx = }1_)1‘{)10 fatf(x)dx siempre que este

limite exista.

. . . © b . . .
Las integrales impropias fa f()dxy [~ f(x)dx se denominan convergentes si existe
el limite y divergentes si no existe.

Definimos fjooo fx)dx = f_aoo fx)dx + faoo f(x)dx

Ejemplo: flooidx = lim flt%dx = gi_)rilo[lnx]i = lim(Int—In1) = limInt = e -

Diverge

drea finita

0 ;
| 1
|, (1/x%) dx converge

Ilustracion 54.- Ejemplo de integral impropia convergente

L 1 .
Estudiar si converge [ Ooo e dx para los distintos valores de p.
Por el ejemplo anterior sabemos que si p = 1 es divergente. Si suponemos que p # 1 se

tiene:

© 1 t x7P+1]f 1 11

f —dx =lim | x7Pdx = lim = lim ——|—=— 1]
1 X t—oo 1 t—oo —p-l-l 1 t— 1—p tp

— 0. Con

Si p > 1entoncesp — 1> 0, conlo que cuando t > oo, tP~1 > o0,y pro

lo que [ 1°°xipdx = p—il sip > 1y la integral converge.

1 lai 1di
-1 @Y laintegra diverge.

Sip<lentoncesp—1<0y

. o 1 . .
Resumiendo fl x—pdx es convergente cuando p > 1y divergente sip < 1.
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Impropias con integrandos discontinuos

Si fes una funcidn continua positiva definida en un intervalo finito [a, b) pero tiene
asintota vertical en b. Sea S la regién no acotada bajo la grafica de f'y arriba del eje X

entre a y b. El drea de S comprendida entre ay tes A(t) = fat f(x)dx. Si A(t) se

aproxima a un numero definido A cuando t — b~, entonces decimos que el drea de la
region S es A y escribimos:

J7 FCodx = Jim [ f()dx.

¥

0 a th X
Ilustracion 55.- Integral impropia con integrandos discontinuos

Esta definicion es ttil atin cuando f no es positiva.

Podemos definir ademas la integral impropia si la discontinuidad estd en a y f se define
b . b
en (a,b] como [ f(x)dx = t]_l)l;‘lJr J, f)dx.

La integral impropia se dice convergente si existe el limite y si no es divergente. Si la
discontinuidad estd en un punto intermedio ¢, cona < ¢ < b

b t b
faf(x)dx=tl_i)r;n_Lf(x)dx+tl_i)rcqu; f(x)dx

. 5 d . 5 d . 5 .
Ejemplo: fz \/% = tll)I;nJr ft \/% = lim [2\/x - 2|t = tll)rzqu(ﬁ— Vt—2) =2V3.En

t-2+
este caso es Convergente!

. 3d 1d 3.d
Ejemplo: fo —x=f - fl x_—x1

x—1

0 x—1

1A% lim (F = | — DIt = I 1l =Tnll=11D =
Jo i75 = lim fy = = lim [In(x = D]§ = lim (Inl|¢ — 1] = In]|-1|}) =

tlir{l_ In(1 —t) = —o0 — Diverge
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0 a X

Ilustracion 56.- Teorema de la Comparacion

Examen Final Julio 2018. Dada la regién comprendida entre la grafica de la

funcién y = 2x — x? yel eje x. Se pide: Area de dicha regién; valor promedio de
dicha funcién sobre el intervalo en que es positiva; volumen que genera dicha regién al
girar alrededor del eje x.

La funcién y = 2x — x? tiene cortes con el eje OX en 0y 2

2 x32 4
| :

12 1 B2
=—— | 2x—x¥dx==|x*——= =3
0

Y el volumen engendrado alrededor de OX es
2 2 2 4 %5 2
V= f mr? = f w(2x — x%)%dx = nf (4x? +x*—4x¥dx =n [§x3 +—=- x4]
0 0 0 0

_ 16w
~ 15

Examen Final Julio 2018. Calcular, si converge, el valor de la integral fooo x e " dx

2+t
©  _,2 . t  _x2 . |e* .1 1 1
[Txe™ dx=1lim [ xe™ dx = lim =11m[—— 2]=—
0 t—o0 "0 tooo | —2 0 t—ooo L2 2et 2
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