Métodos Matematicos en Fisica

L4D. CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas (CGP. 3 libro APL)

Condiciones de contorno. Fuerzas externas aplicadas sobre una
cuerda.

condicion que nos describe un extremo libre en una cuerda tensa.
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Ecuacion.para segmento cerca de x=L

du/dx = tangente




Métodos Matematicos en Fisica

L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segin Cap. 3, libro
APL)

Despreciando primer termino debido a factor dx frente a segundo:

\

Ju(x,t)

or

7
- 7 %

r=L

ES la condicion que nos describe un extremo libre en una cuerda
tensa.




Supongamos que en el extremo anterior existe una masa concentrada
m (este puede ser el caso si la masa de la arandela es significativa).

J“u(L,t) T ou(x,t) 0

Ot= ox T, .

La condicion de contorno deberia entonces
incluir masa (m)




la condicion de contorno para el caso de un extremo de la cuerda
unido a un muelle de constante elastica B

oulxz.t
Bu(L.t)+ T Uz, b))
C);l‘ =],

T,8>0, du/dx<0,u>0

Esta condicion de contorno no incluye masa (m)

En el caso B0 se convierte en caso de extremo libre

Cambiamos ahora el extremo 2>?




T,8>0, du/dx>0,u>0
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En todos los casos anteriores: extremos fijo, libre o unido a un
muelle; tenemos condiciones de contorno homogéneas

De primera [u(x,L)=0]

Segunda y

Tercera

especie respectivamente




L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

condiciones de contorno NO-homogéneas
de primera especie

u(L,t) = pu(t)




L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segin Cap. 3, libro

condiciones de contorno NO-homogéneas
de segunda especie

Ou(x,t)
(._)Ll‘ —
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F(t)-T

H

Sobre el extremo de la cuerda, en

F(t)

principio libre, se aplica una
determinada fuerza F que, en
general, puede depender del
tiempo




L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

condiciones de contorno NO-homogéneas
de tercera especie

| | oulx,t _
3L t) — ()] + 7 242D

Jdr |, _;

otro extremo del muelle se mueve como

U(L*. t) — /l(t) E—
Fuast = — 3 [u(L,t) — p(t)] 5



Wetodos Matematicos en

L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segin Cap. 3, libro

por su relativa simplicidad, a estas
(3 tipos) de condiciones de contorno se les
suele dedicar una atencion especial
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Una cuerda con extremos fijos en equilibrio mecdnico sometida a la
accion de fuerzas externas

d“u(x) f(x)

da? T
w(0) = 0, u(L) = 0.

Si f(x) es campo gravitatorio

f@)=-0) oy =t

dx=
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Solucion general

Usando condiciones de
contorno

u(0) = B =0,

\ _PY9r2 a7 _n . aA_ P54
(L) = 2TL + AL =0 = A= 2TL.
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Desplazamiento

transversal
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Consideramos otro extremo: Accion de una fuer'za pUﬂ'l'UOl

d“u(x) flx)

dx? 1

Densidad de fuerzas f (l ) = F) ( I — Ty )
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Consideramos otro extremo: Accion de una fuerza puntual

Solucion general

’

i (x) = A + By

us(x) = Ao + By
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L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

Consideramos condiciones de contiunidad de funciones

1ra condicion de
continuidad

U\ r — Tg ) = Uz(r — @)
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N
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P
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Segunda condicion de
continuidad obtenemos
Integrando Ec. 1
con (¢=20)

NOTA: aqui NO hay
campo gravitatorio

IU+5(12U(JJ

ro+e f(lﬂ

-/.; Nn—=e

—dr = —
dx?

Iro—e



como f ( T ) —

En el limite ¢20

,,,,,,




Solucion:
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Funcion de Green

Antes hemos introducido “"Funcion Green” para halla
respuesta de oscilador a fuerza general f(t)

T + ;ug;z‘ — f

b x(t) = / o f(tG(t, t")dt"

G . / i 4/
oo senfwo(t —t')], sit! <.
0, sith >t

L 20

G(t,t') =«




L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

Funcion de Green

Veamos como podemos usar resultado de respuesta a
fueza puntual para describir situaciones mas complicadas.

Reescribimos F

v Y — C' A A

resultado como 'U-(l) — T 7(.1‘, lo)-.
L — Lo o, . <
~ / L - l», £ ; l-(.?
con Glr,zp) = 7=

~To. T > To.
.L r ll ()

Es otro ejemplo de llamada “funcion Green”

4 §



L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segin Cap. 3, libro

se ve claramente que el desplazamiento del punto x al
aplicar una fuerza puntual en x, resulta el mismo que el
que se obtiene en x, aplicando la fuerza en el punto x.
>

Es decir que la funcion de Green posee la simetria:

G(x

Xq

v

Esta propiedad se conoce propiedad de Reciprocidad

L4




DOS fuerzas puntuales d*u(x)

Como condiciones del contorno
homogéneas, se busca solucion

Resolvemos dos ecuaciones

d*u. () filx)

dar? il
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Desplazamiento de cuerda:

FE‘I

U1 + U9

| 1 i i
u(x) = T FiG(x,201) + FoG(2, 202))
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En el limite cuando fuerza actda sobre cada segmento
infinitesimal

1 L
§:J4 f(2"G(x, z")dx'

~

—
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-
—

—— c) . \
NOTA d“u(x) flx)
ES SOLO la solucion de Ec. en ﬁ 5 _
Condiciones de Contorno (II“ T




USAREMOS este
resultado para
considerar Una cuerda
no homogénea

w=-2[
ulr) = ——
I J
Supongamos
7} /)1
/-)(,,I.) —
,’///; Xmin  LI2 \\«\‘

27



Una cuerda no homogénea (Calculo

para x<L/2)

. L/2 L
u(z) = —= [y / G(;z‘, ;1")(1;1" + po /
I’ - Jo /, JLJ2
N R L/2
. 9
w(x < Lj2)=— =4 p / Gz, x")dx' + / ")da
" | Jo
([ pe L/2
g L — / L
= — =< / 1(11 —I—/ ull
" o
Para puntos x<L/2 y \.
. . =- o (x — Lo +
Funcion parabolica: 27 a |
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Una cuerda no homogénea
(Calculo para x>L/2)

-

’ L/2
I Jo

Xomin L2

L /II L
[ / G(z,2")dx' + [ Gz, .l")([l‘,] }
. L 3 III J I

- L/2 - L /
g “L—-x ,, , L—zx , . |, L—=x )
= — =< p rdx’ + po ———2'dx’ + / rdx
7" [ =1 ” [ Laf L ), I
r - 71,
i /I ~
9 P2 TP PLT P20
Para puntos x>L/2 —oT P21 + 4 L 4 |

Q=Hay Cambio de Ider'ivadas?
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L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

Una cuerda con los extremos a distintas alturas ?

d“u(zx) g (z)
= — o\
dx? 7h v

u(0) =0, u(L) = h.
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Una cuerda con los d ‘)U‘(_ﬁl ) g ,
extremos a 72 — TP(. )
distintas alturas
u(0) =0, u(L) = h

Para poder usar Funcidn
Green desarrollada,
modificamos
planteamiento asi:

u(x)

=v(r)+ Ul(x)
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Tendremos ecuacion para v(x)

d“v(x)

J “

dax? T

v(0) = 0.

La funcion mas natural U(x) es
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L4D CONDICIONES de CONTORNO+Fuerzas Externas ( segln Cap. 3, libro

Una cuerda infinita pegada a un plano
La expresion para la funcion de Green que hemos manejado hasta
el momento carece entonces de sentido.

Para cada elemento de dF, Jast (T ) = —Fulx )d;r,
cuerda (dx) - | o '
d*u(x) 20(z) f(x)
' (. uU\r) =
dax? o 1 2

con
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Aplicamos fuerza puntual a punto x,

CL: FORMA de SOLICION general?

Como salvo X, la
densidad de fuerzas
externas es nula:

F p— - . )
fll("_u'[ + Bl et Sl < ZLo.

? e + Boe™ . six > xp.
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Coeficientes determinaremos de condiciones

de cop‘rinuidad y de equilibrio. Er.l segundo _ -_"0'*'_5 Bu(z)dz = 0.
caso integramos (2) cerca x, teniendo en To—¢ e—0

cuenta:

ADEMAS,
Coeficientes A; y B, deben ser CERO
(Q: PORQUE?) \

A\

| \
I \
I \

\
v o 1T " ’

u(x) = o .
Azfj‘_""“ + Bgej"“ ., ST = XTy.

Para que la funcion u(x) 20 a x=+cw: ) J




Ecuaciones a resolver para B1, A2 2

Bl thaID — f
Bie™" + £

S T ad()

o

L —axr(

ho

Porque ?

0.
F/(aT)




De aqui obtenemos coeficientes:

_axrg
¢

2a1
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De aqui obtenemos coeficientes:

Solucion expresada en términos
funcion Green

(que satisface condiciones en
X=%00):
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