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FORMULACION MATEMATICA

PROCESOS Fisicos
Cond. Contorno Ec. Diff-Deriv. Par En 1D / 2D
CC1-3 > Ec.Ondas, Laplace, “— | Ondas en solidos,
; Poisson, Ec. Difusion gases o liquidos,
CC para solucion Conduccion de calor,
en infinito Electroestatica
Problemas

ESTACIONARIOS o
No estacionarios
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APL: 6.1 Oscilaciones transversales de una membrana
rectangular (BORDES FIJOS)
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Escojamos el sistema de coordenadas de tal
manera que la membrana se encuentre en
el cuadrante positivo con uno de sus vértices en el origen.

u(0,y,t) =0, u(L.,y,t) =0,
w(x,0,t) =0, u(x,L,,t) =0,




Métodos Matematicos en Fisica

L.5B Método Fourier: membrana rectangular

Ondas estacionarias

Es razonable pensar que, de entre todo el conjunto de
movimientos permitidos, existan algunos de ellos en los
que se conserve un determinado perfil de desplazamientos

u(z,y,t) = v(z,y)T'(1).

Sustituimos en Ec. 1
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Tenemos que resolver 2 ecuaciones

T + ANT = 0. e
Ll' —+ /\l' — O,| 3

Para que cumplan CC, necesitamos que:

v(0,y) =0, v(L,,y) =0
v(x,0) =0, v(z,L,) = 0.
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Como contorno es perpendicular, podemos buscar auto funciones como

v(z,y) = X(x2)Y(y) [4

Para que cumplan CC anteriores, necesitamos que:

X(0) =0, X(L:)=0.
Y(0) =0, Y(Ly)=0.
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Sustituyendo (4): v(x,y)=X*Y en Ec.3 = obtenemos:
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donde \ = V- + M



Métodos Matematicos en Fisica

L.5B Método Fourier: membrana rectanqgular

Autofunciones y autovalores RN
t” "n"y‘s‘\\\-
ya hemos calculado antes: ,-u:u..,tw:‘\\%\\\

X,(z)=+/2/L,senv,x. v, =nm/L,.

Yoly) =+/2/L,sen 1,y [ = mm/L,
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Entonces: 2 * i
U, m( T,Y) = sen V,, T sen i, Y,
LI Ly
2 2
9 T ' Tl
Con /\n.n] — T L-‘) I L-‘)
T y

NOTA: se suman de cuadrados de frecuencias

Para obtener cuadrado de frec. angular total

Ortoganalidad de autofunciones v,




Métodos Matematicos en Fisica

L.5B Método Fourier: membrana rectangular

Para cada A,, tenemos ecuacion

T + N\, T =0

Con solucion general ( autovalores son positivos)

Tn.m (t) = Acos w'n.mf T B sen W’n.mt

10
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Frecuencia mas baja

-) -) u) l) 1 ].
Wi = (“/\1.1 = C" T = | 5
Lz Lg
2 T Y
Sell — Séll —
.L‘p L‘y f- - iy
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Autovalores degenerados: ejemplo de membrana cuadrada

2.2
C™ T

12

2 2 2 2
W"l‘uz — W‘cz‘l = C Al.z = C Az_l —

El perfil de desplazamientos asociado

v(z,y) = Ajasenvixsen oy + Ao sen vox sen [y

12
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Movimiento de la membrana como superposicion de ondas estacionarias

l Y, f Z Tn m Up, m( v Y )

n.m

— E n I COS Wn mt + Bn m Sell Wn mt) Sell ’/n £ S€ll ;l I??

n.m

Suponemos Cond. u(x,y,0) = oz, y).
Iniciales o, -
oulx,y,t) |
YR = YP(z,y)
(')t =0

13
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Usando CI

u(x,y,0) =

(2, y) E A, msen v, x sen iy, 1y

.

Multiplicando por | v, ., |Y integrando entre O3L,;L,

Lz pLy
/ / Ut o (2, Yy )dady =

Ly
/ / Z ‘1:1 m Un, m 1 U) n' .m’ (1 l})(]l(]l]

n,m
14
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Ly pLy
N / / Z fln'm Un,m ( £ U) Un' m’ ( £,y ) dId._l/
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Analdogicamente, de segunda CI (error en el libro APL)

1/0,,
\ Ly pLy

Bn.m — / / 'I*"II‘(I* y)l’n.m(;l‘~ lj)([l([lj
Jo Jo
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CLASE (1p):
Membrana con bordes: )
2 libres + 2 fijos U, = C AU
Autovalores+Autofuncones
de problema SL

- F1jo 1zquierdo: u(0,y)=0

~"LIBRE derecho: u.(a,y)=0

¢ LIBRE abajo u, (x,0)=0
“““Fijo arriba : u(x,b)=0

2 Problemas
SL con CC>

17



Métodos Matematicos en Fisica

L.5B Método Fourier: membrana rectangular

CLASE: U=TOVXY)
Membrana con bordes: AV P
2 libres + 2 fijos v
v = XY
X, +v°X=0

Fijo izquierdo: u(0,y)=0 =>X(0)=0
LIBRE derecho: u, (a,y)=0 =>X_ (a)=0
=>

X, (X):Sen[i(Zn +1)x]
Problema 2a
SL (x) =& V2 = [218. (2n+1)J 18
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CLASE:
Membrana con bordes:
2 libres + 2 fijos

Problema
SL (x) =

LIBRE abajo u,(x,0)=0 =>Y, (0)=0
Fijo arriba : u(x,b)=0 =>Y(b)=0

=> Y, (x)=Cos[Z-(2m +1)y] 19
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Autovalores y autofunciones

de problema SL:

Iy =l 20+ + [ (2m+1)

V. (X, y)= Sen[zia(zn +1)x]*c:os[21b(2m +1)y]

20
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Membrana con TODOS bordes libres

Probl SL
Créo_)ema con A’l-’ _|_ )\l-' — O

wy)| _, ey
f);l‘ =0 - (f);l‘ =L -
Ov ( £,y ) —0 ov ( Y ) —0
Y y=0 h dy y=L, -

21
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Auto funcion que corresponde a autovalor CERO

v

analdgicamente con voolz.y) =
procedimiento anterior B \/ L.L,
Encontramos la '
frecuencia mas baja —
- L‘b‘ p— (.__ Tr /"' L'I . u
Perfil correspondiente:
[ 92 T
vixr) = . COS —.
\ .z, “° L.

22
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La frecuencia principal de una membrana cuadrada
cuyos extremos se pueden desplazar libremente
se encuentra doblemente degenerada.

T Y

v(x,y) = Acos 7 - B cos L :

u

Con A,B arbitrarias

23
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Metodo de Separacion de Variables
para resolver Ec. Fourier en 2D

(Libro Asmar)

2 p L i ~
Ut = C | Ugg + Uyy), U <12

w(r,y.0)= flzr.y), O0<x<a, 0<y<b

w(z,0,t) =0, ulz,bt)=0, O0<zx<a, t=>0

0, 0<y<bh t=>0.

w(0.y.t) =0, ula.y.t)

24

r<a, 0<y<b t>0, c>
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Aplicamos método de separacion de variables

u(x,y,t) = o(x,y)T'(t) # 0

)

U+ — C; (:U'.r.r + 'Uyyv)

25
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Aplicamos método de separacion de variables

’ T/
( Dz + O yy ) i — ? - _}\.«2
O c<’
. | o “ ) | — :
(,j)‘l* T _+_ (:) 3—/ 'y —_— — A"’ (:)q (7) < T < a . (7) < !J {\ {)

T + \2c2T =0. t>0.

o(x,0) =0, o(x,b) =0.

CC para variable espacial

o(0,y) =0, ola,y)=0.

26
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X"() Y'(y) .
- d— =N, U< <a, O0<y<bh
X(x)  Y(y)

Suma de funciones de variables independientes
puede ser CONST solo que cada de estas
funciones es CONST

dl
x"
X H

b 1|
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Aplicamos método de separacion de variables

X"+ 12X =0
Y + 1Y = 0.

X(0)=0, X(a)=0

Y(0)=0, Y(b)=0.

28
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Aplicamos método de separacion de variables

5 M S . mTE o
oy = —5—, Xm(T)=sin— m=1,2,---
a= 8]
nm? nmy
> ‘“ PN i DT s
vy —, Y,(y)=sin—, n=1,2,.
[_)"' {_)

29
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30
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Ec. diferencial para variable temporal

T A AT =0

mn i 71

Tmn_(f)—e\p( A2 o2 )

m H

31
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SOLUCION GENERAL

0 oC
| | . mTr . nmy
u(z,y,t) = p (mn S - S11 b exXp ( /\m n" )

2_2 2_2
\2 meme N
“‘mn D | [)

(I~ _)ﬁ

32



Métodos Matematicos en Fisica

L.5B Método Fourier: membrana rectangular

Hallamos coeficientes de CI

y | . mmwxr . nmy
flr,y) = u(x,y,0) = T Ayrymy, SIN S1n
| o a b

i

m=1n

Multiplicando por sin(prx/a) Y integrando

de O=>a
e 5 ,
)T L . MmTIL ., pPTWIT . nmy
]‘ xr,y) ‘-»111 dr = E E 4 - sin sin ——dx ) sin .
0 a a b
m=1n=1 '

33
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como

“ . mmx . prx a/2 if m=p
S1n S1n dr = L ..
Jo a a O 1if m+#p

. pmx a . nmy
‘ f ) sin ——dx = App = SIN
0 a & b
v n=1

34
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Multiplicando por

[ ([ e

[ [ e

(11

slll

sin(gmy/b)

. qT l/
sin (11/ = E (zp,, SIn

n=

1

pTIL . Ty
S1n
a b

Y integrando
de O=2>b

1

a b

P\.‘

Yy
b
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Entonces

b
Umn — lf)/ / f
(

/) Sin

I

(l

S1n

nmy
dxdy.

)
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