Métodos Matematicos en Fisica

Leccion_7_PROBLEMAS_Laplace_Circule

PROBLEMA 1

Calculo de distribucion de potencial electroestatico
Anillo: con potencial exterior/interior conocido

Au=0, l<p<2, 0< <2

u(l, ) =
u(2, p) = cosyp,

0 < < 2m,

Laplace en coordinadas cilindricas (2D)

ANTES: vamos a discutir primero solucion general de Ec. P
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Formulacion MATEMATICA

A.Ls'! — ii (pc)_L) l L)H l ' .
pop p? Op? / \

p2upp + pit, + iy, =0, Ry <p<Re

u(R,, ‘Pj = (), 0 < p <27,
u(Rs, ) = fo(p),

Solucionamos usando separacion | U(p, ) = R(p)®(y)
variables (SV) -
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sz”+pR'__?£__/\
R IO N

B(p) =Acos(VAp)+Bsin(vVAp) A=n2 g

WV
o

Ec. Para parte radial es

p2R11+pRl_n2R=O *
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Como vimos antes, si ‘ﬂ ;’é O|

R(p) = p*

Sustituyendo solucion en Ec * encontramos

w=n*, (@ p=xn (n>0)

Ya vimos (L7A-WEB) que:
para n=0 la Ec. (*) tiene soluciones tipo (1) y log(p)
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Los “ladrillos™ de la solucion de Ec.
Laplace en sistema circular 2D son:

I, Inp, p"cos(nyg), p"sin(np), p~"cos(ny), p~"sin(ny)

Solucion general de Ec. Laplace en coord.cilindricas 2D:

u(p, ) =ag+bolnp+

+ ) [(@np" + bap™") cos(ng) + (cap" + dnp™") sin(ny))

n=|
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Usando ortogonalidad de autofunciones
angulares (“ladrillos” de solucion), obtenemos
ecuaciones para coeficientes [n=0&Const(¢)]

2m
aop+ boIn R, =§I;/f|(s)ds,
0

27
ao+bolnR2=%/f2(S)dS
0

Se resuelven coeficientes a,, b,
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Usando ortoganalidad de autofunciones
("ladrillos” de solucion ), obtenemos
ecuaciones para coeficientes [n+0<+Const(o)]

2r
anRY +baR| " = %/ f1(s)cos(ns) ds,
0

21
anRy +b,R;" = -:;f f2(s) cos(ns) ds
0

Se soluciona respecto de coeficientes a,, b,
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Usando ortoganalidad de auto funciones
("ladrillos” de solucion ), obtenemos ecuaciones
para coeficientes [n=0&+~Const(¢)]

27
cnRY +dnRT" = -71;/ f1(s) sin(ns) ds
0

27
cnR3 +daRy" = -71;/ fo(s) sin(ns) ds
0

Se soluciona en respecto de coeficientes C,, d,
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PROBLEMA 2 €= complicamos mas CC

An=Ak LS e VE ) < o 7
u(l, ) = cosyp,

: 0 << 2.
u(2, ) = sin,
Solucion u(p, ¢) = ao+bolnp+
general: .
Ver inicio de n i - ST
a b
esta leccién i HZ_I [(@np" +bnp™") cos(ny) + (cap” + dnp™") sin(ngp))]
y Cap 7 B
APL:
Usando CC Todos coeficientes excepto a;, by, ¢4, d;, son
iguales a cero




Métodos Matematicos en Fisica

Leccion_7_PROBLEMAS_Laplace_Circule

Sustituyendo valores p de
CC en Solucion general |,
Como es valido para
todos ¢ >

I

a i

a) =

Solucion final:

u(p,0)=(-p/3+4/3p)cosp+2/3[p-1/p)senp
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Volvemos a PROBLEMA 1

Calculo de distribucion de potencial electroestatico
Anillo: con potencial exterior/interior conocido

Au=0, l<p<2;: 0Lp<lr

u(l, ¢) =0,

0 << 2m,
u(2, p) = cosp,

11
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Usando CC
Para a,, b,

Usamos CC
para hallar

a,b,, (nz0)

a,+b,In(2) =0
=>a, =0
bO

In(2) = Cos(p)

=>D, =0

r

2r
anRT +baR| " = %/ [1(8) cos(ns) ds.
0

2n
anR3 + bRy " = ;lr-/ fo(s) cos(ns) ds
0

12
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Usamos CC para a,,b,,

a x1+b x1=0

27
a x2"+b x 1n = L jCos(go)Cos(ngo)dgo
2" T,

=> Sol NO trivial solo para n=1

a x1+b x1=0
1 12«
x2'+h x—=—""12=1
4 b 2 1 2

13
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Usando CC

2n
cnR?+an,‘"=;lT- f f1(s) sin(ns) ds 1
0

27
cnRy +daRy" = %/ fo(s) sin(ns) ds Cn — dn =0
0

14
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Solucion:

u(p, p) = 32,;( 5 -l-) COS .
P

Aunque fuimos por via formal (formulas 1-3), también se
podria intuir que la funcion que satisface CC y es
combinacion lineal de Soluciones de Ec. es

u(p, p) =a,pcosp+bp~' cosp:

15
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Micro-evaluacion de Jueves 20
Tipos de problemas (solo discos, sectores - 2D)

Ec de onda
Ec de Difusion
Ec. Laplace
Ec. Poisson

16
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RECORDAMOS
Solucion general Ec. Laplace en disco:

u(p, @) =aog+bolnp+

+ ) [(@np" + bap™") cos(ng) + (cap” + dup™) sin(ny)].

n=|\

17
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Convertimos anillo en un disco
Consideramos solucion general
del problema:

pzupp+pup+uw=0, 0<p<R,
u(R, v) = ), 0< o< 2,

Hay que “eliminar” soluciones que tienen anomalias para
r=0 de solucion general, en particular:

Inp,. p="cos(ng);- [ pTsinlny), n=1,2,...

18
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Nos queda solucion general:

oo

up, p) = Z (%)n [an cos(np) + by sin(ny)].

27 2n
ap =%/ flp)dy A =%/ f() cos(np) dy (n > 0)l
0 0

2m
1
bn=— [ [(p)sin(nyp) de.
/

19
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Convertimos anillo en
hueco
Consideramos solucion

general de problema (Ri=R, Ry =

EXTERNO:

Formulacion matematica:

Polpy+pUy+Uy, =0, R<p<oo, 0<p<2m
u(R, ¢) = f(p), 0< <2,

20
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Hay que “eliminar” soluciones que tienen
anomalias para p=<, en particular:

Inp, p"cos(ny), p"sin(np), n=1,2,.

Solucion general sera:

u(p, o) =) (-,%) 5 [an cos(nyp) + by sin(ny)]

n=(

27 2
ap = %T-/ f(<p) do An =%/ f(¢) cos(ny) de (n > 0)
0 0

Con coeficientes

27
! :
calculados usando by =1 / f(o) sin(nig) d .
0

CC: 21
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Analdgicamente a anterior,
desarrollamos la solucién de Ec. En el contorno:
Laplqci para circulo (O<p<R) con Ou 3 au
condicion de contorno de sequnda
;s[,)p]ecie: [Ej. Difusion en CELULA en 6n p=R 6p p=R
Solucié — (P
olucién X P n b, sin(ny)
qenerd u(p, ) Z( R) [an cos(nyp) + by sin(ny)]
D=
ou Q
Con CC: == e
bl o
i / f(g) cos(ng) dp
coeficientes |

= /f(w)SIn(nw)d<p, n=1,2...
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Analdgicamente

a anterior, desarrollamos la solucion de Ec. Laplace

para pr'oblema exterior al circulo (p>R) con condicién de contorno
de segunda especie: [Ej. Flujos de Calor en la lamina con hueco]

oo

En el contorno
(problema
exterior):

u(p, p) = }: (7‘3-) 3 [an cos(nyp) + b, sin(ny)]|
n=0

ou l ou l = -f(

o e =-f(0)

3!2 p=R BP p=R

coeficientes

27
an=R / () cos(ng) dep,
0

27
R : =%
bn "E/ f(p)sin(np)dyp, n=1,2,...
0

Q

23
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1
CLASE cos’ (A) :E[cos 2A+1]

PROBLEMA 4 Au=0:80<p<) 0<@<r
u(l,(,o)=c052<p, 0 << 2n,

Con coeficientes calculados usando CC:

Integrales de 0=>2n de Integrales de 0»2n de Sen(ny)
Cos?(no) (funcién simétrica (funcion anti-simétrica en respecto
en respecto de ¢=7) con d? <,P=7F) con Cos(no) (funcion
Cos(no) son finitos simetrica ) son nulos (b,=0)

=> Se quedan solo coeficientes a; y a, =

como | [COS®(A) =%[cos 2A+1] ‘ u(p, ©) :-;--}--]ép? cos(2¢)

24
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PROBLEMA: tenemos un cilindro infinito con
flujo de calor conocido sobre la superficie
exterior du/dp = cos3¢p

Hallar distribucion de la temperatura interior
de cilindro:

Problema a solucionar: -

Au=0, O0<p<R, 0<p<2r |du/dp = cos’y

pe =cos’p, 0<p<2m.
9p lp=R
Primero tenemos que comprobar
que el problema tiene solucion / —ds =
i.e. que:
(C- circulo exterior) 25
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De hecho: Ou 4 a -
/-c,%ds=/cos w-Rdyp=
C 0
27 27
R R
=§/coswdgo+;4-/[cos(3<p)+cos¢]dcp-—:O. -
0 0

du/dp = cos3¢p

3 l
Ademas, como: cos’ el T e > 1 cos(3¢p)

2n
3
an =:;7r/f(<p) cos(ny) dyp, ‘ a ZZR as = ER
0

R ¥ : Los demas coeficientes
bn =;;[f(¢)sln(nﬂo)d¢s n=l,2, .o oa anzo (n¢1'3)' bn :O
0

26



Métodos Matematicos en Fisica

Leccion_7_PROBLEMAS_Laplace_Circule

Solucion final:

U(p, (:0) =C +

S
3p p°
D

4 Cosy+ [9R2 cos(3¢)

C- una constante de integracion du/dp = cos3¢p

Aparece porque solucion no depende de
temperatura de fondo

27
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Nota: para poder solucionar problema similar
pero para anillo ( cilindro infinito con hueco

Deberia cumplirse siguiente condicion:

central, i.e. con (R;<p<R;) Vi

|

2x 2w
R, / Fi(p) dp = Ry / Fale) dyp
0 0

~5o(R1, 9) = () /

Z—Z(Rz, 0) = fa(p)

La solucion también se obtendra con la
precision de una constante de integracion

28



