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Problema 1 Ecuacion Laplace en cilindro

Consideracion comparativa de dos problemas Laplace en un cilindro con distintas
condiciones de contorno.

Problema 1

Hallar la distribucion de la temperatura en un cilindro con superficie curvada y
una de las bases a temperatura cero (ver. Figura 1) suponiendo que la temperatura
de la parte superior plana tiene una distribucién angularmente simétrica: u(p,z =

L,o) = f(p).

u(p,L)=f(p)
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T=u=0

Solucion:

1. El problema a resolver seré:

Au(p,z) =0

CC1: u(p,0)=0
CC2: u(R,z)=0
CC3: u(p, L) = f(p)

CC4: ulp=0,p,2) < o0
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2. La solucién no depende de la variable angular

Separamos variables:

u= R(p)* Z(2)

3. Buscamos desarrollo de la solucion por autofunciones de los problemas SL aux-
iliares (p, z) para neutralizar las segundas derivadas de Lapaciano.

En este caso las CC son homogeneas solo en la direccion radial y no-homogeneas
en la direccion vertical (z)

Estos hechos influirdn a la hora de tomar la decision respecto al signo de la
constante de separacion

190 7,0u Pu
p@p[p(?p] + 022 0

u= R(p)* Z(2)

4. Con A > 0 para auxiliar se elige el signo negativo antes de constante de sepa-
racion para poder desarrollar la solucidon por autofunciones radiales ortogonales
(va que en esta direccion tenemos CC homogeneas):

82 _\Z=0
CC1l=> Z(0)=0
CC2 => Z(L) = finitos

Z(z) = Acosh(v/Az) + Bsinh(v/\2)

5. Entonces, al reducir el nimero de derivadas parciales, el problema para R(p)
queda asi:

LG+ AR =0

pdp

6. Multiplicamos la ecuacién por p?

Problema radial entonces queda como:

paslpGe] + A*R =0
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7.

10.

11.

12.

13.

Soluciéon general de la ecuacion radial es combinacion lineal de funciones de
Bessel y Neumann de orden cero:

R(p) = CJo(v/Ap) + DNo(v/3p)

Debido a que la soluciéon es acotada en el punto p =0 => D =0

Calculo de autovalores:

Escribimos la soluciéon general:

u=>" Jo(v/Ap)[A cosh(v/A2) + Bsinh(v/Az)]

De las CC1 deducimos: u(p =R, p,2) =0=>> R(p=R)P(p)Z(2)Q(t) =0
Como ®(p); Z(z) pueden tener cualquier valor, debe cumplirse la condicion
R(p=R) = Jo(VAR) =0

Entonces la ecuaciéon para hallar autovalores del problema radial sera asf:

Jo(\/A_nR) =0

)

Llamando M((]” — nulos de funcién Bessel de orden cero, entonces:

VAR = pl”

(n)
An — [ﬂ% ]2

Para satisfacer las CC2 en z=0 A, =0 y escribimos la soluciéon general como
u= > AnJo(v/ A\np)sinh(v/ A, 2)
n=1
Usaremos CC3: u(p, L) = f(p) para hallar los coeficentes A,
u(p, L) = f(p) = X2 AnJo(VAnp) sinh(v/A, L)
n=1
Usando la ortogonalidad de autofunciones radiales, obtenemos los coeficientes:

Para hallar A,, multiplicamos ambas partes por Jy(1/A;p) e integramos entre los

R
limites [ pdp
0
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Obtendremos el resultado usando relaciones:

2

)5 = LT P
Jo(x) = —Ji(x)
Obtenemos forma de coeficientes:
R R
ff(ﬂ )Jo(VAnp)pdp ) {f ) Jo(vAnp)pdp

n

HJO( 2p)||Psinh(vAeL) B i) sinh(VARL)

Problema 2

Hallar la distribucién de temperatura en un cilindro con superficie curvada en
contacto con un foco térmico u(p = R, z) = f(z) y ambas bases planas a temperatura
cero (ver. Figura 2).

7
N

€ = =

R,z)=
o N

[

T=u=0

Solucion:

1. Formulaciéon matematica del problema a resolver:
Au(p,z) =0
CC1: u(p,0)=0
CC2: u(R,z) = f(z)
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CC3: ulp,L)=0
CC4: ulp=0,p,2) <0

La solucion no depende de variable angular

2. Separamos variables:
u= R(p) * Z(2)

Buscamos desarrollo de solucién por autofunciones - soluciones de problemas
auxiliares SL (p, z) para neutralizar las segundas derivadas del Lapaciano

3. En este caso las CC son homogeneas solo en direccion vertical (z) y inhomogeneas
en direccion radial (p)

Estos hechos influiran a la hora de tomar la decision respecto a signo de constante
de separacion

10 ou 0%u
poplPop) + 52 =0

(pSE] 2
p2pPop __lBZ_)\
R T Z 922

4. Con A > 0 en problema auxiliar se elige el signo positivo antes de la constante
de separacion para poder desarrollar la solucion por autofuciones ortogonales en
direccion (z) ya que en esta direccion tenemos CC homogeneas.

PZ4NZ=0
CCl=> Z(0) =0
CI2=>Z(L) =0

Z(z) = Asin(7z)
An = (%)2

5. Entonces, al reducir el niimero de derivadas parciales del problema para R(p) se
queda asi:

Lalog — (2PR=0

Multiplicamos la ecuaciéon por p?
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10.

Problema radial entonces queda como:
paslpGe] — (£)?P*R=0

Solucién general de funcién radial es combinacion lineal de funciones de Bessel
modificadas y funciones McDonald de orden cero:

R(p) = Clo("F'p) + DEo(Fp)

Debido a que la solucién es acotada en punto p=0=> D =0

Escribimos la solucion general
u(p, Z):Z1 Crnlo(Tp) sin(% 2)
Usaremos CC2: u(p, L) = f(p) para hallar los coeficientes

W(R,2) = f(z) = i_'f Coulo (%2 R) sin (T2 2)

n=1

™

72) en direccion (z) obtenemos

Usando la ortogonalidad de autofunciones sin(
los coeficientes:

™™

Para hallar A, multiplicamos ambas partes por sin(“*z) e integramos entre los

L
limites [ dz
0

Obtendremos resultado:

Cnlo(FR) = f(z)sin("Fz)dz

2
L

Resultado final:

L
of f(z)sin(T2 2)dz
Io("R)

ulp,2) =25

n=1

* Io("2R) sin("F 2)
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