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Problema 1 Ecuacion Laplace en cilindro

Consideracion comparativa de dos problemas Laplace en un cilindro con distintas
condiciones de contorno.

Problema 1

Hallar la distribución de la temperatura en un cilindro con super�cie curvada y
una de las bases a temperatura cero (ver. Figura 1) suponiendo que la temperatura
de la parte superior plana tiene una distribución angularmente simétrica: u(ρ, z =
L, ϕ) = f(ρ).

Solución:

1. El problema a resolver será:

∆u(ρ, z) = 0

CC1 : u(ρ, 0) = 0

CC2 : u(R, z) = 0

CC3 : u(ρ, L) = f(ρ)

CC4 : u(ρ = 0, ϕ, z) <∞
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2. La solución no depende de la variable angular

Separamos variables:

u = R(ρ) ∗ Z(z)

3. Buscamos desarrollo de la solución por autofunciones de los problemas SL aux-
iliares (ρ, z) para neutralizar las segundas derivadas de Lapaciano.

En este caso las CC son homogeneas solo en la dirección radial y no-homogeneas
en la dirección vertical (z)

Estos hechos in�uirán a la hora de tomar la decisión respecto al signo de la
constante de separación

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ∂u
∂ρ

] + ∂2u
∂z2

= 0

u = R(ρ) ∗ Z(z)

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ ∂R
∂ρ

]

R
= − 1

Z
∂2Z
∂z2

= −λ

4. Con λ > 0 para auxiliar se elige el signo negativo antes de constante de sepa-
ración para poder desarrollar la solución por autofunciones radiales ortogonales
(ya que en esta dirección tenemos CC homogeneas): ∂2Z

∂z2
− λZ = 0

CC1 => Z(0) = 0
CC2 => Z(L) = finitos


Z(z) = A cosh(

√
λz) +B sinh(

√
λz)

5. Entonces, al reducir el número de derivadas parciales, el problema para R(ρ)
queda así:

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ∂R
∂ρ

] + λR = 0

6. Multiplicamos la ecuación por ρ2

Problema radial entonces queda como:

ρ ∂
∂ρ

[ρ∂R
∂ρ

] + λρ2R = 0
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7. Solución general de la ecuación radial es combinación lineal de funciones de
Bessel y Neumann de orden cero:

R(ρ) = CJ0(
√
λρ) +DN0(

√
λρ)

Debido a que la solución es acotada en el punto ρ = 0 => D = 0

8. Cálculo de autovalores:

Escribimos la solución general:

u=
∑
J0(
√
λρ)[A cosh(

√
λz) +B sinh(

√
λz)]

De las CC1 deducimos: u(ρ = R,ϕ, z) = 0 =>
∑
R(ρ = R)Φ(ϕ)Z(z)Q(t) = 0

9. Como Φ(ϕ);Z(z) pueden tener cualquier valor, debe cumplirse la condición

R(ρ = R) = J0(
√
λR) = 0

Entonces la ecuación para hallar autovalores del problema radial será así:

J0(
√
λnR) = 0

10. Llamando µ
(n)
0 − nulos de función Bessel de orden cero, entonces:

√
λnR = µ

(n)
0

λn = [
µ
(n)
0

R
]2

11. Para satisfacer las CC2 en z=0 An=0 y escribimos la solución general como

u =
∞∑
n=1

AnJ0(
√
λnρ) sinh(

√
λnz)

12. Usaremos CC3: u(ρ, L) = f(ρ) para hallar los coe�centes An

u(ρ, L) = f(ρ) =
∞∑
n=1

AnJ0(
√
λnρ) sinh(

√
λnL)

13. Usando la ortogonalidad de autofunciones radiales, obtenemos los coe�cientes:

Para hallar An multiplicamos ambas partes por J0(
√
λńρ) e integramos entre los

límites
R∫
0

ρdρ

Problemas Métodos Matemáticos III



Problema 1 5

Obtendremos el resultado usando relaciones:
a∫
0

xJν(
xνk
a

)Jν(
xνl
a

)dx = a2

2
[J́ν(

xνk
a

)]2δkl

J́0(x) = −J1(x)


Obtenemos forma de coe�cientes:

An =

R∫
0

f(ρ)J0(
√
λnρ)ρdρ

‖J0(
µn
R
ρ)‖2 sinh(

√
λnL)

= 2
R2

R∫
0

f(ρ)J0(
√
λnρ)ρdρ

[J1(µn)]2 sinh(
√
λnL)

Problema 2

Hallar la distribución de temperatura en un cilindro con super�cie curvada en
contacto con un foco térmico u(ρ = R, z) = f(z) y ambas bases planas a temperatura
cero (ver. Figura 2).

Solución:

1. Formulación matemática del problema a resolver:

∆u(ρ, z) = 0

CC1 : u(ρ, 0) = 0

CC2 : u(R, z) = f(z)
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CC3 : u(ρ, L) = 0

CC4 : u(ρ = 0, ϕ, z) <∞

La solución no depende de variable angular

2. Separamos variables:

u = R(ρ) ∗ Z(z)

Buscamos desarrollo de solución por autofunciones - soluciones de problemas
auxiliares SL (ρ, z) para neutralizar las segundas derivadas del Lapaciano

3. En este caso las CC son homogeneas solo en dirección vertical (z) y inhomogeneas
en dirección radial (ρ)

Estos hechos in�uirán a la hora de tomar la decisión respecto a signo de constante
de separación

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ∂u
∂ρ

] + ∂2u
∂z2

= 0

u = R(ρ) ∗ Z(z)

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ ∂R
∂ρ

]

R
= − 1

Z
∂2Z
∂z2

= λ

4. Con λ > 0 en problema auxiliar se elige el signo positivo antes de la constante
de separación para poder desarrollar la solución por autofuciones ortogonales en
direccion (z) ya que en esta dirección tenemos CC homogeneas. ∂2Z

∂z2
+ λZ = 0

CC1 => Z(0) = 0
CI2 => Z(L) = 0


Z(z) = A sin(πn

L
z)

λn = (πn
L

)2

5. Entonces, al reducir el número de derivadas parciales del problema para R(ρ) se
queda así:

1
ρ
∂
∂ρ

[ρ∂R
∂ρ

]− (πn
L

)2R = 0

Multiplicamos la ecuación por ρ2
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Problema radial entonces queda como:

ρ ∂
∂ρ

[ρ∂R
∂ρ

]− (πn
L

)2ρ2R = 0

6. Solución general de función radial es combinación lineal de funciones de Bessel
modi�cadas y funciones McDonald de orden cero:

R(ρ) = CI0(πn
L
ρ) +DK0(πn

L
ρ)

Debido a que la solución es acotada en punto ρ = 0 => D = 0

7. Escribimos la solución general

u(ρ, z)=
∞∑
n=1

CnI0(πn
L
ρ) sin(πn

L
z)

8. Usaremos CC2: u(ρ, L) = f(ρ) para hallar los coe�cientes

u(R, z) = f(z) =
∞∑
n=1

CnI0(πn
L
R) sin(πn

L
z)

9. Usando la ortogonalidad de autofunciones sin(πn
L
z) en direccion (z) obtenemos

los coe�cientes:

Para hallar An multiplicamos ambas partes por sin(πn
L
z) e integramos entre los

límites
L∫
0

dz

Obtendremos resultado:

CnI0(πn
L
R) = 2

L

R∫
0

f(z) sin(πn
L
z)dz

10. Resultado �nal:

u(ρ, z) = 2
L

∞∑
n=1

L∫
0

f(z) sin(πn
L
z)dz

I0(πn
L
R)

∗ I0(πn
L
R) sin(πn

L
z)
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