En multitud de procesos de fabricacion de circuitos eléctricos v de andfisis de fuerzas interviene un gran
nimero de datos para la toma de decisiones.

Los determinantes permiten expresar de forma directa y elegante las complejidades de estos procesos,
convirtiéndose en poderosas herramientas para fa investigacion ¥ posterior desarrolio.
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Augustin-Louis Cauchy (1789-1857).
En una memoria de 1872 desarrolid la
teoria de determinantes en la forma
que actualmente conocemos y utilizd
por primera vez la palabra
determinante.
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Dada la matriz cuadrada de segundo orden

- (an 312)
dy; dyy
se llama determinante de A al nimero real

aﬂ a12

det(A) = [A| = L

= it 8 T 8y 0 Ay

El determinante de una matriz cuadrada de segundo orden es igual
al producto de los elementos de la diagonal principal menos el pro-
ducto de los elementos de la diagonal secundaria.

— Si designamos por F,, F, las filas de la matriz A, el determinante
también se puede expresar por:

det(A) = det(F,, F,)
— Analogamente, si C, y C, son las columnas de A, se tiene:
det(A) = det(C,, C,)

Aplicando la definicion de determinante resulta que:
— el determinante de la matriz nula es 0.
— el determinante de la matriz unidad |, es 1.

— el determinante de la matriz diagonal o triangular es el pro-
ducto de los elementos de la diagonal principal.

= Ejercicios resueltos

1, ;_f,_—3—4=7 5. g?l—w

2 ;_ﬂ=7+6=5 6. ﬁég%ﬁw
-1 ?ﬂ—1514—1 7. gﬂ—M
a, ;é‘—6—6—0 8. 23_2(= 56



2. Determinantes de tercer orden

Dada la matriz cuadrada de tercer orden

dqq dyp A3
A =1la, a, a;
a3'\ 832 a33

se |lama determinante de esta matriz al nimero real

Ay Qg dq3
det(A) = |A| = | A 8 @z =
dzy A3 dis
= @yt @yt @z3 b @y 0 @yt A3 F 3437 8y 83 —
— @1 " @p3 " @3 T @qp " 8y " A3z T Qg3 " 8y Ay

Es fécil recordar el desarrollo del determinante de tercer orden me-
diante el procedimiento conocido como regla de Sarrus:

— Los productos con signo mas (+) estén formados por los ele-
mentos de la diagonal principal, y los de las dos diagonales
paralelas, con su correspondiente vértice opuesto.

— Anélogamente se forman los productos con signo menos (),
pero tomando ahora como referencia la diagonal secundaria.

— Si designamas por F,, F,, F5 las filas de la matriz A, el deter-
minante se puede indicar también por la expresion
det(A) = det(F,, F,, F.)
— Andlogamente, si C,, G y G son las columnas de la matriz A,
se tiene:
det(A) = det(C,, C,, C,)

. Ejercicios resueltos

3 2 1

1 5 4 0 —-36+0-5-8-0+30=—-19
2 -1 -3
2 10

2.3 14| =4+4-0-0+8-6=10
1T-12
123

3. ([045|=24+0+0-0-0—-0=24
006

N

Productos con signo +

A
<

Productos con signo -

Pierre Sarrus (1798-1861).
Matemadtico francés, fue profesor de
la Universidad de Estrasburgo
(1826-1856). Escribid numercsas obras
sobre resolucion de ecuaciones
numéricas (1832), integrales

mdttiples y determinacién

de Grbitas de los cometas.

Ejemplo de aplicacion de los
determinantes:

X{X.y)

v

P

TB0G.Y,)

Ay

La ecuacién de la recta que pasa por
los puntos Alx,, v,) v Blx,, v.) es

< <

=0

y 1
Y]
y, 1

2

>

2
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Pierre Simon Laplace (1749-1827).
Astrénomo, fisico y matematico
francés. Laplace descendia de una
familia pobre, pero unos vecinos
acomodados ayudaron a este joven
prometedor a que recibiera educacion
apropiada.

Estudic con D'Alembert y colabord
con Lavoisier en trabajos de quimica.
Laplace redonded la labor astrondmica
de Newton concierniente a los
planetas cuyos estudios aparecieron en
la monumental obra de cinco
volimenes Mecanica Celeste.

Fue autor de [a Teoria analftica de
probabilidades y enuncid la primera
definicion de probabilidad. «Casos
favorables partido por casos posibles.
El desarrollo de un determinante por
una fila o columna o por varias filas

o columnas se conoce con el nombre
de regla de Laplace.
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3. Determinantes: definicién por recurrencia -

El determinante de orden 3 que se ha definido en el epigrafe an-
terior se puede expresar en funcion de determinantes de orden 2. Pro-
cediendo de modo similar se puede definir el determinante de orden 4
en funcién de los determinantes de orden 3, los de arden 5 en funcién
de los de orden 4, y asi sucesivamente. Se trata de una definicién por
recurrencia. Este proceso tiene la ventaja de dar una definicién sencilla
de determinante de orden 4 o superior y una regla para calcularlo.

El determinante de orden 3 en funcién de los de orden 2

Observar el siguiente proceso:

a
f = agp + bhm + cfn — cgm — bfp — ahn =
m

I« o
=T o

=af{gp—hn) —b{fp —hm) + c (fn — gm) =

_b‘fh‘ C‘fg
m o m n

g h
np

=d

— Los determinantes de segundo orden, asociados a los elementos
a, b y ¢, se obtienen suprimiendo la fila y la columna a las que
pertenece el elemento.

— El signo que lo precede es + 0 —, segln que la suma de los
subindices sea par o impar, respectivamente.

— Un determinante de tercer orden puede expresarse como
suma de los productos de los elementos de una fila (o columna)
por determinantes de segundo orden.

Matriz complementaria de un elemento

Sea A una matriz cuadrada y a; uno de sus elementos. Si en A se
suprime la fila iy la columna j, se obtiene una submatriz M, que recibe
el nombre de matriz complementaria del elemento a;.

Ejemplo: La matriz complementaria del elemento de la primera fila

1 2 =1 31
y tercera columnade A=| 31 0] es (_4 1)
-4 1 2

Matriz complementaria M,, de a,, en una matriz A de cuarto orden:

dyp dypz diz diy
dyy dz; Azz Ay

A= M, =
dzy d3p dzz By

Agr dap Auz A

dy; Qzz Aog
dz; dsz diy
gy Au3 Ay




Adjunto de un elemento

Se llama adjunto del elemento a;, y se designa por A;, al deter-
minante de la matriz complementaria del elemento precedido del signo

+ 0 —, segln que la suma i + | de los subindices sea par o impar.

Los adjuntos de la primera fila de la matriz A y su signo son, es-
gueméticamente, los siguientes:

* * * ¥ * * * * * T] * * * * T|
* * * * * * * * * * * . * * * *
* * * * * * * * * * * * * * *
* * k3 * * * * * * * * * * * *
A‘H AQ A13 AM
+ - + -

Definicién de determinante por recurrencia

El determinante de la matriz A es por definicién el siguiente:

det A = 8y * Ag + &5z - A + 8y - A + &4 - Ay

suma de los elementos de una fila o columna multiplicados
por sus adjuntos correspondientes.

lumna elegida para su desarrollo.

determinantes de orden 3, que se calculan directamente por
la regla de Sarrus.

El determinante de una matriz cuadrada es igual a la

El valor del determinante es independiente de la fila o co-

El proceso de recurrencia se termina cuando se llega a los

De los 24 términos que se obtienen al desarrollar el determi-
nante de la matriz A, se agrupan seis en cada uno de los cuatro
sumandos anteriores.

Esta definicién rebaja una unidad el orden del determinante que
se pretende calcular.

Para evitar el calculo de muchos adjuntos conviene que haya el
mayor nimero de ceros posibles en la fila o columna elegida.

En el siguiente epigrafe se estudian las reglas que permiten
transformar un determinante en otro equivalente, de modo que
en una fila o columna aparezcan todos ceros, salvo uno.

El determinante es entonces igual al producto de un elemento por
su adjunto.

+ | = | +
=5 == @ »
+ = +

Signos de los adjuntos.

CON CALCULADORA GRAFICA g

Hallar el determinante de la matriz

2 3.—=1 4

1 =2 3 7

8=l 2 5-4

5 @& 7 2

1. Editamos la matriz A:
[A]
it2 & =1 < ]
232 721
iz 5 4]
" me ¢ 2 1]

2. Hallamos el determinante de A
sélo con escribir:

det. [A]

433
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Charles Lutwidge Dodgson
(1832-1898), mas conocido por el
seuddnimo de Lewis Carroll. Este
matematico y escritor inglés publicé,
junto a su obra mas famosa, Alicia en
el pais de las maravillzs (1865), un
Tratado elemental de los
determinantes (1867).
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4. Propiedades de los determinantes

En este epigrafe se estudian las propiedades de los determinantes
atendiendo a:

— las operaciones de las matrices,

— la dependencia o no entre filas o columnas.

Estas propiedades se basan en la propia definicion de determinante.
Su estudio se hace para determinantes de tercer orden, ya que los de
orden superior se reducen a éstos por recurrencia.

Propiedades y operaciones

1. Sitodos los elementos de una fila o columna de una matriz
cuadrada se descomponen en dos sumandos, entonces su
determinante es igual a la suma de dos determinantes que
tienen en esa fila o columna el primero y sequndo suman-
dos, respectivamente, y en las demas los mismos elemen-
tos que el determinante inicial.

at+a b+b c+c abc a b
f g h =|fgh|l +|f gh
m n p mnp mn p

Comprobar la relacion desarrollando los determinantes.

2. Sise multiplican todos los elementos de una fila o columna
de una matriz cuadrada por un numero, el determinante
gueda multiplicado por dicho nimero.

ka kb kc abc
f g n|l=k|f gh
m n p mnp

Comprobar esta relacion desarrollando los determinantes.

Esta propiedad permite sacar fuera del determinante los fac-
tores comunes de todos los elementos de una fila o columna.

3. Si Ay B son matrices cuadradas, entonces:
det (A - B) = det A - detB

210 |123 5 811
\120-345 = |7 10 98
111 110 811 13
[l I\ |
3 - 2 = 6




Propiedades y dependencia

4. Si cambiamos entre si dos filas o dos columnas de una
matriz cuadrada, su determinante cambia de signo respec-
to al inicial.

f gh
a bec
mn p

S wQ o

d
f
m

T I

Comprobar la relacion desarrollando los dos determinantes.

5. Si una matriz cuadrada tiene una fila o columna con todos
los elementos nulos, su determinante es cero.

abc

fgh

000

=0

Comprobar la relacién desarrollando el determinante.

6. Si una matriz cuadrada tiene dos filas o dos columnas
iguales, su determinante es cero.

= abp 4+ bcm + anc — cbm — abp — acn = 0

o0 oo

d
a
m

o NN

7. Si dos filas o dos columnas de una matriz cuadrada son
proporcionales, su determinante es cero.

a b c abc
axbxcx:x\abc=0
mn p mnp

8. Si una fila 0 columna de una matriz cuadrada es combi-
nacion lineal de las restantes filas o columnas, su deter-
minante es cero.

a b ¢
f g h
xa +yf xb + yg xc + yh

=% +y =0

N IO N

a
f
f

0 e

owvu o
0w o

a
,[.'
a
Este resultado se obtiene aplicando las propiedades 1, 2 y 6.

Las propiedades 5, 6, 7 y 8 pueden resumirse asi:

Si las filas o columnas de una matriz cuadrada son lineal-
mente dependientes, entonces su determinante es 0.

Si el determinante de una matriz cuadrada es 0, las filas y
columnas son linealmente dependientes.

CON CALCULADORA GRAFICA |3z228)

1. Editamos la matriz A.
Calculamos su determinante.

[A]

[ ]
]

vl
178

[

[ -2
[ 4
Al

+= 1T

R e

det [

2. Editamos la matriz traspuesta.
Calculamos su determinante.

[H]1T
[

= o
-44“

3

mn—u—u—|
— (M

: %
o 711

det. [H]

17

2

Se comprueba asi, con la calculadora
grafica, que Ay 'A tienen el mismo
determinante. También puede hacerse
directamente.
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NOTA HISTORICA
SOBRE LOS DETERMINANTES

La primera vez que se empled una
notacion parecida a la de
determinante fue en una carta que
Leibniz envid al marqués de L'Hbpital
el 28 de abril de 1693.

Posteriormente, en 1750, el
matematico suizo Gabriel Cramer
(1704-1752) los utilizé al estudiar los
sistemas de ecuaciones lineales.

En Japdn, el matematico Seki Kowa
ya los conocia desde 1683.

La notacién moderna se debe a
Cauchy (1789-1857), quien en 1812
introdujo la palabra determinante, y a
Cayley en 1846.
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Transformaciones para simplificar el calculo
de determinantes

9. Sia una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma
otra paralela, su determinante no varia.

abc abc abc a b o
fghl=|fgh|+|fgh|= i g h
mnp mnp abc M+ & nthb pte

En este proceso se utilizan las propiedades 6 y 1.

10. Si a una fila o columna de una matriz cuadrada se le suma
otra paralela multiplicada por un nimero, su determinante

no varia.

a bc a b o a b c a b G
fgh|=[fgh|+|f g h|= f g h
mnp mnp xa xb xc m + xa n+xb p-+xc

En este proceso se utilizan las propiedades 7 y 1.

Ejercicios resueltos

1. Calcular el determinante

1 2 3 1 3 8
4 56| =|333=0
7809 6 6 6
2. Calcular el determinante
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16
Restando la primera fila a las otras tres, resulta;
1" 2 3 4 T 2 3 4
567 8/ _ |44 4 4_,
9101112 |8 8 8 8|
13 14 15 16 12712 12 12




r"f

§ Calculo de un determinante
- por un elemento y su adjunto

Utilizando conjuntamente las propiedades 4, 9 y 10 del epigrafe
anterior, dado un determinante se puede hallar otro que valga lo mis-
mo vy tal que todos los elementos de una fila o columna determinada
sean ceros excepto uno de ellos,

El calculo del determinante se realiza entonces aplicando la defini-
cidn por recurrencia.

Esquema:
* % % a * A
* % % 0 b c d b C d
¥ o ow w| = 0 .|: g h = f g h
o R - O m n p m n p
Por tanto:

El determinante es igual al producto de un elemento por
su adjunto (siempre que los restantes elementos de la fila o
columna a la que pertenece sean nulos).

- Ejercicios resueltos

10 10 ity
L |21 & =07 -& ‘3_4‘ 2

13 —1 03 -4

10 0 2] |1 0 0 2 T

0 1 1-1]_1[0 1 1 =1|_| . _ _
L lp—ten T |01 -3 1’] | e

6 1 1 0ol lo 1 1-12

13-11] |1 3-11
5 7 1 23_0—547_‘2‘31;779
=19 42 @ F 33 qool

12-11] [0-1 00

0 1 21|_fo 12 1| | 121
e 1 10/%[e s 1—2_\?}@:_29

-1 1 =12 Jo-1-1 3

Area del tridngulo:

Alxy,yq)
®
B(xxY,)

El drea de un triangulo de vértices
Al yid Bl vo) y Cls, yy) es igual al
valor absoluto de S:

S X Yy ]

X Y ]

1 X ¥
2

CON CALCULADORA GRAFICA |ZZ2%i

Editamos la matriz A.
Calculamos el valor absoluto del
eterminante dividido por 2.

[A]

abs fde

El &rea de un tridngulo de vértices
A2, —1), B5, 7) y C(2, 8) es 13,5.
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6. Rango de matrices por determinantes

IDEAS CLARAS La dependencia de Ineas se basa en dos resultados reciprocos.
P Rango 0
000000 m Si las filas o columnas de una matriz cuadrada son lineal-
rango (0 0000 0) -0 mente dependientes, su determinante es 0.
000000 m Si el determinante de una matriz cuadrada es 0, las filas o
P Rango 1 las columnas son linealmente dependientes.
1213 4
fange ; g i S é =i Vamos a calcular el rango de una matriz cuyo ntimero de filas o
columnas abarca todos los casos elementales. El proceso es progresivo,
Yo HEE EZ - %P y para evitar célculos conviene suprimir las columnas dependientes.
B = 1
1. En este esquema se estudia la dependencia de 2 filas de
P Rango 2 q

una matriz con 2, 3, 4 ... columnas:

12 134 2 B @ B
rango |24 =3 12| =2 ( )
36-246 R
yagueF, =F +F o G G g

y las filas F, y F, no son

i, Se elige una columna no nula; por ejemplo, C,.
porcionales.

W Ranigerd A continuacion se calculan sucesivamente los siguientes deter-
minantes hasta que alguno sea distinto de 0:
12 134
rango (2 4 -3 1 2) =3 det (G, G), det(C, G), det(C, C), ...
19 483 — 5i algin determinante es distinto de 0, el rango es 2.
a que ; %
o — Si todos los determinantes son nulos, el rango es 1.
12 1 . :
24 -3| =0 2. En este segundo esquema se estudia la dependencia de 3
10 0 filas con 3, 4, 5 ... columnas:
* * * *
* * * * .
* * * *
€ o & &
Se eligen dos columnas independientes; por ejemplo, C, y G.
A continuacion se calculan sucesivamente los siguientes deter-
minantes hasta que alguno sea distinto de 0:
det(C,, G, &)y det (€, G, €J. ...
— Si algin determinante es distinto de 0, el rango es 3.
— Si todos los determinantes son nulos, el rango es 2.
3. En este tercer esquema se estudia la dependencia de 4 filas
con 4, 5 ... columnas:
* * * %
* * * *
* * * *
* * ® *
G 6 G g
42



Se eligen tres columnas independientes; por ejemplo, C,, C, y G,

A continuacion se calculan sucesivamente los siguientes deter-
minantes hasta que alguno sea distinto de O:

det [Cy oy Gy Gl 88 (G, G G, ), ..
— Si algun determinante es distinto de 0, el rango es 4.

— Si todos los determinantes son nulos, el rango es 3.
- Ejercicios resueltos

1. Hallar el rango de la matriz de filas:
F=0130,FR=(-12-4),F=(112

Las filas F, y F, son independientes, ya que no son proporcionales. Veamos
si F; depende de F, y F,.

173 0
det (F,, F, F5) = ’ =12 -4 =2%#)0
11 2

Por tanto, las filas F;, F, y F, son linealmente independientes.
Rango (F,, Fy, F5) = 3.

2. Demostrar que cualesquiera que sean los niimeros reales a, b y ¢, las
filasF, = (Tab), F, =(01cyF =(001) son linealmente inde-
pendientes.

det(F, F, F) = =150

o O —
— M T

3
1
0

Por tanto, las filas F., F, y F; son linealmente independientes para cualguier
valorde g, by c.
Rango (F,, F,, F;) = 3.

3. Caleular el rango de la matriz de filas:
Fo=(123,F,=(345,F=0(567)yF,=(789)

Las filas F; y F, son linealmente independientes, ya que no son proporcio-
nales. Veamos si F; depende de F, y F,.

1 2 3
det(F, F,, By =13 4 5| =0
5 & 7
Por tanto, F, depende de F, y F,.
Veamos si F, depende F, y F,.
1 % 3
det(F, Fpy F) =3 4 5/ =0
7 89

Por tanto, F, depende de F, y F,.
Rango (Fi, Fy, Fs, Fy) = 2



MUY IMPORTANTE

Una matriz tiene inversa si su
determinante es distinto de cero.
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7. Calculo de la matriz inversa
por determinantes
Se estudia en este apartado un método para hallar la matriz inversa
basado en los determinantes. Para matrices de orden 2 y 3 es acon-

sejable, perc para las de orden superior resulta engorroso y pesado por
la cantidad de célculos que hay que realizar.

Matriz adjunta

Dada una matriz cuadrada A, se llama matriz adjunta de
A, y se representa por adj A, a la matriz que se obtiene al
sustituir cada elemento a; por su adjunto A;.

Dada la matriz

2 =2 2
A=12 10 detA = =2
3 =2 2
los adjuntos de cada elemento son
Ay = 2 By = =4 By = 2
Ay =0 By, = wll Ay = =2
Py =~ Ap = 4 Az = 6

La matriz adjunta es
A A Ags 2 —4 -7
adj A=A, As As| = 0 —2 =2
Ag-[ A32 A33 _2 4 6

Si se multiplica la matriz A por la matriz traspuesta de la adjunta,
fadj A, se tiene:

2 -2 2 2 0 -2 -2 0 0
2 10| - (-4-2 4|=( 0-2 0
3 -2 2 -7 -2 6 0 0-2

A : ‘adj A = (=2) -

I3
La matriz obtenida es una matriz escalar cuyos elementos no nu-

los tienen como valor det A. Este resultado es vélido para cualquier
matriz.

3.1 Ay A Agi By Ay detA 0 0
3z 3, 8| [ A Ap Ay = 0 detA O
dzy dgp daz Ass Ay Ags 0 0 detA

A : fadj A = detA - 1,



Matriz inversa

Generalizando el proceso anterior para una matriz de orden n, se

tiene:

A -adjA = detA - |,
‘ad] A

Fae = |
det A L

Como por definicion A A™" = |, identificando:

si det A 5= 0, se tiene,

1. Editamos la matriz A:

‘adj A
det A

e

La matriz inversa de una matriz dada es igual a la matriz
traspuesta de su adjunta dividida por el determinante de la
matriz dada.

Una matriz es inversible o regular si su determinante es
distinto de cero. En caso contrario, se dice singular.

[A]

2. Hallamos la matriz inversa de A
solo con escribir:

La matriz A del ejemplo de partida tiene inversa, ya que det A = —2.
1 f 2 L= -‘; ? —;
Aiewesiadl = 4] =
-7 =2 % £ 1 -3
2
-1 _ o B
A det A adj A

Conviene observar que:

— El primer paso para hallar la inversa de una matriz es calcular

su determinante.

— Si el determinante es cero, se termina el proceso. La matriz no

tiene inversa.

Ejercicio resuelto

Calcular la matriz inversa de A = (? i)

Determinante de A: det A = 10 = 0. Tiene inversa.

Matriz adjunta de A: adjA = (_;’ _;)
Matriz inversa de A:
4 2
s 47 4z 10 10
AT = — =
10 (1 3) 1 3
100 10

[H]

-1
o
5 -

T A
Farded

fl= =

| penll ol oo

I Ll o6

L e D) |
on

B e e

Nota: Los elementos de la matriz
obtenida son nlmeros decimales vy,
en consecuencia, es posible cometer
algunos errores. Existen modelos de
calculadoras gréficas que tienen una
opcidn Frac que permite obtener la
matriz inversa de manera que los
elementos sean numeros racionales.

[Al- v Frac

ol den 115
ode2 1R 5 g
ii/"2 1.8 5.8
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8. Matrices con pardmetros: matriz inversa -

Algunas veces en las matrices aparecen elementos con valores dados

per a, b, ..., k, m, ..., llamados parametros, que pueden tomar como
valor cualquier nimero real.

Por ejemplo, la matriz

tiene como parametro m, ya que aparece en a,; y a,,. El valor del

pardmetro m puede ser cualquier ndmero real. Para cada valor de m
se obtiene una matriz distinta.

Discutir la inversién de una matriz con parametros es hallar los va-
lores de los mismos para los cuales la matriz es inversible o no.

Para discutir una matriz con parametros se calcula su determinante.
Obtenida la expresian del determinante, se hallan sus raices.

— Para los valores gque anulan el determinante, la matriz no tiene
CON CALCULADORA

inversa.
Si la caleledora tiene csleulo — Para los restantes valores, la matriz es inversible y se puede cal-
algebraico simbolico, es posible hallar .
: ; cular su inversa.
la inversa de una matriz aunque

algunos elementos sean parémetros.

, ) Conviene observar gue:
1. Editamos la matriz A

— Si la matriz es inversible, su rango coincide con su orden.

7‘@ BI;;B» a\{cfasfc.ruth»rgsmI DTE:!.eal"Pi a—z.. "

— En el siguiente ejemplo se aclara este proceso.

ik Lo
[0i.1.13[m. 1. m—11[1.m.1710
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Ejercicio resuelto

2. Calculamos A~

Hallar m para que la matriz A no tenga inversa.
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m=1 it
=stt 4 i A=Im 1 m-—1
n- 1 2 -7 1 1
mE 1 2 b m

detA =m —1
detA =0 impliam —1 =20

Obsérvese que la matriz A™" no existe
para los valores de su paréametro que . ) .
anulen el denominador: La matriz no tiene inversa cuando m = 1.

m—1=0

Soluciones: m = 1

Para los restantes valores la matriz es inversible y su inversa ha sido obtenida
es decir, param = 1, con calculadora en el margen.
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iy 1 CGlcular los siguientes determinantes de orden 2:

a) (25| b[12 36| d|—15
34 00 12 04
e) =1 )72 9) 00
3 2 5 ==}, 2

a)

5| h|1 2 4
8l.uz |1 =2 4]:2
2

c

i il

1234
2121
0011
3412

6 Dadas las matrices

-1 0
Az( | 2) {2 1)
Zz B
obtener, si es posible, (B - A7

7 Calcular el valor del determinante

10 10 10
5a 5b 5¢
a* bt W

8 Calcular el valor del determinante

T ¥ 7
102 10b 10c
33 3b° 3¢

Y

9 Obtener, simplificando, el desarrollo del determi-
nante

—bc 2 —ab

‘ abc  —ab a2
b’ —bic 3abc

1 0 Calcular el valor del determinante

1 1 1
log 3 log 30 log 300
(log 3) (log 307 (log 300)

~\
~4

x 11 cleular por transformaciones elementales (sin
emplear la regla de Sarrus) y justificando los pasos, el de-
terminante

s A
N o O

LU TN
+ + 4+
o N W

N’

12 Caleular el valor del siguiente determinante:

P A U
> W
oW o= =
Lo = x
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13 Glcular el determinante

T + a 1 1 1
1 T 4+ b 1 1
T [ T 4+ ¢ 1
1 1 1 1 + d

N
\l 14 Utiizar les propiedades de los determinantes
para calcular

a* ab ab b’
ab a* b* ab
ab b 2 ab
b? ab ab &

Sugerencia: si escribes a = th, obtendrés el resultado fa-
cilmente.

1 5 Resolver la ecuacion

X —1+—T @
= ®K=T 1] _

1f1x1_0

1T -1 0 x

Comprobar el resultado.

1 6 Resolver la ecuacidn

X X X —
o O W o—
O o =
N oo —

17 Hallar el valor del determinante

1 2 3..n
-1 0 3 . n
=1 —=2 0. 0
1 -2 -3 .. 1
265
Problemas

18 Supongamos que ¢;, G, G Y ¢, son las cuatra
columnas de una matriz cuadrada A, cuyo determinante
vale 3. Calcular razonadamente;

1) El determinante de la inversa de A.
2) El determinante de la matriz 2A.
3) El determinante de una matriz cuyas columnas son:

2ci—6, 6,5 6,6
48

abec
19 sabiendo quedet{def]="1
ghi

y utilizando correctamente las propiedades de los determi-
nantes, calcular:

a+3d c+3f b+3e fed
det{ —d —fi —e y det{chba

g i h i hg

20 sean-= (i g) con a, b, ¢, d, € R, y supo-

nemos que la matriz A cumple las propiedades A - A = |
y det (A) = 1, siendo | la matriz identidad. Calcular los
coeficientes de la matriz A.

21 Escribir la matriz inversa de la matriz
2 =]
=2 3
y comprobar que lo es, multiplicdndola por la dada.

22 Hallar los valores de A para los que la matriz

T1 A
A=|XN2-1
31 1

tiene inversa. Calcular su inversa para A = 1.

23 Sea la matriz

=2 O 2
A= 0 x=20
0 0 x

a) Hallar los valores reales de x para los que A tiene inversa.

b) Hallar la matriz Y de orden 3 X 3 que es solucion de
la ecuacion matricial

A-Y+B=|

siendo A la matriz anterior para x = 3, | la matriz iden-
tidad y B la matriz

10 -1
B=120 0
31 0

24 ipa qué valores del pardmetro A tiene inversa

la matriz A?
101
A=10Xx0
N2

Calcular la inversa de A para A = 1.



10 -1
25 Dada la matriz A = (0 m 3)

41 —m
averiguar para qué valores del parametro m existe A", Cal-
cular A™" param = 2.
26 irana qué valores del parametro k, la matriz
2 ==
A=120 1

32 k

2dmite inversa? Razonar la respuesta.

27 Hallar los valores de k para los cuales la matriz

-k 4 5 6
~k 1 2 3
~K =k 0 —1
~f v =

2) no tiene inversa. b) tiene rango 3.

28 Probar que la matriz A tiene inversa y calcularla:

0
m
1

0

o oo =
o o — 3
—_ = O O

29 Hallar los valores de x para los cuales la matriz

A= (Lxlilz 12) no tiene inversa.

30 Glaberel rango de la matriz A segin los dife-
rentes valores de t & R, siendo

t t 0
A= 2 k] =1
=2t—1 0 t+3
¢Para qué valores de t € R existe A7
31 Analizar, en funcidn del valor de a, el rango de

alol
lamatriz A=1013
all

Para a = 2, itiene A matriz inversa? En caso afirmativo,
calcular la matriz A7,

32 Calcular el valor de los parametros a, b para que

213 ]
lamatiz A=[1010

3a0hb

tenga rango igual a 2.

33 Obtener los valores de 2, by ¢ para que las ma-

trices siguientes tengan, simultdneamente, rango 2:

11a 2 0a

10b y 0—1b

11¢ 2 T«
34 Resolver la ecuacion matricial
A-X—B+C=90

. (41 (1 20 -1
siendo A—(_1 0) B(Z 1 O)

_f0-=1 21
L= (1 0 —3 0)
35 Resolver la ecuacion matricial
XA —2B+3C=D

) {23 {20
siendo A—(_1 1) B_(W 4)

() o=(39

36 Hallar una matriz X tal que
0o 1 2 1 020
-1 1 3)-X=[-1 310
4 =T =5 =5 — 410
37 Hallar una matriz X tal que
520 011
0017 - X=(100
310 1710

38 Hallar una matriz X tal que A - X + B =C
siendo

100 100 300
A=1120 E=1010 C=|252
124 001 013

49



39 Halaruna matriz X tal que

a) /[—11 2 2-1 0
(EO—T)-X (O 1—2)
T2 3 5 0 =
b) /2 -1 0 =
(O WZ)-X (3
3 0 —1 1

40 talar una matriz X tal que
BRA+ 1) = AXA+ B

Il

[ W v S

2
=]
3

siendo

3 -2 —1 1 -1 2
A={-4 1-1] B=[-1 01
2 0 1 0 -1 1

41 Calcular la matriz X en la ecuacién 4> - X = B
siendo A = (i 2) cona+d=1ydet(d) =1

=(573)

42 Dadas las matrices

0 —1 =2 100
A=1-1 0 =2 l=1010
T 1 3 001

determinar, si es posible, un valor de \ para el que la ma-
triz (A — A 1)* sea la matriz nula.

i

Cuestiones
e
43 i iodos los elementos de una fila de una matriz
son ceros, sabemos que el determinante asociado es nulo.
¢ Cudntos elementos nulos puede tener una matriz de tercer
orden sin gue su determinante valga cero? Razonar la con-
testacion con algin ejemplo.

44 Una matriz cuadrada A verifica la relacion
A* = A, Demostrar que det(A) = 0 o det(A) = 1. Razonar
la contestacién indicando qué propiedad se ha aplicado.

45 ¢ determinante realizamos una cierta per-
mutacion de las filas. {Qué podemos decir del valor del
nuevo determinante obtenido? Razonar la respuesta.

50

46 s multiplica una matriz A por ‘Adj(4), équé
tipo de matriz se obtiene?, {cuanto valen sus elementos?
Poner un ejemplo.

47 (Qué transformaciones se pueden hacer con
las filas de un determinante sin alterar su valor? Poner
ejemplos.

48 <o sibe que det(F, F,, ) =
det(3F,, F,, F5)? Razonar la respuesta.

7. iCuanto vale

49 s sabe que det(F,, F,, F;) = 7. iCudnto vale
det(F,, F, + F,, F3)? Razonar la respuesta.

50 sesabe que det(A) = 5, y que A es una matriz
de orden 2. (Cudnto vale det(34)7 Razonar la respuesta.

51 siaesuna matriz cuadrada de orden 4, iqué
relacion existe entre det(d) y det(kA)?

52 oo matrices A y B son inversas y ademas todos
sus elementos son nimeros enteros. ¢Cuéles son los valores
posibles de det(A) y det(B)? Razonar la respuesta.

53 Dos matrices A y B son inversas. Si det(A) = 3,
{cuanto vale det(B)? Razonar la respuesta.

54 {Que diferencias existen entre el producto de un
escalar por una matriz y el producto de un escalar por
un determinante?

55 5i A es una matriz cuadrada de orden 3, icudnto
vale el determinante de la matriz Adj(A)? (Recordar que
det(A) - det(Adj (A)) = ({det(A))).

56 rEruncier las propiedades de los determinantes
que permiten comprobar sin desarrollar que el determinan-
te de la siguiente matriz es nulo:

ada+npd
beb+pe
¢ f o+ pf
57 Sea A una matriz cuadrada de orden 3 dia-

gonal:

1) ¢{Qué condiciones deben cumplir los elementos de A
para que admita inversa?
2) &Y cudles para que dicha inversa coincida con A?

58 ronerun ejemplo de una matriz 4 X 4 gue ten-
ga rango 2.




