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Cdlculo de una variable

LIMITES Y DERIVADAS

Definicion de limite lim f(x) = L si podemos hacer los valores de f{x) tan cercanos a
X—a

L como queramos tomando valores de x suficientemente cercanos a a, pero no iguales a
a.

Definicion de limite lateral lim f(x) = L si es el limite del lado izquierdo de f{x)
xX—-a—

cuando x se aproxima a a es L si podemos hacer los valores de f{x) cercanos a L
haciendo x lo suficientemente cercano a a, sin llegar a a.

lim f(x) =L

xXx—-a—

Propiedad lim f(x) = L < lim f(x) =L
x—a

Calculo de limites
Leyes de los limites:

o lm[f()+g()]=lim f(x) + lim g(x)
o lim[f(x) —g()] =lim f(x) - lim g(x)
* lim[cf(x)] = clim f(x)

* lim[f(x)gC)] =lim f(x) - lim g(x)

. f(x)]_}m;f(x) .
© lim [g<x) = limoco ST I #0

¢ ImlEI =[lim ] nez

e limc=c
xX—a

e Jimx=a
xX—a

o limx*=a*— neZ*
xX—a

e limYx="a nez—
x—a

o limVF(x) = J lim f() n€Z* lim f(x) >0

Propiedad de la sustitucion directa: si f es una funcién polinomial o racional y a €

dom(f) = lim f(x) = f(a).

Teorema: lim f(x) =L & lim f(x) =L = lim f(x) =L
x—-a xXx—->a— x-a+
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Cdlculo de una variable

Teorema de la compresion Si f(x) < g(x) < h(x) y lim f(x) = lim h(x) = L
xX—-a x—-a

entonces se cumple lim g(x) =L
x—a

LY
\_ h

AN

L o

0 a X

Ilustracion 13.- Teorema de la compresion

: 1 1
Demostrar que el lll’% x? sen— = 0. Por ser un seno se cumple —1 < sen— < ly
X—

- . 1 : .
multiplicando por x? se tiene —x? < xzsen; < x2. Como lm& x2=0y lm& —x2=0
X— X—

. 2 1
se cumple que lim x“ sen- = 0.
x—0 X

Continuidad
Una funcién fes continua en un nimero a si lim f(x) = f(a). La anterior definicién
x—-a

requiere tres condiciones:
® f(a) estd definida = a € dom(f)

¢ 3 limf@
e limf(x) = f(@

y=flx)
(x) 7
o | p
se aproxima T fla) —
a fla). [ A
./.l
0 —a— X

Cuando x se

aproxima a a,

Ilustracion 14.- Definicion de continuidad
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Cdlculo de una variable

Tipos de discontinuidad
e Removible o evitable
¢ Infinita
e Salto

(¥
=
2
=

1

X*—x-2 . .
x—2 VTS (d) flx)=|x]
1 six=2

N 1.
*—x— — six#0

(a) fix)= & ‘,:2 2 [b'lf\,\"|=[ Xt s (c) fix)=
! 1 six=0

Ilustracion 15. Tipos de discontinuidad: (a) y (c) removibles; (b) infinita; (d) salto.

Definicion: fes continua por la derechaenasi lim f(x) = f(a) y continua por la
x-a+

izquierda si lim f(x) = f(a)
xXx—->a—

Definicién: fes continua en un intervalo I si es continua Vx € |

Teorema: Si f'y g son continuas se cumple que también son continuas f + g; f — g; ¢+
fconc= cte;f-g;gsig(a) *+ 0

Teorema: Toda funcién polinomial es continua en R = (—, ). Cualquier funcién
racional es continua en su dominio, esto es, siempre que esté definida. Lo mismo ocurre
en funciones raiz, trigonométricas, logaritmicas y exponenciales.

Teorema: Si fes continuaen by )lci_r)’rcllg(x) =b= }61_1)1‘11 f(gx) = f(b)

Teorema: Si g es continua en a y fes continua en g(a) se cumple que f°g dado por
f°g = f(g(x)) es continuaen a.

Teorema del valor intermedio: Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y N un
nimero entre fla) y f(b), estoes f(a) < N < f(b) con f(a) # f(b) se cumple que
3¢ € (a,b) tal que f(c) = N.

y
fla)
=)

N y=N
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Cdlculo de una variable

Limites que involucran al infinito
Definicion de limite infinito: lim f(x) = oo significa que los valores de f(x) se hacen
x—-a

tan grandes como queramos seglin nos acerquemos a a tanto como queramos
(acercandos a a® 0 a” pero siendo # a).

lim fix) = lim fx)= —cc

Ilustracion 17.- Limite que tiene a infinito en a

El simbolo oo no es un nimero, significa que se hace el nimero tan grande como se
queramos. Por dltimo lim f(x) = —oo significa que f(x) decrece su limite, se hace tan
xX—-a

grande negativo, al acercarse x a a como queramos (acercandos a a* 0 a™ pero siendo
*a).

(a) lim f(x)=c (b) lim f(x)=rc0 () lim f(x)=—mx (d) lim f(x)=—co
r=a =gt I=a T=a’

Ilustracion 18.- Limites laterales que tienden a infinito en a

Limites en el infinito: Dado f definida en un intervalo (a, @) lim f(x) = L significa
X—>00

que f(x) se puede hacer tan cercano a L como queramos al tomar x suficientemente
grande.

Definicion: La recta y = L se llama asintota horizontal de y = f(x) si lim f(x) =L o
X—00
lim f(x) =L.
X——00
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Cdlculo de una variable

Limites infinitos en el infinito: lim f(x) = oo indica que f(x) se hace grande cuando

X—00

x se hace grande.

100+ Vi

o ‘ "ox

Ilustracion 20.- La funcién tiende al infinito en el infinito

Derivadas y rapidez de cambio

Definicion de recta tangente: La recta tangente a la curva y = f(x) en el punto

(a, f(a)) eslarecta que pasa por P con pendiente m = lim W, recta tangente
xXx—-a -

que tendra de ecuacién y — f(a) = m(x — a). La pendiente m es también igual a m =

lim fla+h)-f(a)

h—0 h

Ilustracion 21.- Recta secante

espacio _ f(a+h)—f(a)
tiempo - h

Velocidades: La velocidad promedio es igual a
fla+h)—f(a)
h

y la velocidad

instantdnea a }lir% siendo f(t) la funcién que da la posicion (espacio) en
-

funcién del tiempo.

Derivada: La derivada de una funcién fen a, denotada por f'(a) es f'(a) =
li fla+h)—f(a)
im————

lim y la recta tangente a la grafica de f(x) en (a, f(a)) tiene de férmula
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Cdlculo de una variable

Qla+ h, fla+h))

.y
f’f ."ll

/ )

Pla, fla))
h

Z8)\

fla + k) — fla)

0

’
77

a+h 'y

Ilustracion 22.- Derivada. Construccion de la recta tangente a partir de la secante

La derivada como funcion

En lugar de definir f'(a) definimos f'(x) en un punto genérico x, con lo que

obtenemos es la funcién derivada f'(x) = }lirr(l)
-

00 = fim

Por ejemplo si f(x) = x2 = f'
2

Jim 22240 lim(2x + h) = 2x

h—0 h—0

(x+h)2-x2 _

fx+h)—f(x)
h

x%242hx+h?-x?
h—-0

Se pueden utilizar otras notaciones alternativas de las derivadas:

dx

d d
F=y=2-9_

T dx

d
= —f() = Df () = Def ()

Definicion: Una funcién f es derivable en a si existe f'(a). Es derivable en un intervalo

I siexiste f'(x) Vx € 1.

Teorema: Si fes derivable en a se cumple que fes continua en a.

Derivada de orden superior: Si fes derivable, f' es una funcién y puede tener
derivada propia, notada por (f')’ = f . Esta nueva funcién se denomina derivada

d

dx

segunda: f =y = (%)

2’y

dx?’

La segunda derivada representa la rapidez

instantanea del cambio de la velocidad o aceleracion.

(Qué dice f' acercadef?

Si f'(x) > 0 en I entonces fes creciente en I
Si f'(x) < 0 enIentonces fes decreciente en |

y

D

/
D !

Cartagena

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

15

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hdganoslo saber y sera retirada.




.Qué dice f" acerca de f ?
Si f'(x) > 0 en I entonces fes céncava hacia arriba en I'y f'(x) es creciente.
Si f'(x) < 0 en I entonces fes céncava haca abajoen Iy f’(x) es decreciente.

= — __.___:_,,/\::..-

/ /r"

FIGURA 4
Como f"(x) > 0, las pendientes
aumentan y f es concava hacia arriba.

Cdlculo de una variable

FIGURA 5
Como f"(x) = 0, las pendientes
disminuyen y f es concava hacia abajo.

Ilustracion 24.- Concavidad de una funcion

Antiderivada: Una antiderivada de f'es una funcién F tal que F* =f.

Cartagcna

0 1

Una antiderivada de f

Miembros de la familia

de antiderivadas de f

Ilustracion 25.- Antiderivadas
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Cdlculo de una variable

Reglas de derivacion

d .
° — (¢) = 0, la derivada de una constante es cero.
d on n-1
o —(x™) =nx
— (™)

sz . x+h)t—xm
Demostracion: f'(x) = LII%L —
.

h
[xn+nx"‘1h+n(nT_1)x”'1h2 +~--+h”]—x"

lim = lim [nx"‘1 $ D 2y g
h—0 h h—0 2

hn—l] — nxn—l

* M +g@] =f"(x)+g'(x)
o [fx)—gM™] =f'"(x)-g'(x)

. . . agXth_gx . a*ah-a*
e Dada la funcién exponencial f(x) = a* f'(x) = lim = lim =
h—-0 h h-0 h
. a*(at-1 . ah-1
llmM = a*lim*~— = a*f'(0)
h—-0 h-0 h

Definicion del numero e

h
. el . d
El ndmero e es aquel que cumple }lll’% - = 1 con lo que se tiene que o (e¥) =¢e*
-

Regla del producto
[FC) gl =f'(x)-g@x) + f(x)-g'(x)

Regla del cociente

f(x)]' _f'®)g() ~ fx)g'(x)
g(x) (g(x))?

Derivadas de funciones trigonomeétricas

sen(x+h)—senx senx cos h+cosx senh—senx

Qi £ — cnnmoar — £ ' H 1:
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Cdlculo de una variable

., . senh 2
Por el teorema de la compresion se demuestra que }lm(l) ( - ) = 1. Ademas
—

. _cosh—1 . _cosh—1cosh+1 . cos? h—-1 . —sen?h

lim =lim = lim = lim - _

h-0 h h—0 h cosh+1l h—oh(cosh+1) h—0oh(cosh+1)
senh senh 0

lim =—11—1) =0

h—-0 h (cosh+1) 1+1

Con lo que queda [senx] = cosx

. senx
Para demostrar que lim (
x—0 X

) = 1 tomamos un dngulo cuya medida en radianes sea x.

En la gréfica que se incluye a continuacién podemos observar que senx < x < tanx.
enx X tanx

YT . S
Como sen x # 0, dividiendo por sen x se tiene . con lo que queda

enx senx senx

simplificando 1 < que invirtiendo se tiene 1 > % > cosx o lo que es lo

nx CosXx
mismo cos x < T < 1y como se tiene que lin(l) cos x = 1 por el teorema de
X—>

x:1

DX ol
SEN K

of cosx M, x

Ilustracion 26.- Grafica de x, sen x y tg x

De igual forma se tiene:

[cosx]' = —senx
[cscx]" = —cscx cotx
[secx]’ = secxtanx
[tanx]’ = sec?x
[cotx]’ = —csc? x

Regla de la cadena

Ci A e AAavivinhlA -~ et foo davivialnla an i)l antovonoe £L0ala\) oo daovivialkhl n
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Cdlculo de una variable

Derivada de una exponencial con base a
Dado f(x) = a* sabemos que a = e!"¢ = g* = (elna)x = a* = e 5 [g¥] =

elnax % (na)x = eP*|ng = g*Ina

Tangentes en paramétricas

(x=f(0) day _ @ _d®
Sl{ B Sm=—==%L="0 con f'(t) #0
y=g(®) ax - IO

Derivacion Implicita
Dado por ejemplo la ecuacién implicita x? + y? = 25 si derivamos a ambos lados con

respecto a% se tiene%(x2 + y?) :%(25) :%(xZ) +%(y2) — 0> 2x 4
Zyz—z:0=>2x+2yy’ =0:>y’:_2—2;€=_7x OSiSuniereZ—z=_7x

Funciones Trigonomeétricas inversas y sus derivadas
Funcién arcoseno. La funcién y = sen x en general no es biunivoca. Si lo es en el

. -T T . % .
intervalor [T’ ;]. Se denomina funcidn seno inversa o arcoseno a la que cumple

1 - s
sen""x =y &>seny =Xx en TSySE

— —TT T
sen"(senx) = x conx € [T’ ;]

Se cumple
sen(sen™'x) = x conx € [—1, 1]

Si aplicamos la derivacion implicita a la funcién arcoseno
-1 a dy dy 1
sen"“x =y —>seny =xcontra— quedal =cosy ——>—= =
dx dx dx cosy
—_ = x sefi [sen~tx]" = = e(-1, 1)
y como seny = x setiene que [sen”" x|’ = 7— con x ,

J1-sen?y

y y
y=senx
o ™ e ™ - 3 o
t t

"y
LN
T

|
El
¢

y=senx y=senx.—Z =x=7Z
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Cdlculo de una variable

314
,
-

y= sen. I.\' = arcsenx

Ilustracion 28.- La funcién arcoseno

Funcién arcocoseno.

coslx=yeocosy=x con ye[0,n] yx € [-1,1]
——— conxE€ (-1, 1)

[cos™1x] =
V1 — x2

y
v T
l .
\'\
N\, 2
| =
0 -_;-\ X 2 \
2 w b
\
) \
L — Ay
: +
—1 0 1 X

y=cosx,0=x=7
y=cos ' x=arccos x

Ilustracion 29.- Funcion coseno y arcocoseno

Funcién arcotangente.
-T T
tan"lx =y Stany=x con y € [T'E] YyXER

T+ 22 conx €ER

[tan™'x] =
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Cdlculo de una variable

- . y=tan 'x=arctanx
y=tanx,—35 <x<3

Ilustracion 30.- Funcion tangente y arcotangente

Derivadas de funciones logaritmicas.

[loga x] = Ylna

. . o d
La demostracion es: sea y = log, x = a” = x. Derivando implicitamente a” In ad—i =

. d 1 1 L 1
1 con lo que se tiene = = = .Ademédssia=e - Ilne=1-[lnx] ==
dx a¥lna xIlna x

Nidmero e como limite
Sabemos que si f(x) = Inx - f(x)' = icumpliéndose que f(1)" = 1 (la pendiente en
x=1 de Inx es 1). Aplicando la definicién de derivada como limite a (1)’ se tiene:

f(1+ h) —f(1) - lim In(1+ x) —In(1)

h x—0 X

f') = lim
1 1
=lim—In(1+x) =limIn(1+x)x =1
x—-0X x—0
. 1
e}lcli’%ln(l+x)x

1
= lim (1 + x)x

Conloquee = el =
x—0

Que se puede comprobar:
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Cdlculo de una variable

. 1 . . . 1\"
Haciendon = ~y como si x — 0 = n - oo se cumple también que e = lim (1 + ;)
n—oo

v

f

(x,e*)f pendiente= e

/
pendiente =1

0 x

Ilustracion 31.- La pendiente en (0,1) es 1 en la funciéon
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