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4.1 Introduccion

Material elastico: Fluido viscoso:

* Almacena energia mecanica sin disiparla. * Sometidos a un estado tensional no
hidrostatico, disipan energia, sin posibilidad

* Sise aplica una carga en forma instantanea, el _
alguna de almacenamiento.

solido se deforma instantaneamente.
* Ante un estado tensional tangencial, el fluido
fluye de manera estacionaria.

* En este caso, el estado tenso-deformacional
permanece constante hasta que desaparezca la
carga. * El estado tensional no es de tipo “restaurador”:

si cesa las tensiones, las particulas fluidas no

* El estado tensional es de tipo “restaurador”: si o e e
regresan a su posicion inicial.

la carga cesa, la forma se recupera.
* Latension o depende de la velocidad de
deformacion &.

* Latension o depende de la deformacion &.

Material viscoelastico:

* Puede considerarse que tiene un comportamiento “intermedio” entre sélido eldstico
y fluido viscoso.

* Sise aplica una carga en forma instantanea, sufre una deformacion instantanea,
seguida de otra d

D

aformacion diferida, creciente con el tiempo v aue puede, o n
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4.1 Introduccion

Material elastico:

* Latensidon o depende de la deformacion &:

o = f(e)

* Unejemplo es la Ley de Hooke-Lamé:

= f(e) = E¢

Material viscoelastico:

* Latension o depende de la deformacidn € y de la velocidad de deformacién &:

= f(&,6)

* Los estados tensional y deformacional NO estan biunivocamente relacionados, ya que influye la historia
de los estados de tensiones y deformaciones por los que el material ha pasado anteriormente.

Fluido viscoso: y 4
Y
* Ante un estado tensional tangencial, el fluido fluye de manera dv

estacionaria y la tensién o depende de la velocidad de deformacién

£:
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4.1 Introduccion

Ejemplos de materiales con comportamiento viscoelastico:

* Metales a alta temperatura o bajo solicitacion mecanica de “larga duracion”.
* Hormigodn.

* Ciertos polimeros en estado vitreo.

* Los suelos sometidos a acciones dindmicas, etc
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4.2 Aspectos fenomenoldgicos

Fenomenoldgicamente, se puede reconocer que un material obedece a ELASTICIDAD
CLASICA si se puede constatar experimentalmente que, simultdneamente:

* La deformacion es completamente recuperable bajo descarga

* Latension o depende unicamente de la deformacione: o0 = f(&‘)

Por su parte, se puede reconocer que un material es de tipo VISCO-ELASTICO (o
visco-plastico) si se verifican experimentalmente los siguientes fendmenos:

e Elfendmeno de FLUENCIA
e Elfendmeno de RELAJACION
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4.2 Aspectos fenomenoldgicos

¢ Qué es FLUENCIA ? - Evidencia experimental del comportamiento viscoelastico

Si se somete a un sélido a una tension instantanea, que luego se mantiene
constante, la deformacidon aumenta con el tiempo en 3 fases diferenciadas:

FRACTURA
E

111 : FLUENCIA ACELERADA

II : FLUENCIA ESTACIONARIA

ION
> DEFORMACIO

I : FLUENCIA TRANSITORIA
Ee + ep

o t
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4.2 Aspectos fenomenologicos
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Ensayos experimentales de FLUENCIA y de RELAJACION

-Ensayo de fluencia (uniaxial): ensayo a tensidn constante en el que se mide
la variacion de la deformacion en el tiempo
f o=cte

‘o ~—

tiempo

o creciente

-Ensayo de relajacion (uniaxial): ensayo a deformacidén constante en el que se
mide la variacion de la tensidn en el tiempo

7 & =cte

i
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4.2 Aspectos fenomenoldgicos

Ensayo de FLUENCIA

o E Yo
e
& a
O 0 | .
E 0 T ......... a

v
N

e Sise aplica instantaneamente una tension o, que luego se mantiene constante en el tiempo, se
observa un incremento paulatino de la deformacidn a partir del valor instantaneo inicial &g.
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4.2 Aspectos fenomenoldgicos

Ensayo de RELAJACION

|
i 1 .
gg ............................ T .........
\_ ;.
tll t ] tl t :

* Sise mantiene la deformacidn constante en el tiempo, se observa una disminucion paulatina de |a
tension a partir de un valor inicial al que se habia llegado instantaneamente.
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4.3 Herramientas matematicas
Funcion “escaldn unitario” (funciéon Heaviside):
Y A ' ___________________________________ .
y = H(t) | 0 sit<O0
1 - H(t) = |
| 1 sit>0 |
> H no esta definidaent = 0
y
T y=H(t-1) e .
1 | | (O sit<t |
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4.3 Herramientas matematicas
Funcion “delta de Dirac”, o:
fa(t) % T T !
1/a -—-m-- Seaa>0
1/a silt|<a/2
' fa(t) = ,
> 4 0 si|t] >a/2 |
=—a/2 t=a/2 L |
<L>
La funcion “delta de Dirac” se define a
y partir de f como:
i © sit=
= 6(t : !
y =81 500 = lim £.(t) = :
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4.3 Herramientas matematicas

Funcion “delta de Dirac”, o:

Y A '
| o sit= |
s OE |
Y ; 0 sit#0 |
~ ot 0 no estd definidaent = 0
7 © sit= |
 S(t—1) = i
y=6(t—1) 0 sit#T1 |
; t 6 no estd definidaent =1
T
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4.3 Herramientas matematicas
Relacion entre las funciones Heaviside y Dirac:
Si se considera la funcidon Heaviside desplazada:
YA
e : y(t) =H(t—1)
0 sit<t | !
| H(t—1) =
| 1 sit>rt
L e e e e ] | L
dH 0
dt
‘ Es directo verificar que: La derivada de H es la “delta de Dirac”:
« ' " I'CLASESPARTICULARE
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4.3 Herramientas matematicas

Transformada de Laplace de una funcion del tiempo:

* Sea f(t) una funcién del tiempo, definida parat > 0

* La “transformada de Laplace” de la funcidn f(t) se denota como L[f(t)],y
se define mediante la expresion integral siguiente:

________________________________________________________________

* Puede entenderse a L| | como un “operador” que, cuando se aplica sobre
una funcion del tiempo, resulta en una nueva funcién en variable s.
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Algunas Transformadas de Laplace utiles en Viscoelasticidad (1/3)

Funcion del tiempo

Transformada de f

f@) =L f(s)] f(s)=LIf(®)]
Escalén unitario f(t) =H(t) f(s) = 1
S
Escalén unitario — e "
desplazado ) = B =7 fs) = S
Dirac f(t) =6(t) f(s) =
Dirac desplazada f)=6(t—1) 7(5) =e ™
Funcién identidad _ - 1
(polinomio lineal) f(t) =i f(S) o S_2
. : n!
Funcién potencial f)=t" f(s) =—3
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4.3 Herramientas matematicas
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Algunas Transformadas de Laplace utiles en Viscoelasticidad (2/3)

Funcidn del tiempo Transformada de f
f@©) =Lf(S] f(s)=LIf®)]
— w
Seno f(t) = sin(wt) f(s) = 21 w2
Coseno f (&) = cos(wt) f(s) = 2+ w?
R SR F6) = s
Crolucitn epenencil ) 1 ¢ o =L
ZﬁCSi.oniZ” F@) = gle)e® f©) =76 -0

ciimamt L ia Aama ~
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4.3 Herramientas matematicas

Algunas Transformadas de Laplace utiles en Viscoelasticidad (3/3)

* Transformada de Laplace de |la derivada temporal de una funcidn:

_______________________________________________________________________________________________

n-—1

f 0="F2 = Fo=sge) -y sk 2d

k=0 t=0

* Siademas se da el caso particular de que g y todas sus derivadas son nulas
en el instante inicial £t = 0, es decir:

_d*g| d'g
dt  dt? - dtn

t=0 t=0
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4.4 Funcion de Fluencia y Mdédulo de Relajacion
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Funcion de fluencia.-

Se prescribe una tension constante o a

o A\
partir del instante T:
Og -f---------------
o=0yH(t — 1)
i T t
i ﬂ i Se observa una deformacion variable,
descrita mediante la siguiente funcion:
£ A i
| & = 0y ](t — T)
T ¢
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4.4 Funcion de Fluencia y Mdédulo de Relajacion
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Modulo de relajacion.-
&

Se prescribe una deformacion
constante &y a partir del instante T :

e=¢gyH(t —1)

- t
I
i Se observa una tension variable,
i descrita mediante la siguiente funcion:
o=¢&Y({t—1)
I e
T t
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

26

Modelos viscoelasticos analdgicos.-

* Elemento “muelle”

< o \WN—- — F=ku — o=E¢

e Elemento “amortiquador”

dv :
r= nd—y - TEy

F F . .
O

Un modelo viscoelastico analégico es una combinacion de muelles y amortiguadores que se
utiliza para reflejar un comportamiento viscoelastico segun leyes constitutivas del tipo:
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

27

Modelo de Maxwell.-

(a) Planteamiento del modelo : o o
— ——

Muelle: g = Eé'm [1] T

Amortiguador: 0O = CE, 2] L

Elemento completo: E=&, + &, [38]

Derivando [3] con respecto al tiempo, se tiene: £ = Em ~+ éa [4]

Derivando [1] con respecto al tiempo, se tiene: g = E&'m [5]

o_ _t_ _d_ =7 _
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Maxwell (Cont.).-

(b) Funcion de Fluencia (oo = 1):

Ecuacion diferencial

_01' \ oc=H (t) delmodcelo ________ |
TTETT e R o
>t

1 ¢ _
Aplicando la transformada de Laplace en [1], se obtiene: _+E =Ccse = (O = H (t) [2]
S

Aplicando la transformada inversa en [2], se obtiene la Funcién de Fluencia:

J(@©) = &(t) =

1
c

1
E
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Maxwell (Cont.).-

(c) Médulo de Relajacion (gq = 1):

Ecuacion diferencial

c=H (t) :_q‘?'_f'_‘_"_?'?_'?_:_____________,I
80 = 1 E C _ . : C
ot po=cCE L, g+—g=c8(t) [
A | E
Aplicando la transformada de Laplace en [1], se obtiene: O + ESU =C /=) 0 = E [2]
—tS
C

Aplicando la transformada inversa en [2], se obtiene el Médulo de Relajacidn:

E
(@) = = _—
T Decaimiento exponencial Y(t) o =bexp ( C t)
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Maxwell (Cont.).-
(d) Procesos consecutivos de fluencia y relajacion: respuesta del modelo

Considérese una barra sometida a traccion en dos fases. En la primera se somete a una tension
constante 6, y, cuando ha alcanzado una deformacién g, se fijan los extremos de la barra

Fluencia Relajacién

o E
o(t) = gp exp (‘; (t— t1)>
Go
0 ty t -,
e Se produce deformacion
o E elastica inicial.
&=—2 (1+ —tj e T
E C e El material alcanza la
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Kelvin-Voigt.-

(a) Planteamiento del modelo :

(o)
< —
Muelle: om = Ee  [1]
Amortiguador: O, =c& 121 |
Elemento completo: o=0,to, [3] |
Sustituyendo [1] y [2] en [3]:
o=FEec+ ce Ecuacion diferencial del
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Kelvin-Voigt (Cont.).-

(b) Funcién de Fluencia (6o = 1): Ecuacidn diferencial
del modelo:
c L . .
G:H(t) o=FEe+cé ! — H()=Ee+ce 1]
Og = 1 y—————— T
t
Aplicando la transformada de Laplace en [1], se obtiene: — = Fe 4+ cse
S

1 _

Re-escribiendo: —— =€
E
CS (? + S)

Aplicando la transformada inversa, se obtiene la Funcion de Fluencia:

€ A lgt)z gt) lll—exp(—gtﬂ
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Kelvin-Voigt (Cont.).-

(c) Modulo de Relajacién (€9 = 1):

s A Ecuacion diferencial
c= H (t) del modelo:
go=1 L .
0 o=FEe+cé . — o=EH(t)+c6(t)
t
Como [1] ya no es una ecuacidén diferencial, sino una algebraica, se
A obtiene directamente el Mddulo de Relajacion:
- Y(t) =0(t)=E+cd(t) Vt=0
E
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4.5 Modelos Viscoelasticos de Maxwell y de Kelvin

Modelo de Kelvin-Voigt (Cont.).-

(d) Procesos consecutivos de fluencia y relajacion: respuesta del modelo

Considérese una barra sometida a traccion en dos fases. En la primera se somete a una tension
constante 6, y, cuando ha alcanzado una deformacion g,, se fijan los extremos de la barra

Fluencia Relajacién

o(t)=gY(t-t,)=¢{E+cot-t, )

c
(o] E
Donde: & =2 (1 — exp (——tl))
E c
Go :
e |nicialmente, no se produce
: . deformacion elastica
0 ; ; instantanea
1 e El material no alcanza la
relajacion

&(t) =a—f(1 —eXD(—Et“ 8 I
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados

Consideraciones sobre los modelos de Kelvin y Maxwell

« La mayoria de los polimeros no muestran el comportamiento fluido
descrito por el modelo de Maxwell, aunque puede ser suficientemente
aproximado para algunos compuestos organicos (brea caliente).

« Asi mismo, el modelo de Kelvin no permite describir la respuesta
instantanea del material.

* Por lo tanto, es necesario recurrir a modelos que presenten respuesta
instantanea y saturaciéon de la deformacion.

E, E,

1
|
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados

37

“Tiempo” de relajacion.-

* El modelo de Maxwell, el de Kelvin-Voigt asi como el “Sdlido de tres parametros”

y “Sélido de Zener”, presentan un Unico “tiempo de relajacion” k:

E 1

c
k_E —> exp(—;t)=exp —t

 Enla practica, los polimeros muestran una distribucion de tiempos de relajacion,

debido a la diferente longitud de sus cadenas poliméricas.

Por ello se emplean modelos viscoelasticos mas complejos, formados por
combinaciones de elementos muelle y amortiguador.
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados
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Ejemplo: Solido de tres parametros

E,
M » o+ pl(T =(pé + qlé‘ Ecuacién diferencial

EE, =T
- h=—""-
E,+E,

5
Ll
o |-

TE+E,

1 12 1 t Donde:
Funcion de Fluencia Jt)=—+{———(exp (— —) G4
o W1 4o k % &
0 2
RAAAuLA AA Dalaiariin VY — o 1 fql a 1,“,“ / t \
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados
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Forme general del modelo constitutivo.-

Son del tipo: :'"',r'ﬁ"""""""""ﬁ """""""
o : d*o
- ag0 + a0 + a6+ =boe+ b€+ Db+ 1 :ZakW=Zb

E k=0 k=0

Sise considera €,&,&,...= 0 ent=07,
deformaciones y derivadas de deformacion, es del tipo:

SiendoP[ ]yQ[ ]dosoperadores ~ trrtrtmmmmmmmmmmoomoomoneoooes
diferenciales del tipo: m .
e de ]
P[ ]—;akW ) zbk dtk 2]

Aplicando la transformada de Laplace en [1], teniendo en cuenta [2], asi

la relacion entre tensiones, derivadas de tension,

como las propiedades dadas en la diapositiva 21, se tiene:
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados

Obtencion de J(t).-
Aplicacion del modelo en un ensayo de fluencia (o, = 1)

oc=0,H(t) > ¢=¢(t)=0,J(t)

Para un valor unitario gy = 1: oc=H=1/s
J

P(S) 1

Asi, se tiene que P(s)ag =0(s)e=](s) =

N
ol
N
~
\l
o
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados
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Obtencion de Y(t).-
Aplicacion del modelo en un ensayo de relajacion

e=¢,H(t) > o=0(t)

o(t)=¢,Y(t)| Y(t) médulo de relajacién

P(s)5 = Q(s)e — 554 F

__________________________________

__________________________
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados
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Ejemplo: Modelo de Wiechert (Maxwell generalizado).-

Presenta una distribucion mas completa de tiempos de relajacion

Sumando las tensiones de cada cadena:

Para el muelle.
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4.6 Modelos Viscoelasticos Generalizados

Ejemplo: Modelo de Wiechert (Maxwell generalizado).- (cont.)

Sustituyendo lo anterior, se obtiene:

L E;s
. o(s) =1Ey + E e(s | i ituti
i (s) 0 (s + E;/c)) (s) i Transformada de la Ecuacion Constitutiva

1 _
Mddulo de relajacidn: e=H({t) = €= ; y a(s) =Y(s)
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