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Este es el altimo tema dedicado al Anilisis Numérico y se ocupara,
fundamentalmente, de la resolucidén numérica de ecuaciones no lineales

(raices reales) y de un problema estrechamente ligado al anterior: la
diagonalizacién de matrices.

Basandonos en el teorema de Rolle introduciremos el procedimiento
para separar las raices reales de una ecuacién dentro de un intervalo, es
decir cobmo acotar los intervalos en los que se sitlian las raices. Esto tiene
gran importancia a la hora de aplicar los métodos de calculo. El primer
método que se presenta s el de biseccidn. En ciertas condiciones, el teo-
rema de Cantorsobre intervalos encajados garantiza la posibilidad de calcu-
lar por este método la rafz, a la que puede asignarse una cota sencilla del
error cometido. Como generalizacidon de este método estd la regula falsi,
que converge con mayor rapidez. Como cota del error introduciremos ¢l
valor absoluto de la diferencia entre dos aproximaciones sucesivas.
Atendiendo a este criterio, general para todo este tipo de calculos,
podremos llevar la convergencia hasta donde deseemos. Despues conside-
raremos los métodos iterativo y de Newion, y el analisis de las raices

miiltiples, para concluir con un ¢jemplo de aplicacion extraide de la
radiacion del cuerpo negro.

La segunda parte del tema trata de los sistemas de ecuaciones y esta
orientado, principalmente, a la diagonalizacion de matrices cuadradas.
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expondremos los métodos del polinomio caracteristico y de Jacobi. Como
el tamafio de las matrices, en las aplicaciones comunes, suele ser muy
grande (80 x 80 o mas) el segundo método resulta mas eficaz que el
primero. Como Ejemplo de Aplicacién probaremos ambos en e estudio
del radical ciclopropenilo por el método de Hiickel.

1. ECUACIONES NO LINEALES

1.1. Separacién de raices en un intervalo

Comenzaremos enunciando el teorema de Rolle para una funcidn real de
variable real y continua, y(x), definida en un intervalo (a,b) = a < x < b
(Apostol, 1972):

Si y(a)- y(b) = 0, entonces existe un punto ¢ intericr al intervalo,
a < ¢ < b, tal que f{c) = 0. Si ademas y'(x) existe y tiene signo constante
en (a, b), el punto ¢ anterior (raiz) es Unico.

Apoyandonos en este teorema es facil separar los intervalos en los que
habra raices reales para y(x) =0 en (a,b). Si y(@)- y(b) < 0, existe al
menos una raiz. Debera determinarse si es Unica, lo que puede hacerse
particionando sucesivamente (@, b) y aplicando ¢l mismo criterio a los
subintervalos (a,, b,) resultantes. Por otra parte, si la primera derivada
¥'(x) es continua y las raices de y'(x) = 0 son faciles de calcular, la
separacion para y{x) = 0 puede realizarse ordenadamente determinando
el signo de y{x) en los ceros de la derivada y en los extremos del intervalo.
Nada mejor para ilustrar la manera de proceder que con un ejemplo.

Ejercicio de aplicacion

Sea la funcién y(x) = x* — 3x? — 6x + 8, de la que deseamos acotar
los intervalos en los que se encuentran las raices. Procediendo por
tanteos, faciles de programar en una calculadora de escritorio, se constru-
ve la tabla sicuiente:
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de la que deducimos que y(x) tiene tres raices reales comprendidas en los
intervalos {—3,0), (0,3) y (3,6).

Si derivamos y(x) tenemos: y'(x) = 3x*> — 6x — 6, que es continua y
con ceros en x = 1 + 3Y2 Utilizando esta informaciéon tenemos:

x | - -3  1+3  +w

signo [y09] | — 4 _ ;

que nos indica la existencia de tres raices dentro de los intervalos
(—oo, 1 —/3), (1 = /3,1 +/3) (1 + /3, +0). i

Reuniendo la informacién de ambas tablas acotamos la situacion de
las raices en: (—3,1 —/3) (1 — /3,1 + /3), (3.6).

La operacion de separacion es fundamental para lo que seguird a
continuacion, pero antes de ir a ello conviene hacer algunas advertencias.
La primera es que la informacién que dan estas tablas es solo sobre
raices reales. Recuérdese que si la funcidn es polindmica tendra tantas
raices (reales y/o complejas) como grado posea (Ejercicio 1). La segunda
es que la multiplicidad de la raiz no se ve reflejada en las tablas, por lo
que debera procederse con cautela al identificarlas. Por tltimo, hay casos i
en los que la ecuaciéon a resolver contiene infinitas soluciones, lo que ,
sucede cuando hay involucradas funciones trigonomeétricas, y entre todas
esas soluciones suele ser normal estar interesado solo en algunas. Esto
obligard a efectuar el correspondiente analisis.

Un criterio general para el error de una raiz aproximada es el
siguiente. Sea y(x) diferenciable en a < x < b, « una raiz de y(x}) = 0 ¢n
ese intervalo y x, una aproximacion a a. Por el teorema del Valor Medio,
existe un valor ¢, a < ¢ < b, entre o y x,, tal que (Arteaga, 1975):

o) — yix,) = (@ — x,)y'(c) [1]

Si para todo x de a < x < b se cumple |y'(x)) = M > 0, como y(x) = 0,
escribimos:

(e =l — x0Tl = o — x M 21
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expresion que sirve para evaluar el error de la aproximaciéon x,. Mas
adelante daremos otra medida del error muy til en el céalculo.

1.2. Método de biseccion ;

Sea una funcién real de variable real y(x), continuaen a < x < b, y tal :
que y(a)- y(b) < 0. La blisqueda de una raiz para la ecuacién y(x) = 0 en |
el intervalo puede hacerse siguiendo el siguiente proceso:

i) Dividir a € x < b en dos partes iguales: a < x < (a+ b)2 y
(@ +by2<x<b Si y((a+ b)2)=10, entonces la raiz es ¢ =
= (a + b)/2. Si y((a + b)/2) # 0, se continna:

it} Eligiendo el subintervalo en el que y(x) cambia de signo. Sea éste,
por gjemplo, el primero que renombramos:

g <x<h =a<x<(a+b)2 [4]

iii) Con a; < x € b, recomenzamos el proceso en i), y asi sucesiva-
menie.

Procediendo de esta manera, o se obtiene la raiz exacta « o se obtiene
una sucesién de intervalos encajados;

[aa b] = [alb bl] = [a25 bZ] 2.2 [am bn] 2., [5]

tales que y(a,)- yb,) <0 (n = 1,2,..), teniéndose:

,bn_an :m(b _"a) [6]

La sucesion {a,} es no decreciente y estd acotada superiormente, en tanto
que la {b,} es no creciente y acotada inferiormente. En consecuencia
(Apostol, 1972):

o = lim g, = lim b, [7]

n— oo
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de donde y(a} = 0 (Ejercicio 2a). Fl error cometido con este método es
gvidentemente:

Oslm—xnls%(b-a) [9]

1.3. Regula falsi |

Este método recibe también los nombres de método de las partes
proporcionales, 0 métodoe de la falsa posicion. Dada una funcidn real de
variable real y(x), continua en ¢ << x < b y tal que yla}- y(b) < 0, para
calcular una raiz de y{x) = 0, se divide a < x < b en dos partes que estin
en la relacion:

— vla)
10
36) L10] i

A partir del extremo x, = a se calcula un valor aproximado a la raiz:

5 ma——2D g [11] -

y(b) — y(a)

v se repite este procedimiento en aquél de los intervalos resultantes,
a<Xx<Xx,X; < X< b, enel que y(x) cambie de signo. Se obtendria con
ello una aproximacion mejorada x,, y asi sucesivamente. Geométrica-
mente este método equivale a reemplazar y(x) por la cuerda que conecta
(@, y(@)} con (b, y(b)) (Fig. 1).

En las condiciones dadas el proceso es convergente. Supongamos que
la raiz ha sido separada y que y'(x) tiene signo constante en a < x < b.
Tomemos y“(x) > 0 en ese intervalo (funcidén concava; seria analogo para
¥'(0). Puede darse, bien que y(a) > 0, o bien que y(a) < 0. Fijémonos en
y(a) = 0, pues seria analogo para el otro caso.

Si y(a) > 0 se elige x = a como punto fijo y hacemos:
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y(od) - —

y<Clod

Figura 1. —Representacion geométrica de la regula falsi.

La sucesion {x,} asi generada esta acotada inferiormente y es decreciente:
A<A < < Xy <Xy <...<Xg=Db [13] !

por lo que tendra limite:
limx, =« [14]

RO

que es justamente la raiz buscada, ya que tomando lim{n — o0) en [12]
se llega a:

o)

T e - )

(o — a) [15]

de donde evidentemente y(x) = 0.

Podemos estimar el error a partir de la férmula generat [3], o bien
dar otra cota superior para este error utilizando el valor absoluto de la
diferencia entre dos aproximaciones sucesivas (Arteaga, 1975):
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1.4. Meétedo de iteracion

Vamos a tratar ahora con un método de resolucién de ecuaciones no
lineales que recibe el nombre de método de iteracidn, si bien hay que
notar que por su esencia todos los métodos que tratamos son iterativos.
Sea y(x) = 0 con y(x) continva. Cuando y(x) = 0 puede reescribirse en la
forma:

¥x)=0 = x=glx) [17]

donde g(x) es continua, podemos intentar encontrar la raiz construyendo
a partir de un valor inicial x, la sucesion:

Xn = g(xnfl) ; = .15 2, .. [18]

Si esta sucesidn x, es convergente, entonces su limite ¢ es una solucion
de [17]:

o = lim x, = lim ¢g{(x,) = g[lim xn] = (o) [19]

= an n—row A=

El valor o puede calcularse con tanta aproximacién como se quiera sin
mas que aumentar el nimero de iteraciones {Ejercicio 2b y epigrafe 1.7).

Cabe preguntarse por la convergencia de la sucesion [18]. Una
condicion suficiente de convergencia es {Scheid, 1972):

Si |¢'(x)! < K < 1 para todo x de un intervalo centrado en o {x — 4,
o + a) y con x, en ese intervalo, entonces:

a = lim x, [20]

n—+tw

El error absoluto del método lo estimaremos a través de la relacion [16].

Es muy instructivo visualizar geométricamente el proceso contenido
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y=x
y=x glx)
x, X,
a) Convergencia b) Divergencia f

Figura 2.—Método de iteracion.

1.5. Meétodo de Newton

Sea la ecuacion y(x) = 0 de la que sabemos posec una raiz o en el
intervalo a < x < b. Si las dos primeras derivadas y'(x), y”(x) son conti-
nuas en el intervalo sefialado y mantienen su signo constante, entonces
poniendo:

%= x, + h, [21]

donde x, es una aproximacion a «, €l desarrollo de Taylor en torno a
x = x, de ¥(x) queda (a primer orden):

yla) = ¥x, + h,) = yix,) + h,y(x,) [22]
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y por tanto se construye la sucesion (Ejercicio 2c):

_Hx)

c n=0,1,2,.. 23
V(%) 123]

xn+1 = xn

yad T — — — —

y<bd

Convergencia con x, = a
Divergencia con z; = b

Figura 3.—Método de Newton.

Geométricamente, este método reemplaza el arco de secante de la
regula falsi por la tangente. Consideremos una funcidn concava en
a<x<b(y(x)>0) (Fig. 3). Tomando como aproximacion inicial
xo = a, tal que y(a)- ¥'(a) > 0, tracemos por (g, y(a)) la tangente a y{x) y
determinemos el corte x, de esta recta con el eje x. A continuacidon
repetimos la operacidn trazando la tangente que pasa por (x;, ¥(x)),
determinamos x,, vy asi sucesivamente. En general la ecuacion de la
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ta de que la eleccién del valor x, es crucial, pues de haberse tomado
Xy = Zo = b, el método o divergeria o nos daria raices fuera del intervalo.

Condiciones de validez del método se dan a continuacion sin demostrar
los teoremas correspondientes (Arteaga, 1975). La primera condicion se
expresa en el enunciado:

Si y(a) wb)y < 0, y(x)e ¥"(x)son nonulas y continuas con signo constante
ena < x < b,laraizunicade y(x) = Oeneseintervalo puede calcularse por el
método de Newton, con una aproximacion tan grande como se desee,
partiendo de un x, inicial que cumpla:

Wxo)- ' (x0) > 0 [24]

La segunda condicién se resume en los siguientes requisitos que debe cumplir
en su totalidad p(x):

) y(x) debe estar definida y ser continua en —o0 < x < + o0
ii) a)- yb) <0
) Yx)#Oenasx<b

iv)  y"(x) existe en todas partes y tiene signo constante en a < x < b

entonces puede tomarse como x, cualquier punto x del intervalo, en
particular x, = a O x4 = b.

El error de la aproximacion (n + 1)-ésima lo evaluaremos comimn-
mente con [16]. La convergencia del método. es cuadrdtica, como se
deduce de aplicar el desarrollo en serie de Taylor hasta segundo orden a
y(x) y utilizar el algoritmo [23]. Se llega asi sin dificultad a la relacion
enire los errores de pasos consecutivos:

y'(@)

@ o — x4 ? [25]

la—xnlz‘

Esta relacion indica que el error en el paso n es proporcional al cuadrado
del error prevlo (n — 1) con lo que el nomero de mfras demmales
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final del método que nos ocupa. Todo ello esta muy relacionadoe con el
problema de la convergencia hacia raices no esperadas cuando se elige un
X, inicial préximo a regiones de tangente horizontal (y'(x,) — 0), lo que
incide negativamente en el algoritmo [23] (Ejercicio 3).

1.6. Raices miltiples

Hasta aqui hemos asumide que la raiz de y(x) = 0 contenida en
@ < x < b era simple. El problema que planteamos ahora es como
determinar las raices multiples de y(x) = 0. Por ejemplo, (x —2)* =0
tiene en x = 2 una raiz de orden tres. En este caso los métodos anteriores
no son aplicables.

Una raiz maltiple de y(x) = 0 se presenta en x = «* con multiplicidad
m cuando:

{yfa)*) = V(%) = Y ) = . = ) = 0 6
yo) # 0

lo que puede expresarse diciendo que y(x} es de la forma:
yx) = (x — " f(x) [27]

conf(x) # 0 en las inmediaciones de x = o*. Veamos varios caminos
para tratar de resolver este problema (Ralston, 1970; Rice, 1983).

a) Si construimos {a funcion auxiliar:

W) _ = o)
) T mfe) + G — 29 ()

glx) = [28]

es obvio que sOlo poseerd raices simples. Un sencillo calculo demuesira
que:

go*) = 1/m [29]
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b) Métodos de Newton y de la regula falsi modificados

Para construir el algoritmo modificado de Newton se hace la conside-
racion:

y(x) ~ Constante - (x — ™)™ [30]

de modo que:

wx) _ x—a* wx) |
S = =o*=x—m" 31 |
Vo) - m Yoo A ;
|
A partir de [31] se puede proponer el esquema iterativo: |
Xps1 = Xy — y,(xn) [32]
y(x,)

que constituye el método de Newton modificado. Resulta interesante vi-
sualizar esta ecuacion [32] como la correspondiente a un algoritmo de New-
ton para raices simples con pendiente efectiva y'(x,)/m (Ejercicio 4).

D¢ manera analoga se obtiene el algoritmo de la regula falsi modifica-
da:

_ y(xn)(xn - xn—l)

Y} — plx, 1)

[33]

Xpr1 = Xy

La siguiente cuestion a analizar es, naturalmente, la identificacidén de
las situaciones en las que una raiz multiple puede estar involucrada. En
general, esto ocurre cuando se da una convergencia andémala:

i) y(x,) se hace muy pequefio mientras que |x, — x,_,| se mantiene
relativamente grande.

ii) El error |x, — x,_,| tiende a cero mucho mas lentamente que lo
esperado por los criterios tedricos de convergencia.

Oftras veces son argumentos de tipo fisico (degeneracion, simetria, etc.) los
que nos apuntan no sélo esta posibilidad, sino también la multiplicidad
que cabe esperar.
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donde m debe fijarse a priori. Utilizando f{x) calculamos una estimacion
a¥* de la raiz «* Supongamos que la estimacion resulta ser muy buena,
pero que ha sido obtenida tras un numero muy clevado de iteraciones.
Esto indica que posiblemente el valor de m seleccionado es incorrecto,
Tomaremos entonces dos valores x, y x,, apartados de «f, y evaluare-
mos:

¥y = alxy — o*)"

Wxz) 2 alxy — a*)"

que conducen a:

i~ 108DV HX)]
log [(x; — *)/(xz — o«¥)]

[35]

Haciendo o* ~ o} se puede calcular un valor mejorado para m. Con este
valor repetiriamos las operaciones previas para obtener una mejor
aproximacion o¥ a la raiz, y asi sucesivamente hasta alcanzar la precision
deseada.

1.7. Ejemplo de aplicacion: Posiciéon del miximo
de la radiacion del cuerpo negro

La ley de Planck para la densidad de energia, por unidad de volumen
y de frecuencia, de la radiacién del cuerpo negro es:

) = 8nh v3
W) = "5 exp /kT] — 1

Nos proponemos localizar la posicion del maximo de esta funcion a
varias temperaturas (T = 1500 K, 3000 K, 6000 K).

La ecuacion a resolver numéricamente es:

h
7% = 3(1 — exp[ —hv/kT])
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quedandonos:
y=3¢ *+x—-3=0

cuya derivada es y' = —3e™* + 1, que posee un Onico cero en x = In 3.
Tomando este punto encontramos:

X I — 0 In3 + o0

signo y l + - +

de donde concluimos Ia existencia de dos raices reales, una en (- o0,1n 3)
y otra en (In 3, + o0). Una de las raices, por simple inspeccion, se ve que
es x = 0 y sera excluida del estudio subsiguiente por la propia naturaleza
del problema (v > 0 = x > 0). Para calcular la solucién aplicaremos dos
métodos, ¢l de iteracion y el de Newton.

a) lteracidn

Escribiremos la ecuacion a resolver en la forma:
x = 31—e"%

Tomaremos primeramente x, = 1,1 (>1n 3) para localizar la raiz en (ln 3,
4+ 00). Aplicando el algoritmo:

X, = 3(1 — e7M-1)

obtenemos la tabla:

x, = 2,001386749
X5 = 2,775963098
x5 = 2,819949757
X, = 2,821391836
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cuyo altimo valor nos da la solucion buscada o = 2,821439372 con nueve
cifras decimales.

b) Newton

El algoritmo a emplear ahora es:

3e_x”‘1 ‘l“ xn_l - 3
—3e -1 4 1

Xp = Xp—1 "~

y deberemos tomar un x, tal que yq-yg > 0. Sea pues x; = 4. Los
resultados se resumen en la breve tabla:

x, = 2,883716761
x, = 2,821838575
X, = 2,821439389
x, = 2,821439372

siendo de apreciar la rapida convergencia (cuadratica) de este método. El
valor de la raiz calculada es el mismo que en a).

Consecuentemente, la frecuencia de los maximos de radiacion estara
localizada a una T dada en:

kT
vM = —2X

h

siendo k la constante de Boltzmann y k la de Planck. Es claro que al
crecer la temperatura el maximo se desplaza a la derecha del espectro.
Para las temperaturas indicadas tememos {(k = 1,381 x 10723 jul/K,
h = 6,626 x 1073*jul. s}

T(K) ~ 1 500 3000 6000

Vals 1) | 8,8207 x 10'3 17,6414 x 10'? 35,2829 x 10'?
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2. SISTEMAS DE ECUACIONES

2.1. Método de Newton-Raphson

Consideremos el sistema general de dos ecuaciones con dos incogni- |
tas:

{f(x, 7 =0 367

g(xa y) =0

del que deseamos calcular una solucion («, f) tomando como aproxima- |
cion inicial (xq, yo). Siguiendo la idea del método de Newton (1.5), : |
desarrollemos en serie de Taylor f y g en torno al punto inicial y
quedémonos con la parte lineal:

{f(x, V) 2 S (0, ¥0) + (x=30) o, yo) + (= hlxos yo) 3y ’7
g(x, y) o g%, Yo) + (¥ = X0)g.(X0, Yo} + (¥ — Yo)gu{Xo, ¥o)

La mejora x, y, a la aproximacidn inicial puede calcularse haciendo en
[37] f(x,y) =g(x,y) =0 con x = x, e y = y,, y resolviendo el sistema
lineal resultante. El proceso se repite tomando (x,, y,) como nuevo punto :
inicial, y asi sucesivamente hasta alcanzar la precision requerida para la |
soluciéon (g, f). ' i

En forma compacta el algoritmo se escribe;

x4 h_
{% N [38]

r yn*l + kn—l.
con h,_, y k,_, dadas por:

{fx(xn~1’yn1)‘hn1 + fy(xn—pyn—l) ky_ 1= —f (0, Vaoy) [39]

gx(xnmlayngl)'hnfl + gy(xn—layn—I)'kn—l = *g(xrrl)ynﬁl)
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2.2. Meétodo de Gauss para sistemas lineales

Sea el sistema lineal compatible de n ecuaciones con n incognitas x;

B11Xy T AyaXg + oo F ApXy, = Ay

Ay1Xy + AgpXy + ..+ Ay, X, = dy g
....................................... [40]

GuiXy + ApaXy + o0+ X, = Ay, n+1

que abreviamos por:
Ax = A° [41]

¥y que necesariamente es no singular: det (4) = |4} # 0.

La resolucion de este sistema por ¢l método de Gauss consiste en
reducirlo a forma triangular superior, procediendo recurrentemente a
partir de ahi. Veamos los pasos que se dan.

i) Sea a;; # 0. Se resta de cada ecuacion la primera multiplicada
por el cociente que resulta de dividir el coeficiente de x, en dicha
ecuacion por a,;, v se obtiene:

allxl +a12x2 +...+a1nxn=a1,n+l
(1) 1 — 41
ay3x; + ...+ alx, = af) @iy

1) 1 . 41
$t2x2 +.. 4+ ar('m)xn "— ast 2!+1

i) Sea ahora a¥ # 0. Analogamente a lo anterior se llega con las
n — 1 ecuaciones inferiores a:

Xy + auxz Foeeee Ty, Xy = 0 pr ]

FERY FERY
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iiiy Procediendo de la misma forma acabariamos con el sisiema

triangularizado:
B T B + Ay a%, = a{ pt1
D r. A Lt agXy, =y g1

.............................................. [42]

cuya resolucion es directa.

en este método directo es la de los redondeos, que dependen fuertemente
del nmero de operaciones N que se realicen. Esta es una de las razones
por las que el método de Cramér (N ~ n!) no se usa en la practica. En
‘¢l algoritmo de Gauss (N ~ n°/3) aparece 1a divisién por un nimero (pivote)
ay,, a5, etc., que en el caso de que fuera préximo a cero contribuiria a
disparar el error de redondeo. Para evitar esta circunstancia, debera
seleccionarse un elemento pivote que difiera de cero todo lo posible.
Naturalmente esta seleccidon conviene hacerla desde el principio, tomando
siempre como pivote del paso j el elemento agf;l) que sea el mayor
en valor absoluto de los coeficientes de todas las » — j + 1 ecuaciones
finales a reducir en tal paso. Para técnicas més depuradas en este campo

véase (Ralston, 1970).

|
i
Es importante resaltar la circunstancia de que la inica fuente de error |
|
|
1
i

3. PROBLEMAS DE VALORES PROPIOS
Y DIAGONALIZACION DE MATRICES

Un gran namero de problemas conducen a la resolucion de un
sistema lineal de ecuaciones de la forma:

allxl -+ alzxz + e '|‘ ainx" = llxl
dz1Xy + Og2%, + ..+ A%, = AX, [43]
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siendo A la matriz (n x n) de los coeficientes g;; y X la matriz columna
(n x 1) que contiene a las incognitas x;. Bs inmediato ver que &ste es un
sistema homogéneo y que tendra soluciones distintas de la trivial (x; = 0,
i= 1,2 ..n) para algunos valores especificos del parametro 4. Estos
valores, en numero de n, sc¢ pueden obtener notando que [44] puede
escribirse:

(A — Dz =0 [45]

donde 7 es la matriz unidad. Bl determinante de la matriz cuadrada en [45]
debe ser nulo

A — Al =0 (determinante secular) [46]

o lo que es lo mismo:

ay; — 4 12 di3 - Ain
tay Gy — A @y - 3
P() = "1 =0 [47]
a‘nl anl ani’) a’nn A‘ 5‘

3.1. Polinomio caracteristico

El desarrollo del determinante [47] conduce al llamado polinomio ca-
racteristico P(%) asociado al sistema. Sus raices son los valores A busca-
dos que reciben el nombre de autovalores o valores propios de A. Estos va-
lores pueden ser tanto reales como complejos y, una vez calculados, debe-
remos evaluar los vectores propios (o autovectores) X, por la derecha en
el caso [45], asociados a cada uno de ellos. Incidentalmente sefialaremos
que los coeficientes de P(4) pueden calcularse a partir de los elementos a5
sin necesidad de evaluar ¢l determinante [47] (Ralston, 1970), y mas
adelante daremos algunas relaciones qtiles. Las matrices A a tralar aqu1
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arbitrario a, por ejemplo, x, se despejan las otras incognitas
Xy, Xz, .0 X,_q. Bl resultado seria el vector colummna:

x{P
@
li X3
%W = [48]
|
xt ‘[
que suele darse en forma normalizada exigiendo que: |

[T + [0 + .+ [T = 1 [49]

Si la degeneracion de A; fuese dos (4, = 4,, = A,,), entonces sobrarian
dos ecuaciones en [43] a la hora de calcular el primer vector %Y. El
proceso seria analogo, pero ahora dando valores arbitrarios a dos
incognitas x,.;, x, Para fijar ¢l vector ¥! en forma normalizada se
impone de nuevo la condicion [49]. Resta por calcular el segundo vector
propio X"? asociado al autovalor 4,5, y que debe ser linealmente indepen- :
diente del anterior. Sobran como antes dos ecuaciones, pero ahora sélo |
fijamos ¢l valor de una incdgnita x, ¢ imponemos dos condiciones \
suplementarias:

i) ortogonalidad de x%» a xl:
R L P e L B R N | [50]
i) normalizacion de x%2%

DT+ PP+ [P = o [51]

Si la degeneracion g del autovalor Z; fuese mayor (g > 2) se procede-
ria analogamente generalizando el esquema previo. Notemos que habria
que imponer g(g — 1)/2 condiciones de ortogonalidad. Todas estas opera-
ciones habrian de realizarse para los n autovalores A.

Este método nos puede ayudar a diagonalizar matrices simétricas o no
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3.2. Método de Jacobi

En las aplicaciones habituales los problemas de diagonalizacion
suelen involucrar matrices reales y simétricas. Vamos pues a fijarnos en
este caso v a resolverlo por el método de Jacobi, menos engorroso que el
del polinomio caracteristico y que nos resolverd de una vez el calculo de
valores y de vectores propios. Para diagonalizar matrices no simétricas
por técnicas similares (transformaciones matriciales) a la de Jacobi
remitimos al lector a referencias especializadas (Ralston, 1970; Rice,
1983).

La base del método de Jacobi se encuentra en el hecho de que toda
matriz A real y simétrica (a;; = a;) es diagonalizable mediante una
transformacién de semejanza con una matriz ortogonal O (Sokolnikoff,
1971). Esto significa que:

0 1.4-0=A (diagonal) ' [52]

o mas explicitamente:

a11 alz L aln Ill 0 O 0

0-t. Qa1 Gz Qan 0= 0 4, O 0 [53]
0
Qo Guo =t Gy 0 0 0 - Ay

en donde O es una matriz ortogonal que se caracteriza por cumplir:

0! = 0"« 0;' =0, (T= transpuesta)

Fi teorema clave aqui establece que para matrices A reales y simétricas
‘ todos sus valores propios A; son reales y sus vectores propios son
ortogonales. Evidentemente, los valores propios 4; coinciden con las raices
del polinomio caracteristico P(A) asociado a 4.

El método de Jacobi construye la matriz O como un producto infinito
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0 1 0

0 0 - cos¢ -+ —sen¢--- 0 —i ;
01: '

0 0 - seng - cosg - O —j {

0 0 0 0 1 J:

0 0 0 0 0 [54] |

El producto de matrices Oy ' 40, = B da para las cuatro posiciones que
nos interesan (i, ij, ji, jj):

by = a;cos® ¢ + 2a;sen ¢ -cos ¢ + aysen® ¢

by = by = (a;; — ay)sen ¢ -cos ¢ + afcos® ¢ — sen? ¢)

b, = aysen® ¢ — 2a;;sen ¢ -cos ¢ + @008 ¢b [55]

Como pretendemos hacer b;; = b;; = 0, nos bastard con tomar un angulo
de rotacion ¢ tal que:

= %  _F . (f=—a _(E+ Iy
rg ¢ (C{,j—aﬁ)/Z y ? {§2=62j—y2}:>cos¢ ( 26 ) [56]

La operacion se repite con la matriz B eliminando una nueva pargja de
elementos via O; 'BO, = C, y asi sucesivamente.

Hay que notar, sin embargo, que cada etapa del algoritmo introduce
correcciones no nulas en las posiciones que ya eran cero. A pesar de ello
estd garantizada la convergencia del método descrito, ya que se puede
demostrar que la sucesidn de matrices:
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mente hablando (Ralston, 1970; Press y col., 1988). Los valores propios de
A quedan en la diagonal principal de A, en tanto que los vectores propios
son las columnas de la matriz O: '

0:01‘02'03'...'()"_1’0".-‘ [58]

Es muy importante sefialar que cada autovalor A, lleva asociado
su AULOVECLOT X; == (X145 X2 s Xpy) QUE €StA justamente situado en la colum-
na i.

‘En la practica se usan varios criterios para decidir cudndo se encuentra
diagonalizada la matriz inicial. Uno de ellos consiste en exigir que todos los
elementos no diagonales de la mairiz resultante en el paso # sean menores
en valor absoluto que una cierta cota de tolerancia (1079, etc.). Otros crite-
rios usan comparaciones entre los elementos diagonales y los no diagona-
les (de la misma fila) para decidir la convergencia (Press y col., 1988).

Mencionaremos ahora un par de propiedades interesantes que pueacu C
resultar de ayuda a la hora de comprobar si una diagonalizacion no es ‘
correcta. La primera de ellas es que la traza de la matriz A debe |
conservarse en A:

tr(d)y= > ay=tr(A)= E": A [59]

es decir, la suma de los elementos de la diagonal principal se mantiene
constante. La segunda es que el determinante de A también se conserva:

det (A) = det (A) = [] A=Ay Ay 2y [60]
i=1 .

Se dice entonces que la traza y el determinante son cantidades invariantes
bajo la diagonalizacion. La comprobacion de estas propiedades es un
gjercicio trivial que se deja a cargo del lector. Notemos que las condicio-
nes [591-[60] no nos dicen, caso de cumplirse, que la diagonalizacion
efectuada sea correcta. No obstante, suelen ser suficientes para detectar
errores de procedimiento.
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el problema inicial de dimension (n x n) se reduce a una serie de subpro-
blemas independientes de Ordenes tratables. Asi una matriz 4 (n x n)
puede sufrir una transformacion de semejanza v convertirse en una
matriz 4 diagonal por cajas:

iy dyp 00 by,
(121 azz v (12" Teoria de
4= — A=
Grupos

Qi Qua -0 Gy
(,Tll a’lz 0 b 0 0
aZl a-ZZ 0

______ al

A
0 0 0 . an*l,nr"l Zz-n—l,n 61
0 0 0 oo | Ty a,, f61]

La diagonalizacion de A es equivalente a diagonalizar las cajas de 4 por
separado.

A pesar de todo, no siempre la reduccion anterior nos deja tamafios ma-
nejables para el calculo manual. En estos casos, es imprescindible utili-
zar un ordenador y disefiar un programa de diagonalizaciéon. ;Coémo
averiguar que tal programa diagonaliza correctamente, mas alla de las
comprobaciones [59]-[6077 Se utiliza entonces el denominado test de «la
matriz de unos» A(g; = 1;i=1,2,..,n j = 1,2,..,n). El método funcio-
nard correctamente con respecto al calculo de los autovalores cuando
estos sean todos nulos salvo uno de ellos que coincidira con ¢l orden de
la matriz original. Si ademéas los autovectores forman un conjunto
ortonormal, ortogonales dos a dos y normalizados, entonces la diagonali-
zacion completa es correcta. Para captar el funcionamiento del método
de Jacobi y aclarar la naturaleza de este test conviene realizar el Ejerci-
cio 5.

~om e
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3.3. Ejemplo de aplicacién: Calculo de orbitales meleculares
de Hiickel para el radical ciclopropenilo

La geometria del ciclopropenilo es triangular (Fig. 4) y hay tres
electrones m, por lo que habra una deslocalizacion electronica por encima
y debajo del plano del radical. Para estudiar este sistema = por el método
de Hiickel elegimos como base, para obtener los orbitales moleculares, a
los tres orbitales atémicos 2p, de los tres carbonos. La funcion de prueba
a introducir en el calculo variacional (con ¢ = energia de los orbitales

moleculares):
-
C
| ]
/ C C \ |
H H
Figira 4.—Radical ciclopropenilo.
e = CYIHW /Yy = [y*Hy de/ [y do 62]
de
—= : i=1,2,3
de; 0 5 ’
serd la combinacion lineal:
Y= cy(2p.); + €2(2p.)2 + €3(202)5 [63]
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Las simplificaciones Hiickel son: §;; {(solapamientos) = §,,, donde d ¢s la

funcion de Kroenecker; H;; es:

ije

i) la integral de Coulomb « cuando i =

ii) la integral de resonancia f§ < 0 cuando los atomos i,j son
contiguos

iii} nula cuando i, j no son contiguos.

Estamos frente a un problema de valores propios, ya que para que [64]
tenga solucion no trivial debe suceder:

|Hy — 0yl =0 5 iLj=123 [65]

Dividiendo todos los elementos del determinante por § y haciendo:

x = (o —e)p [66]
obtenemos:

x 1 1

1 x 1| =0 [67]

1 1 x

Resolver esta ecuacion es equivalente a diagonalizar la matriz simétri-
ca (H;) que descomponemos en la forma:

« B B 01 1 100
|8 o Bl =811 0 1|+af0 1 0 [68]
B B o 110 00 1

quedando reducido el problema a diagonalizar la matriz que multiplica a
B. Resolveremos el problema del ciclopropenilo via los dos métodos:
polinomio caracteristico y Jacobi,
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que puede resolverse por simple inspeccion (x; = —2; x, = x5 = 1), pero
vamos a ilustrar el modo general de ataque desde ¢l punto de vista
numérico. No es dificil acotar dos raices de la ecuacion en los intervalos
(=3, —1) y (—1,2). Utilizaremos el método de Newton y calcularemos
primero la raiz en (—3, —1).

e.1) Raiz en (—3, —1)

Sea x, = —3, de modo que se satisfaga [24]. La aplicacion del
algoritmo:
X3 —3x,+2
ST i~ o]

conduce a la sucesion convergente:

x; = —2,333333333
X, = —2,055555556
X3 = —2,001949318
x4 = —2,000002528
—2,000000000

X3

en la que se observa la esperada rapida convergencia al valor x; = —2.
Estos resultados se han obtenido con una calculadora de escritorio
convencional programable que trabaja con 13 digitos significativos. Por
ello en cinco pasos la precision es va de nueve cifras decimales. Tomamos
como raiz el valor mencionado (que coincide con el exacto) .despreciando
cifras decimales superiores.

a.2) Raiz en (—1,2)

El valor inicial debe ser aqui x, = 2 y por aplicacion reiterada de
[70] sc obtiene la sucesidn siguiente:

1 A8 884
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|
xo = 1,002549528 | i
X,; = 1,000637788 ;
X5 = 1,000159473 |
X;5 = 1,000039872
X, = 1,000009980 ‘
X1s = 1,000002506 |
X5; = 1,000000800 |
X3 = 1,000000592 }

|

|

|

cuya convergencia es impresionantemente lenta comparada con la de la
raiz anterior.

Si bien desde el punto de vista practico podemos asegurar que esta
raiz sera aproximadamente la unidad, el comportamiento mencionado y
la existencia de una tercera raiz real para [69] sugieren una multiplicidad
dos para la raiz que nos ocupa. Modificando el algoritmo de Newton con
m = 2 obtenemos que [32] es:

x3 —3x, + 2
=x, — 20" = =1,23,..
i xn+1 xn 3x’% . 3 s n ] 535 [71]
0 equivalentemente:
x, =x =1 (x, +2) (xn —1) T
+ 1 n 3 (xn + 1) [ ]

y utilizando la entrada x; = 2 llegamos a la sucesion convergente (traba-
jando con doce decimales en [71]):

x, = 1,111111111
x, = 1,001949318
x5 = 1,000000633
x4 = 1,000000633

siendo més que notable la velocidad del método modificado. Esto confir-
ma la caracteristica de ser de orden dos esta raiz. Aunque podriamos

aplicar otros métodos como verificacién adicional y mejora del resultado
numérico. vamos a detenernos agni Ta ralz ane estihamos bnscando eg
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x=1+ 0,677 x 10~ 1? en cuatro iteraciones, manteniéndose estable a partir
de ahi, Sien lugar de [71] se hubiera trabajado con [71’], el resultado exacto
x =1 {16 decimales exactos) se alcanzaria en cinco iteraciones. El lector
debe ser capaz de justificar estas circunstancias.

Calculadas las raices de [69], x,. = —2, x, = x5 = 1, los valores
propios &; son:
g =ua+ 28
£y = 83; =o-—f

ai=a—ﬁxf:{ [72]

Quedan por determinar los vectores propios (orbitales moleculares )
W, asociados a cada uno de estos autovalores. Para ello, escribamos [65]
utilizando la relacién entre & y x de arriba:

cix+cy, +c3 =0
¢, +tex+cey =0 £73]
¢y ey +eyx=0

Para el vailor x = —2 tenemos un orbital enlazante, vy el sistema se redu-
ce a:

—2C1+ C2+C3=0
01_262+C3=0

[74]
i+ ci+ci=1
que una vez resuelto lleva a:
¢y =y =y = 14/3 [75] |
lo que cabria esperarse por sirﬁetria, siendo entonces: |
brler = a4 2p) = \—1/—3— [p)i +@pdy + Cr)s] [76)

Para el nivel degenerado x = 1 (orbitales antienlazantes) hay que
proceder en dos etapas. Primero calcular un autovector a partir del
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lo que implica ¢; = —2. Con la normalizacion el orbital molecular |
queda: ‘

1
Waley = & — f) = % [—2Cp)s + (2p.)2 + (2p.)s] [78]

El calculo del tercer vector propio se reduce a eliminar, como antes, dos
ecuaciones y exigir que la nueva solucion sea ortogonal a [78]:

C].+CZ+63=0 [79]
_261+C2+63=0 .
Haciendo ¢3 = 1, resulta ¢, = 0, ¢, = —1, y normalizando:
1
ales =« — f) = —=[—(2p,), + (2p,)s] [80]

NG

Es facil comprobar que las dos soluciones i, y 5 son ortogonales a
;. Por ejemplo: [

sl = J%@wbl -dt =

_ ﬁ | f [ + @p)sl* - [Py + 2p: + Qp)sl dr =

- ﬁ [- j (pJide + j(zpz)g ﬂ —0

pues los productos cruzados son nulos (S;; = ;).

Se podrian haber obtenido otras soluciones 5, ¥, distintas de las
anteriores sin mas que tomar otras elecciones para ¢, y ¢;. La solucién

not molenlada caria aauivalanta a 1o anteriae v na alteraria mara nada lag
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Figura 5.—Bases ortogonales equivalentes por rotacion.

b) Jacobi

La ecuacion [68] la reescribimos como:

a f B
=g o« Bl=fA+aI [81]

g B o«

Si deseamos diagonalizar H- es obvio que:
E=0"1HO =B-(0"'40) + -1 [82]

nnae I ae va disonnal Fl neablama go radnes a2 disonanalizar
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Utilizando el método de Jacobi eliminemos la pareja a;,, a,; = L

2a,, 2.1
tg2 ¢ = = = 45°
g29 iy — gz 0 = ¢

Asi, se tiene la transformacion:
B=07'40, =

V272 22 0\ jo 1 1\ [ /22 =22 0
=(—ﬁ/z V22 o)(l 0 1)(ﬁ/2 NGV 0)
1/\1 10

0 0 0 0 1

10 /2
= 0 -1 0
(ﬁ 0 0)

A continuacion eliminemos b5 = by, = \/E:

€26 — 2b,s *2\5_2\/5

bll—b33_1—~0_

Es inmediato obtener:

senq5=1/\/§ ; Cos ¢ :\/2%

vy con ellos la segunda transformacion:

C = 0;'B0, =
V23 0 /173 t o0 2\ (/23 0o - /13
= 0 1 0 0 — olF o0 1 0=
_"\/1/—3 0 -\/2% \/5 0 0 4/@ 0 ‘/ﬁ
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Los valores propios de H a la vista de la relacion [82] son:
gr=0+28 ; e;=¢3=0—§ r84]
y efectuando el producto O = 0,0, se obtiene:
UNERRNGT AR TN

0=0.-0,=] 1//3 —/2/2 —1//6
1//3 0 2/3

matriz cuyas columnas i son los orbitales moleculares i, correspondien-
tes a los ¢;

!
Yy = \% [@p)1 + (2po)y + (2p2)s] [85]
1
2= = 2 /1 T 2 z/2 86 !
W ﬁ[( P — (2p2)] | [86]
1
s = -ﬁ [—(@p) — 2po)y + 2(2p,)s] [87]

Los resultados obtenidos concuerdan con los del polinomio
caracteristico, ya que los tres orbitales 2p, son equivalentes, y un cambio
de signo en una funcién de onda no afecta a sus propiedades probabilisti-
cas.

Ellector interesado en este tipo de cdlculos puede encontrar provechosa
la referencia (Dmitriev, 1981) en donde se presenta una atractiva discusion
topolégica del problema de las moléculas con enlaces 7.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Separar las raices reales de y(x) = x*/2 — 2x — 7.

2. Para la ecuacion del ejercicio 1 calcular sus raices reales aplicando
los métodos:

a) biseccion
b) iteracion

¢} Newton

3. Una particula cuantica monodimensional se encuentra atrapada en
una caja de potencial con paredes finitas:

0 —W <X < —a
Vxy=1{V, -—-a <x<a s V<0
0 a <x< 4o
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cosaa = +al/|Vol : tgoa>0

en tanto que las de paridad negativa de:

senoa = +a//iV,| ; cotgaa <O

En estas relaciones « = (E — V;)"? > 0. Obtener numéricamente los
autovalores de los cuatro estados mas bajos cuando (a|¥;/Y? = 9).
(jCuidado con el cuadrante en el que deben estar las soluciones!)

4. Calcular los momentos principales de inercia IV, I?, I®), para las molé-
culas CO,, H,0y CH, resolviendo la ecuacidn determinantal (secular)
de tercer grado en I gue involucra al tensor de inercia molecular:

P)=| —1I

en donde:
L= Sm? 420 3 Ly=Ymixi+z) ;
7 i
I, = zi:mi(xiz + ¥ Iy, =1, = Zimixiyi ;
I, =.sz = ;m:‘xizi s Ly, =1, = ;miziyi
siendo my, x;, ¥, Z;, la masa y las coordenadas de cada atomo i

Datos: {C—0)=1,162 4 ; 0C0=180° ; KO-H)=09604 ;
HOH=10445° ; KC-H)=1,003 4 ; HCH=109,5° ;
my = 1,00797 uma ; m,= 1201115 uma ;
my = 15,9994 uma.

5. Diagonalizar por el método de Jacobi la matriz de tercer orden:
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

L.

Calculando la primera derivada de la funcién x*/2 — 2x — 7 encon-
framos:

y =2x* -2

que posee un cero con multiplicidad tres en x = 1. Es claro entonces
que el signo de y va como:

x | — o0 1 + w0

signo y 1 -+ - +

y habra al menos dos raices reales una en (- oo, 1} y otra en (1, + o).
No hacemos referencia a su posible multiplicidad, aunque un senciilo
grafico nos indica que son simples.

a) Tras alguna bhsqueda localizamos las raices reales en los intet-
valos (—2, —1) y {2, 3). Aplicando bisecciones sucesivas en cada caso

nhtenamne:
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(—1,6875, — 1,625) — (—1,6525, — 1,625) —

(—1,65625, —1,640625) — (— 1,63625, — 1,6484375) > .

siendo la raiz: —1,6....

— Intervalo (2,3)

(2,3) = (2, 2.5) - (2, 225) — (2,125, 2.25) -

(2,125, 2,1875) — (2,15625, 2,1875) -

(2,171875, 2,1875) - ... - '

La raiz es 2, 1....

Como se ve, la convergencia es extremadamente lenta, pues a sicte
pasos sOlo se garantiza una cifra decimal exacta.

b) La descomposicion trivial de y(x) = 0 para aplicar el método de
iteracion es:

4
Xg—y 7

Xp = 4 mazg(xn—l)

La condicion suficiente de convergencia no se cumple en este caso,
pues lg'(x)l = |x? < 1 solamente se da para |x| < 1, y sabemos por a)
que las raices no caen en —1 < x < 1. Por otra parte, el método
basado en esta g(x) es esencialmente divergente como se comprueba
con un simple grafico o con unos pocos calculos. Incluso introducien-
do un x, = Xeorrecto Dasta nueve cifras decimales (lo calcularemos
enseguida) jconseguimos una rapida divergencia! Esto se debe a que
los redondeos por encima de esas cifras actian como fuente desestabi-
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a partir de la cual es inmediato concluir la convergencia con unos x,
cercanos a las raices (por la acotaciéon de la derivada).

Asi, tomando x, = —1 y la rama negativa:

X, = —ax, [+ 14

se calcula la sucesiéon convergente

X, = —1,788279410  x,,= —1,649453248
X, = —1,619965129  x,,= —1,649453259
X3 = —1,655985287  x,,= ~1,649453256
Xy = — 1647995772 x 5= —1,649453257

gue converge a la raiz lentamente en forma de espiral.

Del mismo modo con x, =2 y la rama positiva:

X, = +Hdx,_; + 14

{enemos

x, = 2165736771  x, = 2,183586179

X, = 2181871132 x, = 2,183587554

X3 = 2,183422808  x, = 2,183587686

x4 = 2183571862  xq = 2,183587698  x, = 2,183587700

con una convergencia mas rapida en forma monotona creciente.

Existen métodos para acelerar la convergencia y remitimos al
lector a las referencias especializadas ya citadas. Es importante
reparar en que segun sea la descomposicion de y(x) = 0 las solucio-
nes pueden ser alcanzadas o no, por lo que al aplicar este método
suele ser comun tener que ensayar varias posibilidades.

¢) Planteemos el método de Newton como:
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Tomemos xq = 3 (yg- ¥, > 0) para calcular la raiz en (1, +oc). En
cinco iteraciones encontramos una solucion con nueve decimales

exactos:
x; = 2,471153846
x, = 2,233296676
Xy = 2,185384128
X, = 2,183590148
x5 = 2,183587700
Analogamente, con xg = —2(y, - ¥, > 0) para (— o0, 1) encontramos F

en cuatro iteraciones con nueve decimales correctos la raiz:

x, = —1,722222222
X, = —1,653202753
X5 = —1,649463685
x, = - 1,649453257

Comparando con a) y b) observamos una veloz convergencia aqui.
Del comportamiento de estas soluciones deducimos que la ecuacion
posce dos raices reales y dos complejas.

3. Las cuatro ecuaciones a resolver son (&g = x):

cosx = + ; tgx>0

=R

senx = + ; cotgx <0

O ®

Calculados los valores x solucion, los cuatro més bajos, las energias
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9cosx,_y — x,_;
a xn=xn_ - = —_ =
) | (y=9cosx — x = ()

9cosx,_( + x,
~9senx,_; + 1

(y=9cosx + x = 0)

9senx,_; — x,.,
9cosx,_; — 1

(y=9senx — x = 0)

Osenx,_; + x,
d X, =X —_— nl -l = =
) 1 Soosx, L+ 1 (y = 9senx + x = 0)

Con ayuda de unas sencillas representaciones graficas podemos dar
primeras estimaciones fiables a x, para cada uno de ellos. Estos
valores iniciales se acogen a las condiciones i)-iv) del epigrafe 1.5, Se
obtienen asi:

a) X, = m/4 (radianes), con ¢l intervalo (n/4,n/2)
x; = 1,542947374
X, = 1,413668338
xy = 1,413129533
x, = 1,413129513
Xq = 1,413129513 (tgx,, > 0)
Xo = 5m/2 = x,, = 696842222 (igx,, > 0)

b} x, = 3=/2 (radianes), con el intervalo (x, 2x)
x; = 4,241150082
x, = 4,223938133
X3 = 4,223869731
x, = 4,223869730
Xy = 4,223869730 (tg x, > 0)
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X, = 2,822588658 (tgx,; < 0)
Xo = 57/2 = x,, = 8,261820644 (tg x,, < 0)

d) x, = 2r (radianes), con el intervalo (37/2, 2x)
x; = 5,654866776
x, = 5,610814999
X3 = 5,610163879
X, = 5,610163731
X4 = 5,610163731 (tgx, < 0)

Las cuatro raices mas bajas son x,,{+), X.{—), Xp(+}, xg1(—)
correspondientes alternativamente a estados de paridad positiva y
negativa. Las energias resultan:

X | 1,413129513 2,822588658 4,22386973
Ea* l —79,00306498 —73,03299327 —63,1589245
5610163731
—49,52606291
estando la profundidad del pozo en Vya* = —8L.

4. Hay que determinar primeramente las coordenadas atémicas. Hasta
seis decimales éstas son

Molécula Ailomo x ¥ z
C ] 0 0
co, 0 0 0 1,162
0 0 0 —1,162
0 0 0 0
H,0 H 0 0 0,96
H 0 0,929631 —0,239554
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dreagend

Los tensores de inercia resultantes son (de nuevo 6 decimales):

43206188 0 0
co,:| 0 43,206188 0
0 0 0
1,857890 0 0
H,0: |0 0,986789  0,224472
0 0224472 . 0,871102
3211123 0 0 |
cH: o 3211123 0 ‘s
0 0 3,211123

De estos tensores es practicamente inmediato deducir los momentos
principales de inercia. Nétese que las matrices correspondientes al COy
y CH, estin ya completamente diagonalizadas, en tanto que la del H,0
lo estd por cajas. Vamos a aplicar, no obstante, el método de Newton
para calcular las raices del polinomio caracteristico, poniendo de mani-
fiesto algunas particularidades de este método en casos patoldgicos.

Los polinomios caracteristicos se obtienen evaluando el determi-
nante del tensor de inercia restando la variable 7 en la diagonal princi-
pal:

Peo, (D = —F + 86,412375 P — 1866,774656 1= 0
Piyo () = —F + 3,715780 P — 4260962 I + 1,503415 = 0

Peg, () =— P +9,633368 I — 30,933924 1+ 33,110873 = 0
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Las raices obtenidas son;

IQ:= 0,5 I[)=1 [0=2
T, = 0,636567 I, = 1,244827 I, = 1,888836
1, = 0,688554 I, =1,162107 I, = 1,859871

1y = 0,696926 I = 1,160755 I, = 1,857896
1D =, =0,697139 P =1=1160753 IV =], = 1,857887 ;

La convérg‘encia es muy rapida y el efecto de los redondeos en los datos
de entrada {tensor de inercia) no es importante (compérese /& = |
= 1,857887 con el valor diagonal 1,857890).

Pasemos al CO,, del cual una solucién es I = 0, Planteando (con
cierta irreflexién) 1a ecuacion iterativa:

P — 86412375 I, _ | + 1866,774656

L= _,—
no el 21, _y — 86,412375
se obtiene:
Iy =30
I = 36,603093 . 1, = 43,199557
1 = 39904637 13 == 43,199801

L= 41,555407 ... I = [}, = 43,199806

resultado que nosindica multiplicidad dos parala raiz. Utilizando el al-
goritmo modificado con pendiente mitad:

L1 ) L — 86,412375 I, _ | + 1866,774656
nemed 20, | — 86,412375

se llega a un comportamiento oscilante:

I@ = 3{3

Estosedebea que /] es yala mejor aproximacién posible alaraizy, ade-
mas, se (rata de un punto de tangente précticamente horizontal. En-
contramos que /; hace pricticamente nulos, salvo redondeos, al nume-
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donde ¢ es el «error» (de redondeo) necesario para identificar las dos
expresiones y x = (86,412375)/2. Es facil comprobar que:

L=L=K=.. ; [ =H=L=..

Aungue aparentemente similar al case previo, el cdlculo para el CH,
conduce a una situacion drasticamente diferente. El orden es ahora
tres:

E _,—9,633368 £ _; + 30,933924 I, _, — 33,110873
3B _,—2x9,633368 F,_, + 30,933924

I,=I,_,—3

Ig = 4

L =3211123 I3 = 1,656941
L = 2,685206 L5 = 1,656842
I3 = 2,334596 ™ 115 == 1,656842

Observamos entonces que tanto para el €0, como para el CH, las pri-
meras estimaciones I{ son excelentes y el cdleulo deber{a haberse dete-
nido ahi. Sin embargo, con orden tres la soluctdn iterativa neo oscila,
sino que converge a un valor erréneo que no verifica la ecuacion (un
anélisis similar al de orden dos es ligeramente tedioso y lo omitimos).
Es practica recomendable, pues, comprebar gue el ciclo iterativo na
pasa por puntos de tangente quasi-horizontal. Por otra parte, el numero
de cifras significativas en el cdlculo debe ser mantenido tan alto come
sea posible, buscando evitar amplificaciones de error por el atgoritme.

Resumiendo, los momentos de inercia esperades y calculados via
método de Newton son:

Kuma.A®) 1Y ™ ©® I 1% )
CO, | 43,206188 43,206188 0 —oscilacion—.. 0

H,0 1,857890 1,160753 0,697139 | 1,857887 1,160753 0,697139
CH, 3211123 3,211123 3,211123 | —convergencia errdnea—...

L 1 wmouoloc cloiaioinbac:
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5. Comencemos eliminando a,, ¥ a@,,. Aplicando [56] obtendremos el
angulo de rotacion ¢ :

2a,, 2
tglp=—> =— = = 45°
Qyp — 4y 0 ¢

La matriz de rotacidon O, a aplicar sobre A sera por tanto:

[ /22 —/22 0
0, = (\/5/2 V22 0
0

0 1

y la transformacion a que lleva es: (O, ! = 07):
B= 0740, =

V22 22 0\ [1 1 1\ [ /22 =22 0
= | —v22 V22 ot L 1| fn a0l =
0 0

0 1 1 0 1

—_
—_

2 0 2

=1 0 0 0

V2 0 1

El siguiente paso es eliminar b,; y by,. Como antes tenemos:

g2 -2 _ 2\/5_2\/5

by —byy  1-2
Por trigonometria elemental llegamos a:

1

o 2

1
cos2¢ = seng =—— , coso =./2/3
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C = 0;'B0, =

V23 0 /13 V2\ I3 0 = /173
0 0 0 -

2 0
= 1 0O 0 0 o 1 | =
SN IV AWC I R A WT- I T
300
=10 0 0|=A
0 0 0

con lo que, en este sencillo gjemplo, hemos alcanzado la diagonaliza-
cion de A en dos pasos. Los autovalores son:

A‘1=3 ; /12=;\.3=0

y vemos que se conserva la traza (=3) y el determinante (=0),
cumpliéndose también la regla para autovalores del test mencionado

en el texto.

Resta ahora calcular los vectores propios asociados a los tres autova-
lores anteriores. Efectuando el producto [58] con n = 2 se obtiene la
matriz ortogonal global O:

V22 =22 0\ (23 0 =13
0=0,-0,= ﬁ/g \/5/2 0 0 1 0 =
0 o 1/ \J/13 0 /273

V3 -2 -14/6
=l W3 12 146
1//3 0 2/3

Los vectores propios son pues:

1//3 ~1//2 —1//6)
Xy =(1/\/§ ; Xp=| 14/2] 5 Fa= ~1//6
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ESTADISTICA TEORICA

(Temas 6-9)
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Tema 6

VARIABLES ALEATORIAS Y DISTRIBUCIONES
DE PROBABILIDAD
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Este tema se dedica a presentar los conceptos fundamentales sobre
variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad. Se asume que el
lector posee los rudimentos basicos de la Teoria de Probabilidades.
Primeramente se analiza el concepto de funcién de distribucion para una
variable independiente, es decir las probabilidades frente a los posibles !
valores de la variable. En el caso de variables discretas la funcién de 3
distribucidén serd una tabla numérica, en tanto que para las continuas
tendremos expresiones analiticas. La formulacion de la funcion de distri-
buciéon admite dos versiones relacionadas: la funcién integral (cumulativa)
y la funcién densidad. Para caracterizar una distribucion existen ain
otras formas de las que hablaremos posteriormente { funciones generatriz
y caracteristica).

La generalizacion a dos o mas variables es directa y una vez realizada
pasamos a estudiar los parametros que permiten captar de una manera
répida la naturaleza de una distribucién. Estos parametros son llamados,
en general, momentos y con ellos puede construirse la ya mencionada
funcion generatriz. Estudiadas las funciones generatriz y caracteristica, a
continuacion nos ocuparemos de la convolucién que ¢s una operacion
extremadamente importante cuando se trabaja con distribuciones de

neahahilidad
CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICﬁ

LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE ST!
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70
|

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento
Articulo 17.1 (_19 la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



1. FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARA UNA |
VARIABLE ALEATORIA |

]

l

El concepto de variable aleatoria o estocdstica estd en la mente de !

todos, ya que mediante €l se pretende expresar el azar o impredecibilidad |

que poseen una gran variedad de sucesos. Para este tipo de sucesos es |

imposible asegurar con toda certeza si se van a dar o no en un momento |

dado. Sin embargo, lo que si puede hacerse es asignarles una medida a |

priori de la posibilidad de que se presenten. A esta medida la denomina-
mos probabilidad del suceso.

Supongamos el experimento de arrojar un dado, o el de 1a lectura de
un amperimetro. En ambos casos el resultado del ensayo es variable, pero
existe una diferencia fundamental entre ambos. En el primero el conjunto
de sucesos posibles es numerable, en tanto que en el segundo no lo es. En
el caso del dado deberemos numerar los sucesos asignandoles asi un
valor entero identificativo. Para el amperimetro la lectura es ya su
identificacién. Designando por X a una variable que recorra los valores
asociados a los sucesos la llamaremos variable aleatoria asociada al
experimento. Al conjunto de sucesos le denominaremos espacio de esta-
dos.

Si el espacio de estados es discreto o numerable la variable aleatoria
X serd discreta, mientras que si tal espacio es no numerable X serd
continua, Evidentemente puede haber espacios de estado con parte
discreta y parte continua, pero no nos fijaremos en ellos aqui.

La cuestion ahora es determinar la probabilidad asociada a los
sucesos o estados del experimento. Es éste un asunto en modo alguno
trivial. Si la variable X es discreta, {x,}, puede obtenerse una estimacioén
de las probabilidades p,(x;) utilizando la definicién clasica de probabili-
dad y haciendo un nimero »n de experimentos muy grande:

s

£ \ -

pdx) =lim — ; 0<p,

n—+w R

F/A\

donde f(x;) es la frecuencia o nimero de veces que se ha presentado x,
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esta manera se puede construir el esquema probabilista (finito o infinito
numerable):

X Ixo Xy Xp X3

[2]

P(X) | Po Pi P2 P3

que debe cumplir la condicion de normalizacion
Zpk =1
e

Si la variable X es continua, x, < X < x,, el problema aunque
similar es més complicado. Puede discretizarse la variable X y proceder
como antes para obtener un esquema del tipo [2]. Lo normal en muchas
aplicaciones fisicoquimicas es utilizar leyes deducidas tedricamente que
expresan la funcionalidad p(x).

Estas leyes que dan la probabilidad de los sucesos posibles son
denominadas funciones de distribucién y admiten dos formas de las que
hablaremos a continuacion. Es muy importante notar que las probabili-
dades una vez fijadas, las supondremos constantes para todos los ensayos
postetiores sobre un mismo espacio de estados, de ahi que se las califique
de probabilidades a priori.

1.1. Variables discretas

Sea la variable discreta X que toma los valores x, con probabilida-
des py

PX =x)=pc 3 k=012 [3]

En s misma la relacion [3] es va una funcién de distribucion de probabi-
lidades que suele recibir el nombre de diagrama de probabilidad (Fig. 1).
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Figura {.—Diagrama de probabilidod para we dado uniforre.

Ademas de la funcion [3] puede construirse una nueva funcion de
distribucion, la funcion cusmmlativa F(x) que se define como:

FX <x)=Flx)= ) p [4]

T E X

extendiéndose la suma sobre todos los puntos x, que sean menores 0
iguales al valor x que se esté evaluando. Este tipo de funcion es escalona-
da, no decreciente y presenta discontinuidades en cada x, con un salto p,
{Fig. 2).

Es importante darse cuenta de que F(X < x,) =0y que F(X > x,) =
=1, siendo x, el Oltimo valor posible para X.

Tum nrdin amvmemdon -
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Figura 3—Funcion cumulativa para un dado uniferme.

desplazamos hacia la derecha. Esta analogia es ntil, pues teoremas
mecanicos sobre el solido rigido {(momentos de inercia, etc.) son directa-
mente aplicables en este contexto.

1.2. Variables continuas

Utilizando la analogia mecanica previa, considerémos una distribu-
cion de masa continua sobre el eje real que responda a la funcion
denszdad f (x ( w0 <X < + oo) Tal func1on f debe ser continua, salvo a

tdeanided Ao loo cnelos dalhard
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|
Esta funcion f(x) es justamente la generalizacion de la funcion P(x) }
dada en [3], ya que la cantidad de masa (probabilidad) contenida en un |
intervalo infinitesimal (x, x + dx) de anchura dx es: f(x)dx (masa = den-
sidad x longitud). Notemos que al pasar al continuo hablamos de probabi-
lidades en intervalos. El valor f(x) representa asf la densidad de probabi-
lidad de que X tome un valor en (x,x + dx) y, por tanto, se la llama
funcién densidad de probabilidad (o funcién de frecuencia) para la
distribucion. La probabilidad infinitesimal de que x < X < x + dx es
entonces f(x)dx.

Aparte de las condiciones de continuidad enunciadas, f(x) debe ser no
negativa:

=20 ; —w<x< -+ 5]
y evidentemente tal que:
J f(x)dx =1 (normalizacion) [6]

resultado que expresa que la probabilidad de que aparezea cualquier
valor x es la unidad (masa total = 1). Si se desea averignar la probabili-
dad de que X tome un valor dentro del intervalo ¢ < X < b, entonces se
calculara la integral:

Pla< X <bh)= Jb fix)dx [7]

es decir el area limitada por f{x) y ¢l eje x entre x =a y x = h. De la
relacion [7] se sigue que:

PX=a)=0 ; Pa<X<b=Pa<X<h=. [8]

que expresada en palabras nos dice que la probabilidad de obtener
exactamente un resultado puntual es nula. Esta conclusién choca con lo
visto para distribuciones discretas, pero la situacion es claramente distin-
ta. Un resultado puntual exacto para un experimento que involucre a una
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P(a—s<X<a+s)=fa+Bf(x)dx [9]

Analogamente a lo realizado para el caso discreto puede definirse la
Sfuncién de distribucion cumulativa o integral F(x):

F(x) = P(X < x) = J ) 1) dt [10]

donde se utiliza como variable de integracion t para evitar confusiones.
En términos de la funcién integral la probabilidad calculada en [7] puede
ponerse:

0 Pla<X< b)=fbf(x)dx=F(b)—F(a) [11]

de donde concluimos que F(x) es, por definicidn, no negativa y, por tanto,
no decreciente.

Puesto que la variable X solo puede tomar valores finitos es inmedia-
to establecer:

F(+o0) = lim F(x) = PX < +0) =1 [12] |
F(—oo)= lim F(x)=P(X < —0) =0 [13] i

Para concluir sefialaremos que la funcidén densidad f(x) es la derivada
de la funcion cumulativa F(x)

d
fx) = 7 F [14]

Conviene aqui que el lector realice el Ejercicio 1. Consideremos a conti-
nuacién el siguiente gjercicio de aplicacidn.
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evaluar el valor de una variable Y dependiente linealmente de X:
Y=aX + b (a > 0). Determinar la forma de las funciones de distribucion
integral y densidad a que obedecera la variable aleatoria Y.

Sean las funciones buscadas G{y), g(y), siendo g(y) = G'(y). Teniendo
en cuenta que a > 0 sera:

G(y)=P(YSy)=P(Xsy_b)=F(y_b)

a a

Por derivacion respecto de y se obtendra la funcidén densidad

1 —b
res
LY a a

o

2 460) _dG dx 1 drF
= Ty T4 dx

Existe no obstante una llamativa manera de realizar esta operacion
utilizando la funcién é-Dirac. Con esta herramienta las funciones densi-
dad f(x) v g(y) estan relacionadas a través de

o) = r SLAGY) — ¥1700) dx 5]

cuando las variables aleatorias X ¢ Y lo estan por la relacion funcional
Y= h(X) (Kampen, 1985). No es muy complicado hacerse una idea del
sentido de [15]. La «funciéon» é nos traslada la densidad de masa situada
en el punto x sobre el punto imagen y = h(x), repartiéndose la masa total
asociada a X sobre la variable Y. La operacién [15] es, en definitiva, una
redistribucion de la probabilidad inicial. El lector puede verificar estas
aseveraciones valiéndose de un sencillo ejemplo que involucre a dos
variables discretas (n = m%;, m =0,1,2,3; p,, = 1/4).

En nuestro caso de relacion lineal el calculo de g(y) puede realizarse
como se indica:

M (o [/ v—p\T
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en donde se ha aplicado:
Slax)=a " '6(x) ; a>0

Por integracion deduciriamos G(y). La asimilacién correcta de este
curioso método es fundamental para abordar con garantias el estudio del
Tema 7.(Ejercicio 2).

2. FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARA DOS O MAS
VARIABLES ALEATORIAS

En muchas ocasiones no serd posible expresar el resuliado de un
experimento aleatorio mediante una Onica cantidad observada. Suponga-
mos que se necesitan dos cantidades X e Y simultinecamente para
caracterizar tal resultado. Si ¢l recorrido de ambas variables es finito o
infinito numerable, nos encontraremos en el caso discreto, mientras que
en caso contrario estaremos en ¢l continuo. Podemos en ambos definir
las funciones de distribucion de probablhdad conocidas, pero, ahora,
bidimensionales.

Para distribuciones bidimensionales discretas ia funcion de probabili-
dades vendra dada por;

Ppy=PX=x,Y=y) ; k=01.,n. ; j=01..m. [16]

que nos da la probabilidad de que simultaneamente X = x,, ¥ =y, La
masa total de esta distribucién debe ser la unidad

k j

y podemos imaginarla como distribuida en fracciones P, situadas en los
nudos (x;, y;) de una malla rectangular.
Preguntémonos por la probabilidad P, de que X = x; {0 P; de que

Ve vy andarnandiantaananta da 1o maan o acusra o 1o coriahla WV (o 1o YN
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De esta manera se obtienen dos distribuciones discretas monodimensio-
nales que reciben el nombre de distribuciones marginales de X y de Y,
respectivamente. Es facil ver el sentido grafico de esta operacidon desde la
imagen de la distribucidon de masas (proyecciones sobre los ejes x e y).

La definicion de la funcién cumulativa F(x, y) asociada a Py, es la
generalizacion de la formula [4]:

F,y)=PX<x, Y<y= ) Y Py [19]

BEX sy

funcién que comparte con F(x) propiedades analogas.

Pasando ahora al caso continuo tomemos la unidad de masa re- i
partida sobre el plano xy de acuerdo a una funcion densidad f(x, y) o
(—o < x < 400, —0 <y< +00) Esto significa que la probabilidad
de que en un determinado experimento la variable X caiga en (x, X + dx)
y la ¥ lo haga en (y, vy + dy) es:

Px<X <x+dx, y<Y<y+dy)=flxy)dxdy {20]

La funcién f(x,y) debe ser no negativa, normalizable

f_ dxf fepdy=1 ;5 f(uy)>0 [21]

y continua casi en todas partes (con la salvedad de ciertas lineas del plano
en donde pueden existir discontinuidades; el area de una linea es cierta-
mente nula).

Si se desea calcular la probabilidad de que la pareja X, Ycaiga dentro
de un rectangulo arbitrario a, < X < a,, by £ Y< b,, evaluaremos la
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Las distribuciones marginales de X e Y se definen aqui como:
fo= j fx, y)dy [23]
- J F(x,3)d (241

en tanto que sus funciones integrales:

F.=PX <x)= f ) dur flu,v) do [25]

y

F,=P(Y<y)= J dv r £, v) du [26]

La funcién integral conjunta es evidentemente:

Fx,=PX <x, Yy = Jx du J‘y flu,v)dv [27]

Consideremos la situacidn muy importante en las aplicaciones, de que
las variables X v Y sean independientes. Esto ocurrird siempre que al
realizar un experimento el resultado para X no esté relacionado (correla-
cionado) de ningtin mode con el resultado para Y (en el Tema 8 profundi-
zaremos mas sobre este punto). Si esto es asi, entonces utilizando la
conocida regla del producto de probabilidades se tiene:

Pla, < X <a,, by <Y<b,)=Pla; £ X <a,)-Pb, <Y<bh,)[28]
y, por lo tanto, haciendo a,, b, —» — oo, resulta:

Fix,y)=F -k [29]
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Quedan por considerar, para concluir este epigrafe, las distribuciones
conjuntas de n variables aleatorias: X,, X,, .., X,. La generalizacion del
caso previo es directa v la haremos solo para el caso continuo.

La densidad de probabilidad f(x,, x,, ..., x,) representa la densidad de
masa esparcida sobre un espacio n-dimensional, de modo que:

j f S Xgy X dxy v dxyndx, =1 ; f=0 [31]

il o3

Fl producto de f por el diferencial de hiper-volumen da la probabilidad
de encontrar a cada variable X; en su elemento diferencial correspondien-
te (JC;, X + dxi):

P(-xl < Xi“: xl + dxl, x2 <X2 < XQ + de, ...) =
= f(xq, Xg, ) dXy - dX; . [32]

La situacion de variables independientes puede ilustrarse con el gas
ideal. Sea un gas ideal monoatomico compuesto por N particulas. Si
designamos por X, X;4 1, X142, 1as coordenadas (x, y, z) de la particula i,
veamos que todas las x; son practicamente independientes unas de otras.
Es un hecho fisicamente imposible el que las particulas i y j ocupen
exactamente la misma posicion. Puesto que no hay interaccion entre
¢llas, esta imposibilidad es 1a Gnica fuente que origina la existencia de
correlacidon o dependencia entre las variables. Como la densidad se asume
muy pequefia (n = N/¥— 0), tal dependencia resulta despreciable. Toma-
das las variables x; como independientes, la funcién densidad conjunta se
factoriza en ¢l producto de las funciones marginales:

JOo1 X9y e X) = foy o Sy [33]

Naturalmente en wases reales v liguidos estas consideraciones dei'an de _
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3. CARACTERISTICAS DE LAS MAGNITUDES ALEATORIAS

Imaginemos una variable aleatoria X (discreta o continua) con su
funcidon de probabilidades asociada y con un gran conjunto de valores x;
para recorrer. Efectivamente, con ¢l formalismo anterior de funciones de
distribucion queda completamente caracterizado el experimento aleatorio
que involucra a X. Podemos ademdas ayudarnos de representaciones
graficas, cuando sea posible, para visualizar el problema. Ahora bien, si
nos interesa conocer de tal distribucién cual es el valor mas probable, o
su valor medio, o cuantificar el grado de «desparrame» de la distribucion
sobre el eje real, u otras cuestiones, es claro que a poco que la distribu-
cion sea complicada la respuesta a estas preguntas no va a ser inmediata.
Todo esto se ve agravado si la distribucion es multidimensional. No
obstante, la informacion requerida esta contenida en la funcion densidad
(la mas comoda para trabajar) y deberemos extraerla de ella. Estudiare-
mos como hacerlo de acuerdo con ciertas reglas que veremos en breve. Asi,
se podra mediante un namero pequefio de pardmetros (3 6 4) dar las
caracteristicas fundamentales de la distribucion y razonar cualitativa-
mente con ellos. Antes de pasar a este asunto conviene definir dos
conceptos importantes para una magnitud aleatoria; poblacion y muestra.

3.1, Peblacion y muesira

En las realizaciones practicas, un experimento aleatorio no podra ser
levado a cabo un nimero infinito de veces para fijar con toda exactitud
las propiedades del conjunto de todos los posibles sucesos. Habra que
conformarse con un numero finito, aunque pueda ser muy grande, de
ensayos, Se da el caso en muchos problemas de la Quimica Fisica que la
expresion de la funcion de distribucidn es conocida por argumentos
teodricos, pero no puede ser evaluada en la practica (estudio del estado
liquido, por ejemplo (Feynman, 1972)). Debera aproximarse asi la funcién
mediante un nimero finito de ensayos.

A la vista de lo precedente deberemos distinguir las magnitudes
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La diferencia fundamental entre ambos tipos ¢s basica: las caracteristicas
poblacionales no son magnitudes aleatorias y tienen valores (conocidos o
no) en teoria bien definidos; las caracteristicas muestrales sf son, por
contra, variables aleatorias, puesto que dependen del nimero de ensayos.
En lo que seguird nos ocuparemos Unicamente de las caracteristicas
poblacionales al objeto de establecer la teoria basica.

3.2. Esperanza matemitica y valores medios

Sea una variable aleatoria X con funcién de distribucion f(x) definida
en —o0 < x < +00 y normalizada. Se denomina esperanza matemdtica.
de X a:

(X» =) px, (caso discreto) [341
%

(X> = jm xf(x)dx (caso continuo) [35]

— o0

si y sélo si, bien la suma sobre k o bien la integral son absolutamente
convergentes. Esto se cumplird siempre que la suma [34] lo sea sobre un
ntimero finito de términos, o que el intervalo de integracion en [35] se
reduzca a uno finito por ser f(x) nula fuera de él. Estas condiciones,
naturalmente, son sélo suficientes, por lo que si no se dan deberemos
comprobar

Zpk o < 400 [36]
3

jm x| f(x)dx < 4+o0 [37]

para asegurarnos de la existencia de la esperanza matematica.

Recurriendo a la analogia mecanica de la masa repartida sobre el gje
x, es directo identificar las expresiones [34]-[35] con la posicion del
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¢) Dadas dos variables aleatorias X e Y, tales que los resultados en Y se
determinan a partir de los de X a través de:

Y= o(X) [40]

el valor medio para Y (esperanza matematica para Y} se calcula como:

) = (plX); = erk-qo(xk) (discreto) [41]
YD = {p(X)) = jm @{x)f(x}dx (continuo) [42]

debiendo asegurarnos de la convergencia. absoluta de la expresion corres-
pondiente. Por ejemplo, consideremos el caso de dos variables continuas
sujetas a la relacidon lineal:

Y=aX +b [43]

obteniéndose sin dificultad que:

o2

xf(x)dx + bjw fix)dx =

—oon

(Y) = J‘w {ax + b} f(x)dx = aj

=a{X>+bh [44]
La generalizacion a dos o mas variables aleatorias es inmediata. Por
simplicidad en la notacion nos limitaremos a dos variables ligadas por la

relacion:

Z =p(X,Y) [45]

La esperanza matematica, en las condiciones de convergencia ya apunta-
das, viene dada por
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Un caso especialmente interesante es cuando
Z=X+Y (48]

en donde se obtiene que [46]-[47] son:

@ =TT Pufsi 17) = ¥ Pixc+ Y Py = (X0 + (D
' ’ (discreto)  [49]

a0 0

xf,dx +f vf,dy =

a0

- r (x+y)f(x,y)dxdy=j

- o - oo -

= (X) + (YD
{(continuo)  [50]

Este resultado es general para n variables aleatorias sean o no indepen-
dientes:

(X + X+ +X>=) (Xp [51]
i=1
Si la relacion funcional es la de multiplicacion:
Z=X1'X2'X3‘...'Xn [52]
la obtencidén del resultado analogo al [51]:

(Zy = LX) (Xp) ... (X [53]

exige que las variables X, sean necesariamente independientes. La com-
probacion de este hecho se deja como ejercicio para el lector. Es muy
importante insistir en que para aplicar [51] y [53] todos los valores
medios {(X,> deben existir segin el criterio de convergencia absoluta
indicado.
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3.3. Momentos de una distribucién

Dadas dos variables aleatorias X, Y, consideremos la relacion:

Y=X" ;. m=1,23,. [54]

Al valor medio de Y calculado con [41]-[42] se le llama momento de
orden m («,,) respecto del origen. Para m = 1 este momento coincide con
el valor medio de la distribucig’)n X.

Igualmente podemos definir momentos respecto del valor medio (X

thn = (X = (X3 5 m=123.. [55]

denominados momentos centrales de orden m (Ejercicio 3). Es facil encon-

trar:
p = (X — X0 =KX) —<{X)>=0 [56]
iy = X — (X)) = <X27— 2X(XD + (X5 =
= (X% = 2{X)X) + X =KX — (X)? [57]

y asi sucesivamente (nétese que (X > es una constante en estas manipula-
ciones).

Para caracterizar distribuciones resulta muy 0til el momento central . !
de segundo orden u,, ya que representa ¢l valor medio de una variable no
negativa {X — (X))?, siendo pues u, = 0. Ademas yu, es el minimo valor
que puede alcanzar el momento de segundo orden con respecto a cual-
quier punto (Ejercicio 4). Mas adelante veremos que u, estd relacionado
con la medida de la dispersion de una distribucion. En definitiva, siguien-
do la analogia mecdnica, u, es un momento de inercia de la distribucién de
masa.
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(dispersion) esta distribucién estd acumulada alrededor de ese valor
central y, ademas, el grado de asimetria que presenta.

Antes de seguir adelante indicaremos que existen otras medidas
distintas de {X) para estimar la posicion central de la distribucion, tales
como la moda y la mediana. Sin embargo, estas estimaciones no son muy
Utiles a efectos de calculo pues no poseen sencillas leyes de operacion
como las de {(X). En consecuencia no nos referiremos a ellas aqui,
limitando la discusién subsiguiente a la media como posicidn central.

El valor (X} hemos dicho que representa el centro de gravedad de la
distribucion, por lo que como medida de la dispersion resulta adecuado
tomar la magnitud denominada desviacién tipica:

o(X) = /1ty = +/X — O [58]

que es la raiz cuadrada (positiva) del momento central de segundo orden
5. Esta eleccidn estd justificada ya que u, es el momento de inercia de la
distribucién de masa con respecto a un eje perpendicular al eje x y que
pase por el centro de gravedad {X). Como u, tiene dimensiones de X7,
la dispersion ¢ debe ser su raiz cuadrada. Al momento p, = o” se le
llama varianza de la distribucion.

Aplicando reglas ya conocidas obtenemos:

o2(aX + b) = a*oX(X) [59]

o(aX + b) = |a| - o(X) [60]

Una operacion muy comuin y valiosa en este contexto es la normaliza-
cién (tipificacion) de la variable X. Sea X una variable aleatoria con
media (X) y desviacidn tipica ¢,. Haciendo el cambio:

X <X
="

z L6l

X

encontramos una variable Z con media {Z) = 0 y desviacién tipica
o. = 1. En definitiva Z nos da la desviacion de X respecto de <X

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNIQA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE S|T
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documento
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



Dada una variable aleatoria con valor medio (X} y desviacion tipica
&, siendo ¢ un nGmero real arbitrario y positivo, la probabilidad de que X
tome un valor que satisfaga |[X — (X )| > to es menor que 1/t*

P(X — (XD > to) < 1i? [62]

Este teorema se cumple para cualquier tipo de distribucion, discreta,

continua o mixta. El sentido de la desigualdad [62] se hace mas claro
notando que P(|X — (X | > ta) representa la masa exterior al intervalo;

Xy—to<X<{X>+te [63] :

y para valores ¢ muy grandes tal masa serd muy pequeia.

Dado un conjunto de variables independientes X, ..., X,, la regla de
adicion de varianzas es inmediata: ,

i

X+ X, 4. XY= (X)) [64]

1

(Ejercicios 5-6).

Pasemos ahora a caracterizar la asimetria de una distribuciéon. Cual-
quier medida de este concepto claramente implicara un cierto grado de
arbitrariedad. En una distribucion completamente simétrica respecto de
la media todos los momentos centrales de orden impar g,,.,; son
idénticamente nulos. Parece pues razonable elegir uno de ellos, normal-
mente pi4, para medir Ia asimetria. Puesto que u, tiene unidades de X* se
conviene en normalizarlo con o para dar el coeficiente de asimetria:

V= “—3 [65]
o

resultando que si y; > 0 la asimetria se dice positiva y si y; < 0 se dira
negativa (dependiendo de la bibliografia este convenio aparece justo al
reves).
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4, FUNCIONES GENERATRIZ Y CARACTERISTICA

Dada una variable aleatoria X con su correspondiente distribucion de
probabilidades se denomina funcidn generatriz al valor medio de la
funcién e'X, siendo t una variable real:

W(t) = (¥ =3 p-e™ (discreto) [66]

e}

Wit) = (> = J e f(x)dx (continuo) [67]

0

Estas expresiones recuerdan de alguna manera a la transformacién de
Fourier. Si en [67] la integral se extiende s6lo desde 0 — + o, ¥ hacemos
t = —s, la operacion recibe el nombre de transformada de Laplace de f(x)
(Schwartz, 1969). Tanto [66] como [67] son siempre convergentes cuan-
do ¢ = 0, pero no tienen por qué serlo para valores t # 0. Sin embargo,
en muchas aplicaciones de interés se da el caso de que f(x) - 0 muy
rapidamente cuando x — — oo, y esto resulta suficiente para garantizar la
convergencia, al menos, para algunos valores de ¢ (Cramér, 1977}

Supongamos que [66]-[67] convergen para algin t # 0. Por deriva-
cion con respecto de t obtenemos:

W0) = o, | - [68]

en tanto los momentos «, existan. Desarrollando pues en serie ) en
torno a t = 0 se tiene entonces:

o= 3 e [69]

Qi nara alefin + £ 0 la gerie TA91 eanveroes entonces la sncesion de
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variables aleatorias independientes es igual al producto de las funciones
generatrices de cada variable:

X = 3 Xo = ¥ = il Valo). ) [703

La sencillez de esta ley de composicion entre funciones generatrices hace
que éstas sean ampliamente utilizadas en el trabajo tedrico de areas tales
como la Mecanica Estadistica (Khinchin, 1949).

Los problemas de convergencia apuntados pueden ser eliminados com-
pletamente empleando la funcion caracteristica p(f) de la distribucion, que
se define como:

o(t) =™y ; —wm<t< +w [71]

En el caso discreto [71] se especializa em:
pty= ) €™ .p, [72]
! k=

que es una serie de Fourier convergente para todos los valores de ¢. Para »,
el caso continuo tenemos: :

wnxjwe“Jqu (73]

en donde se reconoce a la integral de Fourier de f(x), la cual es igual-
mente convergente para todos los valores reales de . Claramente la
funcion caracteristica de una suma de variables independientes es el
producto de las funciones caracteristicas de cada una de ellas (Ejerci-
cio 7).

Para concluir consideremos por brevedad el problema de la inversion
de [73]. Siempre que o@(t} sea absolutamente integrable:

on lp(t)] dt < + o [74]

o
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~ Segin la bibliografia, ya sabemos que el factor preintegral puede aparecer
como (27) 172, etc. En cualquier caso, la normalizacion de f(x) debe pre-
servarse. En este contexto la convencion es la dada en [73] y [75], ¥
la seguiremos de aqui en adelante.

5. CONVOLUCION DE DISTRIBUCIONES
DE PROBABILIDAD

Consideremos ahora una operacion matematica de gran interes en las
aplicaciones, tanto tedricas como experimentales dentro de la Quimica
Fisica, conocida como convolucion.

Para centrar ideas sean X, y X, dos variables continuas e indepen-
dientes con funciones densidad de probabilidad fy(x,) v fy{x;). Se desea
calcular la funcién densidad f(x} de su suma X = X; + X,. Notemos
que por ser independientes la funcién densidad conjunta f(x,, x,) para
ambas variables es:

Sxg,x9) = fi(x0) - f2(x,) [76]

Introduzcamos un cambio de variables (X, X,) - (X, Y), tal que
realice una transformacion biunivoca del plano en si mismo y que tenga
Jacobiano unidad:

ox oX

=X X, oX
X=Xl oy |70 T o [77]

Y=X, oY oY

aX, X,

Reparese en que las nuevas variables X e Y son independientes.

La transformacion expresada en [77] transformard un dominio
D(X, X,) en otro D'(X, Y). Si un punto (x, ¥) pertenece a D', implica que
el punto imagen correspondiente (x,,x,) pertenecera a D y viceversa.
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o lo que es lo mismo:

P(()C, y) € D’) = \[ J‘f(xls x?.) dxl dxz = J Jg(xa y) dx dy [79]
D b’

siendo g(x, y) la funcion densidad conjunta para X e Y.

Con el cambio de variables [77] f y g aparecen relacionadas como:

g(xa y) = f(x].a xz)/-I = f(x - y) [80]

Asi definida, 1a funcidn g es no negativa y esta normalizada. Consecuente-
mente puede escribirse:

g%, ¥) = fi(x — y)- L) [81] %

La funcion densidad de la suma X, + X, vendra dada por integracion
sobre la variable y en [81], es decir por la distribucién marginal de X:

J(x) =g« = Jw filx — p}-f0) dy [82]

Un requerimiento elemental de simetria exige que:
flx) = f Jilx — 9 fa0) - dy = j Solx — w) fy(w) du [83]

integrales que reciben el nombre de convolucidn de las funciones 119 fo
Esta operacion se designa comtGnmente mediante un asterisco: fi * f5, ¥
resulta fundamental en el analisis de sefiales (Brigham, 1974).

Por ejemplo, cuando se realiza un espectro sobre una muestra, el
registro final que se obtiene (el popularmente llamado espectro) resulta
ser la convolucion de dos sefiales: la seital de respuesta de la muestra a la
perturbacwn electromagnetlca (el verdadero espectro) y la sefial debida al

" 1.1 loca Dova bianaor
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Mencionemos finalmente el teorema que liga la convolucion de ) v
Jf> con sus transformadas de Fourier ¢; ¥ ¢, (Schwartz, 1969):

27 0 0y et = f = 0 fyw) - du = s

2r ) _ .

6. EJEMPLO DE APLICACION: CALCULO DE VALORES
MEDIOS Y DISPERSIONES EN TERMODINAMICA
ESTADISTICA

Para un gas monoatémico ideal en equilibrio, cuando los efectos
cudnticos son despreciables, la distribucidon de velocidades v de sus
moléculas en ausencia de campos externos se expresa por la ley de
Maxwell:

fWdv, dv, dv, = Cexp [ pmv*/2] dv, dv, dv, [84]

en donde f§ es el inverso del ruido térmico k7, m la masa de las particulas
y C una constante de normalizacion. El sentido fisico de f(v) es el de una
densidad de probabilidad, y mas concretamente f(v)- dv, dv, dv, represen-
ta el nimero medio de moléculas por unidad de volumen que tienen su
velocidad entre los limites (v,v + dv). Dicho en otros términos [84]
suministra la densidad media de moléculas del gas que tienen sus compo-
nentes de la velocidad tales que:

v, €., vy + dov,)
vye(vy, y + dv)
v, €(v, v, + dv,) [85]

El primer punto a abordar es la normalizacion de [84]. Se podria
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ntimero total de moléculas N por unidad de volumen V (densidad media)
del gas. La ecuacion para determinar C sera:

(re] fee] o0 N
C-J J .[ exp[mﬁTm(vi+v§+vf):|duxdvydvz=?=n [86]

o0

Notemos entonces que en problemas de interés quimico-fisico puede
resultar mas acertado normalizar la funcién de distribucion de probabili-
dades asociada a un problema a una cantidad sugerida por la propia
naturaleza de éste, cantidad que en general serd distinta de la unidad.
Naturalmente los resultados finales no se veran afectados por el valor de
C siempre que se trabaje correctamente.

Utilizando la relacion:

o I\ 172
f exp l:— ﬁvai{l dv, = (ﬁ) ; i=x,9,z [87]

resulta el valor

C- n(%’i)m [88]

y por tanto

32
flo,v,0) = n(g—:) exp [— ﬂTm(vi + 02 + vf)] [89]

Desde bases fisicas podemos afirmar que las tres componentes de la
velocidad son independientes entre si. El valor medio de cualquiera de
estas variables es idénticamente nulo, como se comprueba sin dificultad.
Por ejemplo, para v, la distribucién marginal es:

o (BmN\32 [ (= . [ Bm, ., J' _
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y el valor medio:

(o= JW vufilos) do / fm filv) do, = 0 [91]

puesto que la funcidn a integrar en el numerador es impar y el intervalo
de integracion es simétrico en torno a v, = 0. Como f(v,) no estd
normalizada a la unidad debemos incluir el denominador que aparece en
[91] en ¢l calculo.

Igualmente podemos evaluar la dispersion o(v,) a través de:

o} = (01> — (v? =K [92]

siendo i

" ) do, 2
W2 = J:[z =2 (g—Z) L vZ exp [— %ﬁvﬁ} dv,, [93]
flv) du,

en donde se ha hecho uso de la paridad de la funcién a integrar sobre el
intervalo simétrico —oo < v, < 4+ o0 y ademés de:

F filvy) dog = | [94]

Aplicando la relacidon general:

® | I
J x"exp [—ax?]dx = % [95]

[}

donde T es la funcion Gamma de Euler:
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se obtiene de [93]:

L pmA\Y2 (1 + 1/2) _Lka
vy = 2(%) w = Bm - [97]
2

o(v) = | [98]

y de ahi:

Este resultado nos indica que la distribucién de velocidades en una
dimension, f{(v,), esta tanto mas «picada» sobre el valor medio v, = 0,
cuanto mas pequefia sea la temperatura absoluta T. La distribucion f(v,)
dada por [90] es un caso particular de distribuciéon gaussiana mono-
dimensional de la que hablaremos en profundidad en el tema siguiente.
Esta distribucion es simétrica en torno a su valor medio {v,>».

Dentro de este mismo contexto, veamos una distribucion que no es
simétrica en torno a su valor medio. Para ello preguntémonos por la
funcién de distribucién f(v) de los modulos v de las velocidades molecu-
lares. Como antes, exigiremos que ¢l producto f{(v)-dv represente la
densidad media (N/V) de moléculas con mddulo de su velocidad com-
prendido entre (v, v + dv). Es importante aqui reparar en que f(v) dada
por [84] depende Uinicamente del modulo de la velocidad v = |v|, lo que
es 16gico dada la inexistencia de campos externos que impongan direccio-
nes privilegiadas. Este hecho implica necesariamente el que f(v) pueda
expresarse como g{v).

La densidad media f{(v)-dv que buscamos se¢ obtiene con la integra-
cion:

f(v)-dvzj . F(¥) dv, dv, dv, [99]

que se extiende sobre todas las velocidades que verifican la condicidon
exioida. Dentro del recinto de inteeraciom £(v) = alp) = constante v [99]

drtagend
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representando la integral un «volumen» en el espacio de velocidades.
Analogamente al espacio tridimensional introduciremos las coordenadas
polares v, 8, ¢, de modo que:

v, = vsen g cos o

v, = vsen fsen ¢
v, =vcosd [101]

con lo que el elemento de volumen se transforma en:
do,dv,dv, = v’ senf -dv-df-do [102]

y la expresion [100] pasa a ser:

fleydo = g(v)fv+dv j j 0o do [103] |

0 Jo

De todo ello concluimos que:

f(v)dv = dng(oyp? dv =

312
= 4nn(2—m) v - exp [— ﬁva‘?:’ dv ; 0ov< + [104]
n

Esta distribucion no es simétrica alrededor de su valor medio:

1;2
<U>_i(2k_T) S T+ l)=n 3 n=01,2. [105]

ﬁm

pues este valor ni siquiera coincide con el mas probable para el médulo de
la velocidad v, calculable de:

YO _g Ly - ()" [106]
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Una variable aleatoria tiene la funcion densidad:

- x+1/4 si 0<x<1
T =1,
en otro caso

a) Normalizarla
by Calcular la funcion cumulativa (integral) F(x)
¢) Evaluar la probabilidad P(l/4d < X < 3/4)

2. Se tiene un conjunto de osciladores armonicos monodimensionales
desacoplados. Todos ellos vibran a la misma frecuencia @, y con la
misma amplitud 4,. Sin embargo, sus fases ¢ estan uniformemente
distribuidas en el intervalo 0 < ¢ < 27, es decir cualquier valor ¢ es
igualmente probable en ese intervalo. Calcular la funcién densidad
g(x) del desplazamiento x de un oscilador en cualquier instante ¢
(x = Ay cos(wet + @)
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5. a) Dado el conjunto de variables independientes X, X;, ..., X, todas
con el mismo valor medio <X>y misma desviacion tipica o, calcular
¢l valor medio y 1a desviacién para la funcion:

n
xm=x=1yx
LTSS
b) Dos variables aleatorias dependientes X ¥ se combinan para dar
otranueva variable aleatoria Z=X+ Y. Obtener la varianza de Z en fun-
cidbndelasde X e ¥,

6. Una macromolécula estd formada por 1.000 unidades situadas conse-
cutivamente una tras otra. Debido a diversos fendmenos de interac-
cidn, la longitud L de cada una de estas unidades estd entre 15 Ay 16 A,
no saliéndose nunca de tales l{mites. Suponiendo, en primera aproxi-
macion, que la distribucién de probabilidades para la longitud dentro
de dicho intervalo es uniforme, y que las unidades son independientes,
determinar para la macromolécula la longitud media v su desviacién
estdandar.

7. Dada la densidad rectangular

0 en otro caso

f(x):{(b—a)_1 as<x<bh

calcular sus funciones generatriz y caracteristica.

8. Determinar la dispersién y el coeficiente de asimetria v, [65] para la
distribuciéon de los modulos de las velocidades f(v) dada en [104].
Discutir el efecto de la temperatura vy de la masa de las moléculas
sobre tales caracteristicas.
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION :

1. a) La normalizaciéon exige:
J Nf(x)dx =1

donde N es la constante de normalizacion:

N = [J‘:D Fix) dx]_1

que serd la unidad si f{x) ya estd normalizada. Un sencillo calculo
da:

r f(x)dx:.rf(x)dx=r(x+ 1/4)dx=f’1 ; N:%

0

y por lo tanto encontramos para la funcion normalizada la expresion:
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b) El calculo de la funcidon integral F(x) debe hacerse siguiendo los
intervalos en los que f(x) esté definida. En este caso F(x) debera ser
calculada en los tres intervalos (- o0, 0], (0,17, (1, +o0). Para el
primero —oo < x < 0 se tiene:

F(x) = f feds = {f(x) = 0} = 0

Para el segundo 0 < x <1 es:

F(x)=J.xf(x)dx:Jx|: (dx + 1)} 7(2x + %)
[ 0

Finalmente para el tercero 1 < x < + oot

Flx)=1

La expresion para F(x) seri entonces:

0 s —w<x<0
1
F(x) = 5(2x2+x) si 0 <x<1
1 si 1l <x < +o0

¢) La probabilidad pedida puede evaluarse con ayuda de [11] y
resulta:

P(1/4 < x < 3/4) = F(3/4) — F(1/4) = f flx)dx =1/2

2. Comencemos evaluando las funciones de probabilidad asociadas al
angulo ¢. Nos restringiremos al intervalo de definicion (0,27) y
asumiremos siempre realizada la transformacion de cualquier valor ¢
a ese intervalo fundamental. Por estar ¢ distribuido uniformemente
su funcidén densidad sera:
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Vamos a calcular la funcién densidad g{x) para el desplazamisnto x de
los osciladores utilizando la & de Dirac. De la relacion entre la variable
X vlafase @

X=dgcos(wyt+ D) ; —Ay < X < 4y

haciendo ¢ =0 (eleccidn de origen para @) se obtiene la expresion mas
sencilla:

X=dgcos @ ; 0 P<2n

Claramente, cuando se ha dado sélo media vuelta sobre @ (0 ¢ <m)
seha recomdo vatodo el dominio de X{—4,; < x < 4y), si bien en sen-
tido negativo: de Aja —A4. Completando lavueltaen @ (r < ¢ <27)se
recorre de nuevo el dominio de X, pero ahora en sentido contrario al
previo. Asi una vuelta completa en @ origina dos recorridos completos
del dominio de X (Fig. 3).

Utilizando la ecuacién [15] escribimos:

2z
g(x) =S o(x — Ay cos ¢) - i) d¢p =
0

T 27
=S d(x — dg cos ¢) - Ag) d¢+g d(x — A4g cos @) - Ap) - d¢
0 7

Teniendo en cuenta que A¢) = constante v las propiedades:
cos (¢ + m) =—cos (@), d(x —Aycos ¢} =7 (—x+ Ay cos ¢), se establece
la igualdad de las dos integrales anteriores:

gx) =2 Sﬂﬁ(x — Ay cos ¢) - Ag) - dop
0

La 1ntegraclon puede reahzarse con ayuda de las propledades de la
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se obtiene:

g(x) = lgn (4y - sen ¢)' - 6(¢ — arc cos %) dp =
0 0

a

Hql—=

S” (Ag /1 — cos® gy - 8(¢ — arc cos Ai) dp =
) 0

.
A3 — x°

8=

; —Ap € x € 4

que es la funcién densidad pedida. Notese que el papel jugado aqui por
la fase ¢ es andlogo al que en coordenadas polares esféricas juega
6 (0 € 8 < m,intervalo en el que la funcidén coseno es mondtona),

f(#) 9(x)

AN

1/ 2

Figura 3.—Diagrama para el ejercicio 2.

3. Las relaciones pedidas son:
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4. Derivando con respecto al parametro a la expresion:

o =X = 2a{X) + &

obtenemos

d
Tl= XY +2=0 = a=X)
a

que efectivamente es un minimo:

d*u,

5. a) Aplicando reglas de cdlculo ya conocidas:

<X>=<X1+X2+...+X">=<X>

4]
o(X) = a,/\/n

Este es un caso interesante de aplicacion del concepto de muestra '
apuntado en el tema. Podemos considerar las variables X, X,, .., X,, :
como una muestra de ensayos independientes realizados sobre la
variable X, con media poblacional (X y desviacion tipica poblacio-
nal o,. El valor medio esperado para X coincide con el de cualquiera
de las variables X, No obstante, a no ser que n — oo, la estimacion
numerica (X(n))' obtenida en un experimento con n ensayos sera en
general diferente del valor esperado (XD, y por tanto la desviacion
tipica para X(n) no es nula. Es evidente pues que la caracteristica
muestral (X(n)> es una magnitud aleatoria, y dejara de serlo cuando
n— 00, en cuyo caso o{X(n — o)) = 0.

b) Seaflx, y)lafuncién de distribucion conjunta para X e Y. El cdlculo
de la varianza de Z =X + Y se lleva a cabo del modo habitual:

- A R G
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=Sm r (3 + 2xy + ¥ Ax, ¥) dx dy — (<X> + <Y>)2 -
= (% + <P+ 24xY>— (> + D) =

=2 (X) + o® (), + 2 [X) = O <)

en donde la cantidad entre corchetes recibe el nombre de covarianza
entre las variables X e Y (véase ¢l Tema 8):

cov (X, V) = XY — &
Facilmente se comprueba que si X e Y son independientes, su cova-
rianza es nula.

6. Determinemos primero la funcidn de distribucidn de probabilidades
normalizada para la longitud de una unidad:

i < I. <
AL) = { 1 si 15<E<16
0 en otro caso

po 16
1=NS j(L)dL=NS dL=N
—oo 15
con lo que la funcion AL) escrita arriba ya esta normalizada.

Dado que las unidades son independientes, 1a longitud media de la
macromolécula v su varianza seran:

{Liope> = 1000 <Ly 5 alyge = 1000 a?

en donde el subindice 1 denota magnitudes relativas a una cualquiera
de las unidades que forman la cadena. Célculos simples muestran que:

oo 16
<L1>=S L AL) dL=S LdL =155 4
—oa 15

d e /12 e 2_( r2 a1 a1 1562 1 p
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Tomando sdélo una desviacién estdndar como error, lalongitud de la ca-
dena es entonces:

ngog = <L1000> = T 1000 = (15500 + 9,1287.) = (15500 + 9) Ao

7. La funcidén generatriz vendra dada por:

[=9] b 1
lﬂ(£)=f e’x-f(x)-dx=f e”‘b dx =

—w a —a

ebt . eat.

“h—a)

— <t < 4o

y la caracteristica por: : |
" exbt — er‘at

_ itx | dx = ——— ; —w <t<+0
o(t) J e fix)dx = S —

Hay que recordar que el manejo en general de la transformacion de
Fourier requiere conocimientos de variable compleja y se recomienda
precauciéon al trabajar con ella. Si la funcién a transformar f(x) es:
real, entonces ¢l asunto deja de ser tan complicado. En una buena |
parte de las aplicaciones éste sera el caso y podremos operar como ‘
hemos hecho aqui.

8. La dispersion de la distribucidon de modulos v:

flv) = 4nn(§—:>m v? - exp [— 57"1 vz]

se evalia como;

o(v) = [{0?) — {vp?]'*

El calculo de {v*)> conduce a:
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utilizando el resultado [105] se tiene entonces:

o-[C-3)]
T m

A medida que la temperatura aumente, la distribucion tendera a
ensancharse mas y mdas en respuesta a la mayor velocidad que
pueden adquirir las moléculas. Una disminucién en este pardmetro
estrechard la distribucién. Por el contrario, cuanto mas pesadas sean
las moléculas, mas estrecha sera la distribucién dada la mayor inercia
de aquéllas al movimiento, en tanto que moléculas ligeras poseeran
distribuciones anchas. El balance entre ambas magnitudes esta conte-
nido en a(v). ‘

El coeficiente de asimetria y, viene dado por:
V1= pa/a’

siendo p5 el momento central de tercer orden:
iy = {0 = <> = %)~ 3 - o> + 2

Para evaluar y, solo es necesario calcular {v3):

=40 = {[(n = entero) = (n — 1)t} =

4 (2kT\¥?
T2\ m

T wan msanmand n
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y el coeficiente de asimetria y;:

2

m@z — 10m) > 0

T =

siendo la asimetria de la distribucion positiva. Comprobamos que
ésta es una magnitud independiente de Ty m, como cabria esperar,
ya que la forma general de la funcidén f(v) es independiente del valor
que tomen tales parametros.
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Tema 7 E

DISTRIBUCIONES DE MAGNITUDES ALEATORIAS
EN UNA DIMENSION
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Se estudiaran aqui ejemplos concretos de distribuciones de magnitu-
des aleatorias en una dimension, dividiendo la presentacion en caso
discreto y continuo.

Comenzamos por las distribuciones discretas de tipo binomial (binomi-
ca, Bernouilli, multinomial) que encuentran aplicacion en un buen nimero
de situaciones de interés (sistemas de spines, fluctuaciones). Como limite
de la distribucién bindémica esta la de Poisson, muy util para estudiar
sucesos aleatoriamente distribuidos en el tiempo.

Pasamos a continuacion a las distribuciones continuas entre las que
ocupa un lugar principal la distribucién gaussiana. Esta distribucion la
deduciremos a partir de la de Poisson mediante un paso al limite {«coarse
grained»), y su importancia se verd reflejada en el famoso teorema de
Laplace. Otras dos distribuciones continuas, ¥? vy T, son introducidas e
ilustradas con cjemplos sacados de la teoria cinética de gases. En el
desarrollo de estos ejemplos se hace un uso extensivo de las propiedades
de la 6 de Dirac siguiendo lo visto en el tema anterior.

Finalmente, se considera el problema de la generacion de ndmeros
aleatorios y su empleo en el calculo de integrales definidas. La razon de
su 1nclus10n aqu1 es que estos numeros se obtlenen como una distribu-
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1. DISTRIBUCIONES DISCRETAS

1.1. Distribucion binémica y binémica generalizada

Hay una gran cantidad de situaciones en Quimica Fisica que llevan a
«experimentosy» cuyo resultado puede resumirse en dos conocidas posibi-
lidades: éxito si se presenta el suceso deseado; fracaso en caso contrario.
De consideraciones tedricas (simetria, mecanica estadistica, etc.) o de la
realizaciéon de un gran numero de experimentos es posible obtener las
probabilidades de éxito y fracaso. Siguiendo la notacién casi universal,
denotaremos por p la probabilidad de éxito y por g la de fracaso,
Evidentemente al haber s6lo estas dos posibilidades: p + g = 1.

Para fijar ideas, consideremos el ejemplo de un sistema ideal de N
spines (1/2). La «orientacion de cualquier spin soélo puede ser +1/2 6
—1/2, que simplificaremos en «arriba» y «abajo», respectivamente. Al
haber supuesto la interaccion entre spines despreciable, si no hay campos
magnéticos externos B actuando sobre el sistema, la probabilidad de que
cualquier spin apunte hacia arriba serd p = 1/2, y su complementaria
q = 1/2. Este resultado es directo por simetria, pues no existen direcciones
privilegiadas en el sistema. Sin embargo, de actuar un campo magnético
B los momentos magnéticos de los spines tenderian a alinearse con él, ya
que esta disposiciéon seria maias estable. En este caso es claro que p > g,
estando sus valores numéricos dados por la distribucién candnica de la
mecanica estadistica.

Determinados los valores p v ¢ es sencillo establecer la funcidn
generatriz para la distribucidn que representan:

Wty =p-e +gq : [1]

en donde sin pérdida de generalidad hemos asignado el valor (arbitrario)
x =1 al suceso «apuntar arriba» y el valor x = 0 al «apuntar abajo»
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suceda a cada spin del conjunto total. La funcioén generatriz para la suma
X, de variables independientes X; sabemos que es:

n=40

N . N N N -
W)= X P =(p-¢ +g)V= Y. (n>l’“-q” et 2
n=0
de donde la probabilidad buscada p, resulta:

N
p,,:(n)p"-q“"" ; 0 (X,=m <N [3]

expresion que puede obtenerse alternativamente por argumentos combi-
natorios (Reif, 1975).

Encontramos asi una distribucién discreta que llamaremos bindmica
(o binomial), cuya masa unidad se distribuye en cantidades p, sobre los
puntos X = n = 0,1,2,.., N. Es inmediato comprobar que £ p, = 1. Las
caracteristicas de esta distribucion se obtienen con facilidad (Ejercicio 1)
recordando que X, es suma de variables independientes. Asi su valor
medio es:

(Xy» = Np = {np (4]

su desviacion tipica: :
o(X,) = /Npq [5]

y finalmente su asimetria:

71(Xp) = -7 L6]

N Npg

Recuérdese que las expresiones [4]-[5] pueden determinarse alternativa-
mente a través de las derivadas de la funcién generatriz [1]en =0 (Tema 6,
epigrafe 4) representando €' por su desarrollo en serie de ¢

Examinemos a continuacion el problema que suministra un gas ideal

de N moléculas encerradas en un recipiente con dos compartimentos de
voliimenes 7. v V. ane estan conectadns a través de nin neanefio orificio

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNIQA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE Sff
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentd
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



y por tanto la de que no esté en V; sera:
q=1—-p=V/[(Vi+V)

La probabilidad pedida para las n moléculas vendra dada por

(NN L oy (N Yl N
(e () () o

Si en esta expresiéon utilizamos el pardmetro o = V;/V;, encontramos:

7y = (N )a"u e - (8]

n

que es la ley de distribucion de Bernouilli tamb1en conocida como bindmi-
ca generalizada.

1.2. Ejemplo de aplicacién: Sistemas de spines, fluctnaciones
y distribucién multinomial

Consideremos una red cristalina de N dtomos de "Li cuyo nicleo en su
estado mds estable posee un spin nuclear 7= 3/2. Las 2/ + 1 = 4 posibles
proyecciones sobre el eje z: 3#/2, h/2, —h/2, —3h/2, sefialan las cuatro posi-
bles orientaciones del momento magnético de spin . (i=1,2,3,4). Supon-
dremos independientes a los spines nucleares.

- En presencia de un campo magnético B en la direccion z y a la
temperatura absoluta 7, las probabilidades de que L, para un nucleo
tome cada una de las proyecciones anteriores p vienen dadas por
(distribucién candnicay.

b= o) = SR EBEB] [9]
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- Con esta informacion puede calcularse el valor medio (i,) v la
dispersion a(u,) de un nicleo cualquiera:

i) =Y pi b [10]

o) =(L P — [% pe- wi?)” [11]

La componente media total {M,> del momento magnético M para
los N nicleos independientes y su dispersion o(M)) resultan:

(M) = N<u,» [12]

o(M,) = \/No(u) [13]

Exploremos ahora la informacion contenida en [12]-[13]. Notemos
que el valor medio crece proporcionalmente a N y que la dispersion lo

hace con la raiz cuadrada de este niimero (N*/?). Resulta natural definir
la dispersion en unidades del valor medio, es decir la dispersion relativa:

oM,) 1 alu)

My /N L4l
Si N es pequefio (~10%), encontramos: '
a(M,;) ~ 107 %M, [15]
que para campos no muy intensos conduce a:
o(M,) = {M.> L16]

Esto indica que los valores de M, estan muy desparramados alrededor de
su valor medio (M,>. El valor ¢(M,) es pues una medida de la fluctua-
cidn que experimenta la variable M,. La situacidon considerada conduce
nnee a orandee flnctnaciones
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lo que implica un esparcimiento muy pequefio alrededor de (M)
(M) <<<{M [18]

Concluimos asi que, aunque la magnitud absoluta de las fluctuaciones en
un sistema macroscdpico es importante (~ N1/2), su magnitud relativa es
en tales sistemas despreciable. Por ello cuando se efectda la medida dei
momento magnético M, el valor que siempre se obtiene es {M,>. Las
Sfluctuaciones quedan enmascaradas como consecuencia del gran mimero de
particulas presentes, ya que para apreciar aquéllas deberiamos ser capaces
de medir M, con una precisién del orden de 10~ 12

Para concluir esta aplicacién nos queda por establecer la probabili-
dad de encontrar una configuracion que posea n; spines 3#/2(p,), n,
spines #/2 (p,), ns spines —h/2(p3} y n, spines —3#/2 (p,). Es un sencillo
gjercicio combinatorio encontrar la formula (distribucion multinomial):

Py, g, T3, ) = %w‘p’f‘ PR pER e i [19]

debiéndose cumplir
B+, +ns+n,=N [20]
pr+prt+pstpa=1 [21]

Reparese en que [19] surge de desarrollar la potencia N-ésima de [21]:

(Pr+pa+Ps+p)V =223 3 plngnyngn) =1

Ny Hz n3 R4

lo que no es mas que una generalizacion de la distribucion binémica.

1.3. Distribucion de Poisson
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lim p,= lim (I:)amw)-u

N, V2= N, Vo=

N1 1 \V2Vi|-AViP2
= | S — T - -
N,Vlfiw |:(N — njal > I:( + I/Z/Vl) ] i|
.| @N) n—1 1 \VaVi]=avuv,
= 1 1—1/N]...|1— 1
N,Vl?lw[ A TN N W22

[23]

Pongamos A = pV,, transformandose [23] en:

P,= lim p,=—e?* ; X,=n=0,12,.. [24]

N, V2~ n!

Esta es la distribucién de Poisson que como se ve depende Gnicamente de |
un parametro (A) relacionado con la naturaleza del problema que consi- !
deremos. P, es ¢l limite de la probabilidad binomial p, cuando el niimero
de ensayos N se hace muy grande v la probabilidad de éxito p sc hace
muy pequefia. Que las P, son probabilidades es claro pues son no ]
negativas y cumplen X P, = 1.

En el caso del gas ideal de N moléculas, P, representa la distribucion
probabilista del nimero n de moléculas independientes en una region V;
pequefia contenida dentro de (o comunicada con) un almacén infinito (a
efectos practicos, muy grande} de moléculas.

Pasemos al calculo de las caracteristicas habituales en distribuciones.
Utilizando la funcién generatriz:

U = e 3 ey = exp [2€ — 1) [251

se obtienen sin dificultad la media y la varianza a través de los momentos
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Estos resultados son llamativos, puesto que la media y la varianza
coinciden en su valor numérico (no en sus unidades), siendo éste justa-
mente el parimetro que define a cada distribucion de Poisson en particu-
lar:

H
= <n> e_<n>
n!

n=0,12,.. [28]

=

La importancia de esta nueva distribucion es grande, pudiendo
reseflar que siguen esta ley:

@) Sucesos aleatoriamente distribuidos en ¢l tiempo: desintegracion
de sustancias radiactivas, el flujo de llamadas en una linea telefonica, los
seguros de accidentes, etc.

b) El numero total de veces que se presenta un suceso, que posee
una probabilidad muy pequeiia, cuando se efectiia un niimero de experi-
mentos independientes muy grande. Este es el caso de la teoria de
fluctuaciones para sistemas de particulas en volimenes pequefios cuyas
consecuencias tienen que ver con el color azul del cielo diurno, la
dispersién de la luz por muestras liquidas, etc. (McQuarrie, 1976; Sesé y
Criado, 1990).

Sin embargo, aunque resulta muy Gtil para sucesos distribuidos en
n=0,1,2,.. (enteros positivos), la distribucién de Poisson no es tan
universal como parece a primera vista. Esto se debe a la hipoiesis de
sucesos independientes que subyace a la deduccion anterior. Ademas, que
la media y la varianza coincidan no es algo precisamente umversal A
pesar de ello, el valor de esta distribucion puede ser alto incluso en los
casos que se escapan de ella, pudiendo constituir una buena hipotesis de
prueba (Ejercicio 2).

2. DISTRIBUCIONES CONTINUAS
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distribucién normal o gaussiana, que representa un caso limite de las dos
distribuciones discretas ya vistas. Para obtenerla partiremos de la distri-
bucidén de Poisson (Chandrasekhar, 1943), aunque igualmente puede
determinarse de la binémica (Cramér, 1977). La expresion de la distribu-
cion de Poisson:

P, =

n

n
" =i
n!

la reescribiremos tomando logaritmos neperianos {log) como

log P, = nlog (n) — {(n) — logn! [29]

Sea {n) un niimero muy grande, lo que sucede frecuentemente en
muchas aplicaciones, por lo que el interés se dirigird a valores de n
relativamente proximos a ().

Utilizando la aproximacion de Stirling para calcular el logaritmo
neperiano del factorial de un nimero grande:

1
logn!:(n+1/2)]0gn——n+§10g2n+9(nﬁ1} ; n—ooo  [30]

en donde O(n~1!) es el término de error de la aproximacion, y haciendo
n=<{nd+ A [31]
la ecuacion [29] se convierte en:

log P, = —((n) + A+ %) log (1 + <i>) + A — %log @nn)) -+ fn~Y
[32]

De acuerdo con lo dicho anteriormente, podemos suponer que A/(n) « 1
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resultando que [32] es:

logP, = A’ 11 2 ; 34
Oog n_'_(2<n>>_50g( ﬂ:<n>) ’ (n>—>oo [ :l

0 equivalentemente:

1 (n— {m))*
i ,/2n<n>EXp[ | 2(ny ] (33

operaciongs que tienen sentido, insistimos, para A y #n > 1. La aproxima-
cion realizada recibe el apelativo de «grano grueso» del término inglés
«coarse grained» (Kampen, 1985), mediante la que se representa una
distribucion discreta por otra continua.

La férmula [35] es una forma particular de la distribucion gaussiana
general con funcion densidad:

_E;j&f]; —w<x<+w [36]

1
=]
o/ 2n 26*

en donde ¢ (>0) es la desviacion tipica de la distribucion. La especializa-
cion [36] a [35] es clara sin mas que recordar 0py., = {n). Notemos
que con esta sustitucion la exponencial de [35] actiia sobre una cantidad
que es el cociente entre dos nimeros de misma dimensidn {orden dosenla
variable). El sentido del factor preexponencial alli es justamente el de ser
la constante de normalizacién (Ejercicio 3).

La funcién gaussiana es igualmente el limite al que tiende una
distribucién binomial cuando el nimero de ensayos es muy elevado. Se
comprueba que cuando Np, Ng > §, la distribucion binomial es practica-
mente una distribucidon normal (Spiegel, 1970).

Es comun tipificar la distribucion normal general dada en [36]
haciendo el cambio de variable:
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parametros, <X» y o, su forma univérsal en la variable tipificada Z es
(Fig. 1)

cexp[—2%2] ; —w<z<+4® [38]

1
g@=J%

va que {Z> = 0y o(Z) = 1. Como se observa por simple inspeccion, g(x)
dada en [36], o su equivalente [38], es completamente simétrica en torno
al punto medio de la distribucién. En consecuencia su coeficiente de

asimetria es y; = 0.

g(z)

PZ <) = exp [—12/2] dt

L

%

.

o
N

Figura 1.—Distribucion normal.

Para la distribucion [38] la funcion integral es claramente:

1

S

y, por supuesto, el cilculo de probabilidades de sucesos sigue las reglas
dadas en el tema previo. Si deseamos evaluar P(z, < Z < z,) se calculard
la integral:

Flz) = P(Z < 2) = szﬂ—ﬁﬂdt [39]
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es decir la probabilidad pedida es el area encerrada por la curva normal
tipificada entre Z =z, y Z =z, La gran ventaja de trabajar con la !
funcién tipificada es que los valores de F(Z < z) estan tabulados (Spiegel,
1968; Abramowitz y Stegun, 1972), por lo que la tarea de calcular
integrales de los tipos [39]-[40] no es necesaria (Ejercicio 4).

Escribamos a continuacion la funcidon generatriz de una variable
normal X con media (X y desviacion tipica o:

i o0 ) — <X 2
() = —J. GXp[— G = <Ko <2 ) J-e""dx [41] 5
o/ 27 - 20 |
que tras alguna manipulacion (Ejercicio 5) se transforma en:
1 242
W) = exp| 1K) + S o [42]

Esta Gltima expresion resulta extremadamente til si nos preguntamos
por la distribucion de la suma X de » variables aleatorias independientes
X; con medias {X,;> y desviaciones tipicas o

X=X, +X,+...+X, [431

Dada la independencia estadistica entre las X, la funcion generatriz sera
el preducto:

R

W) = [ wie) = exp [(z <Xf>)- ) af)tﬂ [44]

i=1
observandose que X se distribuye también normalmente con media:

COEDRS O [45]
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En general cualquier combinacién lineal de variables normales indepen-
dientes:

X=a1X1+a2X2+...+anX"+b [471

da origen a una variable aleatoria que se distribuye normalmente.

Todavia podemos ampliar nuestro conocimiento de la distribucion
normal enunciando sin demostracién el famoso teorema de Laplace,
formulado primeramente en 1812 y generalizado posteriormente por
otros autores. A la vista de su enunciado, también conocido como el
Teorema Central del Limite, se hara patente la tremenda importancia de
la distribucién normal en las aplicaciones précticas. El teorema reza
como sigue (Crameér, 1977)

 En condiciones muy generales relativas a las distribuciones de un
niimero n de variables aleatorias independientes X; ((X, ), la distribu-
cion de su suma X tipificada:

sz__?@ D (X) =YXy ; f =Yl ]

i

es aproximadamente normal para valores grandes de n. Si la secuencia
(X} es infinita, se dice entonces que la variable Z es asintdticamente
normal:

lim P{Z < z) = F(z} [49]

H—+ o0

Es muy importante notar que mo se ha hecho referencia alguna a la
naturaleza de las distribuciones particulares de cada X,

La generalizacion de este teorema conduce a establecer que no sélo la
suma de las X, es practicamente normal, sino que funciones mas genera-
les de las X, (suma de potencias m-ésimas de las variables, etc.) también se
distribuyen aproximadamente segin una gaussiana cuando n es grande.

Claramente, siempre que una variable sea la suma de un gran numero
de contribuciones independientes. cada una de las cuales contribuya muy
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Ejercicio de aplicacion

Antes de pasar a estudiar la distribucién y? conviene examinar la
aplicacion siguiente. Dada una variable aleatoria X normal con funcion
densidad:

1
fx)=——e™? ; —w<x<+o©

S

determinar la funcién densidad g(y) de la variable Y = X2, Utilizaremos
para ello las relaciones:

F h(x)3(x — a) dx = h(a)

1
5uﬁ—w=;;mu—v@+éu+ Wl o >0

La relacion entre g{y) y f(x) a través de las §-Dirac sabemos ya que
es:

mw:j_&f—wﬂmw |

Es inmediato entonces en nuestro caso establecer;

gy} = . |:jm d(x — \/;)ff"zf2 dx + J\m

o{x + e 12 dx
2 27'£y — o o ( y) J

y aplicando la propiedad basica del operador § llegamos a:
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2.2. Distribucién chi-cuadrado (x*)

Fijemos nuestra atencidn ahora en una variable aleatoria que deno-
minaremos ¥ y que se construye como la suma de los cuadrados de n
variables aleatorias independientes X ;.

=X+ X2+ ...+ X2 [51]
todas ellas normales con la misma distribucion:

1 2
flx)=—=e572 ; j=12..n [52]
2 : ' |

Apoyandonos en el ejercicio de aplicacion previo calcularemos la fancion
de distribucion de x>

Sabemos que cuando X; es normal la distribucion de X 7 es:

1 .
#yJ 11'2.3 vi2 : yJ>0

g(yj) = Q(xf) = \/2_7[ [53] | i
0 ;¥ <0 |

por lo que la funcion caracteristica asociada a X7 resulta:

1 ®
o1 = f ei- y 2 e it dy, [54]

Nl

Esta integral se evalila con facilidad recordando la definicion integral de
la funcién Gamma de Euler:

F(n)zf t""loeTtdt 3 n>0 [55]

0
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_ =207 ey — (1 — 21 [56]

NG

Notese que en este caso el resultado puede obtenerse por manipulacién
formal de la integral [54], tratando al numero complejo (1 — 2#) como una
constante con respecto a la integracion sobre [a variable y;. En rigor el cdl-
culo de [54] deberfa hacerse siguiendo un camino en el plano complejo
z = x + ¥y que evitase la singularidad presente en el integrando ;= 0)
(Schwartz, 1969).

Por ser las X7 independientes la funcion caracteristica de su suma y2
es simplemente:

o) = (L —26)7"% ; —oo<t< +aw [57]

diciéndose que x? tiene entonces n grados de libertad.

La funcion densidad f(x) asociada a y? puede determinarse con
facilidad (Rozanov, 1975). Notemos que si en g(y;) [53] se tuviera y¥2*
en lugar de y; '/, entonces haciendo y = y;

S 1 — 2it
NJ Y2 exp [_ (——_Zﬂ]dy = (1 —2t)™™2 [58]
4]

siendo N un factor de normalizacion. Reparese en que la integral en [58]
es la Transformada de Fourier de la funcion densidad:

f)=Ny"?" 1 e 5 0y <0 [59]

por lo que:

0

(L) = f e - f(y)dy ‘ [60]
siendo N:

A U Sy, dy]_l = (22 T(n/2)~! [61]

o]
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2.3. Ejemplo de aplicacion: Funcién de distribucién del moédulo
de la velocidad molecular en un gas

INustremos como con los recursos estadisticos aprendidos se pueden
obtener formulas de interés fisico-quimico, deducibles en base a otro tipo
de argumentaciones. Siguiendo con la Teoria Cinética de Gases, nos
dirigiremos a la distribucion y? que se origina de la suma de los cuadra-
dos de las componentes de la velocidad molecular. Esta y? particular
representa. al cuadrado del modulo de tal velocidad:

v? =i+ vl + v} [63]

Nos son conocidos ya por la distribucién de Maxwell la distribuciébn
normal de cada componente, su valor medio {y;> =0 y su desviacion
tipica o; = (kT/m)}"* = 0.

Para estar dentro completamente de las condiciones de la distribucion

¥? pondremos:
2 2 2 2
CRORCRO N
o3 d ) [
refiriéndonos pues a la variable (v/c)* = modulo de la velocidad al
cuadrado en unidades de 6% como variable x*. El nomero de grados de

libertad de esta distribucién es n = 3, por lo que la funcion densidad para
su variable w = (v/6)* es seghn [62]:

w2, g=wi2

1

La funcién densidad para la variable v = modulo de la velocidad:

ky(w) = 0gsw< 4+ ‘ [65]

b= +o/w [66]
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Utilizando el cambio de variable admisible (biunivoco o mondtono)

t=oy/w ; w20 , t20 [68]
que conduce a

2t .
w=t/g> ; dw “-—dt [69]

y aplicando la propiedad elemental (convolucidn) de la 6-Dirac obtene-
mos:

f@) = st — )L exp 2207 dt = Jo = (1) L2
\/_ m

2 fm 3122 mu? 70 |
“\z\kr ) VP Tt : [70]

que es la expresion deducida en el tema anterior para f{(v) (se ha
normalizado aqui con n = 1).

Merece la pena resaltar que las manipulaciones algebraicas de cambio
de variable en la funcion ki(w) de [67] vienen impuestas por el operador
¢. Fijemonos en que para poder aplicar la propiedad basica (convolucion)
de & se ha efectuado la manipulacion siguiente:

flo)y = fm S(o/w — vhs(w) dw = J 5(aﬂ — ksl w)do/w)

0

24. Distribucion gamma (I)

La distribucidén chi-cuadrado anterior no es sino un caso particular de
la llamada familia de distribuciones gamma (o tipo III de Pearson).

Annmme enhra la aclaracibn nn dobe confiindives acta Adioteilaanihn oo 1o
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y por identificacion directa establecemos que k,(x) [62] es una distribu-
cidn gamma con parametros:

v=n/2 ; a=1/2

Es facil comprobar que la integral T (v) [35] junto con a” juegan el papel de
constante normalizadora para esta distribucion.

2.5. Ejemplo de aplicacién: funcion de distribucién de las energias
moleculares en un gas

Un ejemplo tipico de la distribucion gamma, y de nuevo extraido de
1a Teoria Cinética de Gases, es la funcidon de distribucion de las energias
moleculares E:

E= g(ug + o2+ od) [72]

La relacion que nos interesa puede determinarse mediante argumentos de
tipo fisico como se¢ hace en los cursos de Quimica Fisica General.
Veamos como obtenerla por métodos estadisticos partiendo de la conoci-
da ley de velocidades de Maxwell:

_ m \3? , m (v2+U2+U2] A [73]
Jow vyt = |\ 5o | P = o U T 15 1 02

que aparece aqui normalizada, de nuevo, a la unidad en vez de a
n= N/V.

El problema que nos planteamos es transformar f(v,,v,,v,) en f(E),
es decir cambiar de una distribucién con tres variables a otra distribucion
sélo con una. Hemos encontrado repetidas veces la expresion que relacio-
na funciones densidad de dos variables X e Y ligadas por ¥ = F(X}y en
la que aparece el operador 8. Tal relacion sigue siendo valida cuando X ¢
Y poseen varias componentes. Para el caso que nos ocupa tencmos:
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que transformada a coordenadas polares v, 8, ¢, en ¢l espacio de velocida-
des es:

[os] 2 3/2
_ﬂE)=4nf 5(2?"_%)(Z$T) -mp[—;g;}zdv [75]

Tras un célculo directo (Ejercicio 6) se obtiene la conocida ecuacion:

2 1\
ﬂm=ﬁGJ-WMWPMH' [76]

T A\KT

3. NUMEROS ALEATORIOS

Este epigrafe podria haberse titulado jse puede simular al azar
numéricamente? También podriamos preguntarnos ¢l porqué de esta
caprichosa operacidén cuando realizando determinados ensayos (arrojar

-un dado, etc) podemos dar imagenes del comportamiento aleatorio.
Centremos la discusion sobre 1os problemas de interés en Quimica Fisica.

En primer término puede desearse estudiar un problema sin pretender
obtener una ecuacion que lo describa completamente pues, con seguri-
dad, la gran cantidad de informacion contenida en ella no seria util. En
estas circunstancias una buena alternativa la constituye el disefiar un
«juego» de azar a través del cual obtengamos una respuesta aproximada
al problema.

En segundq término, la situacion fisica pudiera resumirse en una
ecuacion dificil o imposible de resolver. Un método estadistico, entonces,
podria suministrar una solucién al problema.

Es muy importante destacar que la respuesta asi obtenida sera
siempre aproximada, como corresponde a haber «simulado» estadistica-
mente el sistema estudiado. Ademads, en gran parte de los casos, esta
simulacion puede no tener nada que ver con el comportamiento fisico real
del sistema, no siendo mas que un medio para obtener resultados finales
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portamiento aleatorio. De acuerdo con ciertas reglas, establecidas por la
teoria subyacente al fendmeno, estos ensayos se combinan de modo que
se llegue a una respuesta final.

Resulta curioso que estando la Naturaleza llena de fendmenos aleato-
rios (supuestamente, ya que esta hipotesis funciona), en las situaciones de
interés una de las soluciones mas eficaces para el calculo sea simular el
azar con ensayos numeéricos que no son, en absoluto, al azar, sino que
dependen unos de otros (para otros mecanismos véase {Sobol, 1976)). La
produccion de nidmeros aleatorios (pseudoaleatorios para ser exactos) se
realiza mediante determinados algoritmos generadores (Hammersley y
Handscomb, 1983; Press y col., 1988), entre los cuales los mas populares
son los uniformes.

3.1. Familias multiplicativas congruentes

Los algoritmos de generacion uniforme dan secuencias x, Xa, v Xy vy -
de nimeros reales dentro del intervalo (0,1), que parecen ser muestreos
independientes de la densidad rectangular:

1 s1i 0<x<1
f(x) = {0 L77]
en otro caso

por lo que tales x; son equiprobables. Siempre se utiliza el intervalo (0, 1)
pues la correspondiente transformacion lineal lo convertira en el (a, b)
que interese. Los generadores mas corrientes de este tipo son los de las
familias multiplicativas congruentes.

En este grupo se generan enteros positivos z,,z,, ..., Z,, ..., de acuerdo
con recetas numéricas del tipo (Wood, 1975):

z, = Az, (modd M) [78]
siendo, por ejemplo, A y z, enteros positivos tales que:

J = 5{méd 8) [79]
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La expresion [79] se lee «A es congruente con 5 en modulo 8», y
significa que A y 5 dan el mismo resto entero al dividirlos por 8. La
secuencia pseudoaleatoria x,, X,, ..., surge de hacer:

x, =z/M ; i=123,.. [81]

Ejercicio de aplicacion

Veamos en un caso sencillo como generar una secuencia x,. Para ello,
elegiremos un valor de M ciertamente reducido M = 32, ysean A =5y
z; = 1. La construccion de los nimeros pseudoaleatorios puede esque-
matizarse como sigue:

=1 {x, = z,/M = 1/32 = 0,03125

z, = Az {mod 32) =5 ; x, =5/32 =0,15625

Zy = Az,(mOd 32y = 25 ; xy = 25/32 = 0,78125

24 = Az3(mod 32) = 125(mdd 32) = resto entero de {125/32) = 29
3 Xg = 29/32 = 0,90625

zs = Az,(mod 32) = 145(mod 32) = 17
y x5 = 17/32 = 0,53125

y asi sucesivamente.

Para realizar el gjercicio anterior hemos deliberadamente elegido unos
valores sencillos para A, z, y M. Es facil darse cuenta de que el granulado
"0 espaciado de la secuencia x; serd tanto mas fino cuanto mayor sea M,
constante que juega el papel de «normalizadora» para que 0 < x; < 1.
De haber seguido calculando valores (x, x4, ...), habriamos tropezado con
un resultado curioso: la secuencia se¢ repite una vez calculados los 8
primeros términos. Es decir x, = x;, X,, = X,, etc., existiendo pues
periodicidad. En general, ¢l periodo de una de estas secuencias es 28 2. Si
tenemos en consideracion que en aplicaciones con ordenador B = 32,
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comparando la distribucién discreta equiprobable que forma con la
distribucion a la gue pretende representar [77]. Asi cuanto mas proximos
estén los momentos de ambas distribuciones tanto mejor sera la secuen-
cia ({x,> —» {xy = 0,5, etc.). Procediendo asi, claro estd, no obtendremos
mas que una idea aproximada de como van las cosas.

Un «test» mas poderoso esta implicito en el siguiente razonamiento.
Si la secuencia x; debe ser uniforme en (0, 1), entonces las parejas (x;, x;4 )
deben distribuirse igualmente de forma uniforme en el cuadrado unidad
(0,1) x (0,1). Esto mismo debe suceder para los conjuntos de n-uplas
(X5 X; 1 (s ooy X344 1) €N suS correspondientes hipercubos unidad. La aplica-
cion de este test lleva a obtener para el algoritmo tipo [78]-[80] acumu-
laciones de puntos n-dimensionales en hiperplanos paralelos (efecto
Marsaglia). Este efecto pudiera resultar nocivo en calculos con ordenado-
res de arquitecturas menores o iguales a 36-bits, sobre todo en problemas
de integracion numérica. Con arquitecturas superiores, claramente, estos
efectos indeseables dejan de ser importantes por la gran cantidad de
nimeros distintos que se producen. Existen algoritmos generadores que
obvian en parte estas dificultades, pero no nos detendremos en ellos. El
lector interesado puede consultar la referencia (James, 1980).

3.2. Ejemplo de aplicacion: Calculo de integrales definidas
por ¢l método de Monte Carlo

El uso de un flujo de nitmeros aleatorios puede resultar muy 1til en el
muestreo de un conjunto (poblacion), seleccionando al azar un niomero,
comparativamente pequefio sobre el total, de sus elementos. Hecha esta
operacion es posible estimar las caracteristicas {muestrales) de ese conjun-
to (media, varianza, etc.). En definitiva, estas caracteristicas son valores
medios (integrales definidas) con respecto a la funcién de distribucion
pertinente. Es facil imaginar pues que las integrales definidas en general
pueden ser aproximadas mediante un método que utilice nimeros aleato-
rios.

Se denomina método de Monte Carlo, en general, a la utilizacion de
un flujo de nimeros aleatorios para resolver un determinado problema.
En el calculo de integrales definidas su aplicacion es como sigue.
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siendo x; puntos uniformemente distribuidos en (g, b). Si recordamos la
definicion de la integral de Riemann

. .
f h(x)dx = lim > h(x)Ax ; a<x;<b [83]
a Ax=0 |
el significado de [82] se aclara todavia mas. Haciendo N — o0 en [82] se ‘
tiene: !
b— b
lim —— Z Wx) = lim ) h(x)Ax = J h(x) dx [84] :
N—-w i= Ax—+0 a

que es el resultado exacto.

En este punto nos surge un problema delicado. Dado que nunca se
podra en una realizacién préctica hacer N — oo, jcomo dependerd el
error cometido, al emplear la discretizacion, con el nimero de puntos N
utilizado? Sabemos que cuanto mayor sea N tanto mejor sera el resulta-
do, pero esto naturalmente no es suficiente. Vamos a encontrar la
dependencia explicita haciendo uso de la distribucion gaussiana.

Dado el intervalo (a, b), se realizan N ensayos independientes {x;,
determinando N nameros aleatorios uniformemente distribuidos en tal
intervaio. El resultado de cada uno de estos ensayos se denotara por h(x,)
siendo k; la variable aleatoria asociada. Como todas las h, son 1dent1cas e

1ndependlentes
1 b
Chyy =<y = ... =y =y = mﬁ h(x)dx  [83]
o*(h;) = a?(hy) = ... = o¥(hy) = o?(h) [86]

Definimos la variable aleatoria H, como:

Hy=Y by [87]
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Sabemos por estadistica elemental que la probabilidad de que Hy esté
entre los limites (Hy> + 30(Hy) es del 99.74 %, por lo que poniendo
o(Hy) = o(h)N/? llegamos a:

P{N(hY — 3/Na(h) < Hy < (N(B) + 3/Na(h)} =
= P{ f;” < 3a(h)/\/J_\T_} =
N

Y h(x)/N — (hy

=P
i=1

< 3a(h)/\/ﬁ} = 0,9974 [89]

Esta ultima ecuacién indica que la proximidad entre &l valor real y el
estimado

. 1 7
(hy = b—_;j h(x)dx ~ ir— .ZNll hix;)

a

¢rece con la raiz cuadrada del nimero N. Esto implica que multiplicar
por diez la precision, es decir, obtener un nuevo digito significativo,
requerird realizar 100 veces mas ensayos (100N). La relacion apuntada es
general para todos los métodos Monte Carlo, siendo su principal limita-
cibn, pues convierte a esta técnica en una muy cara,

La generalizacion para varias dimensiones es inmediata:

by B2 by
e B(X 1, Xay s Xp) dXyq - dXy - - dX, =
a1 az n

]:I (b; —a) N
- T Z ;1 h(xlia e xnk) [90]
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En el caso de que 1a region a integrar fuese complicada, el artificio a se~
guir consiste en encerrar tal region R dentro de un hipercubo y sortear Ny
puntos aleatoriamente dentro de él de manera andloga a lo ya visto, Una
fraccion de tales puntos, N - caerdn dentro de R y contribuirdn efectiva-
mente a laintegral, en tanto que los externosa R, (N —N ;,R), no son utiles y
se desechan. Claramente, cuanto mds ajustado esté el hipercubo a ® tanto
mas eficiente serd el muestreo, pues el nimero de puntos rechazados serd
menot. La evaluacién de la integral se [leva a cabo entonces de la forma si-

guiente:
N .
By v |
SS B(xp, Xg0 ooy X)) dX) dXpe.. d, =~ —i; 2, h(xy, Xy e X,); 91]
=1
% &

en donde &, es el volumen de la region 3. Este dato puede siempre esti- |
marse utilizando los resultados del muestreo: i

8 = N2y Volumen del hipercubo [92]
& NT

- Estimaciones del error cometido se pueden calcular con la férmula:

ATV
Eyel=1, 1/@”&&& [93]

®

Siendo:

;P 3
—_— Z (xl) L% FRTO xn)f ; <h2> R —— E hz (xls X9s vens xn)i [94]
N = Ul Ri=1

En el Tema 2 vimos que existen algoritmos de integracion aproxima-
da {(Gauss-Legendre, Simpson, etc.) que pueden suministrar muy buenas
soluciones para el calculo numeérico de integrales definidas en una
dimension. jHasta qué puntoe resulta mas adecuado utilizar estas técnicas
de integracion convencional, adaptadas a mayores dimensionalidades,
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mayores la situacion no es tan clara (Stroud, 1974). Cuando los dominios
de integracion son rectangulares la extension de formulas de cuadratura a
D dimensiones es inmediata. Por ejemplo, para D = 2 la regla del
trapecio con dos particiones (N puntos) iguales en x ¢ y seria:

b1 bz e _
j j glx, y)dx dy = j dx-jz [g(x, ¥y) + 29(x, y5) + .. + glx, yu)] =

ajy as ay

= 2Lg(xss yo) + 290¢2, V1) + o + glxn, y1) +

+ 2[g(x1, y2) + 29(x2, ¥2) + . + glxy, ¥2)] + -]

Este tipo de reglas de composicion, llamadas reglas-producto, preservan
las propiedades de las reglas monodimensionales, pero el nimero de
puntos crece con D (en el caso anterior N?) en forma potencial. En una
dimension con N puntos, si se necesitan N evaluaciones funcionales, en
dos dimensiones serdn necesarias N” evaluaciones, en tres dimensiones
N3, etc. En general en D dimensiones se tendran N? evaluaciones funcio-
nales. Como consecuencia, la convergencia efectiva de estas reglas produc-
to es peor a medida que D crece. Bajo esta perspectiva, se introduce un
factor 1/D en el exponente de la convergencia efectiva de los algoritmos
convencionales. Para la regla del trapecio la convergencia efectiva depen-
de del nimero de puntos N en la forma N~ *P; en el caso de la regla de
Simpson se encuentra N~ 7. '

Por el contrario, la convergencia del método de Monte Carlo (N ~1/)
es independiente de la dimensionalidad D del problema, por lo que cabe
esperar que a partir de un valor D dado este método convergera mucho
mas rapidamente que las reglas-producto. Por otra parte, tales reglas
pueden resultar imposibles de aplicar (regla del trapecio para N =20y
D = 30, por ejemplo). En la referencia {(James, 1980} se da una grafica
comparativa de la convergencia del método de Monte Carlo frente a la
de otros algoritmos. En un diagrama x = N, y = D, se ve que Monte

Carlo es mas rapido dentro de la region sombreada, comprendida entre
N=3vD=734N =072 de 1a fionra 2
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10
D=34N-02

3 N

Figura 2—Zona (rayada) de eficiencia de la integracion de Monte Carlo.

El calculo de integrales via Monte Carlo puede ser optimizado con ¢l
uso de numeros aleatorios no uniformemente distribuidos, sino adapta- :
dos a la funcion a integrar (Sobol, 1976). Es facil comprender que este ?
proceso mejorado puede ser altamente complejo por lo que salvo en
ocasiones sencillas no suele utilizarse (Ejercicio 7).
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Obtener las expresiones [4]-[5]-[6] para la media, la desviacion
tipica y el coeficiente de asimetria de una distribucién binémica.

. 2. Determinar la funcion generatriz de la suma n = n, + n, siendo n, y
n, variables independientes distribuidas de acuerdo con la ley de
Poisson con parametros {n,> y {n,).

3. Dar una prueba de la normalizacion de la distribucién P, dada por
[35], habida cuenta que {n) - o0 y n=0,1,2,.., 0.

4. Lafuncidn densidad de probabilidad para un oscilador arménico cuan-
tico monodimensional en su estado fundamental es:
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nen por la igualdad entre 1a energia potencial V= (kx?)/2 y la energia
del estado Ey = (AV,)/2.

(Datos: a2=(ﬂﬁ_;£)m - =__1_(£)1/2

m =masa del oscilador ; k=constante de fuerza
cia clasica de vibracion).

i ¥,=frecuen-

5. Obtener la expresion [42] a partir de la [41].
6. Obtener la ecuaciéon [76] por integracidon de [73].

7. Normalizar mediante el método de Monte Carlo la funcién de onda
de una particula monodimensional que se encuentra en el estado
fundamental de una caja de potencial con longitud ! = 1:

Y{x) = A sen nx
Utilizar un flujo de nameros aleatorios en (0, 1).

a} uniformemente distribuidos

b) lincalmente distribuidos

2x 0<x<1
pix) = 0
en otro caso

¢) distribuidos segin

0 x <0

2x 0<x<1/2
px) =

—2x+2 12<x<1

0 1< x
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

-

1. Dado que

Xb=X1+X2+---+XN

se tiene
() =X ) + X+ .. + Xy =NXy)
por ser todas las X, idénticas entre si, Sea X, tal que:

X; =0 apuntar abajo, probabilidad ¢
X, =1 apuntar arriba, probabilidad p

entonces

X>=g0+p-1=p _ _
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Por la independencia sabemos que: i
o%(X,) = No*(X,) l
y siendo ‘
02Xy = XD = X =l —p)=p-q *
resulta
o(Xy) = /Npg
Finalmente se obtiene sin dificultad:
g—7>r

v Npg

2. La funcién generatriz pedida es el producto:

71{Xy) =

Ylt) = ¥ty iltz) = exp [(4y + A" — 1]

3. Debemos comprobar:

O - e
nZoPH_N/Z'n:{n) ngoexp[ 2{ny :l :

Para simplificar la notacién introduciremos la variable auxiliar z,;

_n=<m
NG

Z

teniendo entonces:

@ o0 52 w0
1 PR S | ~ exp[ z"] Nl
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unidad. La variable de sumacion »n puede considerarse enionces como
una variable continua de modo que:

j f(ndn—{ =% . dn = 2(n>dz}z

exp[—2z%]dz =1

ﬁh

con lo que se comprueba la normalizacion. Notese que el limite
inferior de la integral anterior es un numero negativo de gran valor
absoluto, por lo que, a efectos practicos, puede reemplazarse por
— oo dadas las caracteristicas de la funcion exponencial.

uMs

4. El problema se reduce a trabajar con una distribucién gaussiana y de-
terminar el drea fuera de los puntos de retorno cldsicos. Utilizando la
condicion dada para identificar estos puntos (¥, en unidades de s~ ) se
tiene:

i)
Eo =Ml =ki/2 =V Xy e =% (hﬁe/k)
Debemos ahora tipificar 1a gaussiana del enunciado, para lo que hay
gue notar dos hechos:
— estd centrada en el origen (X)) =0

— su parémetro o se relaciona con ¢ del modo: ¢° = 2a?)~!

La variable tipificada Z resulta entonces:

ZX<X> a2 X

a
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Haciendo uso de las tablas de la distribucion gaussiana se calcula facil-
mente la probabilidad pedida:

Es decir, 1a magnitud del efecto tunel resulta ser bastante apreciable
=~ 16 % de encontrar la particula fuera de los limites que cabria esperar’
desde un punto de vista clésico.

|

|

P(efecto tinel)=P(Z < =2+ P(Z » 2% ~2.0,078695=0,15739 |

|

|

|

i

5. Introduzcamos el cambio de variable:

X — 0O
[

Z =

con lo que la funcién generatriz [41] se convierte en:

(1) =

l o0
\/27 exp [ —z2/2] exp [toz + X )] dz
T J)-w
Completando cuadrados en z se tiene:

2

2 2,2
A%ﬁ—taz-i-t(X) ) z —— + (X

(57

y () pasa a:

W(t) = exp _t(X) —I— G t2:| \/_ exp [—(Z\?gl)z} dz =

1
=exp| t{X)> + = aztz—l
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Empecemos haciendo el cambio de variables (mondtono):

1 2
Emv =x 3 v>0, x>0
de donde obtenemos:
2x

m-dv=dx ; v= 4 [—

Con estos cambios f(E) se escribe como:

m \32 [ 2 mo? ' :
E)y=4 —— 2 —
S(E) n<2nkT) Iy 5( 5 E)exp[ 2lcT:l v dp = |

B m 3/2 roo 2% i/2
= 4n(2nkT) O(x — E)-exp[—x/kT]- (;1_3) ~dx

JO

y aplicando la propiedad elemental del operador § se llega a:

2
J(E) = ﬁ(kT)'w-E”z-eXp [—E/AKT]

7. a) La constante de normalizacidon A viene dada por:

1 ~1/2
A=[J senznxde =\/§
: 0

Evaluaremos la integral entre corchetes por ¢l método de Monte
Carlo con N = 10 y los valores x;

Xy = 0015625  x = 0,828125
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Estos nimeros se combinaran en la férmula:

: ] 10 1
2o o~ 20—
j sen? mx - dx ~ 0 Y sen? wx; T (4,451274)

0 i=1
para estimar el valor de la integral. La constante 4 resulta ser:
A = 1,4988...

que no es muy mala aproximacion si tenemos en cuenta el bajo
numero N y la pobre calidad de la secuencia empleada (perio-
do = 16).

by Vamos a ensayar una variante de muestreo diferente. La integral
a realizar puede reescribirse utilizando una funcion densidad p(x)

como:
1 1 2
f sen? x dx = f [sen nx:l. p(x)dx
0 0 p(x)

Evidentemente el valor medio de Y(x) = sen’mx/p(x), respecto de p(x)
es justamente el valor de la integral buscada:

2 1
sen® mx
(YD = > = | sen?mxdx
p(x) r 0
La eleccion optima para p(x) es aquélla en la que ésta sea proporcio-
nal a la funcion valor absoluto de la funcién a integrar |sen? mx| =

= sen’ zx (en el dominio de integracion considerado) (Sobol, 1976).
Para no complicar ¢l muestreo elijamos una p(x) lineal en (0, 1);

2x O0<x<1
plx) =

0 en otro caso

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNIQA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE ST|
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentqg
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electrénico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



y deberemos determinar puntos x; distribuidos de acuerdo con p(x).
En este caso esto va a resultar sencillo empleando niimeros uniforme-
mente distribuidos &, La distribucion cumulativa asociada a p(x) es:

0 x<0
E=Fx)={ x* 0<x<l
1 1<x

cuya funcion inversa es facil de calcular (0 < F(x) < 1)

x=F'@=+/¢ ; 0<x<1

por lo que utilizando los &; uniformemente distribuidos en (0, 1), su
- raiz cuadrada nos dara los x; que nos interesan ahora. Tomando los
¢; del apartado anterior obtenemos:

x, = 0,125000  xg — 0910014
x, = 0279508  x, = 0,375000 |
Xy = 0625000 x, = 0,838525
x, = 0976281  x, = 0,718070
x5 = 0875000  x,, = 0,760345

que llevan a un valor para la integral:

1 1 19 gen?qax, 1
Tax-dx ~ — S = _—(8,921988
J; Sel X X 20 i;]_ Xy 20( )

y para la constante A:
A =14972..
No hemos obtenido pues un resultado significativamente mejor que

en ab
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0 ;o x<0

4x ; 0<x<1/2 }
plx) =
—4x+4 ; 12<x<1 ‘

0] 1l <x

con funcion integral o cumulativa;

0 ;o x<0
2x? D 0<x<1/2 > 0<E<1)2
¢ =Flx) = 2
—2x*4+4x—1 ; 12<x<1 = 12<¢<1
1 ;x> 1

Recuérdese que al calcular la funcién F(x) en 1/2 < x < 1 hay que
sumar ¢l valor acumulado del fragmento 0 < x < 1/2, que es 2x* =
= 2(1/2)* = 1/2, al resultado de la integral correspondiente.

Aproximaremos la integral por: i

1 10 2 . i
sen? mx - dx o 1 Y i :
0 105 px)

si bien los calculos seran ahora mas laboriosos. Los puntos x; s¢
determinaran de acuerdo con:

é ; 0« & <12
X = 2

1-J1=Q0Q+&)2 ; 12<é<1  12<x<1

Tomando los valores £; uniformemente distribuidos calculados en a),
se tienen los x; siguientes:

v D<x <172

x; = 0,088388 xg = (,706849
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Conviene reescribir la aproximacion a la integral como:

i

1 1 sen? nx, sen? 7x,
sen? wx  dx ~ — Y Y :
0 10] o<1z 4x 1/2<x<1 4 — 4x;

en donde hemos separade las contribuciones de las dos regiones
0 <x<1/2y1/2 < x < 1. Realizando estas operaciones llegamos a:

1
1
j sen® nx - dx =~ 16 [1,703995 + 3,066732]
0

resultando el valor de la constante de normalizacion 4 bastante
mejor que en los casos anteriores:

A ~ 1,44779... i

mostrando un error la mitad del de agquéllos.
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Tema 8

DISTRIBUCIONES DE MAGNITUDES ALEATORIAS |
EN DOS DIMENSIONES Y CORRELACION

S
1>
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Abordaremos ahora la generalizacion de los conceptos monodimen-
sionales previos a dos dimensiones.

Es fundamental en el contexto de varias variables la nocidén de
correlacion. En dos dimensiones, a partir de los momentos generalizados,
puede definirse una cantidad que mida la correlacion entre las dos
variables aleatorias. Nos referimos al coeficiente de correlacion, que el
lector asociara con el método de los minimos cuadrados. Desde una
perspectiva estadistica, este método esta englobado dentro del estudio de
la regresion, a la que dedicaremos una atencién especial.

Como ejemplo de distribucion continua en dos dimensiones nos
limitaremos a presentar, en razén de su importancia, a la distribucion
gaussiana. Esta distribucidén nos servird como modelo para presentar un
caso interesante de regresion lineal entre variables aleatorias. Entre las
multiples aplicaciones que encuentra la funcion gaussiana, nos detendre-
mos en el papel que juega en la teoria de fluctuaciones termodindmicas y
en los cdleulos moleculares de quimica cuantica (aqui ya en tres dimensio-
nes).

T a canaralizaniAn g sado ddssanoionan ag divacta 1z sma mnaoc datandrarnac
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1. MOMENTOS Y COEFICIENTES DE CORRELACION

Dada la variable aleatoria Z = f(X, Y), se llama momento central de
orden i respecto X y orden j respecto Y a la cantidad:

py = (X = QXOF (Y =T [1]

que especializada al caso discreto es:
thij = ; );an(xu — LX) — <YDY [2]
y en ¢l continuo:
m= | [T w-coro- oy s aan o

No es complicado obtener a.partir de aqui:

o1 = fyo =0

tag = 6%(X)

Hoz = oX(Y)

i =y — (XY [4]

en donde oy, es el momento respecto al origen:
“11=<Xi'Yj>i=j=1 =X Y (5]
Estudiemos ahora el valor medio de la variable no negativa:

Z = [poolX — <XD) — s (Y = <T)P (6]

que operando (Ejercicio 1) resulta:

[l
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De esta desigualdad puede definirse el denominado coeficiente de
correlacion r para las variables X e Y-

_ Hi1
"= o). o) B

que claramente verifica la condicion:
—1<r< +1 [10]

Se supone que en [9] o(X), o(Y) % 0. La cantidad u,,; se denomina
covarianza de X e Y.

El coeficiente de correlacion r toma los valores extremos + 1, si y solo
si la relacion funcional entre X e Y es lineal:

Y=aX +5b [11]

es decir, cuando la masa total de la distribucion esta concentrada en una
recta del plano XY (Cramér, 1977). Esta es una situacion ciertamente
muy particular. En general r # +1 y la distribucion se repartird en el
plano de acuerdo a una ley no lineal. No obstante, cuanto mas proximo
sea r a esos valores limites, cabe pensarse que la distribucion se situara
mas y mas en las cercanias de alguna recta. Es r, entonces, una medida de
la dependencia lineal entre X ¢ Y.

Cuando X ¢ Y son independientes es trivial verificar que su covarian-
za pyy = cov(X,Y) =0y por lo tanto r = 0. Esto expresa que dos
variables independientes nunca estdn corrvelacionadas. Por el contrario, dos
variables no correlacionadas podrian ser dependientes una de otra. Es muy
importante, pues, no confundir los conceptos de correlacién y de dependen-
cia.

2. REGRESION DE MINIMOS CUADRADOS
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cuadrados para calcular la mejor linea recta. Este principio conduce a
planteamientos tremendamente operativos y de ahi, en parte, su populari-
dad. Deberemos pues encontrar las rectas:

Y=aX+b ; X=dY+b [12]

que hagan minimo el valor medio del cuadrado de la distancia entre los
puntos Y (o X) estimados via [12] y los iniciales ¥ (o X) de la distribu-
cion. La existencia de dos lineas de ajuste o regresion obedece a que
tanto X como Y pueden tomarse como variables independicnies a la
hora de efectuar el ajuste.

Fijémonos en la linea de regresion de Y sobre X que es la primera de
[12]. Todo lo que digamos para ella serd directamente traducible a su
compaiiera de X sobre Y. La primera ecuacion debe ser tal que haga:

M = (Y — aX — b)*> = minimo [13]
Es rapido calcular los pardmetros a y b

oY) |
o(X)

a=7r

b=<{Y) —alX) [14]

resultando la ecuacion lineal:

Y—(¥y X —<X)

=7 15
av) e Ll
cuyo valor minimo M es:
M = (V)1 — %) [16]
Analogamente la regresion de X sobre Y es:
Y- (Y 1 X — <X
) 1 X—(X -

ad¥y oy alX)
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De las ecuaciones [15]-[18] observamos que:

a) las dos rectas de regresion pasan por ¢l centro de gravedad de la
distribucion;
b) a medida que r— +1 la distribucion es tanto mas cercana a

una recta, siendo  una buena medida de la dependencia lineal entre
X e Y: cuando |7/= 1 las dos rectas [12] coinciden.

¢) la pendiente de las rectas tiene el signo de r.

Evidentemente, podriamos haber planteado un problema mas general,
buscando la funcion no lineal que representara a la distribucion con el ‘
criterio de minimos cuadrados (Ejercicio 2). Sin embargo la recta es, con ]
mucho, la funcionalidad mas til. Aparte de su sencillez, en bastantes i
casos, determinados cambios de variable reducen a forma lineal funciona-
lidades de diverso tipo como vamos a comprobar en el proximo epigrafe.

3. CAMBIOS DE VARIABLE UTILES Y PROBLEMATICA
DEL AJUSTE

Por simplicidad, vamos a ocuparnos aqui de encontrar una relacion
funcional lineal para representar conjuntos de puntos discretos y equipro-
bables (x;, y,) en ¢l plano xy. Conviene antes de lanzarse al ajuste directo:

{(Xpyd} > Y=aX + b 1197

investigar varias posibilidades. De no hacerlo asi es muy probable que la
representacion [19] sea francament¢ mala. Esto puede ponerse de mani-
fiesto utilizando simplemente un método grafico. Se veria en los. casos
desfavorables que los puntos en cuestion quedan muy apartados de la
recta calculada resultando la suma de los cuadrados dc las desv1ac1ones
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relacion f(X, Y) = O suele en muchos casos ser reducible a una forma
lineal involucrando a dos nuevas variables X e Y definidas como:

X = fl(X’ Y)
Y= fiX,Y) [20]

de modo que los puntos transformados {(%, 1)} = {(f1(% ¥ fo(Xe vl
s¢ ajusten a una recta en el plano Xt

Y=aX+b ' [21]

El requerimiento matematico para realizar esta transformacion es que
[20] sea biunivoca, es decir que a cada punto xy le corresponda un punto
Xy y sblo uno, v viceversa.

La determinacion de [20] es un asunto complicado dada la gran
variedad de relaciones funcionales (X, Y) que pueden postularse a priori.
Sin embargo, en las situaciones de interés en Quimica Fisica hay tres
relaciones fundamentales:

Y=aX + b (lineal) [22]
Y = aX™ (doble logaritmica) [23]
Y= am* (semilogaritmica} [24]

Es inmediato establecer que para [23]-[24] los cambios de variable son
sencillamente:

T=loe¥ Y loga t molog X >0 25
o~ — = : ;

% =logX g gatm-logX ; a [25]
'}v’=10gY.

Tox —logY=1loga+ X-logm ; am>90 [26]

drtagend
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do las ecuaciones deducidas en el Tema 4 calcularemos los parametros a
y b de [21] con N puntos:

NE 850~ (505
TONEER - CE e
ORARNEARIENENEREN
’= NE D) - (57

Los errores en estos parametros vienen dados por (Spiridonov y Lopatkin,

[28]

1973): )
; N
. 29
7@= ‘/N; g- = >
7
() =g - \/ 2’; - [30]
: x = 2
N%' xfi— (;’ xk)
siendo

PUNCES A% |
gﬂ/ ; [31]
N-12 "

Del mismo modo se calcula la recta de regresion de X sobre Y. No hay
que olvidar que la ecuacion buscada es no lineal por lo que los resultados
[27]-[28] deben reconvertirse a los valores significativos del problema
(a, m) (Ejercicio 3).

Naturalmente si se dispone, como es lo normal, de facilidades de
calculo puede resultar més conveniente realizar los ajustes de minimos
cuadrados sin pasar por la representacion grafica. En este caso, siempre
mas fiable, el coeficiente de correlacion lineal:

N % 5 — (E %0+ (X 50 ,,
r— k k & [32]
\/[N;fc,% - (5 IV T3 ~ (307

k
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éxito. No obstante, ésta serd una circunstancia excepcional pues en estos
casos favorables, normalmente, los valores X, y, no estaran dados con |
precisién infinita. El valor r sera entonces distinto de =+ 1, aunque pudiera |
ser cercano a ellos. En estas condiciones, jcomo podemos asegurar que la 1
representacion elegida es suficientemente buena para el conjunto de *
puntos (x,, y,)? (No habra alguna otra forma funcional que lo haga
todavia mejor? Por otra parte, si el mejor  obtenido en estos ensayos
previos esta alejado de +1, las dudas anteriores cobran atn un valor
mucho mas critico.

La respuesta a las preguntas planteadas no es facil. En lineas genera-
les cabe decir que, salvo conocimiento de la relacion Y = f{X) exacta por
argumentos ajenos a la Estadistica, [a relacion que obtengamos entre los
valores «experimentales» X, y,, serd buena en tanto nos conduzca a
resultados significativos para nuestro problema concreto. Si esto no es
asi, deberemos ensayar otras posibilidades. Es conveniente recordar que,
en general, las relaciones funcionales obtenidas de esta manera tienen un
valor meramente empirico y por tanto interpolatorio. A pesar de ello, hay
que tener presente que muchas leyes fisicas fueron establecidas a partir de
este tipo de planteamientos.

A continuvacién especificamos algunas otras funcionalidades con los
cambios de variable que las convierten en lineales:

a X=X - <
=—+4+bh ; <o Y= bX 33
a Y _X+ : {Y:X-Y}:‘ a-t £33]
1 X=X ~ -
= ;o Y=aX +b ‘ 34
J oY= xip {Y=-1/Y}:> ag + [34]

¢y Y=aX"+b {

= Y=mX +loga ; a>0  [35]

X=X—x,

dy Y=aX*+bX+c¢ ; {. Yoy, + = Y=0aX+d [36]
Y:X—xo |

an donde (v. 1. es nno de lne nntng (3 13) v ol nardmetrn 4 visns dadn
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considerados bajo ¢l criterio de un mejor coeficiente de correlacion lineal
r a la hora de seleccionar el 6ptimo. Naturalmente, existen otras muchas
formas funcionales no contempladas en este epigrafe y criterios de
seleccion no basados en r (Demidowistch y col., 1980).

4. DISTRIBUCIONES CONDICIONALES Y REGRESION
DE LA MEDIA

Puede presentarse la circunstancia de que la regresion lineal, dirigida
a representar una distribucion de probabilidades con funcionalidad
arbitraria Y = f(X), arroje unos resultados fuera de lo esperado, debido a
que tal funcién no sea ni aproximadamente lineal. El coeficiente de
correlacion lineal r nio sirve pues para indicar la proximidad de la |
distribucién a una recta, sino justo para lo contrario. Sabremos entornces r
‘que no hay proximidad a una recta y desconoceremos sobre qué curva '
del plano xy se aglomera la distribucion. En estos casos es util emplear
como referencia de aglomeracion las denominadas curvas de regresion de
las medias, y, como medida de proximidad, las llamadas razones de
correlacién de una variable sobre otra. Para abordar el estudio de las
curvas de regresion de las medias es necesario introducir antes las
distribuciones condicionales. Nos referiremos al caso discreto dejando
para ¢l lector la tarea de traducir lo que digamos al caso continuo.

Sea la distribucion bidimensional discreta definida por:

P POX = oy w m=10,1,2,.. [38]
om = A= X0 5 B2l 01,2,
con distribuciones marginales asociadas:
n=0,12..
PE=%P, . PL=%P,. ; N 39
n ; rm » m %‘4 Hm 2 m = 0, 1, 2’ " [ ]

La probabilidad condicional de que Y = y,, habiéndose dado X = x, es:

P(X = x;; nyk)=fﬁ
PX =x)) P3

PY=yp|X =x)= [40]
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y esto es cierto para todos los valores X = x;(j = 0,1,2,..). Dado que
[ 40] es no negativa, se tiene una serie de distribuciones condicionales de
Y con respecto a los posibles valores X = x; Empleando [4(] se calcula
el valor medio condicional de Y cuando X = X;

ZJ}kij
<Y|X:xj>:;YkP(Y:,Vk‘X:xj)ZkP,F [42]

J

Si ahora retomamos la analogia mecanica de la distribucioén de masas, el
valor medio que acabamos de calcular es el centro de gravedad de la
distribucion de masa en la vertical X = x; (Fig. 1).

J
Fain)
P

i
1
i

[

Y
N
A2
Fany
W
Y
Ay

1 Pany FaARY FanY
& S F —& 35 &
A A t‘L
57 15 & &

Figura 1—Regresién de la media.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNIGA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE ST|
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentg
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electrénico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



curva de regresion de la media de Y. Invirtiendo los papeles de X e Y se
determina la curva de regresion de la media de X, como el lugar
geométrico de los puntos ({X | Y= y., V)

Surge la duda en el caso discreto de seleccionar la curva de regresion
de la media, pues ésta no es Unica. Parece razonable exigirle requisitos de
sencillez. En este sentido podemos optar por trazos rectos de colocacién a
los valores medios condicionales anteriores, Desestimamos un posible
ajuste por minimos cuadrados, puesto que éste no necesariamente coloca
los puntos de entrada. Para ver esto planteemos en nuestro caso discreto el
valor medio del cuadrado de la distancia entre ¥ (o X) y una funcién de
ajuste arbitraria g(x) (o g(v)):

<(Y_ g(X))2> = Z Z(ym - g(xn))zpnm [43]

Segln el criterio de minimos cuadrados g(x) serd aquella que haga
minima [437] que reescribiremos en la forma:

LY = g(X)*> =} 3, (v — 9(x)*PiP(y | %) [44]

en donde hemos hecho uso de [40] simplificando la notacion de la
probabilidad condicional. La expresion [44] es:

AY — g(XD*> = 3 PalY (vm — g05)* - Py ] x,)] [45]

en donde apreciamos que para cada n el término entre corchetes asociado
es el momento de segundo orden de la distribucion condicional de ¥ con
respecto X y relativo al punto g(x,). En un tema anterior vimos que estos
momentos son minimos (Ejercicio 4 del Tema 6) cuando el punto arbitra-
rio @ = g(x,) coincide con el valor medio (condicional) de Y:

glxy) =Y | X = x,7 [46]
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Analizaremos ahora una medida de la aglomeracion de la masa de la
distribucion sobre la curva de regresion g(x). La varianza de Y se reduce a
la expresion (Ejercicio 4):

o} (¥} = (Y = (Y))%) = (Y — g(XP)*> + g(X) — <YDP>  [47]

Definiendo la cantidad no negativa:

1

Riy = 20 {g(X) — <% [48]
resulta que:
2 1 2
Ryx =1 —WK(Y—Q(X)) b [49]
* de donde se concluye:
0 < Riy <1 [50]

El coeficiente R}y se llama razdn de correlacidon de Y sobre X y su
significado es facil de interpretar observando sus valores extremos.
Cuando RZy = 1, la masa de la distribucién estd concentrada sobre g(x).
Cuando R}y = 0, tenemos que esto se debe a que g{x) = (Y, siendo g(x)
una recta horizontal. Intercambiando los papeles de X e Y se pueden
definir analogamente la curva de regresion de la media de X y la razon
de correlacion R%,.

5. EJEMPLO DE APLICACION: LEY DE LAMBERT-BEER

Ayudandonos de la técnica de los minimos cuadrados vamos a
determinar la concentracion de una susiancia disuelta utilizando espec-
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cién emergente tras este proceso posee, naturalmente, una intensidad I,
menor que la inicial ,. La magnitud T = I,/I,, denominada transmisidn,
posee una relacion sencilla con las variables del problema c y I cuando la
concentracion de la muestra no es muy elevada. Obtengamos primera-
mente esta ley a partir del ejemplo siguiente.

Para una disolucién de Br, en CCl, se ha obtenido la tabla de
transmisiones en funcién de la concentracion de bromo:

T=1,/, l0,64o 0570 0,510 0455 0405

¢ x 107 (mol/1) | 1,00 1,25 1,50 1,75 2',00

conuna A = 4360 A y! = 1cm, no absorbiendo a esa /. el tetracloruro de
carbono.

El primer paso sera fijar la forma aproximada de la relacién funcional
T = T(c). Es un sencillo ejercicio de representaciones graficas establecer
que la relacion es del tipo semilogaritmico, pues es la forma que mejor se
ajusta a una recta:

InT = —ycl [51]

Fijada esta relacion ajustaremos por minimos cuadrados In(T) frente
a ¢, siendo la pendiente de esta recta —y/, de donde extraeremos el
llamado coeficiente de extincién neperiano y (concentracion - longitud) ™1,
que es constante a una A fija.

La nueva tabla con la que trabajar es:

T=InT | — 0,446 —0,562 —0,673 —0,787 —0,904

¢ x 10° l 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

y ajustaremos una recta de la forma T = ac + b. Los valores de las
constantes son:
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El ajuste es bastante bueno aunque la recta no pase por el origen (b # 0).
Un analisis mas fino requeriria estudiar los errores en los parametros, en
lo que no nos vamos a detener por ser algo comun en practicas de laborato-
rio. La ecuacién que buscamos tiene la forma general (Lambert-Beer):

I, =1I,exp|—ycl] [52]

Las desviaciones que se suelen obtener respecto a este resultado tedrico
pueden tener que ver con la magnitud de la concentracién o con que la
fuente de iluminacién no sea completamente monocromatica. Esto tltimo
se consigue con luz laser,

Conocido este resultado podemos averiguar la concentracion del
soluto en disoluciones problema contenidas en células de espesor diferen-
te y disponer asi de un método de analisis no destructivo (y = constante
a 4 constante). Por ejemplo, consideremos una célula de 2 cm de espesor
con una disolucion de Br, en CCl, que a la A anterior absorbe el 60 % de
la radiacion incidente. La concentracion de Br, en esa muestra es
sencillamente:

1 I, 1 0,41
c=——Iln—-=— In
0 , 2 %456 I

2 = 1,00 x 10~% mol/l

(1)

6. DISTRIBUCION NORMAL EN DOS DIMENSIONES

Sean dos variables aleatorias independientes X ¢ j" distribuidas
normalmente con medias (X = (¥) = 0, y varianzas 62(X) = ¢%¥) = 1.
Su funcion densidad es:

‘ 1
FED=FEO-10) = 5o -3 45| 1)
7 2

que no es sino un caso particular de forma gaussiana.

™
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con valores medios { X >, (Y, desviaciones tipicas o(X), o(Y), y coeficiente de
correlacion de X e ¥ r. La comprobacion de estos detalles se deja como ejer-
cicio para el lector. 3

En virtud de lo que conocemos sobre la ley gaussiana, tanto X como Y se
distribuyen de acuerdo a talley con sus respectivas medias y varianzas, siendo
ambas no independientes. La funcién densidad gaussiana conjunta para
ambas nuevas variables serd pues la forma mas general de esta ley de
distribucion en dos dimensiones. Despejando X e Y de [54 ] enfuncionde X e
Y la funcidon densidad conjunta f(x,y) se obtiene via:

x

6(x, y)

Fi(%)-123) = flx, »)- ‘ [55]

en donde aparece el Jacobiano, en valor absoluto, de la transformacion
[54]. La funcion densidad general que se obtiene para dos variables es de
la forma:

exp | — 1 (X_<X>)2+(Y~—<Y>)2 22X = (X0)-(Y=(TY)
fxy)= A ey (o(Y))” o(X)- o(Y)

2no(X)o(Y)/1—1?

[56]

Para concluir mencionemos tres propiedades caracteristicas de la
distribucion normal:

a) Las curvas de regresion de las medias de ¥ y de X son lineas
rectas (Ejercicio 5). La distribucién normal en dos dimensiones
nos da asi un ejemplo tipico de regresion lineal (continuo) en
ambas variables.

b) Si dos variables X ¢ Y poseen una funcion densidad conjunta
normal, dos funciones lineales cualesquiera Z,, Z,, de ambas
‘también la tendran siempre y cuando estas Oltimas sean lineal-
mente independientes:

Zi=a. X +b.¥Y+ci) lg, b,
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Por inspeccion de [56] es facil comprobar este punto que en |
general no es cierto para cualquier par de variables.
l
1

7. EJEMPLOS DE APLICACION

7.1, Fluctnacienes termodindamicas

La distribucion gaussiana tiene un papel preponderante en la teoria
de las fluctuaciones termodindmicas. Por razonamientos de Mecanica
Estadistica (Landau y Lifshitz, 1969) se establece para un sistema aislado
con variables X, X,, .., X, (que no sean magnitudes conservadas como la
energia) que la funcion densidad conjunta para ellas es:

w(xla X5 e xn) = N CXp [S(xls Xgyeny xn)] [58]

a temperaturas no muy bajas y con variaciones en cada X, no muy

rapidas. N es la constante de normalizacion y S(X, .., X,) la entropia del
sistema total. La fluctuacién en cada variable la mediremos a través de la
desviacion tipica:

[o(X)]? = [Ax,PP = <XP> — LX) 5 i=1,2,.,n [59]

y por comodidad tomaremos {(X,;> = 0 (un simple cambio de origen).

Se sabe que la entropia toma su valor maximo cuando X, =
= (X1, X, = {X,,, por lo que desarrollando en serie de Taylor S en
torno a (0,0, ..., 0), se tiene, suponiendo pequefios valores para X; = x;,
que:

no a8 1 a8
S(xl, Xy erey x,,) = S(O, 0, ey 0) + i;]_ (—az)ox,- + Egg(m)oxixj 4 ..

L »n [ 38N _ _ _
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Esta expresion sustituida en [58] nos conduce a:

1 I3 n
w(xy, Xg, .y X,) = N exp [“ ) Z Z aijxixjjl [61]
i=1j=1

que es una densidad gaussiana multidimensional cuyo exponente es una
forma cuadratica definida negativa.

Si en-[61] hacemos n = 2 encontramos una expresion similar a [56]:

1 1
w(x,, Xx,) = NexPl:— “2“ﬂ11x:f — QyaXy Xy — Eazzx% [62]

Aunque hemos obtenido [61]-[62] con la hipotesis de pequesios despla-
zamientos en cada variable (X, — {X,;> = x;), la gran rapidez con que la
funcion exponencial decae cuando x, crece en valor absoluto permite con
muy buena aproximacién normalizar w(x,, x,, ..., x,) asumiendo los ran-
gos de variacion — oo < x; < + 0. Por gjemplo, con #n = 2 obtenemos:

= N{ J dx, dx, exp[— %x% — X Xy — %x%} =1 [63]

lo que lleva a (Ejercicio 6):
' _ layazy — a§2|”2
2n

Es ahora por fin posible identificar completamente [56] con [62] ¥
determinar asi el significado estadistico de los coeficientes a;;.

N [64]

Como consecuencia de su universalidad la distribucion gaussiana ha
sido extensamente estudiada. Existen pues un gran nimero de relaciones
matematicas 0tiles que facilitan el trabajar con ella. Restringiéndonos a
n =2 se tiene:

frow "o

[ 1 1
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pudiéndose calcular los momentos i,
Mo = X1+ X3 [66]

derivando secuencialmente ambos miembros de [65] n veces con respecto
a t; y m veces con respecto a t,, para hacer finalmente t, = ¢, = 0. El
lector reconocerd en [65] a la funcidn generatriz de la distribucion
w(x,, x,). Se supone la convergencia de la integral de arriba para al
menos dos valores t; # 0y t, # 0. En particular, la covarianza entre x; y
x, serd (notese el lugar que ocupa la constante N =|4M?*/2x):

My = Xy Xy =

o (8 [ 442
= —{—= dx, dx, - :
I:@tz (ar1 j_wJ: oy

& (0 f
| (exp| — 2 Y Y (A Y
[ (e - yx 2 an])]

resultando el valor:

_ 12 ' i
= . = A 1 = —_— 67 i
iy = {Xg-Xp) ( hz a%z a1y, [67]

Es sencillo deducir tanto de [62] como de [67] que si a;, = 0, las
variables x, y x, son independientes. En el primer caso porque w(x,, X,)
se factoriza en el producto de dos distribuciones independientes. En el
segundo debido a que g, = 0, lo que implica r = Oy, siendo la distribu-
cién conjunta gaussiana, se concluye forzosamente la independencia de x;

y X5
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La densidad de probabilidad de una fluctuacién vendra dada por:

w = N'exp[AS'/k] ; k = constante de Boltzmann [68]

en donde AS’ es la variacion en la entropia total del sistema debida a la
fluctuacion en el subsistema. Esta variacién puede ponerse en términos
del trabajo minimo necesario para realizar reversiblemente el cambio en
las magnitudes termodinamicas que acontece con la fluctuacién. A
presion P y temperatura T constantes (valores medios del sistema total)
el trabajo buscado es la variacion en la energia libre de Gibbs:

Winin = AE — TAS + PAV [69]

del subsistema que ha experimentado variaciones en su energia interna,
su entropia y su volumen. Cuando las fluctuaciones son pequefias se
puede desarrollar en serie AE y se llega a (Landau y Lifshitz, 1969):

oE CE
AE =|—) ‘A — 1.
(as),, S+(3V)S AV +

17 /02E 5 OPE K 2
o+ 5[(W)V'(AS) + 2( 75 6V)AS AV + (a—lﬂ)s (AV) } [70]

Con esto [68] se transforma en:

w=Nexp[(AP-AV — AT-AS)2kT] [71]

Fijando como variables independientes T'y V se establece por simple
calculo:

AL /aS\ AT | /aS\ ALZ r':rf\‘1 ~
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quedando w como:

, 1 {(eS ., [/ep oS -
oP ,
- (W)T-(AV) H [74]

que es una gaussiana en las variables AT y AV (las fluctuaciones).

Teniendo en cuenta que:
0P oS
— == [75]
at/y ov Jy

la distribucion w se simplifica a:

7
wAT,AV) = N'exp |:—— %{(%)V (ATY — (%)T-(AV)Z}} [76]

Por simple inspeccion se identifica rdpidamente:

(AV-ATY =0

(AT = kT/(—j%) = ‘O‘Z(T)

5 aPN
{AVY*> = _kT/(W)T = g*(V)

Como era de esperar, dado que ¥ y T son variables independientes
(V. T> =0, también sus fluctuaciones lo son.
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aqui resolver la ecuacion electronica de Schrodinger para determinar la
funcion de onda ¥ de una molécula:

Hy = Ey [77]

un problema fundamental es el del calculo de integrales de atraccion
nucleo-electron y repulsion electron-electron entre las funciones de base y
con las que se contruye i,

Por ejemplo, dentro de la aproximacion RHF (Restricted-Hartree-
Fock) se asigna a y la forma de un determinante de Slater que para
moléculas con todos sus clectrones apareados (capa cerrada) se escribe;

(1) Gy(1) - Pap(ly Pyl
!#(l'prz, ‘"’rN)ﬂ 915'1(2) 51(2) (,bN/z(z) q-ﬁsz(z) [78]

¢’1(N) 51(N) pr,'z_(N) $N12(N)

en donde ry,r,, .., by, representan las coordenadas de cada electron, las
funciones monoelectronicas ¢ son orbitales moleculares de spin electroni-
co +1/2 y las funciones ¢ son orbitales moleculares idénticos a los
anteriores en la parte espacial pero con spin —1/2. Estos orbitales se
desarrollan en serie de funciones de base atomicas y,:

¢i = Zcrin = Z Z Crin(A) [79]

A red

en donde 4 son los atomos de la molécula en cuestion. Como se aprecia
en [79], cada atomo A aporta una serie de funciones de base y,(A) para
construir los orbitales moleculares. Estas funciones de base describen el
comportamiento de los electrones que A4 aporta a la molécula antes de
que ésta se forme; son por tanto orbitales atomicos centrados en su
origen natural: el nicleo de A.

La solucioén de [77] se suele realizar convencionalmente a través del
método variacional (Lowdin, 1955), ya que no es posible resolverla exacta-
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Para poder realizar todo este proceso es necesario evaluar integrales
de tipo electron p-nticleo A:

Fud

—Z 1)

-7,
1)y = fx;"(u)-—r——-xs(ﬂ) du [80]

1% |
electron p-electron v:

1
o (1a(v) ;1— X)) = jx,’f‘(u)xé“(v)“ 2Wxw) - du-dv - [81]

fisd

Hy

e integrales de tipo cinético que involucran al operador V2 En las
expresiones anteriores Z, es la carga nuclear del atomo A, r simboliza la i
distancia (mo6dulo) entre las particulas a que se refiere, y las integraciones
cubren todo el espacio accesible a los electrones u y v (que pueden
pertenecer cada uno a cualquier atomo de la molécula).

La eleccion del conjunto de funciones de base {,} para llevar a cabo
estos calculos plantea no pocos problemas (Carsky y Urban, 1980). j
Podemos optar por usar una base con sentido fisico: el conjunto formado
por los orbitales de Slater para cada atomo A. Este tipo de orbitales
(STO) describen a un electron del atomo A segan la forma (sin incluir
spin);

(PA(rs 6’ ¢ )n,!,m = Rn.!(r)' Yim(g» ¢) [82]

donde n, I, m, son los habituales nimeros cuanticos. La parte radial viene
dada por:

Ry(r) = &y*T172 . [@m] 727" L exp [ &r] 831
(£ = exponente orbital) y ¥,,(8, ¢) simboliza al armdnico esférico:

Y0, §) = P()-e”™ [84]
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por su dificultad. En este punto es donde, entre otras posibilidades,
pueden emplearse funciones gaussianas para representar de forma aproxi-
mada a la parte radial de los orbitales [82]. Dicho con mas detalle, se
emplea una base secundaria gaussiana {G{r,)} para representar a la base
tnicial STO-¢ que es la que interviene en el desarrollo [797:

Qalrs 0, Boiym = [0 Glr K0, ¢) [85]

Dadas las ventajas matematicas que reporta la funcién gaussiana es
comprensible que se emplee aqui. Los coeficientes ¢*"™ pueden determi-
narse por minimos cuadrados u otros métodos (Shavitt, 1963). La expre-
sidon de Gy(r,) es la de una gaussiana centrada en el Atomo A:

Glrd=exp[—a{lx —x* + (v —y)* + 2 — 2"} [86]

que contiene a las coordenadas x, y, z del electrén considerado.

Introduciendo estos desarrollos en las integrales originales en STO
[80]-[81], surgen integrales en la nueva base gaussiana. Ahora el calculo :
es mucho mas simple pues se hace uso de relaciones matematicas bien i
conocidas para las funciones G. Por ejemplo, el producto de dos gaussia-
nas centradas una en A y otra en B # A es otra gaussiana centrada en un
punto C intermedio a los primeros:

Graq)- Gj(rb‘) = NGr,) - [87]

0 con mas detalle (Fjercicio 7):

.,
exp [—apr2]-exp[—ard] = exp[— — -rf.g} cexp [—(a,+a;)- 1]
S [881

siendo el primer factor una constante y estando situado el punto C en:

a;x 4 + d:Xg a:vy 4 GV a.z .+ .7
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producto de n gaussianas es una nueva gaussiana afectada de un factor
constante y centrada en el «centro de gravedad» de los centros de las
gaussianas originales,

No obstante sus ventajas, las bases gaussianas ofrecen ciertas dificul-
tades conceptuales (ver referencias citadas) que no han sido suficientes
para desbancarlas del lugar privilegiado que ocupan dentro de los
“calculos quimico-cuanticos actuales.

8. FUNCIONES DE CORRELACICON EN VARIAS VARJIABLES

La teoria de la correlacion entre variables vista anteriormente puede
generalizarse con facilidad al caso de » dimensiones (Cramér, 1977). Sin
embargo, desde ¢l punto de vista de las aplicaciones es muy conveniente
introducir las llamadas funciones de correlacion g(x,, x,, ..., X,) que sumi-
nistran una medida simple de la correlacion entre las variables
X, X5 X,

Sabemos que si las variables X, ..., X,, son independientes, la funcion
densidad conjunta se factoriza en el producto de funciones particulares
(marginales).

S (15 Xg5 e X5} = filx0) - f3(X2) . . filX,) [90]

¥y no existe correlacion entre estas variables. En el caso general las n

variables pudieran ser dependientes y, por tanto, estar correlacionadas,
Para poner esto de manifiesto se escribe la funcién densidad conjunta en
la forma:

f(xla Xay e xn) = fl(xl) 'fz(xz) e '.ﬁl(xn) + g;(xla X2y ven xn) [91]
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dividir el conjunto de n variables en subconjuntos («clusters») de s
elementos, asocidndoles la representacion siguiente (Kampen, 1985):

() = hy(xy)
ho(x 1, x5) = filxy) - falX2) + ga(xy, x,)

(X 1, X00 X3) = f101) - f202) - f3(3) + f1(1) - ga(p, x3) +

+ fa(X2) - ga(x1, X3) + f3(x3)ga(x1, X2) + g3(xy, X3, X3)
................ [92]

y asi sucesivamente. Las funciones marginales de s variables se obtienen a
través de integracion:

X0 X0y 00y X} = j . J‘dxsﬂ el (g, Xgy ey X)) [93]

Veamos, por ejemplo, el significado del desarrollo de f;. El primer
termino es la situacion de variables independientes. T.os términos segun-
do, tercero y cuarto, simbolizan la situaciones en que una variable es
independiente de las otras dos que a su vez si estan correlacionadas. El
Gltimo término da idea de la correlacion conjunta entre las tres variables.
Ndtese que ocasionalmente puede ser k; = f; (independencia).

9. EJEMPLO DE APLICACION: FUNCIONES
DE CORRELACION EN MECANICA ESTADISTICA

Una de las principales razones para introducir en los problemas
fisicos las funciones g, es que si las variables son casi independientes se
espera que estas g, tiendan rapidamente a cero y sea suficiente tener un
conocimiento no completo de ellas. Esta es, claramente, una hipotesis de
trabajo que pudiera no cumplirse. En la mecédnica estadistica de sistemas
de particulas clasicas se utiliza esta herramienta con profusion. La razén
se halla en que las funciones dindmicas d{x,, ..., x,) del sistema, asociadas a
propiedades de éste (como la energia, etc.) pueden generalmente represen-
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El valor medio de la propiedad (D} asociada puede expresarse como:

i<

(Dy = del Ldx [do + Z dy(x) + 3 da(x; xJ):| S gy Xgs ey Xg) =
_ Jdo- SOty k) oy + Y Jdl(xl) F 61 Xgs o %) g o, +

2 A% X)) F (X1 X5 vy X)Xy - Xy - [95]

i<j

que vemos es fundamentalmente una suma de «pocos» términos: una
constante, contribuciones debidas a una particula, y contribuciones de
dos particulas. La magnitud del problema inicial se ve asi grandemente
reducida, maxime si utilizamos las funciones marginales y las de correla-
cion:

(D =d, + .anl Jdl(xi)hf(xf)'dxi +

+ % Xp X)X S ) + gafx, x)] - dxi-dx; [96]

i<j

Se advierte al lector que en obras de Mecanica Fstadistica suelen utilizar-
se factores de normalizacién sobre nimero de particulas y no sobre la
unidad como aqui (Balescu, 1975). Como ya sabemos, esto no afecta para
nada a los resultados finales.
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Efectuar las operaciones pertinentes para establecer la iguaidad [7].

2. Obtener la paradbola de minimos cuadrados que represente a una
distribucion en el plano xy. |

3. Deducir aplicando el método de minimes cuadrados la ecuacion
P = P(V) de un gas a partir de la siguiente tabla presién/volumen:

P(atm.) | 10 20 30 40

V(L) I 87,45 58,17 - 4583 38,69

4. Demostrar la relacion [47].

5. Demostrar que la distribucion normal bidimensional [56] da regre-
sion lineal en ambas variables estudiando las curvas de regresion de
las medias.

e
1.0
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SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. El valor medio de una variable no negativa es evidentemente no
negativo:

(Z) = Los(X — (X)) — p (Y =<XYOND =2 0
teniéndose pues: |

(Zy = uBs[{X?) — XD — 2pyoa[KX YD — LXOCYDT +
+ pH (Y = (7]

de donde aplicando las relaciones [5]-[6] llegamos a la igualdad
pedida:

(Z) = H%z “Hao — 2.“%1 “Hoy t+ By toz = H%z cHzp — M%l "oz
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con respecto a los parametros a, b, c. Por derivacion parcial se llega al
sistema de ecuaciones:

| fm fwyxvuawdx@w—ajw Jw *9f(x, y) dx dy +

+bj J 3f(xy)dxdy+cj f 5. y) dx dy
f:fﬁﬁmﬁ%@=dij:ﬂmﬁmw+
+b j 3
ﬁcm f:yf (x, dxdy = a J‘ :0 j:oxzf(x, Vdxdy +
+b J: J‘:xf(x, ydxdy + ¢ J: J‘:f(x, yydx dy

J‘w x*f(x, Y dx dy + ch on xf(x, vydx dy

que convenientemente resuelto da los valores optimos de a, b, c.

3. FEstamos ante un caso de relacion doble logaritmica:

logP +alogV=>0b

que requeriria ajustar la tabla transformada:

drtagend

log P

1 1,3010 1,4771 1,6021

log ¥

19418 1.7647 1.6611 1.5876
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4. Basta con comprobar que
— (Y = g(X)- (%) =<YD = 0
Desarrollando este promedio se encuentra;
A= X T 0 = 605005 = <Y =
= X atx) — <YIP; [g (= G5DPO x,,)] -
— (o) = X 3wl | 9} = 0

quedando probada la relaciéon pedida (recuérdese [41]).

5. Comencemos evaluando las funciones densidad marginales asociadas

a f(x,y) [56]; -

= fendy = —"=-exp _(x;@_)j
lx - v:oo !y y O’(X)\/EE i ZGZ(X)

’ T (DY
fz{y):jlwf( Ydx = —— = Y)\/EE __ T :l

Por generalizacién directa de la expresion [40] la probabilidad
condicional de que y < Y < y + dy, cuando x < X < x -+ dx, sera:

Py<Y<y+dy|x <X <x+dx) =J;()E;C;Z)-dy:_f'(y|x)-dy

(notese que debemos multiplicar por dy al estar en caso continuo). En
tanto fy(x) # 0, f(y|x) se comporta como una funcidén densidad
normalizada para Y condicional a X. Esta funcion resulta ser:

f1 = T2 &
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que es una distribucion gaussiana con desviacion tipica independiente
de X

og=o(¥Y} /1 —7®

Los valores medios de Y condicionales a X son:

(V1K =x> = r y 101 9dy = <> + T —exy)
. o)

que es la ecuacion de una recta si dejamos variar libremente a x. Esta
recta coincide con la de regresion de Y sobre X, y dada la simetria
entre ambas variables se obtendria el resultado analogo para la curva
de regresion de la media de X con respecto a Y. Queda comprobado
entonces que la distribucion gaussiana bidimensional da un ejemplo :
de regresion lineal en ambas variables. i

6. Sea la parcja de transformaciones (inversa una de otra): |
i

Xy =€ Xt CrpX, Xy =dyxg +dipx, ;
Xy = €y Xy + €%y Xy =dyyxy + dyx,

tales que la forma cuadratica original se reduzca a:

. 23 |
ay1X5 + 2a05%,%, + 6,53 = X1 + X3

El problema es equivalente al de diagonalizar la matriz simétrica A
que aparece en la expresion matricial;

a3 a3 /\X;

a a X
2 2 11 3 1
Gy1X7 + 2a1,X,%) + Gy5X5 = (xl,xz)( )( )
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una vez hecha la transformacién a las variables X, X,, 1 integral de
w [63] es muy facil de calcular pues:

1 = J\ J\ dxl dx;_ W(xl, X2) =
=] (e . N 1 w2 2
=N dx, dx, - - eXp —E(x1 + X%3) | =

@ 1 2
=N-|C|-U d%l-exp[—zif:ﬂ — N-|C|-2n

en donde |C| es el valor absoluto del Jacobiano de la transformacion
(%, X5) = (%4, X;), s decir:

A%y X,)
(%4, X5)

|C| = |eqq €22 — CyaCay

Ahora bien el valor de [C| esta relacionado con el valor del determi-
nante de la matriz A. Para ver como utilizaremos una notacion mas
compacta. . t

La reduccion de la forma cuadratica original puede escribirse:

n

Y i ;%) = Ei:;a”-[z": Cuﬁ“ﬁ][ z": ijfm} _

i=1j=1 =1 m=1

=ZZ[ZZ“U‘CH'CM]’"C:;%:;Zir%m'%'
I m i m

i

donde §,, es la 6-Kroenecker. Notemos que todo lo que digamos a
continuacion serd valido para cualquier valor de n, en particular para
n = 2. Para que sc verifique la Gltima igualdad es preciso que:

> 2 Gyt it Cim = Ot = & lljf
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tendremos:
(CT'A‘C)zm = Z E,Cg::'aij'cjm = Oy
7

lo que indica que:
I = CTAC = matriz unidad
Como el determinante de un producto de matrices es el producto de

los determinantes individuales y, ademas, el determinante de una
matriz es idéntico al de su transpuesta, encontramos:

ICT-4-C| = |C7||4]-|C] = |A|-[CP = 1
y por tanto:
|Cl = |47 42

|A| es mayor gue cero por ser su forma cuadratica definida positiva.

De todo ello resulta, finalmente, el valor para la constante de
normalizacion:

1 A2 ey — ai,|
Sl 2 2

7. Siel punto C cae entre 4 y B seglin [89] (Fig. 2) vy siendo:

re =[x — xc + (v — yo)* + (z — 201"
ra =[x —x0° +(y—ya* + (z — 2"
rp = [(x — xp)° +(y — yp)* + (z — 25)°]?

Tean AZcdiin in e | Al [Pah sl
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Por trigonometria elemental tenemos:

y de aht:

quedando probada la relacion [88].

Cﬁff& ol
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Ba

Figura 2.-—Diagrama para el producto de gaussianas.

1y = a* + ri — 2ars-cos 0

réd = b? + 12 + 2bry-cos B

bry + ari = |AB|{ab + 1)

a.a.
apy + apg = —"—|AB® + (a; + a)r?

i T 4
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Tema 9

PROCESOS ESTOCASTICOS Y CADENAS
DE MARKOV DISCRETAS

e
12
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Como colofén al apartado de Estadistica centraremos aqui la aten-
cién en los procesos estocdsticos, que permiten disefiar aplicaciones de
gran valor para el estudio de muchos fendmenos: movimiento browniano,
caminos aleatorios, estudio de liguidos, reactividad, etc.

Tras introducir la nomenclatura usual y las condiciones matematicas
asociadas a los procesos estocasticos en general, especializaremos este
concepto al caso estacionario. Apareceran entonces interesantes cuestio-
nes como la formulacion de la hipdtesis ergddica, las funciones de auto-
correlacion v la densidad espectral.

Una clase de procesos estacionarios importantisima es la de Markov,
que se caracteriza por poseer memoria de un paso. En estos procesos, el
resultado de un ensayo depende unicamente del resultado previo. Como
aplicacion se estudiara el comportamiento de la velocidad de una particu-
la browniana monodimensional.

Dentro de la clase de los procesos de Markov nos fijaremos, con
especial detalle, en las cadenas de Markov finitas en tiempo discreto, las
cuales recorren espacios de estado finitos. Todas las propiedades del
proceso se encuentran contenidas en la matriz de transicion a un paso.
Atendiendo a sus caracteristicas, los estados y las cadenas pueden clasifi-

rarea en diferentes cateagnriae T a citnaciAn mas interesante es la de
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La restriccion de Markov relativa a memoria de un paso es relajada,
finalmente, para dar cabida a procesos de Markov mas generales. Encon-
traremos asi procesos de orden superior que guardan memoria de dos,
tres, v mas pasos. Un sencillo artificio los reduce a la clase de Markov
simple, con lo que su estudio detallado se reduce a lo va visto.

1. GENERALIDADES

Sea dada una variable aleatoria X que nos informa de alguna carac-
teristica de un sistema v que posee la densidad de probabilidad f(x).
Cualquier funcién de X define, como sabemos, una nueva variable
aleatoria Y. Si consideramos ahora la posible evolucion temporal de los
resultados particulares y de Y, denominaremos proceso estocdstico (alea-
torio) a la funcion aleatoria general:

Yy(t) = F(X, 1) [1]

Queda, asi, el tiempo, incluido para describir 1a dinamica de las funciones
de probabilidad. No obstante, ¢ puede ser tanto continua como discreta,
siendo muchas veces un artificio para medir etapas dentro de un proceso
aleatorio. Es claro pues que esta variable temporal podria no tener nada
que ver con el tiempo real

El proceso estocastico Y{t) es entonces el conjunio de realizaciones o
trayectorias posibles:

Yxl(t) = {Y{t) = F(x, 1)} [2]

que recorren ¢l espacio de estados asociado (conjunto de valores posibles
Y(1)). La dependencia temporal con ¢ lo es en un sentido probabilista y no
de manera exactamente determinista. Precisemos esto un poco mas.

El proceso Y(t) se describe a través de una coleccion de distribuciones
de probabilidad en lo que se llama una jerarqufa de distribuciones. La
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que nos da la densidad de probabilidad de que Yx(f) tome el valor y en el
instante t, conocida la distribucion f(x). La segunda funcién de distribu-
cion se-expresa:

wo(V, tis Van t2) = Jé(Y1 — Yt} oy, — Yil£o)) - f(x)dx [4]

y representa la densidad conjunta de que Yy{t) tome el valor y; ent, yel .
valor y, en ¢,. En general, la n-ésima funcién densidad vendria dada por:

Wn(yis tl; Ya, fz? ot Vs tn) = J. Ij] x 1)) f(X) [5]

calculandose la probabilidad de que Yi{f) caiga entre (y, v; + dy,) en los
instantes ; como el producto habitual:

P(Yylty) = yy5 05 Yaltn) = ¥o) = w,,-dy, - dy, - .- dy, [6]

Se obtiene asi una ]erarqma infinita de funciones de distribucion {w,} que
caracteriza completamente al proceso aleatorio. Las funciones w, deben
satisfacer las condiciones de consistencia de Kolmogoroff Kampen 1985):

i) w,20 ; n=123,.

1) wylyty .o yet,) es simétrica bajo la permutacion
de pares (y,, &) & (v )

o o0
111) Wk(ylﬂtl;yza t2; N ) tk) = J‘ j dyk+1 dyn'wn(yh tl;'--;ym tn)

— a0 - o
n>k

iv) J‘oo wyy, ) dy = 1 [7]

o
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muchos casos, poseen un importante significado fisico. Asi el valor medio
de ¥(t) es:

[e] oo

Yy(t) - fx}dx = j yewi(y. thdy [8]

== o0

Yy = f

-

como se comprueba inmediatamente aplicando la propiedad fundamental
del operador § (Ejercicio 1). La siguiente magnitud de interés es el
momento de orden dos:

- — a0

CY(ty) Y(ta)) = f J. Vi Vo Walyis £15 Y2, £a) - dyy - dyy [9]
con ayuda del cual se contruye la funcién de autocorrelacion:

R(tls 52) = <Y(f1)‘ Y(t2)> - <Y(I1)> ) <Y(tz)> [10:]

que cuando t, = t, se reduce a la varianza dependiente del tiempo o§(2).
En procesos con media nula [9] y [10] coinciden. Mediante esta mecani-
ca cualquier tipo de momento o de valor medio puede ser expresado
formalmente.

Cabe hacer todavia una definicion mas. Un proceso aleatorio se dice
puramente aleatorio cuando las funciones de la jerarquia w, se factorizan
en la forma:

n

Woll 15 Vas bas oy Vi L) = n wy (v t) [11]

i=1

en respuesta a que los valores y; en instantes diferentes estan completa-
mente descorrelacionados.

2. PROCESOS ESTACIONARIOS
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tiempo preciso para confeccionar la funcién w,(y, t). Por ello, la busqueda
de argumentos que permitan simplificar este esquema en situaciones de
interés resulta de gran valor,

La consideracion mas usual es asumir que el proceso estocistico en
cuestion es estacionario, lo que significa que la forma de las funciones de
distribucion no se vera afectada por un cambio en el origen de tiempos.
Expresado en términos mas intuitivos, lo anterior equivale a suponer que
el mecanismo bésico que produce los resultados del proceso aleatorio no
cambia con el tiempo. La simplificacion que se introduce en la jerarquia
{w,} es entonces notable:

Wiy, 1) — wy(y)
WV t15 Vas o) = Wolyes ¥ai ty — 1) ‘ [12]
W3V 1s £15 Voo b23 Yas Ea} = W3(Vy, Vo, Vas by — ti5ty — £))

Las propiedades del proceso dependeran de intervalos de tiempo trans-
curridos, pero nunca del origen de tiempos. Esta caracteristica hace muy
Utiles a estos procesos para representar fendémenos y sistemas de interés
fisico-quimico (Kampen, 1985). La simplificacion de estacionariedad da
una aproximacion, en muchos casos muy buena, a los procesos fenome-
nologicos (equilibrio). Sin embargo, en la naturaleza no existen procesos
estrictamente estacionarios, aunque puede obtenerse una imagen aproxi-
mada de éstos dejando que el tiempo de observacidn sea mucho mayor que
el tiempo caracteristico del fenomeno fisico bajo estudio. Veamos algunas
caracterfsticas de la simplificacidon de estacionariedad.

i) Por lo que respecta a las w, su determinacién en procesos estacio-
narios es mucho mas comoda que en los que no lo son. La razén se
encuentra en la llamada hipétesis ergddica seghn la cual, en procesos
estacionarios, un numero muy grande de observaciones sobre un Unico
sistema en N instantes arbitrarios equivale a observar simultdneamente
en un conjunto grande de sistemas (similares al anterior) a N de ellos.

De este modo, la tarea se reduce a observar un Unico sistema durante
un periodo muy grande de tiempo. Este periodo puede dividirse en
intervalos de longitud 27, asimilando cada uno de ellos a una observa-
cion sobre un sistema del conjunto global. La Unica condicidn es que
2T sea mucho mayor que cualquier periodicidad que pudiere tener lugar

an ol nrarean T ne valares modine dol enninnta da A aloarirasismac ochiea
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Los valores medios de las N observaciones sobre el conjunto (colectivo en
sentido amplio) de sistemas similares son promedios en un instante da-
do:

oo

Yy = f ywi(y)dy [14]

o)
estableciendo la hipdtesis ergddica que en procesos estacionarios:

Y= Y [15]

ii) Hemos obtenido en [15] que el valor medio de un proceso
estacionario es independiente del tiempo. Para los momentos de orden
superior la dependencia temporal es tal que éstos no se ven afectados por
un corrimiento en el origen de tiempos, como consecuencia de [12]:

Y, + 1) Yt + 7). Y, + 1) = (Y() Y)Yy [16]

Es particularmente Gtil la funcion de autocorrelacion (¥ (t()- ¥(t,)>, que |
en procesos con media nula se reduce a: ;

R{ty, 1) = {¥(ty)- Y(tz))> = R(lt; — t5f) = R(1) [17]

Este tipo de funcion aparece en las aplicaciones de la Teoria de la
Respuesta Lineal (a perturbaciones externas sobre un sistema) y encuentra
utilidad en el estudio de la espectroscopia en fase liquida, fenémenos de
transporte, etc. (Balescu, 1975; McQuarrie, 1976).

i) Se define el tiempo de autocorrelacion t, como aquél tal que
R(t,,t,) = 0, cuando [t, — t,| > .. Esto indica que a medida que pasa el
tiempo, desde una situacion inicial dada (¢;), se pierde la correlacion
(dependencia) con dicha situacion. Se dice que el proceso pierde la
«memoria» de como era en t,. Todo ello tiene su paralelismo con los
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Y(t). Surge de aqui la funcién de correlacion cruzada R.ft;,t,), que en
procesos estacionarios con media nula es:

Rifty, ty) = {Xdt ) Yt = <¥{0)- Y(t; — ;> [18]

En particular, cuando la variable Y(r) sea de caricter vectorial y se
especifique, por tanto, a través de sus componentes Y(t) = {Y{t)}, apare-
cera este tipo de correlacion que conviene presentar en forma de matriz.
Los términos diagonales serdn las funciones de autocorrelacion de cada
componente, en tanto que los no diagonales sern las correlaciones
cruzadas. Haciendo uso de la hipétesis ergodica, escribiremos para la
funcion de correlacion temporal general estacionaria:

1
Rij(tl, tz] == 111’1’1 -

T
(t)- yAt + |t — t,])dt =
MzTLyI() VAL + 1ty = ta)

o oD
= J J Vi1 'ij'WIZJ(yiln t; Yo t2) dyy 'dJ’jz =

=0 — w0

= j J Y 'ij'WiZj(yil;yﬂs‘tl — ) dyiy dJ’jz [19]

— o — 0

Notese, finalmente, que Ri{(t) = R;(— 1) (no paridad).

3, CORRELACION Y DENSIDAD ESPECTRAL

Dado un proceso estocastico continuo y estacionario hay dos funcio-
nes que permiten caracterizarlo con gran precision. Una de ellas es la
funcién (o funciones) de correlacion temporal, de la que hemos hablado
anteriormente. La segunda es la densidad espectral. Por simplicidad
trataremos con procesos estacionarios con una componente.

La funcion de autocorrelacién para un Y(f) estacionario es:

1_rT
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Si no hubiese correlacion entre y, e y,, entonces [11-12]:

Wo(V1, Ya3 [t — Bl) = wi(y) - wi(ya) [21]

y para procesos con media nula se concluye R(|t, — t,{) =-0. Es evidente,
por su definicion, que R es una funcion par de ¢; — f,.

Conviene analizar el comportamiento de R en funcién de la evolucion
temporal. Intuitivamente, se espera que, caso de existir correlacion entre
y(t;) e y,{t,), esta correlacion decrezca al crecer el incremento temporal
|t; — t5]. Si se parte de la desigualdad (McQuarrie, 1975):

(V) £yt + Jt, — 5012 = 0 [22]
se llega a:
YAE YA bt ) 2 2200 T + [ty — L)) [23]

* y tomando el promedio temporal:

1 (T
lim —j VA0 + V2 + lty, — 1))} dt =
-T .

T=r 2T
1 T
= +2 lim —j Yy -t + |ty — ty))dt . [24]
T+ 2T -
es inmediato establecer:
2R(0) = £2R(|t; — t5]) = R(O) = |R(|t; — 5]} - [25]

de donde se concluye que la funcidén de autocorrelacion R estd acotada
superiormente. La velocidad de caida se tratard en el epigrafe 5.

Ocupémonos ahora de la densidad espectral de un proceso estaciona-

rio localizado en el intervalo — T  t < T. Este proceso es una funcion
de + v miiede ser analizadn via inteoral de Fonrier definienda:
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La transformada de Fourier de Y,(t) es:

Alw) = f Yt gt = j ' Y{t)e ™. ds [27]

f— -T

y por consiguiente su inversidn conduce a:

1 a0 ) ’ £
Yilt) = o j A(w)et - day [28]

—

La densidad espectral {espectro de potencias) del proceso Y(t) se define
como:

N U
S(ew) = HI:D 77 [A(@) [29]

Dado que Y(z) es real A*(w) = A(—w) y S(w) resulta ser una funcién par
de o.

La funcién de autocorrelacion R y la densidad espectral § contienen
la misma informacién sobre el proceso estocistico, ya que segin el
teorema de Wiener-Khinchin (Kampen, 1985) ambas forman una pareja de
transformados de Fourier (en coseno). Designemos t =1t — ¢, y sea la
funcion de autocorrelacion reducida al intervalo [ — 7, T]:

T
Rylt) = % J Yp(t)- Yelt + 1) dt [30]
-T

cuyo limite cuando T — oo es justamente R(z):

R(z) = lim R(7) [31]

T—ow
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Introduciendo ahora [30] en la integral izquierda de [32] encontramos:

w 1 Al A{—w
2 J; R(t)-coswr-dt = 3T [A(w)? = *WET—) [33]
y tomando limites cuando T — oo se establece:
ZJ Ry(t) - cos ot - dt = S(w) [34]
]
y reciprocamente:
1 (= u
R(7) = 27;[ S(w) - cos wr - dew [35] |

4. PROCESOS DE MARKOV

Dentro de los procesos aleatorios con aplicacion directa al estudiod de E
sitvaciones quimico-fisicas ocupan un lugar preponderante los procesos
de Markov. Estos procesos no son puramente aleatorios, sino que guar-
dan en parte «memoria de la evolucion temporal»,

Ante un proceso estocastico cualquiera, podemos definir 1a densidad
de probabilidad condicional de que en #, esté Y(t,) entre (y,, y, + dy,),
habiéndose dado la sucesion previa:

Yo < ¥Y(to) < yo + dyo i Yuo1 < Y(tyo1) < Yyt + dy,—y [36]

y escribiendo tal probabilidad en la forma:

P,,(y,,,t,,lyo,togy1,t1;...;y,,_1,tn_1) | — |_371 ~
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es decir que guarda «memoria de sélo un paso, olvidando la historia del
proceso previa al instante t,_,. La probabilidad p, resulta ser:

Wo(Vas by Voo 15 tn— 1)
ot | Y 1s tymg) = — e [39]
Wi(Veo 15 bae )

y caracteriza completamente al proceso. Si éste es estacionario, p, cumpli-
ra:

) plyntlv) =20 5 t=1t, — 1

ii) f Pa(ys, tlyi}dy;, =1 i
— @ !

iii) Wl(yz)=j w (V1) Pa¥a t| ¥1) - dyy

-

0

iv) pz(yz,ty1)=J Payait—to | ¥) Py toly)-dy 5 0ty <t
[40]

Se conoce a iv) como la condicion de Smoluchowski-Chapman-Kolmo-
goroff v su significado es el siguiente. La densidad de probabilidad de que
el proceso esté en (y,, ¥, + dy,), pasado un tiempo ¢ desde que estuvo en
(v, ¥y + dy,), se obtiene integrando el producto de las densidades de
probabilidad asociadas al paso intermedio (y,t,) sobre todos estos
posibles pasos intermedios. El orden temporal es basico 0 <ty < ¢. La
condiciéon que nos ocupa puede ser desarrollada considerando més pasos
intermedios: y; = (Jy, to) = o1 tor) = - > (V2. 1), incluyendo las densi-
dades apropiadas y las integraciones sobre g, Voy, - €tc. La ecuacion iv)
es fundamental en la teoria de los procesos de Markov y puede usarse
para definirlos.

Notemos finalmente la similitud entre la regla de composicion de
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?. EJEMPLCO DE APLICACION: MOVIMIENTO BROWNIANO
EN UNA DIMENSION _

Para describir el comportamiento estocastico de la velocidad de una
particula monodimensional se propuso en 1930 (Uhlenbeck y Ornstein,
1930) el proceso de Markov, estacionario y gaussiano, siguiente:

wi(vy) = exp [ v1/2]

1
NG

. B 1 (v, — ve™h)?
Pa(va:t| D) = “M**“——;\/m'e)(pl:* AL — e J

Comencemos verificando las condiciones de consistencia de Kolmo-
goroff [40]:

i) Es trivial por ser p, intrinsecamente no negativa.

ii) Una simple integracion conduce a:

3 — 2.0, 0,07 + v:fe*z‘:|d
v, =

1 * .
— — ex —_—
2n(l — e ?) j_oo p[ 1 —e?)
2n(l — e~ %) 1—e % vie dpie 2!
= ' EXp ) a2 —ana ] = 1
2n(l —e™ ) 2 (I—e *)* 4(l—e™")

resultado que no debe extrafiar pues, partiendo de un valor v, dado, la
suma (integral) sobre todos los posibles resultados finales v, debe,
necesariamente, ser la unidad.
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que es, ciertamente, el resultado de la integracion:

j wylvy) - palvg, o) doy =

=+

1 ® J v (vy — v’ .
I P I R T

1 © p v} —2ugvpe + 03
=27t 1—e ™ J-o I Al —e ) :

1 1
=—F7—='8Xp l:_ 5 U%:I = w{v,)

Nz 2

iv) Utilizando propiedades de la gaussiana se verifica la condicion de
Smoluchowski-Chapman-Kolmogoroff:

® 1 ,
cw o 2a(l — e XY /2n(l — e 2

(Uz_ve—(r_ro))z ) (v—vle_“’)z
'eXP[_m P o ) = palvg. 1] vy)

El proceso propuesto es evidente que posee media nula:

vy =0

Veamos ahora la forma de la funcién de autocorrelacion de velocida-
des. Seglin [20], para procesos estacionarios con media nula, tenemos
(r >0y

RO = i@ = || o4 vawalon o) do-doy =
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_zn\/\l/__ie \/ﬁ .Jloov%.exp[_v%/zjdvlz

-t — Lt

e™* I(3/2) _

BN R

resultado que indica una cafda exponencial, con ¢l tiempo t, de la
correlacion en la velocidad. La pérdida de la «memoria» inicial sigue
pues una ley decreciente de tipo exponencial. Este comportamiento es
bastante comOn a una gran variedad de funciones de autocorrelacién
(velocidades, dipolos eléctricos moleculares, etc.), si bien su comporta-
miento asintético a tiempos largos plantea una serie de interesantes
problemas conceptuales (Balescu, 1975).

Finalmente, la densidad espectral asociada es por el teorema de
Wiener-Khinchin:

o 1+ o?

® 2
S(a))=2j e t-cosat-dr =

que posee la forma de una distribucion de Cauchy.

En general, la funcidon S{w), como transformada de Fourier de una
funcion de autocorrelacion, representa una susceptibilidad generalizada
para el sistema fisico al que se refiere el proceso estacionario. En definiti-
va, S(w) es la respuesta del sistema fisico a una perturbacion externa débil
{teoria de la respuesta lineal). Por ¢jemplo, en espectroscopia, la forma de
una banda de absorcion en el infrarrojo para una disolucion muy dilui-
da de una molécula activa en un disclvente inerte seria, en esencia, la’
transformada de Fourier de la funcidén de autocorrelacion dipolar de la
molécula activa (McQuarrie, 1976):

f(w) =~ r) de-e ' (u0) - p(6))

2z |
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6. CADENAS DE MARKOV ESTACIONARIAS
EN TIEMPO DISCRETO

Vamos a centrarnos ahora en el estudio de las cadenas de Markov
estacionarias y finitas en tiempo discreto. Sus propiedades han sido bien
establecidas dado que son los procesos de Markov mas simples que
retienen la mayor parte de las caracteristicas generales basicas. Dentro
del dominio de la Quimica Fisica gozan de una gran popularidad en el
estudio de fases condensadas.

6.1. Espacio de estados, matriz de transicion y vector de probabilidad

Para abordar la presentacion de las cadenas de Markov es preceptivo
introducir varios conceptos: espacio de estados, matriz de transicion a un
pase y vector de probabilidad. La variable temporal ¢ serd aqui discreta,
tomando valores enteros t == .., —2, —1,0,1,2, .., que generalmente no
guardan relacion alguna con el tiempo fisico real. Como de costumbre
llamaremos Y(¢) al proceso estocastico descrito por la cadena.

a) Espacio de estados z

Es el rango de la variable Y(¢), es decir ¢l conjunto discreto de estados
{Y(to), Y(ty), ., Y(2,)..} en los que en alglin «paso» t; puede encontrarse el
proceso. Si este conjunto es finito, como sucede en muchas aplicaciones
de interés, la cadena se dice finita. Conviene resaltar que, aunque el
espacio de estados sea finito, su nimero de elementos puede ser muy
elevado. De esta forma procesos con un ¢spacio de estados infinito
(numerable o no) pueden ser bien representados por procesos con espa-
cios finitos. La operacion de discretizacion mencionada suele ir asociada
al uso de calculo con ordenador.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNIQA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE SIf
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documentg
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de'la Informacion y de Comercio Electronico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero hagan



por [38], en este caso quedara definido por el conjunto de probabilidades
de transicion a un solo paso py El conjunto de estas probabilidades
recorre todas las posibilidades de que estando en cualquier estado i se
pueda efectuar en el instante siguiente un cambio a cualquier estado j (i j
inchuido). La disposicion de este conjunto en forma de matriz es, como |
veremos, especialmente adecuada para la manipulacion algebraica de sus |
cantidades. Se tiene asi la matriz de transicién P a un paso que para un i
espacio finito escribiremos: i

Pi1 Pz ... Piw
P = P2t P2z ... Pan [41]
Pnvi Pnx2 ... Pwn ;

matriz cuadrada en la que todos sus elementos deben ser no negativos:

Fxiste aun una condicién mas que, al menos, deben cumplir las p;;

Spy=1 5 Lj=12.N [43]
;

es decir la normalizacién por filas que expresa el suceso seguro de que
partiendo de cualquier i se alcance uno cualquiera de los estados j. Por
razones de claridad vamos a cefiirnos al caso finito de aqui en adelante
(N estados). '

Las matrices que cumplen [41]-[43] se denominan matrices estocdsti-
cas y han sido muy estudiadas desde el punto de vista matematico. Si
ademas de la normalizacion por filas tenemos la normalizacién por
columnas:

Ypy=1; bj=L2..N [44]
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des. Para poder determinarla hay que reparar, primero, en que el juego
de probabilidades que se pide estd condicionado por los pasos previos y,
segundo, que necesitamos un conjunto de N x N probabilidades de
transicién. Veamos como se obtiene de modo constructivo.

A un paso, la matriz P [41] ya contiene la informacion pedida, los
elementos p;;-cuyos valores procederan de argumentos fisicos concernien-
tes al problema bajo estudio. La mayor o menor bondad de los valores i
p;; asi obtenidos influird criticamente en los resultados finales que ‘obten-
gamos con la aproximacion al fendmeno natural via modelo de Markov.

Para obtener la matriz a dos pasos, compuesta por los clementos p{}’
que representan la probabilidad de que partiendo de i se alcance j en dos
pasos, basta con aplicar las reglas del calculo de probabilidades elemen- ,
tal. Notemos que la citada transicion puede esquematizarse como se
muestra en la figura 1 y, por tanto, encontramos:

N : |
PE?) = Z Diw* Prj ' [45] ‘
E=1

1

2
3
4
| 2 J

Estado de Estado
partida . final

ne gme v T

J
N-1

h! .
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Puesta en forma matricial [45] se escribira:

PP =P x P=p? [46]

es decir, la matriz de transicién a dos pasos e¢s justamente igual al
cuadrado de la matriz de transicién a un paso. En general, sc tiene que a

1 pasos:
n-vyeces

PP =PxPx..XxP=P [47]

coincidiendo la matriz P® con la potencia n-ésima de P. A partir de aqui
es simple obtener la version de la ecuacion iv) de [40]:

pletm — pr oy pm [48]

que recibe el nombre de relacion de Chapman-Kolmogoroff.

¢) Vector de probabilidades

Con lo discutido hasta aqui tenemos a mano muchas de las
caracteristicas globales de un proceso de Markov en tiempo discreto.
Estas caracteristicas estan relacionadas con las potencias sucesivas de la
matriz de transicion a un paso P. Sin embargo, en la realizacion del
proceso de Markov (cadena) se recorre una sucesion de estados posibles:

Y(tg) = Y(t)— ... Y(t,)— ... [49]

que evoluciona a partir de un estado inicial seglin sea la matriz P. Toda
la informacion relativa a las probabilidades absolutas de que los estados
aparezcan en cada una de las etapas conviene recogeria en un vector fila
(vector de probabilidad):

U(n) = (p(].n)ﬂ pgl)ﬂ Ty p][\?)); = 05 13 2’ b | [50]

que debe estar, naturalmente, normalizado:
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Para fijar ideas supongamos que ¢l proceso parte del estado Y(tg) =1
El vector de probabilidad asociado es claramente:

0 = (1,0,0,.., 0) [52]
Dados este vector '” y una mattiz P, nos preguntamos por el conjunto

de probabilidades de aparicion a un paso p{!’ de los estados i = 1,2, ..., N.
Aplicando un razonamiento similar al que llevd a [45] encontramos que:

DPir Pz ... Diw
Pz1 P2z ... P3
o = (o, P, o) = (1,0,..,0)- SRR
Pvt Pn2 ... DPun
= (plls Pi2s s plN) [53:,

que es el resultado trivial. Consideremos lo que sucedera a dos pasos:

Pir P2 ... Piw
P21 P2z ... P2

v = (0, PP, s DE) = (9113 Py o P [54]
Pxi Py2 ... DPww

siendo entonces la probabilidad de aparicion de I

N
Pﬁ‘z) = Z Piik: Prj [55]
k=1

En general, encontramos que el vector de probabilidades (la distribucion)
en el paso n es:

o = p =i p2 0, po [56]

Conviene en este punto realizar los ejercicios 2-3.

Para cnncliie s
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6.2. - Clasificacion de estados

En ¢l ejercicio 3, al analizar cuestiones relativas a la probabilidad de
aparicion de estados, encontramos dos tipos caracteristicos: estados
transitorios v estados ergddicos. Por los primeros el proceso pasa a lo
sumo un namero finito de veces, en tanto que en los segundos el proceso
entra en ellos quedando atrapado por este conjunto sin poder escapar
para ningan valor del paso n. El ejemplo alli discutido puede ampliarse
sin dificultad para incluir a varios conjuntos de estos tipos de estados.

En la figura 2 se pretende ilustrar las situaciones mas generales. El
convenio utilizado para representar transiciones implica que cuando ‘>
entre dos estados i,j aparecen dos flechas conectoras entonces p;;, py # 0,
mientras que si s6lo hay una flecha i — j significa que pj; # 0y p; = 0.

/\
. 18\/11
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T, = {1,2}

T2={3}

T, = {4.5,6}
T, = {7}
A=1{8 =E,

E, = {9,10,11, 12, 13}

Todos los conjuntos T son ¢ransitorios y se caracterizan por: a) todos
sus estados deben poder ser alcanzados desde cualquier otro de ese ;
conjunto €n un namero finito de pasos; b} existe al menos una ruta de i
escape que situa al proceso fuera de ese conjunto sin posibilidad alguna
de retorno. Es importante darse cuenta al aplicar a) para identificar
conjuntos que, si bien dos estados pueden no estar directamente conecta-
dos por dos flechas (4 y 6 6 6 y 5 en Ty), basta que puedan comunicarse a
través de estados intermedios (4 -5 - 6; 6 +4 — 5).

Los conjuntos E, y E, son ergddicos. Sus caracteristicas son: a) todos
sus estados estan doblemente conectados entre si a través de un ntimero
finito de pasos; b) no existe ruta de escape que conduzca al proceso fuera
de ese conjunto una vez se ingresa en ¢él, desarrollandose dicho proceso
dentro del conjunto ergddico. Un caso especialmente interesante es
cuando un conjunto ergddico esta constituido por un solo estado, como
es el caso de E,. En este caso el estado en cuestion actiia como una
«trampa» para el proceso y recibe el nombre grafico de estado absorbente.

Podemos imaginar todavia situaciones mas complejas en cuanto a un
mayor numero de conjuntos E y demas, pero basicamente la discusion se
reduciria, por lo que a los conceptos se refiere, a la presentada arriba.
Como resultado general mencionaremos ¢l siguiente teorema relativo a
cadenas de Markov finitas (Turner, 1981): «Toda cadena de Markov
finita posee al menos un conjunto ergddico». Se concluye asi que Ia
existencia de conjuntos transitorios no es necesaria para definir una
cadena de Markov.

Clasificacion avanzada de estados
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Clasificaciones mas avanzadas (Rozanov, 1975; Vélez, 1977} dividen a
los estados en transitorios y recurrentes. El paralelismo conceptual con los
estados transitorios y ergddicos anteriores es completo. Los estados
recurrentes se dividen a su vez en recurrentes positivos (ergddicos y
absorbentes) y recurrentes nulos (ergddicos). En el primer caso, un estado j
serd recurrente positivo cuando el nimero medio de pasos necesarios
para partiendo de j retornatr- a j sea finito. Por el contrario, j serd
recurrente nulo cuando tal nimero medio de pasos sea infinito. Esta .
altima situacion se puede presentar solo en cadenas con espacio de
estados infinito.

Dentro de esta nueva perspectiva, los estados de un espacio se
agruparan en dos conjuntds: uno transitorio y otro recurrenie (Teorema
de descomposicidn). Ambos conjuntos son disjuntos pues no poseen :
elementos comunes. Cada uno de ellos puede a su vez estar formado por
subconjuntos del mismo caracter. De hecho, para los estados recurrentes 1
es posible definir una relacion de equivalencia entre cllos en base a la
exigencia de qué (en un numero finito de pasos) todos los estados que
formen una clase de equivalencia estén conectados en los dos sentidos
(analogo al conjunto ergddico anterior). Las clases de equivalencia son,
entonces, cada uno de estos subconjuntos.

Por lo que respecta a los conjuntos de estados, éstos se clasifican en
dos tipos no excluyentes uno del otro: cerrados e irreducibles. Se entiende ?’
por cerrado a un subconjunto C del espacio de estados U tal que todos
sus estados ie C comunican exclusivamente con estados je C. No hay
comunicaciones con estados del complementario U — C de C. Por irredu-
cibles se conocen a los subconjuntos C de U tales que dos a dos todos sus
estados estan comunicados en los dos sentidos (i #5j). Un subconjunto
cerrado y, ademas, irreducible es lo que habjamos denominado anterior-
mente conjunto ergddico. Estos conjuntos son fundamentales en las
aplicaciones practicas ya que, de alguna manera que precisaremos mas
adelante, son una posible situacidn limite (n — o0) de un proceso estocas-
tico (Ejercicio 4). :

En lo que sigue nos atendremos a la clasificacion mas intuitiva de
estados: ergadicos, absorbentes y transitorios. Utilizando la descomposi-
cion del espacio de estados Uen subconjuntos transitorios 7; y ergodicos
E, resulta muy conveniente para manejar cadenas de Markov [initas
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Ergodicos (E) Transitorios (T)

P —

Eq| 0-------0 r
E| o|E |0 0
P = Lol i (571
0 0 E, !
o\ g T e

Aparecen cuatro regiones EE, ET, TE v T'T, La EE esta dividida en cajas
cuadradas, con ceros fuera de ellas, que dan las probabilidades de
transicion dentro de cada subconjunto ergddico. .a ET estd compuesta |
exclusivamente de ceros. La region TE es una matriz no cuadrada que
reime las probabilidades de paso desde estados transitorios a ergodicos.
Finalmente TT es de nuevo una maitriz cuadrada relativa a las probabili-
dades de paso entre estados transitorios.

6.3. Clasificacion de cadenas

La clasificacion mas sencilla de las cadenas de Markov es la basada
en la distincion entre aquellas que poseen estados transitorios y aquellas
que no los poseen. Distinguiremos dos tipos eclementales: a) cadenas
absorbentes, b) cadenas ergddicas.

a) Una cadena absorbente estd compuesta exclusivamente de estados
transitorios y absorbentes.

b} Una cadena ergddica consta de un finico conjunto ergédico y
puede ser:

bl) ciclica, si se entra en cada estado a intervalos periddicos
{(numero de pasos) fijos;

b2) regular, cuando es no ciclica, resultando ser la mas impor-
tante en_las anlicaciones
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Una cadena absorbente seria la representada, por ejemplo, en el grafo
de la figura 3, siendo el conjunto de estados transitorios T = {1,2,3} y
los conjuntos ergodicos absorbentes Ay = {4}, 4, = {5}.

TN

1 P

\_/

S

Figwra 3—Grafo de cadena absorbente.

Una cadena ergddica ciclica vendria esquematizada por la figura 4 con
las probabilidades de transicion que se indican. Su periodo es evidente-
mente 5, pues éste es el namero de pasos para retornar a un estado de
salida (siempre se da la misma ruta),

1/_\

e

) | 3

)
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Para obtener una cadena ergddica regular basta con hacer distinta de
cero una p;; = 0 del ejemplo previo. Sea pues p,; # 0, lo que obliga a
p.3 # 1, de modo que p,; + p,; = 1 (Fig. 5). Esta cadena ya no es
ciclica, dado que el proceso puede quedar retenido entre 1 y 2 un numero
n indeterminado de pasos. Efectivamente, para valores n grandes el
proceso acabard saliendo por la ruta 2 — 3, pero la periodicidad (fija)

queda rota.

Figura 5

6.4. Ergodicidad y distribuciones estacionarias

En la materia discutida anteriormente hemos planteado en algunas
ocasiones la situacion limite a que conducira la cadena cuando el namero
de pasos n — co. Este problema de determinar la distribucion (vector de
probabilidades) limite posee la méxima importancia. En las aplicaciones
practicas tales distribuciones estacionarias sirven para simular el compor-
tamiento del sistema estudiado en condiciones de interés (equilibrio
termodinamico, etc.).

Centraremos el analisis de esta cuestién en las cadenas regulares. El

teorema fundamental aqui (Vélez, 1977) establece que, independiente-
mente del estado inicial 19 el vector de nrobabilidades o™ tiende a un
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(recuérdese el gjercicio 3}. Aplicando relaciones conocidas, podemos rees-
cribir | 58] como:

p;=tm p = lim Y p¥"~"V.p, ; 4j=123,.. - [59]

i
n— oo | = I]

Tomando limites en [59] es claro que al existir IT:
py=20 Py hi=123,. [60]

ecuacion que nos determina la distribucion estacionaria, pues se trata de
un sistema lineal en las incognitas p; con coeficientes dados por los
elementos de la matriz a un paso P. En forma matricial [60] se expresa:

M =TIP [61]

pudiendo calificar a I1 como el vector propio por la izquierda (vector fila)
asociado al autovalor A = 1 de la matriz a un paso P.

Las consecuencias de formular el calculo de I en lenguaje matricial
son de gran trascendencia.

iy El calculo de IT se convierte en un asunto puramente algebraico,
evitandose la complejidad inherente a [58]. Para abordar el proble-
ma a travées de [58] deberian realizarse las siguientes operaciones:

a) calcular lim P", para lo cual lo mas apropiado seria expresar P

con ayuda de la descomposicién candnica de Jordan (Ralston,
1970): '

P=RJR! [62]

que es similar a una diagonalizacion, pero mas compleja en el
caso general. Si P fuera simétrica, [62] seria justamente su
diagonalizacion. El limite a calcular quedaria entonces reducido
al de J™

drtagend
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ii} Las matrices estocasticas regulares tienen un autovalor (dnico) igual
a la unidad y una #nica distribucién estacionaria IT (Ejercicio 5).

iii) De existir I1, la matriz P* se convierte al tomar limites en:

11 Pr P2 ... Pwn
I1 Py

impr=|  |=( % P2 o OV [64]
IT Pt P2 ... Pwn

como se demuestra en el gjercicio 6.

iv) Los autovalores de P diferentes de la unidad determinan la veloci-
dad de aproximacién, cuando n crece, a la distribucion II. Todos
estos autovalores (pueden ser nimeros complejos) son de modulo
menor que la unidad. Cuanto menores scan estos modulos tanto
mas rapida sera la convergencia hacia Il

v) La matriz P es de periodo T si posee T autovalores que sean las T
raices complejas de la unidad.

vi) Si la matriz P admite una reordenacion candnica:

E 0
P=(----- Lme e
TE | TT

y TE#0 (¥‘matriz rectangular nula), los autovalores de TT son
todos de modulo menor que la unidad.

Los puntos iv)-v)-vi) pueden verse ilustrados en el gjercicio 6, y un crite-
rio alternativo de convergencia a I7 se presenta en el ejercicio 7.
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una cierta temperatura T. La finica interaccion posible entre sus molécu-
las asumiremos es por choque. Dividamos imaginariamente el recipiente
en cuatro subvolimenes iguales (Fig. 6). Como resultado de los choques
una molécula puede, 0 no, cambiar de «caja» en una cierta unidad de

Figura 6.

tiempo. Para describir este proceso vamos a adoptar a priori la siguiente
matriz de transicidn:

1/3 1/4 1/6 1/4
1/4 13 1/4 1/6
1/6 1/4 173 1/4
1/4 1/6 1/4 13

La matriz P asi dada sera aceptable, en principio, si conduce a una
distribucién estacionaria uniforme para los cuatro estados {cajas).

Calculemos el vector estacionario IT:
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que tras las correspondientes manipulaciones resulta ser:
I = (1/4,1/4, 1/4,1/4)

es decir una distribucion estacionaria uniforme entre los cuatro esiados. El
numerc medio de moléculas dentro de cada subvolumen, como era de
esperar, es sencillamente (N} = Ny/4 = N,-p; Concluimos entonces
que P es, en principio, buena.

Si observamos la forma de P, vemos que posee una simetria subya-
cente que la convierte en una matriz biestocastica. Tanto sus filas como
sus columnas estdn normalizadas a la unidad. El resultado final para 11
ha side una distribucion uniforme y afirmamos ahora que esto sera cierto
para cualquier matriz biestocéstica, sea ésta simétrica o no. Esto se
expresa mediante el feorema: «Una matriz es biestocdstica si y solo si su
distribucion estacionaria es uniforme» Probemos a continuacién este
teorema.

Deberemos para ello establecer la doble implicacidon:

P = biestocastica <> I1 = uniforme = (1/N, 1/N, .., 1/N}) [65]

Comencemos por la condicion <=: si I7 es uniforme, entonces P es bies-
tocdstica:

Pii Pz ... Piw
P =TI = (I/N, N, .., i/N). | P20 P22 e Py
Pni Pna ... Pan
= (1/N, 1/N, ., 1/N) [66]

de donde para todas las columnas j se tiene:

1

1 N .
ﬁzﬁiz Pif:'e;pijzl ; J=L2..N [67]
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cdstica, entonces sus sucesivas potencias P” también lo son. La demostra-
cion es trivial y se deja a cargo del lector. Aplicando razonamientos ya co-

nocidos:
b1 D2 ... Pw
lfi Pr=A= Proba P biestocéstica [68]
b ps . D
y por lo tanto:
l=Np;,=»p;=1/N ; j=L2.,N | [69]

con lo que I1 = (1/N, I/N, .., 1/N), quedando completada la demostra-
cion.

El papel de las matrices biestocasticas en las aplicaciones es amplio,
pues representan una buena primera aproximacion para el estudio de
sistemas de los que no se conocen en detalle todas sus caracteristicas
relevantes. Cabe mencionar como aplicacion interesante la del estudio de
la fase liquida por el método de Monte Carlo con potenciales de interac-
cion de esferas rigidas (Sesé y Criado, 1990).

6.6. Cadenas absorbenies ‘
- |

En lo precedente nos hemos dedicado a determinar la distribucion
estacionaria para una cadena regular simple. Normalmente, estos entes
matematicos muestran los tres tipos de estados considerados, que a su
vez se pueden agrupar en distintos conjuntos. Es un asunto de importan-
cia pues dar respuesta a cuestiones tales como la del momento en que se
alcanza un conjunto ergddico a partir de un cierto estado transitorio y
con qué probabilidad, etc. Dado que un estado absorbente es una

citrinniAn lmite da 11 coninnte arac”dicn asctinndiarsming lag cadenag
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(t} v estados absorbentes (a). Puesta en forma candnica la matriz de
transicion a un paso P se esquematiza en:

a ! t
—_——— : —_——
:
P= i e }a [70]
R T [ u
!

siendo I = matriz unidad (g x a); O = matriz nula (@ x t); R = matriz
rectangular (t x a); T = matriz (¢ x t). Se define la matriz fundamental de
la cadena como:

b

F=(I'—T)"' ; I'=matriz unidad (t x t) [71]

Daremos a continuacién sin demostrar (Turner, 1981) las expresiones
necesarias para calcular algunos parametros de interés. En las formulas
siguientes [72] y [76] se contabiliza la posicién original.

i) La media y la varianza del nimero total de veces n,; que la cadena
pasa por el estado transitorio t;, sabiendo que se parte del transitorio ¢,
(podria ser t; = t;), vienen dados por los elementos ji de las matrices
siguientes:

<nli>fj - Fji L72]

var (n),, = (FQF, — I') — ), [731

en donde la matriz F, es tal que:
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i) La media y la varianza del nhmero total n, de veces que la cadena,
partiendo del transitorio t;, evoluciona entre los estados transitorios antes
de caer en un estado absorbente, son los elementos i de las matrices
columna:

g = (Fu) = 7 [76]
var (nr)ri =[QRF - I\t — 7.]; [77]
en donde u es un vector columna (f x 1) compuesto por unes, T es un

vector columna (t x 1) tal que © = Fu, y 7, es también un vector columna
tal que:

(Tc)i = T:‘Z ; i= 1> 2’ >t [78] ;

iii) La probabilidad de que partiendo de un estado transitorio ¢; la
cadena quede atrapada en el estado absorbente g, se calcula mediante el
elemento ik de la matriz:

plt; - a) = (F- R)y [79]

En el ejercicio & se puede encontrar una realizacion practica de estos
calculos.

7. EIEMPLO DE APLICACION:; SIMULACION MONTE CARLO
DE LIQUIDOS

El estudio de la materia en fase condensada ocupa un lugar importan-
te en la investigacion en Fisica y Quimica. Centrandonos en el estudio de
la fase liquida, la descripcion de las particulas que la componen en
términos de Mecanica Clésica, junto con las pertinentes leyes estadisticas,
derivadas del gran nimero de particulas involucradas (N ~ 10*%), ha
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sera suficiente, de modo que en lo siguiente tomaremos los efectos cudnti-
cos, siempre presentes, como despreciables.

Dentro del marco conceptual resefiado describimos a un sistema a
través del concepto de colectivo (Gibbs, 1902; Balescu, 1975). Un colectivo
es una coleccidn muy grande de sistemas idénticos a nivel macroscopico
(un observador humano no podria distinguir uno de otro), pero diferentes
microscopicamente (el «diablillo de Maxwelly si seria capaz de distinguir-
los). Estos colectivos quedan definidos por su correspondiente funcién de
distribucion (densidad) en el espacio fasico asociado al sistema. Entende- -
mos por espacio fdsico, al espacio (ejes ortogonales) definido por todas las
coordenadas e impulsos de las N particulas del sistema. Resulta asi un
espacio cartesiano 6N-dimensional:

(qNa pN) = (qD ‘ho revs qN; pla pza‘--: pN) =
= (G1,0 91,91, Uy Ny N5 P1o P11y Pao PPy [80]

Entre las diversas posibilidades para describir sistemas por medio de
colectivos vamos a elegir al colectivo candnico que, desde un punto de
vista matematico, es el mas comodo. Este colectivo se representa como
(N, ¥, T) y simboliza a una coleccion muy grande de sistemas cerrados ¢

' idénticos (macroscopicamente) en equilibrio térmico con su entorno. Cada
uno de estos sistemas tiene, pues, fijos los valores N = numero de
particulas, V= volumen, 7= temperatura. Su funcién de distribucion
involucra al factor de Bolizmann exp [ — E/kT), y viene dada por 1a expre-
sion:

exp [ E(q~, p")/kT]

_ 81
T = [ Toxp [~ Bl 9T Iy 0" o

en donde E es la energia interna del sistema, y las integraciones cubren
todo el espacio fasico accesible. Como de costumbre, el sentido fisico de ;

", p") es:

fq¥, pMdqY - dp” = probabilidéd de que el sistema tenga a su particula i

(i=1,2,..,N) con posicion entre ¢; y ¢; + dq, y con
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equilibrio, sino que E fluctuard alrededor de un valor medio {E). Esto es
una consecuencia de la teoria de fluctuaciones que da la relacion de
indeterminacion (Sesé y Criado, 1990):

A1/T)-AE > k [83]

cuya similitud con las de Heisenberg es sorprendente y de ninguna
manera fruto de la casualidad como se sabe hoy por la teoria de los flujos-K
(Primas, 1981).

Antes de abordar el estudio del sistema fluido, recordemos algunos he-
chos fundamentales. Es conocido por Termodindmica que un sistema en
equilibrio a T'y V constantes posee un minimo en su energia Helmholtz 4.
Para ser mas precisos diremos que es el valor medio de la energia Helmholtz
quien es un minimo, y lo mismo entenderemos para el resto de las variables
que surjan entrecomillando los calificativos necesarios. Sabemos adema4s
que 4 =E — TS (S =entropia), por lo que el «minimo» en 4 es un balance
entre el «minimo» en Ey el «maximoy» en § compatibles con el estado de

“equilibrio del sistema. La determinacién del «minimo» de A es un pro-
blema arduo, ya que ésta es una propiedad que involucra al espacio fdsico
en su totalidad. La relacion entre 4 y la funcién de particidn candnica Z(N,
V, T) es:

A= —kTInZ(N,V,T) [84]

En ausencia de campos externos, Z se factoriza en el producto de una
parte translacional, constante a T constante, y una parte configuracional
que depende, entre otros factores, de las interacciones entre partlcu]as
Formalmente pondremos:

E(q®,p") = E(p") + U(g") [85]

Z(N,V,T) = cte |---[exp[ — E(¢", p")/k T dg" - dp™ [86]
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siendo Q(N,V, T} la funcién de particion configuracional:

ON, ¥, T) = |-+ exp[— U(q")/kT1dq" [88]

y la consecucion de una 4 «minima» se logrard cuando Q(N, V, T) sea ma-
xima.

A pesar de esta reduccidn, el problema dista de ser trivial, pues  no
puede calcularse analiticamente, ni siquiera en casos idealmente simples
como el de esferas rigidas (Feynman, 1972).

Sin embargo, cuando se estd interesado en la determinacién de propie-
dades mecdnicas, como la energia o la presidn, una solucion aproximada ,‘
bastante eficaz consiste en hacer un muestreo deél espacio configuracional |
en busca de la regién de bajas energias configuracionales U(g™), pues su i
contribucion a la integral serd mds imporiante que la de aquellas regiones
en las que U{q") sea alta. Localizada esta region (zona sombreada en la Fi-
gura 8a), un muestreo estadistico sdlo sobre ella de las propiedades mecani-
cas arrojard estimaciones para las propiedades globales det fluido. Este tipo
de proceso, insistimos, no podria aplicarse para determinar propiedades
globales del espacio fisico como son las magnitudes termomecdnicas (4, S,
etc.), pues todas las regiones contribuyen de modo no despreciable ala pro-
piedad.

Estudiemos con un poco de detalle cémo realizar la operacién de bus-
queda descrita.

El primer paso sera calcular la funcidn de distribucién marginal
asociada al espacio configuracional . Integrando sobre los momentos se
obtiene:

exp [ — U(q™)/kT]
[ [ exp [— Ulq")kT] dg"
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parcjas de particulas (moléculas). Si estudiamos un liquido compuesto
por particulas esféricas idénticas (liguido monoatomico), escribiremos:

Ulq") = Y ulry) [90]

i<j

siendo u(r;;) el potencial par (esferas rigidas, Lennard-Jonnes, etc.) entre
las particulas i y j. Por la simetria de la interaccion u sdlo dependera de
la distancia entre las particulas. En lo que sigue nos fijaremos en estos
sistemas.

El conocimiento de potenciales pares u es, para sistemas sencillos,
muy completo (McDonald y Singer, 1972). Esto no sucede cuando las
particulas son moléculas con un niimero de atomos grande o con interac-
ciones fuertes (puentes de hidrogeno). Para liquidos monoatémicos el
potencial de Lennard-Jones es muy empleado:

(G

y como se ve consta de una parte repulsiva (potencia 12) que domina a
distancias r;; cortas, y otra parte atractiva (potencia 6) que lo hace a v,

if Y p p q iy
largas.

Para determinar lq regidn de muestreo sombreada en la Figura 8a hay
que sortear todavia un buen niimero de dificultades. Podemos mencionar:
la determinacion del tamafio de la muestra con la que trabajar, de modo
que con un numero pequefio de particulas (N, ~ 102, 10*) se¢ obtengan
buenas estimaciones de las propiedades del sistema global; los diferentes
esquemas de muestreo con condiciones de contorno periddicas; etc. No es
éste el lugar adecuado para discutirlas en detalle (Ses¢ y Criado, 1990),
por lo que pasaremos sobre ellas brevemente,

Simular el comportamiento de un sistema con N ~ 10*3 particulases una
tarea imposible, incluso, con los ordenadores mas potentes. Se impone
una eleccion de una muestra reducida (N,) que adecuadamente tratada
conduzca a estimaciones fiables para las magnitudes termodindmicas del
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Figura 7—Representacion esquemdtica de lus condiciones de contorno periddicas.

Las particulas pueden abandonar su caja para pasar a otra vecina, y
pueden interaccionar con las de cajas distintas de la propia.

El método mas eficaz para localizar la regién de muestreo es el
denominado de Metropolis (Metropolis y col., 1953), que esta basado en
la construccion de wna cadena de Markov que busque tal region en el

espacio gV

de acuerdo con la ley [89]. El espacio configuracional

restringido, asociado a la caja central, se discretiza en celdas sobre las
cuales se reahza la busqueda aleatorla (Flg 8a). Utilizando la caja central

A danna -
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Figura 8—a) Cadena de Markov en el espacio configuracional. b) Espacio fisico, estado inicial de la
cadena (1),
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i) Estado inicial de la cadena. La configuracion inicial q¥(0) suele
tomarse como aquella disposicion espacial de las N, particulas en la
caja central (y en sus imagenes) dada por la red del sélido corres-
pondiente.

i) Se elige al azar, uniformemente, una particula j entre las N con
ayuda de un namero aleatorio ¢ entre 0 y 1, convenientemente
transformado al intervalo (1, N),

iii) Se generan tres numeros aleatorios independientes £,, &,, &5 dentro
del intervalo (0, 1). Con ellos se calcula la posicién de prueba de j en
el paso n (=1):

Xp=xun—1)+QE—138 ; i=123 [92]

donde & es un numero real a optimizar durante la simulacion.

iv) Se calcula la energia configuracional de este nuevo estado U(rV(n)} y
se compara con la del estado n — 1:

AU = U@"(m) — Ulq"(n — 1)) [93] |
Si la diferencia AU < 0, se admite el estado r™(n) como siguiente de
la cadena, ¢%(n) = r™(n). Si por el contrario AU >0, se genera

uniformemente un nuevo £ en (0,1) y:

a) si &z exp(—AU/KT), r¥(n) se rechaza y se hace ¢¥(n) =
=q"(n — 1)

b) si ¢ <exp(—AU/KT), r¥(n) se acepta como siguiente estado

q"(n) = r"(n).
v) Se repite el proceso a partir de q¥(n) y empezando en ii).

Se obtiene asi una cadena de Markov:

47(0), ™(1), ..., ¢%(n), . [94]
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sea de un 50 %, aproximadamente. De esta manera se consigue que los
estados (configuraciones) tengan probabilidades a un paso p; # 0.

El esquema propuesto constara de dos etapas: alcanzar la regién
ergodica («equilibrio») y realizar el muestreo de las magnitudes mecani-
cas del sistema (las propiedades termomecanicas como la entropia caen
fuera de estas evaluaciones) (Wood, 1975; Valleau y Whittington, 1976). |
Las fluctuaciones en U indican que se ha alcanzado el «equilibrio», por lo |
que s¢ descartan las configuraciones iniciales (estados transitorios) y se
contintia con el esquema ii)-v) dentro del conjunto ergédico, evaluando las
propiedades que interesen (energia interna, estructura, presion, etc.). Para
evitar correlaciones entre estados se utilizan estimaciones por «bloquesy,
que dan los valores medios buscados para las magnitudes intensivas (las
realmente significativas) del sistema modelo y, se espera, del sistema real.

8. PROCESOS DE MARKOV DE ORDEN SUPERIOR

 Evidentemente, la clase de procesos de Markov es una entre una gran |
variedad de diferentes procesos estocAsticos estacionarios. Si en un
proceso de Markov relajaramos la restriccién de memoria a un paso,
obtendriamos un tipo de proceso més general. Podemos definir asi un
proceso estocastico Y(¢) de modo que la probabilidad de que en n + 1 se
produzea un cierto resultado dependa de lo sucedido en los pasos previos

nyn-—1L

Pn+l(yn+1:tn+1|y05t0; Yot Voo o ln—15 Vi tn) =
= P(yn+ lntn+1|yn—1=tn—1;ym tn) = p3(yn+1atn+1|yn—1=tn—l;ym tn) [95]

guarddndose memoria de dos pasos.

Este proceso no es de Markov propiamente, pero tal caricter puede
ser recuperado redefiniendo Y(t) como un proceso bicomponente (Yy, Y2). En
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Ejercicio de aplicacién

Como ilustracion consideremos el problema del camino aleatorio con
persistencia (Kampen, 1985). Una particula puede moverse a saltos de
longitud unidad sobre el ¢je real. Supongamos que después de un paso a
la derecha la probabilidad de ir de nuevo a la derechaes p yladeir ala
izquierda es g = 1 — p. Por otra parte, después de un paso a la izquierda
la probabilidad de repetir a la izquierda es p y la de volver a la derecha
g=1-—p.

Este proceso no es de Markov, pero redefiniéndolo como (Y,, Y;) =
= (posicion de la particula en ¢,, posicién de la particula en ¢,_,) tenemos
un proceso de Markov de segundo orden. El punto de interés es determi-
nar la matriz de transicion asociada. Notemos previamente que el espacio

de estados es infinito .., —2, —1,0, 1, 2, .., y que la forma de la matriz de
transicion a un paso para el camino sin persistencia (de Markov) seria de
la forma:
1}
000 g 0 p 00 -~---
P={0 0 0 0 ¢g 0 p 0---
00000 g¢g 0 p_..

si la probabilidad de ir desde un punto a la izquierda es g y lade ir a la
derecha p = 1 — g. En el proceso bicomponente la forma de la matriz de
transicion es algo més complicada y nos serviremos de una serie de
diagramas para obtenerla.

Comencemos escribiendo:

P(Y(thr 1)| Y(tn)a Y(rn— 1)) =
=P(Y(t,1 1) YENY(L) Y2, )=
= p(ny, myln,, my) [96]
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: y * p'anz,n1+1'5n1,m1+1'5m2n1

i + p'5m2n1'6n2,n1"1'5H1,m1—1

L 1 ) 0
ny My Ny
AN
: : : 0
ny Ry m
AT
P
(l L ]
I’il H'Z I Q'amzm'6n2,n1+1'én1,m1—1
hLy
.
t t qlamzﬂl'6n2,n1—1'5n1,m1+1
n,
my

Como los ocho sucesos son independientes, la probabilidad de transicion
que buscamos serd la suma de todas estas contribuciones obteniéndose la
expresion final:

p(”Z’ mZ‘nlaml) = 5m2r=1[5n2,n1+1{p'5n1.m1+1 + q'5n1.m1—1} +
+ 5?!2=n1—1{q.6n1!m1+1 + p'énhml*l}] [97]
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EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

i. Comprobar la igualdad [8].

2. Demostrar que si una matriz cuadrada P es estocastica, sus sucesivas
potencias también lo son.

3. Una particula puede moverse mediante desplazamientos aleatorios
entre los cuatro vértices (1, 2, 3, 4) de un cuadrado de acuerdo con la
matriz de transicion con un paso P

12 0 12
1/2 1/4 1/4
1/4 12 /4
1/4 1/4 12

o o O o

a) Dibujar un diagrama que represente a P.
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e} A la vista de la forma que toma P, jes posible anticipar ¢l vector
de probabilidades v cuando n — co?

4. Representar a través de sendos grafos un ejemplo de subconjunto
cerrado y otro de irreducible. ;Los conjuntos cerrados son ergodicos?
(Los subconjuntos irreducibles pueden ser transitorios?

5. Dada una matriz de transicién regular P, para un espacio finito,
demostrar que en el limite n — oo P" tiende a una matriz cuadrada A4
cuyas filas son todas idénticas al vector estacionario IT = {(py,p,,..)-
Demostrar también que IT es tnico. |

6. Para las dos matrices a un paso siguientes:

01 0 12 1/3 1/6
a) P={0 0 1 b P=| 0 172 12
100 1 0 0

identificar el tipo de cadena, determinar la distribuciéon estacionaria
cuando sea posible, y calcular sus autovalores y la forma limite de P”
cuando n — oo,

7. Seauna cadena de Markov formada por estados recurrentes. Se deno-
mina coeficiente de ergodicidad k(ny) de 1a cadena en el paso nyala canti-
dad positiva (Rozanov, 1975): -

1
k(n()) =1—= Sup 2 lpim (n[]) — Dim (n0)|
2 i Tm

donde sup simboliza el supremo de las sumas expresadas, haciendo va-
riar i, j, m sobre todos los estados y empleando la matriz P*0. 8i para un
cierto ny el coeficiente k(ng) es positivo, existe distribucién estacionaria
H = (p1, Doy s Dy ---), L velocidad de convergencia con el numero de
pasos n a esta distribucion limite puede estimarse con la relacion:

sup | pdm) —pi | K 1 -exn[ — 1 ]
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Dadas las matrices de transicién a un paso:

010 /0 172 12 172 14 1/4
alo o1 172 0 12 olue 12 w4
100 172 12 0 1/4 1/4 172

estudiar si poseeran distribucidn estacionaria y determinar cuél con-
vergerd mds rdpidamente utilizando los conceptos anteriores.

8. Una particula se mueve entre los cinco vértices de un pentagono de

acuerdo con la siguiente matriz de transicién a un paso:

0 13 0 13 153
0 12 12 0 0

P={ 0 34 144 0 0
12 0 12 0 0
0 0 0 0 1

a) Reescribir P en forma canonica, identificando los estados.

b) Calcular la media y la varianza del ntmero de veces que la
particula pasa por los estados 1 v 4, partiendo en ambos casos de
1y4

¢) Calcular la media y la varianza del namero de veces que la
particula evoluciona entre los estados transitorios, partiendo de
cualquiera de ellos, antes de pasar a los conjuntos absorbentes.

d) Calcular la probabilidad de que partiendo de 1 se llegue a
cualquicra de los dos conjuntos absorbentes. Lo mismo partien-
de de 4,

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICA
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

dreagend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE ST
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacion contenida en el presente documentq
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, d,e 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganc



LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

(i

CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICA

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE ST

-Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electrénico, de 11
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganc



SOLUCIONES A LOS EJERCICIOS DE AUTOCOMPROBACION

1. Un calculo directo nos lleva a:

f_ ywi(y, dy = ﬁm y[ﬁn oy — Y(thf(x) dx] dy =

=f f(X)Hm Yoty — Yx(r»dyJ dx j " YA £ dx

— o

que es la relacion pedida,

2. Recordemos que P es estocastica cuando todas sus filas estAn norma-
lizadas a la unidad:

Zpij=1 ;op=0 0 Lj=1,23,.
J

La matriz de transicion a dos pasos P! = P? tiene sus elementos p{2:

Carta il
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por lo que si sumamos sobre columnas j:

Zp‘z’ = Z;pm-pkj = ;(;ij)'l’ik =

4

quedando demostrado que P'? es también estocastica.

Supongamos comprobado que P™ es estocéstica. La demostra-
cion pedida quedara completada por induccién si probamos que
POt eg estocastica. Para ello escribamos:

P"+1=P"'P ;

cuyos elementos p®* 1 son:
i)

n+1)_zp§;) P 5 Lik=1,23,..

y sumando sobre columnas:

ZP("“’ = ZZPE%’ Py =

Z(Zpk,) PR=1; i=1,23,.

k

dado que P™ y P son estocasticas, Queda asi probado que P"*1) es
estocastica y, por tanto, la propiedad pedida. :

Notemos que si las potencias P" no fuesen matrices estocasticas la
ranatn 'SA1 oxipatnictsensio Ao veolaolailidod 208 s canenn 10
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1 2
1/4
12 1/4 14 1/4
1/4
64‘1—'—_—‘*--\ ;
= Y 12

b) No. Unicamente es estocastica, pues sus filas estan normalizadas
a la unidad y, en cambio, sus columnas no lo estan.

¢) Si se parte del vértice 1, el vector de probabilidad inicial es:
vt = (1,0,0,0)

La probabilidad de llegar al vértice 3 en n pasos es la tercera
componente p¥ del vector v*. Para n = 3:

3 3 3 3 3
v = (p, pSV, p¥, )

y la probabilidad buscada es p{¥. Efectuaremos recursivamente el
calculo aplicando ¢ = p®~ 1P

0 12 0 172
0 12 1/4 1/4
(1} —
o =(1,0,0,0){ s 12 1 = (0,1/2,0,1/2)
0 1/4 1/4 172
0 12 0 12
0 12 1/4 1/4
(2) — =
v =(0.1/2,0,12)| Ui 1 1 (0,3/8,1/4, 3/8)
0 1/4 14 12/

e
17
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Por tanto, a tres pasos la probabilidad pedida es:

d) La probabilidad p{*°® es nula {esto es cierto para todo valor de n).
%= 0

pues como se ve en el diagrama a) no hay rutas que tengan al vértice
1 por punto de llegada. Este es un estado de los que llamaremos
transitorios.

e) No es muy dificil anticipar el vector limite v (r — o) dada la ‘
simetria de la matriz P. En ella hay un estado (1) transitorio que, a lo |
sumo, interviene en las etapas iniciales del proceso. Ademas hay tres |
estados (2, 3, 4) equivalentes entre si. Es razonable pensar entonces |
que las probabilidades de aparicion cuando n — oo se repartiran |
uniformemente entre los tres estados ergddicos: |

|

lim o™ = (0, 1/3, 1/3, 1/3)

H—* 0

Observando c¢) se ve que a tres pasos la influencia del estado inicial ;,
(1) estd ya muy disipada, pues aunque groseramente:

11/32 ~ 10/32 = 1/3

El vector v"~*) constituye la llamada distribucion estacionaria del |
proceso. La velocidad con que se alcanza depende de P y del estado |
inicial seleccionado para iniciar la cadena. |

4. Un subconjunto cerrado podria ser:
A
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Un subconjunto irreducible (1, 2, 3) responderia a un grafo del

tipo:

que es facil identificar que contiene un subconjunto transitorio.

5. Sea

y recordemos que 4 debe ser estocastica. Por tanto:

Esto conduce a establecer:

o en forma matricial:

Estamos interesados en mostrar que todas las filas a, = (a4, a

de A son iguales. Notemos que una fila cualquiera (i) se calcula del
sistema de ecuaciones:
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y que otra fila j #1i, a; = (a;1,a;s,...4y) surge de un sistema de
ecuaciones idéntico, ya que:

G = P11 T G Par + 0+ v Dt
Qpp =y Pia+ 8y Paz -+ 4 Gy Duz
Ay =5 Py + B Paw + 20 + Ay Pan
Ambos sistemas son homogéneos y el determinante de sus coeficien-
tes (p;; — &;) es nulo, por lo que en ambos sobra una ecuacion que
sera reemplazada respectivamente por las condiciones:
ai1+a’i2+”'+aiN=1 ; aj1+aj2+.“+ajN=1

Evidentemente, los vectores a; y a; son idénticos y, consecuentemente,
todas las filas de A son iguales:

a, a, dy
A - a]_ (,12 (,IN
a dp dy

Es ahora inmediato escribir que
AP=A=aP=a ; a=/(ayay..,ay)

de donde podriamos, recordando la definicion IT = IT- P, identificar
a = II, siempre que aseguremos que el vector a es unico.

Para comprobar esta Gltima cuestion, supongamos que existiera
otro vector de probabilidad b = (b, b,, ..., by) tal que:

b-P=b

lo que conduciria a:
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y tomando limites:

limb-P"=b=b4d=>b

h—co

Una pequefia manipulacién algebraica identifica, componente a
componente, los vectores a y b:

i

by=ayby + by + -+ by) = {Zbi = 1} =& ; k=12.,N

y por consiguiente:

II=a=b

gquedando demostrada la proposicion pedida. ' |

6. a) El grafo correspondiente a la matriz es:
_ ( 1\
2'\_/3

y se ve que la situacion es ergodica ciclica. No existe una distribucion
estacionaria en el sentido IT = IT- P con Il = lim v*”’P" (n — o0), dado
el caracter oscilatorio que se presenta. Sabemos que si existe I
(regular): —

[ e
="

Ty T Ty
. - .
imP" = n, m, - =y
H—oo e e e —
Ty Mo Ty

en tanto que para la matriz dada:
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repitiéndose a partir de aqui la secuencia P, P?, P3;

P*=P ; P°=P> ; P¢=P°

3

Si estos tres estados con su matriz P formaran parte de una
cadena mas grande, con mas estados, y hubiese alguna ruta desde el
exterior que condujera a alguno de ellos, entonces el proceso queda-
ria atrapado ciclicamente dentro de este subconjunto. Pero no habria
distribucién estacionaria asociada a ellos. La forma de P" para n
grandes seria una de las tres P, P%, P3, segun el valor de n.

Calculemos a continuacidén los autovalores de P:

0 —4 1 |==A+1=0

Aplicando aritmética compleja obtenemos las tres raices de la unidad:

2 2 .
RS cos-—;t—n- + isen——gn = 2™ . oy =0,1,2
2 2 4 4
A =‘l ; 22=cos?n+isen?n ; /13=cos?n+isen?ﬂ

comprobando la observacidén hecha en el texto (v).

b} En este caso la situacion es diferente. El grafo asociado a la
matriz P es:

172 1/3 146 A
P=[0 12 12 ( \\,
0 0 Cir?
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/2 1/3 1/6
II-P=TI={p;,psp3) = (pip2sps)f O 172 172
i 0 0
de donde se deduce el sistema de ecuaciones:
ro 1 r1
pl_i—pl+p3 "“Epl +p3=0
1 1 1 1
] P2:§p1 "'|"§pz = 3 §p1_~2-p2 =0 {
1 1 1 1
| P3=gPit 5P | 8p1+5p2-p3=0

que es un sistema homogéneo. Para resolverlo nos quedaremos con

las dos primeras

cion de normalizacidn;

y de ahi surge la distribucion estacionaria:

2

Calculemos los autovalores de P:

11/2 — 4

1
_§p1 +p3 =0
) 1 1 = p; =6/13; = 4/13; = 3/13
—§p1—§p2=0 1 /13; py = 4/13; p, /
potpat+pa=1

ecuaciones y afiadiremos una tercera con la condi-

T = (6/13,4/13,3/13)

1/3 1/6]
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de donde efectivamente comprobamos:
Al > 1o, 145]

como se indicaba en la observacion iv).

Cuando n — o0, la matriz P" pasa a ser:

6/13 4/13 3/13
lim P" =| 6/13 4/13 3/13 ,
e 6/13 4/13 3/13

7. @) En este caso ya sabemos (Ejercicio 6a) que no existe distribucién
estacionaria en el sentido fTP= [I, pues la matriz P(¢) v sus potencias
describen transiciones ciclicas entre los estados:

010
P =[0 0 1)=P'=P" =,
1 0

<=

=p=p=_,

,‘U

b

I

—_
— O O

=

=
=

I 0 0
PP=j0o 1 0)|=P=pP"=..
0 0 1

Comprobemos que no existe ningun », tal que k{ny) > 0. Para ello cuai-
quiera de las matrices P" nos sirve (sea n = ng = 1):

i=1,j=2,m=1,2,3:lpy; —pyl+lpra—pod +lp13 —ppd =0+ 1+1=2
i=1j=3,m=12,3:py —p3l+lppn—psd +lp13 —p3sl=1+1+0=2
i=2,j=3,m=1,2,3:lpy —p3il +lpsy —p3d +lpp3 —psd =1+ 0+ 1=2
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En base a este resultado no puede asegurarse la existencia de distribu-
cion estacionaria.

b} Tomemos n;=1. Procediendo como en el apartado anterior el co-
eficiente de ergodicidad es:

g =1)=1—2sup 3 1po(D) = pm(DI=1-L.1=1>0
2 v m 2 2

¥ la cota superior que informa de la velocidad de convergencia:

suplpj(n)mpjlg2e_”’”2=2]“” (n>1 :
0 |
?, !

Esta matriz P(b) poseerd distribucidn estacionaria, ya que k(ng) >0,y la
velocidad de aproximacién a ésta va como 2! =" en el caso mds desfavo-
rable posible.

¢) Igualmente tomemos n; = 1. Se encuentra que:
k=D =1-2sup ' 1p,() =) =1 1. 1359 |
2 i m 2 !

suoplpj(n)qulg48_""”4=41_” (n>1)
P .

La matriz P(c) poseerd también distribucién estacionaria y su velocidad
de aproximacién va como 4! ~” en el caso mds desfavorable.

Claramente, a cadena con matriz P(c) convergerd con mayor rapidez
que la de P(h) (e1_1 tanto se emplee el mismo vector probabilidad ini-
cial), pues los maximos errores absolutos se mantienen:

2mesglar s > =1

Las matrices P() y P(c) son biestocdsticas y ademés P(c) = P(b)%, por lo
que el resultado alcanzado era de esperar, Conviene hacer hincapié en
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8. a) Fl grafo de la matriz P es:

y los estados se clasifican en las clases:
—- absorbentes A =E, = {5}

— ergadicos E, ={2,3}
— transitorios T= {1,4}

Para escribir P en forma canodnica renumeraremos los estados 5 — 1';
252;3-3 42415, con lo que

1ty 0 o010 o0 5'/—-\‘\0
e ?
0112 12{0 0 1
p=| 0|34 1740 o0 Q
0 0 1210 12

/3 13 0 11/3 0 4’\-_—/30

Todavia haremos una reduccion mas, convirtiendo el conjunto ergd-
dico en un «macroestado absorbente». Es un asunto trivial ver que la
matriz a un paso enire los cuatro «estados» 1, 4, 5, {2, 3'}, hacien-
do:

U 1% 5 (2,3} 2% 4 53% ;5o

4
1] olo o 1/( \\
ol 1 o o .
P=1" 1210 12 Q ZQ
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b) Deberemos calcular Ias matrices:

F=(I'—-T)! ; F,=FQF,—I)—F,

oV ON L (0 12
_(0 1) ’ _<1/3 0)
La matriz F resulta:
AR S AN CAIE
\-13 1 N2/ 6/5)

donde la primera fila se refiere al estado transitorio de partida 3* y la
segunda al 4% (segin los graficos 1 — 4%; 4 - 3%),

siendo;

El nimero medio de veces que partiendo de 3* (4) se pasa por 3*
es:

M3y 3% = 6/5
y por 4%:

(Myse)zne = 3/5

Partiendo de 4* (1) se pasa por 3* un nimero medio:

{Ryw)as = 2/5
y por 4%:
<”4*>4* = 6/5

Las varianzas deben calcularse con F:

(6/5 3NCA12/5 00N /1 0N _ _
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siendo sus valores los elementos de F,:

var (fyg)ye = 6/25 5 var{ngy)ae = 10/25

¢) Las matrices columna 7 y 7, se evaluan sin dificultad:
Py 6/5 3/5\(1\ _[9/5
e (2/5 6/5)(1 ~\8ss
L,=[2F -t —1]=
[(12/5 6/ 1 O\]/9/5\ /B1/25\ _ (30725
*[( 4/ 12/5)“(0 1)}(8/5 64/25 ) \28/25

y los valores pedidos son:
{Myse =9/5 5 var(ngs, = 6/5
My = 8/5 1 var(m)y, = 28/25
d) La probabilidad de ser absorbido es:
plt; — &) = (F- R)y,

Calculando el producto de matrices:
PR 6/5 3/S\( 0 1/2\ [1/5 4/5
“\25 6513 1/3) \2/5 3/5
vemos que partiendo de 3* (4) la probabilidad de:

— caer en 1% = A(E,) es = 1/5

— caer en 2* = FE, es = 4/5
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