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Capitulo 1

Espacios vectoriales

1.1. Introduccién

El conjunto R no es suficiente para describir o representar ciertas magnitudes:

= Fuerza del viento
= Velocidad de una corriente de agua

= En general, cualquier magnitud que necesite indicar una direccién

Necesitaremos dotar a R™ de una estructura que permita el manejo de tales direcciones.

1.1.1. Concepto de vector como segmento orientado

Dados dos puntos P, Q) € R™ definimos el vector

PQ
como el segmento orientado que une P con Q.
Como PQ esté orientado entonces
PQ#QP
Ademas consideraremos que
PQ =RS



siempre que los segmentos tengan la misma longitud y estén orientados en la misma direccidon-y
sentido.

De esta manera, dado un vector PR existird un punto @Q tal que el vector OQ verifica que
PR = 0OQ |, donde O es el origen de coordenadas.

Ahora podemos definir las componentes de un vector de R™ como los valores de las proyeccioies
del punto @ sobre los ejes.

O X

Los valores de x e y son las componentes del vector OQ (y por tanto, también de PR)!

El médulo de un vector representa la longitud del segmento y se define de la siguiente manera:

Si (21, ...,7,) son las componentes de un vector OQ entonces utilizando el Teorema de Pitagoras
definimos el médulo de OQ como

|—Q|: 22+ a2

1.1.2. Concepto de vector como n-upla a partir de sus componentes

Como todos los segmentos orientados tienen, como vectores, las mismas componentes, poderos
definir los vectores como elementos de R™.

Asi (x1,...,2,) € R™ puede verse como un segmento orientado ademds de como un punte.

Hay que tener en cuenta que la orientacién implica que

(a,b) # (b,a) # (=b,a) # - -



1.1.3. Operaciones en un espacio vectorial

Dados dos vectores OQ1 y OQ2 de R™ con componentes (x1,...,2,) ¥V (y1,---,Yn) respectiva-
mente, se define:

(+) El vector suma de OQ1 y OQ2 como

01 +0Q2 = (z1+y1,...,Tn +Yn)

(+) El vector producto de un escalar A € R por OQ; como

A-0Q1 = (Axy,.. ., Axy)

Interpretacion geométrica de la suma de vectores

O

Interpretacion geométrica del producto de un vector por un escalar

u
/)//A 3u

)

A partir de estas operaciones podemos definir la diferencia de vectores 4 y ¥ como
i—v=1u+(-1) 7

cuya interpretacion es la siguiente



T b

.
e

Proposicién 1 (Propiedades)

1. Sea @ € R™ un vector cualquiera, entonces se verifica para todo A € R que

| Adi| = || [a]
2. Para todo vector u € R™ se tiene que
|@] >0
..,0).

siendo |U| = 0 tinicamente cuando @ = (0, .

3. Para todos los vectores i,V € R™ se tiene

i@+ 0] < |a] + |v]
Esta es la llamada Desigualdad triangular.

Ejercicio 2 Dados los vectores de R?

u=(1,2) Y

calcular
U+ U

y representarlos grdficamente.

Vector opuesto

Dado # € R™ un vector cualquiera, podemos definir su vector opuesto —u como

g

= —1-



Vector unitario

Decimos que @ € R™ es un vector unitario si se verifica que
jaf =1

Si un vector ¥ € R™ no es unitario y verifica que

|Ul=a#0
entonces el vector %6’ es unitario ya que
1. 1|,
—v =|-||7=—-a=1
a a a
Producto escalar
El producto escalar de dos vectores 4 = (z1,...,2,) ¥ U= (y1,...,Yn), que denotaremos comnio
u- U

es un nidmero que se puede definir como:
1. En funcién de las componentes:

—

U-T=T1Y1+ ...+ Tpyn

2. En funcién del angulo a que forman los vectores:

- U= |u||V] cos a

o

1.2. Espacios vectoriales

Definicion 3 Un conjunto V no vacio dotado de dos operaciones:

+) SUMA de dos elementos de V' (operacion interna,).

) PRODUCTO POR UN ESCALAR de un elemento de V (operacion externa).



Se dice que es un espacio vectorial si para todo u,v,w € V y todo a,b € R se verifican las
siguientes 8 propiedades:

Para la SUMA:

(+) 1. Asociativa:
(u+v)+w=u+ (v+w)

(+) 2. Conmutativa:
utv=v+u

(4+) 3. Euxiste elemento neutro Oy € V:
u+ 0y =u

(4+) 4. Euxiste elemento —u € V' opuesto a u:
u+ (—u) =0y
Para el PRODUCTO POR ESCALARES:
(1) 1. Distributiva respecto de la suma de vectores:
a-(u+v)=a-ut+a-v
(1) 2. Distributiva respecto de la suma de escalares:
(a+b)-u=a-u+b-u

(1) 3. Pseudoasociativa:

(1) 4. Euxiste elemento unidad 1 € R:

l-u=u
Ejemplo 4 R, R?, R3, ..., R" son espacios vectoriales con las operaciones habituales, es decir;=si
T=(x1,...,2n), 7= Y1,-.-,Yn) € R" y a € R entonces las operaciones son:

1. SUMA: z+9§=(z14+ Y1, Tn + Yn)
2. PRODUCTO POR ESCALARES: a -7 = (axy,...,axy)

Ejemplo 5 P (x) el conjunto de los polinomios de una variable x con las siguientes operaciones. Si
p(x) =g +arx+ -+ apa” yq(x) = By + Brz + - -+ + Bra® son polinomios y a € R entonces Tas
operaciones Son:

1. SUMA: (p+q) (x) = p(z) + ¢ (2)
2. PRODUCTO POR ESCALARES: (a-p)(x) =ap(x) = acp + acyx + - - - + ac,x"

Ejemplo 6 Py (z) el conjunto de los polinomios de una variable x de grado menor o igual que k con
las mismas operaciones que el espacio vectorial Py (x) es un espacio vectorial.

Ejemplo 7 Py (2) el conjunto de los polinomios de una variable x de grado exactamente igual que
k con las mismas operaciones que el espacio vectorial Py (x) mo es un espacio vectorial, ‘yal que-si
p(x) = az® y q(z) = —ax® son dos polinomios de grado exactamente k pero su suma
(0+0) (@) =p (@) +q(2) = aa* + (—aa*) =0

no es un polinomio de grado exactamente igual a k.



Proposicién 8 (Propiedades) Sea V' un espacio vectorial

1. Siu,v,w €V tales que u+v = u + w entonces v = w.
Si 0y es el elemento neutro de V' y a € R entonces a - Oy = Oy .
Siu €V y0eR entonces 0-u = 0y.

Siu eV entonces (—1) -u = —u el elemento opuesto de u.

AR

SiueV yaeR tales que a-u = 0y entoncesu =0y oa=0 .
Proposicion 9 Sean Vi y Vo dos espacios vectoriales y sea
V =Vi x Vo ={(v1,v2) : v1 € V1,02 € Va}

su producto cartesiano, entonces se verifica que V' es un espacio vectorial con las siguientes opera-
ctones:

(u1,u2) + (v1,v2) = (w1 +v1, ug + v2)
a-(up,uz) = (a-uy,a-uz)

donde uy,v1 € V1 y ug,v9 € Vo y ademds a € R.
Al espacio vectorial V' se le denomina espacio vectorial producto.

Ejemplo 10 As/
R x R3

R? x P (x)
R” x Py (z) x R x P ()

son espacios vectoriales con las operaciones correspondientes.

1.3. Subespacios vectoriales

Dado un espacio vectorial V' jcualquier subconjunto suyo W es también espacio vectorial conlas
mismas operaciones?
A veces si

Py (z) C P (z)

Yy a veces no

P (x) C P(x)

Definicion 11 Sea V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V. Se dice que W es-un
subespacio vectorial de V si W dotado de las mismas operaciones definidas en V' es, asu-vez,-un
espacio vectorial. Por lo tanto, para que se verifique que W es subespacio vectorial de V tiene gue
verificarse que

1. u+v €W para todo u,v € W,

2. a-u €W para todo u € W y todo a € R,
que equivalentemente se pueden resumir en que
a-u+b-veW

para todo u,v € W y todo a,b € R.



Observacion 12 Dado un espacio vectorial V siempre existen dos subespacios vectoriales suyos:
1. El propio V' (como subconjunto de si mismo).
2. W={0y} .
Ejemplo 13 Estudiar si los siguientes subconjuntos de R? son subespacios vectoriales de R3:
Wi = {(xl,xg,xg) ER?: 3= 0}

Wy = {(ﬂ:l,xQ,xg) ER?:xy — 1y = 0}
W3 = {(ml,xg,:cg) eER?: 2y < 2}

W1 = {(.%'1,1‘2,1‘3) c R?’ 1 xy3 = 0}

St u,v € Wy entonces son de la forma

u = (1, 22,0) v = (y1,%2,0)
y dados a,b € R entonces
a-u+b-v=a-(r1,22,0) +b-(y1,92,0) =
= (ax1,ax2,0) + (by1, bys,0) =
= (ax1 + by1, axs + bys,0) € W1

ya que su ultima componente es igual a 0.
Wy = {(:cl,xQ,xg) ER3 ) —xy = 0}

St u,v € W1 entonces son de la forma

u = (71, 71,73) v = (y1,Y1,Y3)
ya que x1 — x2 = 0 y por tanto x1 = x2.
Dados a,b € R entonces
a-u+b-v:a-(x1,:c1,:ﬂ3)+b' (ylaylyy?)) =
— ((Ziﬂl, ary, CL,Ig) + (byly byla by3) =
= (axz1 + by1, ax1 + by1, axs + bys) € Wo

ya que sus dos primeras componentes coinciden.
W3 = {(21,22,23) € R? : 21 < 2}

Tomemos por ejemplo u = (—3,x2,x3) que pertenece a W3 ya que

1 =-3<2
pero este elemento de W3 no tiene su opuesto en W3 ya que
—u = (3, —x2, —T3)
no pertenece a W3 ya que su primera componente es estrictamente mayor que 2.
Ejercicio 14 Sea W un subespacio vectorial de R3, entonces definimos el conjunto
WL:{UGR?’ZU-UZOP(ZT’G todovEW}

Demostrar que este conjunto es un subespacio vectorial de R3. A este subespacio le llamaremos
subespacio ortogonal de W.

10



1.3.1. Operaciones entre subespacios vectoriales

Podemos observar mediante los ejemplos anteriores si la interseccion y la unién de subespacios
vectoriales es, a su vez, otro subespacio vectorial.
La interseccién de los subespacios vectoriales

Wy, = {(.%'1,1‘2,1‘3) € Rg 1xy3 = 0}

WQ = {(.%'1,.%’2,.%’3) S R3 X1 — Lo = O}

es la siguiente
WinNnWy = {(ﬂ:l,xQ,xg) ER3 23 =0,21 — 9 = 0}

cuyos elementos son de la forma
u = (x1, 2, 23) = (v1,21,0)
Asi si tenemos u = (z1,21,0) y v = (y1,¥1,0) y ademds a,b € R entonces
au~+bv =a(x1,21,0) +b(y1,91,0) =

= (ax1,ax1,0) + (by1,by1,0) = (ax1 + by, ax + byi,0)

que pertenece a W1 N Wy ya que tiene las dos primeras componentes iguales y la tercera es 0. Por-lo
tanto W1 N Ws es un subespacio vectorial de R>.

Proposicién 15 Sea V' un espacio vectorial. Si {W; : i € I} es una familia de subespacios vectoriales
de V', entonces se verifica que la interseccion

W= (W,
i€l
también es un subespacio vectorial.

Observacion 16 FEl indice i € I es arbitrario, puede ser finito o infinito.

Volvamos a las operaciones entre conjuntos, en cuanto a la unién
Wi UWy = {(:cl,xQ,xg) €R3: 23 =00 bien z; — zy = 0}
tenemos que
(2,3,0) e W1 UW,

ya que pertenece a W y
(1, 1, 1) e W1 UWsy

ya que pertenece a Ws. Asi estudiamos su suma
(2’350) + (15 1’ 1) = (3?45 1) ¢ Wl U W2

ya que no pertenece a ni a Wiy ni a Wh.
La union de subespacios vectoriales, en general, NO es subespacio vectorial.
Vamos a definir otra operacién entre subespacios: la SUMA de subespacios vectoriales.

Definicion 17 Sea X un conjunto dotado de una operacion suma y sean X; con i = 1,...5n una
familia de subconjuntos de X. Se define el conjunto suma como:

n

n
ZXi:X1+"'+Xn:{“€X:u:ZUi con u; € X; i:L---J”L}
i=1

11



Observacion 18 El indice i = 1,...,n tiene que ser finito.
Con los subespacios del ejemplo anterior
Wy = {(21,22,23) € R3: 25 = 0}
Wo = {(xl,xg,xg) ER3 1 xy — g = O}
se tiene que su suma es un espacio vectorial ya que
Wi+ W, =R?
porque todo vector (r1,z2,73) € R? puede escribirse como
(r1,22,23) = (x1,22,0) + (0,0,23) € W1 + Wo

que es suma de un vector de Wj y otro de Whs.
Siguiendo con este ejemplo vemos que no hay unicidad en la forma de escribir un vectortde
W1 + W5 como suma de uno de W7 y otro de Ws, por ejemplo:

(1,1,1) € R3 = Wy + W,

puede escribirse como
(1,1,1) = (1,1,0) + (0,0,1) € Wy + W, = R3

(1,1,1) = (2,2,0) + (—=1,—1,1) € Wy + Wy = R3

En general
(ml,:cg,xg) € Rs = Wi+ Wy

(1’1,1’27.7]3) = (.7]1 —a,T2 — G/,O) + (a7 aaxg) € Wl + W2 = Rs

para cualquier a € R.
Para evitar esta falta de unicidad en la expresién hacemos la siguiente

Definicion 19 Sea V' un espacio vectorial y sean W1 y Wo subespacios vectoriales de V. Se dice que
W es suma directa de W1 y Wy y se denotard como

W =W; e W,
sty solo si se verifica que
1. W =W+ Wy
2. WinNnWy = {0y}
Proposicion 20 Sean Wy y Wy subespacios vectoriales de V. El conjunto
W =W; +W;

es suma directa de los subespacios W1 y Wa si y solo si para todo uw € W existe un unico v€ Wy
un unico w € Wy tale que
u=v+w

Observacién 21 Si la suma directa contiene a todo el espacio vectorial, es decir,
V=W W,

entonces diremos que W1 y Wy son subespacios suplementarios.
Asi
R" =W oWt

para cualquier subespacio vectorial W. Diremos que W es el suplemento ortogonal de W'.

12



1.4. Sistemas de generadores

Al igual que un pintor necesita tinicamente tres colores para conseguir cualquier otro color, vames
a buscar un conjunto de finito de vectores con el que podamos construir cualquier otro vector de-un
espacio vectorial.

Definicion 22 Sea V' un espacio vectorial. Se dice que v € V' es combinacion lineal deuq, ... uy, €
V' si existen escalares aq,...,an, € R tales que

V=Q1U] F .. O U,,
Ejemplo 23 Sean u; = (1,1,1), ug = (1,1,0) y ug = (0,0,1). El vector
w=(~2,-2,1)

se puede ecribir como
w = u; — 3uy + ug

es decir, w es combinacion lineal de u1, uo y us. Pero el vector
v=1(0,1,0)
no puede escribirse como combinacion lineal ya que
Qlul + aoug + a3uz = v

implica que

1 1 0 0
a1 1 + Qo 1 + a3 0 = 1
1 0 1 0

a1+ ag 0

a1 + as = 1

a1+ a3 0

que no tiene solucion.
s Qué vectores se pueden escribir como combinacion lineal de uy, us y us? Todos los vectores
(z1,x2,23) que cumplan que x1 = x3.

Proposicion 24 Sea V' un espacio vectorial y sean uq,...,u, € V. El conjunto de vectores de V
que pueden ponerse como combinacion lineal de uq,...,u, es un subespacio vectorial de V. Hste
subespacio lo denotaremos como

E{ul,...,um}

Definicion 25 Sea W un subespacio vectorial de V. Se dice que los vectores uq,...,un €W son
un sistema de generadores de W si y sdlo si todos los elementos de W se pueden expresar como
combinacion lineal de uq, ..., Up,.

Ejemplo 26 Comprobemos si
Gl = {ul = (150’ _1) , U2 = (1’ _1’0)}

Gy = {u1,ug,u3 = (0,1, 1)}

son generadores de
W = {(ml,xg,xg) ER3:z + 29+ 23 = 0}

13



o de
V=R?

Los vectores generados por G1 son de la forma

T 1 1 a1 + Qo
) = o1 0 + Qo -1 = —Q
T3 -1 0 —Qq
es decir
Ty a1 + oo
Z2 = — Q2
T3 —Q]

por lo que tienen que verificar que
1 +x2+23=0

Esto implica que Gy genera W, pero no genera V.
Los vectores generados por Go son de la forma

X1 1 1 0 a1+ ao
) = 0 + Qo -1 + a3 1 = —o + Q3
T3 -1 0 -1 —Q] — QO3
es decir
1 a1 + oo
T2 = —Qag + Qg
T3 —Q1] — (a3

por lo que tienen que verificar la misma ecuacion
1+ x9+23=0
y ast Go genera W, pero no genera V.
Observacion 27 Si G es un sistema de generadores de W y G’ es tal que
Gcd

entonces G' también es sistema de generadores de W.

1.5. Dependencia e independencia lineal

Sea W un subespacio vectorial, ;existe algiin subconjunto de un sistema de generadores de W
que sea sistema de generadores de W?

Definicion 28 Sea V' un espacio vectorial y sean uy,...,un € V con m > 1. Se dice que:

1. FEstos vectores son linealmente dependientes si al menos uno de ellos puede escribirse como
combinacion lineal de los restantes.

2. FEstos vectores son linealmente independientes cuando ninguno de ellos puede escribirse
como combinacion lineal de los restantes.

Un conjunto de vectores se dice linealmente dependiente (resp. independiente) si los vectores ‘que
lo integran son linealmente dependientes (resp. independientes).
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Proposicién 29 (Propiedades)

1. Sim =1 entonces, por convenio, si u € V es tal que u # Oy entonces es linealmente indepen-
diente.

2. No pueden verificarse a la vez 1 y 2 de la definicion anterior.

3. El vector Oy hace que cualquier conjunto de vectores que lo contenga sea linealmente depen-
diente.

4. Si M es linealmente dependiente y M C M’ entonces M’ es linealmente dependiente.

5. St M es linealmente independiente y M' C M entonces M’ es linealmente independiente.

6. Siu €V es linealmente dependiente (resp. independiente) de un conjunto S = {u1,...,Um}-C
V' si u puede expresarse (resp. no puede expresarse) como combinacion lineal de elementos-de
S.

Ejemplo 30 En P3(x) tenemos los conjuntos
Ly = {pl(ﬁﬂ) =1+z, p2(x) :5'33, p3 (z) 2563—233—2}

Ly={q(z)=1, @@ =1+z, g =1+2"}
Como se tiene que
p3 (z) = p2 (z) — 2p1 (2)
entonces p3 es combinacion lineal de p1 y pa y por tanto Ly es linealmente dependiente.
Por otro lado, como no existen o y 3 tales que se verifique que

q1 (z) = agz (z) + Bgs (z)

es decir, que
1 :oz(l—}—x)—}—ﬁ(l—}—xQ)

entonces q1 mo es combinacion lineal de g2 vy q3.
De igual modo podemos ver que qo no es combinacion lineal de q1 y q3, ni q3 es combinacion
lineal de q1 y q2. Por lo tanto Lo es linealmente independiente.

Si se incrementa el nimero de vectores, la definicion anterior de dependencia lineal deja de (ser
operativa. Para decidir si un conjunto es linealmente dependiente o independiente utilizaremos la
siguiente proposicion.

Proposicién 31 Sea V' un espacio vectorial y sean uy, . .., u, € V. El conjunto de vectores {ui, ... um}
es

1. linealmente dependiente si y solo si existen aq,...,q, € R, no todos nulos, tales que
aju] + ... + apmiy, = 0y
2. linealmente independiente si y solo para que se verifique
aluy + ... + apuy = 0y
se tiene que cumplir que o; = 0 para todo i =1,...,m.

Definicién 32 Dado un conjunto de vectores S = {uq,...,un} de un espacio vectorial V', se deno-
mina rango de S al nimero mdximo de vectores de S linealmente independientes. Lo denotaremos

por rg(S).
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Ejemplo 33 EIl conjunto de vectores
G ={(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}

;qué subespacio genera?
Los vectores generados por G vendrdn dados por

T 1 0 1
Y = a1 0 + o 1 + a3 1
z 0 0 0

x a1 + as

Yy | =| catas

z 0

es decir, deben verificar la ecuacion
z=0

No podemos eliminar los pardmetros ay y as.
Si consideramos el conjunto
G'={(1,0,0),(0,1,0)}

podemos ver que genera el mismo subespacio vectorial. En efecto,

T 1 0
Y = a1 0 + o 1
z 0 0

x a1

Yy = Qa2

z 0

es decir, deben verificar la misma ecuacion
z=0

Proposicién 34 Sea V' un espacio vectorial y sea G = {uy,...,un} CV un sistema de generadores
de V. Se verifica que

1. Si G es un conjunto de vectores linealmente dependiente, entonces existe al menos un-subcon-
Junto G' C G tal que G' # G que también genera V.

2. Si G es un conjunto de vectores linealmente independiente, entonces no existe ningun-subcon-
gunto G’ C G tal que G’ # G que sea ademds sistema de generadores de V.

Ejemplo 35 En el ejemplo anterior hemos visto conjuntos que verifican esta proposicion.

Proposicién 36 Sea V un espacio vectorial y sean G = {uy,...,un} y G = {u’l, e ,u;n,} sistemas
de generadores de V. Si los vectores de G' son linealmente independentes, entonces m' < mj
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1.6. Base y dimensién de un espacio vectorial

;,Cuando tenemos el minimo nimero de vectores que generan un espacio vectorial?
;,Cuando tenemos el maximo nimero de vectores linealmente independientes?
La tdltima proposicion que hemos visto implica que

n° de vectores de V' n° de vectores en
linealmente < un sistema de
independientes generadores de V

Cuando en un sistema de generadores hay dependencia lineal, la representacién no es tnica. En
efecto, si G = {uy,ug,us,us} es un sistema de generadores de V' tal que uy = ajuy + agus + agus.
Si w es un vector tal que

w = Bruy + Baug + Bauz + Byuy
entonces también
w = Bruy + Bouz + Baug + Baug =

= Brur + Baug + B3uz + Ba (ruy + agug + azugz) =
= (B1 + Pac) ur + (B2 + Bacz) ug + (B3 + Pacs) us

es otra representacién.
Cuando en un sistema de generadores no hay esta dependencia lineal, la representacion es tnica.

Definicién 37 Sea B = {uy,...,u,} un subconjunto de un espacio vectorial V. Se dice que B-es
una base de V' si y solo si

1. B es un sistema de generadores de V.
2. B es linealmente independiente.

Ejemplo 38 Veamos que By = {(1,0),(0,1)} y Bo = {(1,1),(3,1)} son dos bases de R2.
Es claro que By genera R? ya que

v — T\ o 1 ta 0\ [ o
Ly ) "o 21 )
y por tanto tiene solucion para cualquier (x,y):

o=z y ay =y

Por otro lado, como los unicos valores de oy y ao para los que se verifica
1 0 0
w(0)+(1)-(5)

son

entonces By también es linealmente independiente y asi By es base.
En el caso de By, veamos que es un sistema de generadores de R?:

v [T ) _, 1 Lo 3\ [ ar+3a
“\y ) T\t N1 )7\ ar+ay
y por tanto tiene solucion para cualquier (x,y):

ay = = (—z + 3y) y ay =z (z—y)

1
2
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Por otro lado, como los unicos valores de ay y ao para los que se verifica
N 1 ta 3y (0
! 1) \o

a; =0 Y as =0

son

entonces By también es linealmente independiente y asi Bo es base.

Definicién 39 Sea V un espacio vectorial y B = {uy,...,u,} una base de V. Se dice que los niimeros
Qai,...,0n € R son las coordenadas de un vector v € V respecto de la base B y se denotan
como (o, ...,0n)5 Si Yy solo si

V=o1uU] + ... + U,
Ejemplo 40 Vamos a calcular las coordenadas del vector v = (4,2) respecto de las bases
Bl = {61 = (1,0) ,E9 = (O, 1)}

By = {u1 = (171) y U = (37 1)}

=(2)=+(o) (V)

entonces v tiene como coordenadas (4,2) B, respecto de By, es decir

de R? del ejemplo anterior.
Respecto de By, como

v=(4,2) = (4, 2)B1

=)= () ()

entonces v tiene como coordenadas (1,1)p, respecto de Ba, es decir

Respecto de By, como

v=(4,2) = (1,1)p,
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Observacién 41 La base By del ejemplo anterior se denomina base candnica de R?. En general,
la base candnica de R™ es la base

Be ={e1,...,en}

con los vectores e; = (€1, ... ,€y) dados por

o — 1 11 =7

Y10 SiiF# ]
En esta base B coinciden las componentes y las coordenadas y los vectores de Bo tienen mddulo: 1
y son ortogonales dos a dos.

Teorema 42 Todas las bases de un espacio vectorial engendrado por un miumero finito de vectores,
tienen el mismo nidmero de elementos.

Este teorema implica que

Méximo n° de vectores Minimo n° de vectores
de V linealmente = de V necesarios
independientes para generarlo

Definicién 43 Llamaremos dimension de un espacio vectorial V (generado por un conjunto finito
de vectores) al numero de vectores que forman parte de cualquier base de V. Lo denotaremos como

dim (V)
Observacién 44 1. dim (R") = n ya que la base candnica tiene n elementos.

2. Sean V un espacio vectorial y W C V' un subespacio vectorial de V' tal que dim (V) = n-y
dim (W) = m entonces se tiene que

m =dim (W) <dim (V) =n
siendo W =V siy sélo si m =n.
3. St By ={u1,...,un} es base de Vi y By = {v1,...,v,} es base de V, entonces
B = {(u1,0v,) ..., (tn,0v;), (Oyy,v1) ..., (Ovy,vm)}
es base de Vi x Vo y ademds

dim (V1 x V3) = dim (V1) + dim (V) = n +m

4. Si dim (V') = n entonces todas las bases tienen n elementos y ese es el niumero mazimo_de
vectores linealmente independientes y el numero minimo de vectores mecesarios para=generar

V.

Ejemplo 45 Sea
W ={(a,a+b,b,2a —b) : a,b € R} C R*

vamos a encontrar un sistema de generadores de W'.
Un vector (z1,x2,x3,24) € W debe cumplir que

(1,22, 23,24) = (a,a+b,b,2a — b)
para algin a,b € R, entonces

(z1,x2,23,24) = (a,a + b,b,2a — b) =
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= (a,a,0,2a) + (0,b,b,—b) =
=a(1,1,0,2) +b(0,1,1,-1)

es decir, (x1,x2,T3,24) es combinacion lineal de los vectores (1,1,0,2) y (0,1,1,—1), por lo tanto
G=1{(1,1,0,2),(0,1,1,-1)}

es un sistema de generadores de W.
Asi, podemos expresar que

W =,£{(1,1,0,2),(0,1,1,-1)}

Como G es linealmente independiente, entonces G es una base de W.
A continuacion vamos a encontrar la expresion analitica de W, es decir, las ecuaciones que
caracterizan a W. Como

1 =a

gj:a,—{—b xro =X X

2 2 1+ 3
x3=0>0 T4 =211 — T3
T4 =2a—0b

por lo tanto
W:{(1‘1,.%’2,.%’3,.%’4)€R4:1‘2=x1+x3, .%'4:2.%'1—1'3}

sPodemos formar una base B de R* ariadiendo vectores a la base G de W ?

St, basta con anadir vectores que no estén en W y que vayan siendo linealmente independientes
con los que vamos teniendo. Por ejemplo, anadiendo (1,0,0,0) y (0,1,0,0) obtenemos una base-de
R4, es decir

B, ={(1,1,0,2),(0,1,1,-1),(1,0,0,0),(0,1,0,0) }

es base de R*, aunque también lo es
B, ={(1,1,0,2),(0,1,1,-1),(1,0,1,0),(0,1,0,1)}
Ejercicio 46 Calcular las coordenadas del vector de W
v=(2,1,-1,5)
respecto de la base G como vector de W y respecto de las base By y By como vector de R*.

Observacion 47 Si W es un subespacio vectorial de V' y By es una base de W, entonces se puede
prolongar By a una base B de V' de manera que By C B.

Llamaremos a B PROLONGACION de By,. Como hemos visto en el ejemplo anterior,-eta pro-
longacion no es unica.

Proposicion 48 Si Wy y Wy son subespacios vectoriales de V' de dimension finita, entoncels
dim (W + Wy) = dim (W;) 4 dim (W) — dim (W1 N Wa)
Si V. =Wy @ Wy entonces como Wi N Wy = {0y} se tiene que
dim (V) = dim (W7) + dim (W)
Ejercicio 49 Dados los subespacios vectoriales de R3

Wi = {(z,y,2) eR®: z =0}

Wy ={(z,y,2) e R*: x4+ y =0}

Wgz{(x,y,z)ERgzx—z:O, y—l—z:O}
estudiar si los subespacios W1+ Wy, Wo+ W3 y W1+ W3 son sumas directas y verificar las ecuaciones
de las dimensiones de la proposicion anterior.
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Capitulo 2

Matrices y aplicaciones lineales

2.1. Matrices

El sistema
a11r1 + a2 + - + a1py = by

a91°1 + a2 + -+ - + a2, Ty = by

121 + AmaT2 + -+ 4 ApnTn = by,

tiene 3 tipos de elementos:

xj es la variable j-ésima.

a;; es el coeficiente que multiplica a la variable j-ésima en la i-ésima ecuacién.

b; es el término independiente de la ecuacién i-ésima.

., Cémo se pueden agrupar estas operaciones para escribirlas de forma méas compacta?
Para cada ¢ = 1,...,m podemos denotar a;e = (a;1,a;2,...,0in) y T = (T1,22,...,2y). Si utili-
zamos el producto escalar con estos vectores entonces

Qe * T = A T1 + Qi2%2 + *++ + QinTpn = b;

asi pues
Qje - T = b;

De esta manera podemos expresar el sistema como

Qle T = b1
(2¢ - T = by
Ume * T = by,
by
Si llamamos b = : entonces
bm,
ale by
T = =b
Gme bm,
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Podemos escribir el sistema anterior como

ale aip - Qln

Kl
Il
8l
Il
S|

ame am1  * Gmn
por lo que si llamamos
air -+ Qlp
A pr—
am1  * Gmn

entonces el sistema anterior se puede escribir como
Az =1

Definicién 50 Dados los mimeros a;; € R coni=1,...,m yj=1,...,n. Al rectangulo de m_X-n
numeros ordenados en una tabla con m filas y n columnas de la forma

ailr - Glp
A=

am1 " Gmn

se le denomina matriz de orden m X n.
Habitualmente denotaremos con letras mayisculas a las matrices y con letras minidsculas aos
elementos que la componen, asi podemos escribir

A = (a;;) conti=1,....myj=1,...,n

A veces es conveniente trabajar con filas o con columnas, asi escribiremos la i-ésima fila de—A
como

;9 — (aﬂ, Ce ,am)
y la j-ésima columna como
alj
Gej =
amj
por lo que podemos escribir
Ule
A= (Go1y---,0en) =
Gme

La asignacién de los nimeros i y j es fija y, por tanto, también podemos definir el concepto-de
matriz de la siguiente manera:

Definicién 51 Sea S un conjunto cualquiera y sean I ={i:i=1,...,m} yJ={j:j= ls..\n}.
Sea
fr IxJ — S

una aplicacion, entonces A = {f (i,5):i€l, jeJ} = (ay) coni=1,....myj=lg:. nes
una matriz de orden m x n, es decir
f(171) f(lan) [ A1n
A = . '-. E fd . . :

f(mal) f(man) Gm1 - Amn
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Cuando A tiene m filas y n columnas se dice que tiene dimensién u orden m X n.
Al conjunto de matrices de dimension mxn lo denotaremos como M, xy. En particular, sim =n
entonces se dice que My, 0 abreviando M, es el conjunto de matrices cuadradas de orden n.

Observacion 52 Podemos considerar a los vectores como matrices, asi el vector fila u = (uq, ... up)
U1

es una matriz de orden 1 x n y de igual manera el vector columna v = : es una matriz-de
Um

orden m X 1.

2.2. Aplicaciones lineales

Entre dos espacios vectoriales V' y V' se pueden establecer multitud de correspondencias y aplica-
ciones. De todas estas correspondencias, vamos a estudiar las que conservan la estructura de espacio
vectorial.

Definicién 53 Sean V y V' dos espacios vectoriales. Una aplicacidn
f:vV=v
se dice que es una aplicacion lineal si para cualesquier u,w € V y «, B € R se verifica que

Lfutw) = f(u) + f (w)
2. f (o) = af (u)

o de manera equivalente

flau+ Bw) = af (u) + Bf (w)

Ejemplo 54 La aplicacion
fr R - R?
(x1,22) +— (™1,€™2)

no es lineal ya que si
u = (uy,ug) w = (wy,ws)

entonces
Fluw) = (€750, 2 (¢ 4 e e) = [ (u) + f (w)
Ejemplo 55 La aplicacion
f: R3 — R?
(z1,m2,23) = (2z2,71 + 73)
es lineal ya que si
u = (u1,u2,u3) w = (w1, w2, ws3) a,feER

entonces

floau+ pw) = f(au; + Bwy, auz + Bws, auz + Pws) =

(2 (quz + Pwa), (auy + fwr) + (quz + Bws)) =
(20ug + 2Bw2, a (ug +uz) + B (w1 +ws)) =

a (2ug, u1 + uz) + B 2wz, w1 + w3) =

= af(u)+8f (w)
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Ejemplo 56 La aplicacion f (x1,xa,x3,24) = (1,21 + 2,23 + 24) no es lineal ya que si

u = (uy,ug, us, uy) w = (wy, wy, ws, W) a,BfeR
entonces
flau+ pw) = (1,cu; + pws + aug + Pws, aus + fws + auy + Pwy) =
= (Loa(u +ug) + B (w1 +ws), a(us +ug) + 8 (w3 + ws))
Y como

af (w)+Bf(w) = a(l,uy +ug,uz+usg) + B (1w +w, w3 +wy) =
= (a+B,a(ur +u2) + B (wy +ws),a(ug + uqg) + 5 (w3 + wy))

e igualando las primeras componentes de estos vectores tenemos que
a+p=1
que no es cierto en general ya que o y B pueden ser cualesquier niumeros.

Ejemplo 57 Sea f:R? — R? una aplicacion lineal tal que

f(_172) - (1737 _2) ) f(174) = (17 _275)
entonces se puede hallar
f(0,6)
f(27_4)
f(2,2)

y en general se puede calcular

[ (z1,22)

para cualquier (x1,x2).
En efecto, como {(—1,2),(1,4)} es una base de R? entonces, por ser f una aplicacion lineal, s6lo
hace falta calcular las coordenadas de los vectores en esta base.

s Como
(0,6)=1-(-1,2)+1-(1,4)
entonces
f(O’G) =1 'f(_1’2) +1 f(1’4) = (2a1’3)
= Como
(2,—4)=-2-(-1,2)+0-(1,4)
entonces
f@2,-4)=-2-f(-1,2)+0-f(1,4) = (-2,—-6,—4)
= Como
(2,2) = —1-(=1,2) + 1-(1,4)
entonces

f(2,2)==-1-f(-1,2)+1-f(1,4) =(0,-5,7)

» Se deja como ejercicio calcular la expresion de f (x1,x2).
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2.2.1. Propiedades de las aplicaciones lineales

Proposiciéon 58 Sean f y g aplicaciones lineales, V, V', V" espacios vectoriales y X € R.

1. Si f y g son aplicaciones lineales de V en V', entonces f + g y \f también son aplicaciones
lineales de V en V'.

2. Si f y g son aplicaciones lineales de V' en V', entonces fg en general no es lineal.

3. Si f es una aplicacién lineal de V en V' y g una aplicacion lineal de V' en V", entonces go-f
es también una aplicacion lineal de V en V.

Observacion 59 La aplicacion —f definida como (—f) (u) = —f (u) es la aplicacion opuesta-de

f.
Observacion 60 La aplicacion nula se obtiene de la suma de una aplicacion y su opuesta.

Ejemplo 61 Si f : R — R es tal que f(z) =z y g: R — R es tal que g(x) = 2x entonces la
aplicacion fg: R — R que se define como fg(x) = 222 no es lineal.

Definicion 62 Dada una aplicacion lineal f 'V — V, si existe una aplicacion g :' V. — V tal que
para todo u € V' se tiene que

(fog)(u)=(gof)(u) =i(u)
donde i (u) = u para todo uw € V' es la llamada aplicacion identidad y g es la aplicacién inversa
de f y se denota como g = f~1.

Proposicién 63 Sea f una aplicacion lineal de V en V', si existe f~1 entonces f~1 es tinica y lineal.
Proposicién 64 Sea f una aplicacion lineal de V en V'. Entonces se verifica que:

1. f(0y) =0y si Oy y Oy son los elementos neutros de V. y V' respectivamente.

2. St uy,...,u, €V son linealmente dependientes entonces f (ui),...,f (up) € V' tambien son
linealmente dependientes.

3. St W CV es un subespacio vectorial entonces
fW)={u eV :u = f(u) para algin u e W}
es subespacio vectorial de V.
4. Si W' C V' es un subespacio vectorial entonces
P = fue v f ) e w)
es subespacio vectorial de V.

Observacién 65 La dependencia lineal se conserva mediante una aplicacion lineal, pero-na astla
independencia lineal. Por ejemplo,

f: R3 — R2
(1, 22,23) = (71,22)

st tomamos u; = (1,2,1) y ue = (2,4,0) son linealmente independientes, pero f(u1) =-(1,2)y
f(u2) = (2,4) son linealmente dependientes.
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Definicién 66 Dada f :V — V' una aplicacién lineal, entonces se denomina:
1. nacleo de la aplicacion lineal f al subespacio de V, que se denota como
ker (f) = {u€ Vs f (u) = Oy}
2. imagen de la aplicacion lineal f al subespacio de V'
Im (f) ={v' € V': f(u) = para algin u €V}

Es decir, el nucleo de f son todos los vectores de V que mediante f van a parar al Oy, y-la
imagen de f es el conjunto f (V).

Observacion 67 1. f transforma vectores linealmente independientes en vectores linealmente in-
dependientes si y solo si ker (f) ={0v} (f es inyectiva).

2. f transforma un sistema de generadores de Ven un sistema de generadores de V' si y sdlo-si
Im (f) =V’ (f es suprayectiva).

Ejemplo 68 Sea f: R3 — R? tal que f (x1,22,73) = (z1 + 22,0) y sean
S1 = {(1’()’ 1) ) (2’0’ 2)}

Se ={(1,1,0),(3,0,0)}

Es claro que S es linealmente dependiente y ast

f(Sl) = {(1’0) ) (2’0)}

es también linealmente dependiente.
Por otro lado Sy es linealmente independiente pero

/ (52) = {(2’0) ) (3’0)}

es linealmente dependiente.
Vamos a calcular ker f e Im f.

ker f = {(.’El,fEQ,fE:{.) € RB : f(ﬂ?l,ﬂ?g,ﬂ?g) = (0’0)}
entonces st
U= ($1,$2,5E3) € ker f
se tiene que
f($1,$2,$3) = (iEl + LEQ,O) = (070)
es decir que
T9 = —X1
Y ast
u = (z1,—r1,73) = (21, —21,0) + (0,0, 23) =
=ux1(1,-1,0) + 23 (0,0,1)
por lo que cualquier vector de ker f es combinacion lineal de estos dos vectores y por tanto podemos

escribir que
ker f = {(xl,xg,xg) ER®:zy + a9 = 0}

o bien
ker f =L {(15 _15 0) ) (Oa 0’ 1)}
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La imagen de f se define como

Im f= {(yl,yg) eR?: f(z1,22,23) = (y1,y2) para algin (ﬂ:l,xQ,xg)}

por lo que
T1+T2 =N

0=1y2

para algin (z1,x2,x3), por lo que

Im f = {(yl,yg) ERQ TY2 :O}

o bien

Im f=L{(1,0)}
Teorema 69 Sea f:V — V' una aplicacién lineal entonces se verifica que
dim (V) = dim (ker f) + dim (Imf)
Ejemplo 70 Del ejemplo anterior con f(x1,x2,x3) = (x1 + 22,0) tenemos que
ker f=/L{(1,-1,0),(0,0,1)}
Im f = £{(1,0)}

que son tales que

dim (ker f) =2
dim(Im f)=1

Yy como
dim (R?) =3

entonces se verifica la ecuacion del teorema anterior

3=dim (R?) = dim (ker f)+dim(Im f)=2+1

2.3. Relacion entre matriz y aplicacion lineal

Si L (V,V') es el conjunto de aplicaciones lineales entre los espacios vectoriales V'y V' tales-que
dim (V) =n y dim (V') = m, entonces hay una correspondencia uno a uno entre £ (V, V') ye M,
Podemos representar una aplicacion lineal mediante una matriz.

2.3.1. Matriz asociada a una aplicacién lineal

Vamos a encontrar una representacion matricial de una aplicacion lineal entre V' y V' de dimensién
finita.
Sean

BV = {ul,...,un}
BV’ = {vl,...,um}

bases de V' y V' respectivamente y sea
f:vV=v

una aplicacién lineal.
Dado u € V' denotamos como
x=(x1,...2Tp)
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a las coordenadas de u respecto de By y como

Y= (Y1, Ym)

a las coordenadas de f (u) respecto de By.
Como

EU=21U] + ...+ TplUy

» ¥y = (y1,...Ym) son las coordenadas de f (u) respecto de By
= f es lineal

entonces se tiene que

f(u) = xlf (ul) +.. +xnf (un) =Y1v1 + ... YmUm
Como ahora
f (uj) = ayvr + ...+ aGm;Um

para cada j = 1,...,n entonces
alj
a.]’ =
amj

son las coordenadas de f (u;) respecto de By, por lo tanto
f(u) =z (aniv1+ ...+ amivm) + ... + 2n (@101 + ..o+ Gpm) =

=(anz1+ ...+ amxn) v + ..o+ (@p1x1 + - oo F Q@) Oy =

=Y1v1 + ... YmUm

entonces
a11x1 + ...+ a1y = Y1
Am1T1 + ...+ QT = Ym
y asi
aiy ot Qlp T Y1
aAm1 " Omn Tn Ym

Por tanto, dada una aplicacién lineal f : V — V'’ y bases By de V' y By de V', la matriz-asociada
a f respecto de las bases By y By es la matriz

ailr - Glp
A=

Gm1 - Amn

es decir, la que sus columnas son las coordenadas respecto de la base By de los vectores f (u;) €V’
con ¢ = 1,...,n, que son los transformados mediante f de los vectores de la base By del espacio
vectorial de partida.
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Observacién 71 1. Asi pues, la matriz asociada a una aplicacion lineal no sélo depende de-la
propia aplicacion f sino también de la bases By y By: en las que se expresa. Luego para

cualquier w € V' cuyas coordenadas respecto de la base B son x = (x1,...,2,)g Yy el vector
v € V' cuyas coordenadas respecto de la base B' son y = (y1,...,Ym)p tal que f(u) = v-3e
tiene que
air - Qi I Y1
Gm1 - Amn Tn Ym
es decir
Ax =y

2. Es por ello importante tener presente la diferencia entre componentes y coordenadas.

Ejemplo 72 Mediante el siguiente ejemplo vamos a ver como calcular la matriz asoctada a una
aplicacion lineal dependiendo de sus bases.
Sea f: R3 — R? tal que
[ (u1,u2,u3) = (ug — uz + 2usz, ug + 3uz)
y consideremos las bases
By = {(1,0,-1),(2,1,0),(0,1,1)} base de R®
B, (R3) la base candnica de R?
By ={(-2,1),(1,-1)} base de R?
B. (]Rz) la base candnica de R>

Caso 1 Matriz de f respecto de las bases canonicas B, (R3) y Be (RQ).
Como en las bases candnicas las coordenadas y las componentes coinciden entonces

f(1,0,0) = (1,1)=(1, 1)BC(]R2)
f(oa 1’0) = (_1’3) = (_1’3)BC(R2)
f(0,0,1) = (2,0)= (Q’O)BC(]RQ)

asi pues, situamos estas coordenadas como columnas de la matriz A y por tanto la matriz de-f
respecto de las bases canonicas B, (R3) y Be (RQ) es

1 —1 2
A:<1 3 0>

Caso 2 Matriz de f respecto de las bases By y B, (]Rz).
Transformamos la base By y como de nuevo en la base B, (RQ) las coordenadas y las componentes
coinciden entonces

f (1707 _1) = (_17 1) = (_17 1)BC(R2)
f (27 170) = (175) = (175)BC(R2)
f (07 L, 1) = (173) = (173)BC(R2)

y otra vez colocando estos vectores de coordenadas como columnas de la matriz A se tiene, que la
matriz de f respecto de las bases canonicas By y B, (RQ) es

111
A‘<1 53>
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Caso 8 Matriz de f respecto de las bases B, (R?’) y Bs.
Transformamos la base candnica de R>
f(1,0,0) = (1,1)
f(0,1,0) = (-1,3)
£(0,0,1) = (2,0)
y ahora buscamos las coordenadas de los transformados respecto de la base Bs.

B —2a+p=1 = -2
(1,1)-(1(—2,1)+5(1,—1):>{ a—B=1 i{ f=-3

Por otro lado

(—1,3):a(—2,1)+5(17—1):>{ _2§jﬁﬂ:3_1 :'{ g:_Q

y ademas

(2,0):a(—2,1)+5(1,_1)${ —ia_zﬁjf :{

por tanto tenemos que
(1,1) = (=2,-3),
(=1,3) = (=2,-5),
(2,0) = (=2, -2)p,
por lo que la matriz de f respecto de las bases B, (R?’) y By es

-2 -2 -2
A_<—3 -5 —2>

Caso 4 Matriz de f respecto de las bases By y Bs.
Transformamos la base By de R3

f(l,O,—l) = (_1’1)
f(2’1’0) = (1’5)
f0,1,1) = (1,3)
y ahora buscamos las coordenadas de los transformados respecto de la base Bs.

(_1’1):a(—2,1)+5(17_1):>{ _QSjgﬁ::l_l :{ o

Por otro lado
(175) :(X(—271) +/8(17_1) = { ;
y ademas
_ —2a+ = a=—4
(3 =a-2n+s0-n={ 2T S fem
por tanto tenemos que
(_1’ 1) = (0’ _1)32
(1,5) = (=6,-11) 5,
(173) - (_47 _7)32
por lo que la matriz de f respecto de las bases B, (Rg) y By es

0 -6 —4
A_<—1 -11 —7>
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Observacion 73 Por lo observado en este ejemplo el procedimiento es el siguiente:
Sea f:V — V' con base B de V y B’ de V' respectivamente.

1. Transformamos mediante f los vectores de la base B de V.
2. Calculamos las coordenadas de estos transformados respecto de la base B' de V.

3. FEstas coordenadas son las columnas de la matriz A asociada a f respecto de las bases indicadas.

Proposiciéon 74 Sean V y V' dos espacios vectoriales de dimension n y m respectivamente. Dada
una aplicacion lineal f : V — V' con matriz asociada A respecto de las bases By = {uy, ..., u,} de
V y la candnica de V', entonces se verifica que:

1. Si{e1,...,en} es la base candnica de V' entonces el conjunto de vectores {f (e1),...,f(en)}
es un sistema de generadores de Im f.

2. El conjunto de vectores {aae1,...,Gen} donde aq; con j =1,...,n son las columnas de la matriz
A, es también un sistema de generadores de Im f.

2.3.2. Aplicacién lineal asociada a una matriz (sélo respecto de las bases canéni-

cas)
ail -+ Qln
Sea A = o : una matriz y consideremos V y V'’ dos espacios vectoriales tales
m1 Gmn
que dimV = n y dim V’ = mdotados de sus bases candnicas. Si (z1,...,2,) son las coordenads-de
u € V entonces
ail -+ Qln T1
Au=| i =
am1 Amn, Tn
xr1 X
= | Q1e : yooo s Qime
In In

Asi pues, si f : V — V' es la aplicacién lineal que tiene a A como matriz asociada respecto de‘las
bases candnicas de V' y V'’ entonces

f(u) = Au
y por tanto
f(u) = (atelt, ..., amett)

3 1 2
-1 10
como matriz asociada respecto de las bases candnicas de R? y R? respectivamente. Entonces-si

Ejemplo 75 Sea A = < > la matriz de la aplicacion lineal f : R3 — R? que tiene a-A

u = (x1,x2,73) € R3

tenemos que

I
3 1 2
T3

= (3x1 + xo + 223, —x1 + 22)
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2.4. Rango de una matriz

Por la proposicién anterior tenemos que

dim (Im f) = mdximo ndmero de vectores columna de A

linealmente independientes
es decir, coincide con el rango de dicho conjunto de vectores.

Definiciéon 76 Dada una matriz A cualquiera de orden m X n, se denomina rango de la matriz
A al mdximo nimero de vectores columna de A linealmente independientes.

Se denota como rg (A).

Observacion 77 Todas las matrices asociadas a una misma aplicacion lineal f tienen el mismo
rango.

Observacion 78 Sea f una aplicacion lineal y sea A una matriz asociada a f, entonces

dim (Im f) =rg(A)

2.5. Tipos de matrices segin su rango

Definiciéon 79 Dada una matriz A € M,xn se tiene que:
1. Sim#n yrg(A) =min{m,n} se dice que A es de rango completo.
2. Sim=mnyrg(A) =n se dice que A es no singular o regular.
3. Sim=nyrg(A) <n se dice que A es singular.

Ejemplo 80 Sea f:R3 — R? tal que f (x,y,2) = (22,2 + 2) que tiene como matriz respecto de-las
bases candnicas de R? y R? respectivamente

a=(1o )
mr=e(3)(0) ()1 =2(2)-(V)}

2
Es claro que < 1 ) Y < 0 > son linealmente independientes ya que

(1) +(1)-(0)

20 =0
a+p3=0

Asi la

}éa:ﬁ:

Por tanto

rg(A) =2
Ejemplo 81 Sea f:R? — R* una aplicacion lineal tal que

f3,-5 = (1,1,1,1)
f(_1’2) = (2a1’0a_2)

se pide hallar:
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1. La expresion analitica de f.
2. La matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

3. Determinar Im f, ker f y sus dimensiones dim (Imf) y dim (ker f).

La expresion analitica de f.

Observar que B = {< _35 ) , < _21 )} es una base de R?.

Un vector v = (v1,v2) € R? tendrd coordenadas (v, B) g respecto de la base B. Es decir

()= (%) ro () = (5035

v1 =3a—pf o = 2v1 + ve }

v9 = —ba + 203 B = 5vy + 3uo
entonces tenemos que

} = Resolviendo

f(?}) - f(UhUZ) - f(a (37 _5) +/8(_172)) -
:a'f(3’_5)+ﬁ'f(_1’2) =
= (22}1 + ’UQ) . (1, 1,1, 1) + (5U1 + 3U2) . (2, 1,0, —2) =
= (12’01 + Tvo, Tv1 + 4ve, 201 + vo, —8v1 — 5’02)

y por lo tanto

‘f (Ul,vz) = (12’01 + Tvg, Tv1 + 4vo, 201 + v9, —8v1 — 5’02) ‘

La matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

Por el apartado anterior tenemos que la matriz A asociada a f respecto de las bases candnicas

de R? y R* es
12 7
7T 4
A= 2 1
-8 =5

Determinar Im f, ker f y sus dimensiones dim (Im f) y dim (ker f).

Tenemos que

12 7
7 4
Im f=L 9 1
-8 -5

y como estos vectores generadores son linealmente independientes entonces
dim (Im f)=rg(A) =2

Y como
dim (R2) = dim (Im f)+ dim (ker f)
se tiene que

dim (ker f) =0

()

Ejercicio 82 Demostrar que la expresion analitica de Im f del ejemplo anterior es

por lo que

Im f:{(x,y,z,t)€R4:x—2y—|—z:0, x—2z+t=0}

33



2.6. Operaciones con matrices
Ya hemos visto como operar el producto de una matriz A € M, «,, por un vector columna v € R,

ayl -+ Qin U1 aiiv1 + ...+ apvn

Gm1 *° OGmn Un Am1V1 + ... + AmpUp

El resultado es otro vector columna de R™, que podemos ver como una matriz de orden m x 1.
Veamos a continuacién la representacién de operaciones entre aplicaciones lineales como opera-
ciones entre matrices.

2.6.1. Suma de matrices (suma de aplicaciones lineales)

Sean f:R™ - R™ y g : R — R™ dos aplicaciones lineales con matrices asociadas A = (a;;)-y
B = (bi;) respectivamente de orden m x n.

Sea T € R"”, entonces
a1121 + ... + a1y

11 + - oo + QnTn

bi121 + ... + by

b1x1 + ...+ bynn,

asi tenemos que

a1z, + ...+ apr, biiz1 + ...+ bipzy
(f+9)(z)= : + : =

A1 T1 + - ..+ QnTn bpir1 + ... + bypnxn

(a11 +b11)z1 + ... + (a1 + b1n) Ty

(aml + bml) 1+ ...+ (amn + bmn) Tn
a1 +bi1 0 a +biy x1
= . '.. E E - (A+B)j

Am1 +bm1 - G+ b Tn

2.6.2. Producto de una matriz por un escalar (producto de una aplicacién-lineal
por un escalar)

Sea f : R™ — R"™ una aplicacién lineal con matriz asociada A = (a;;) de orden m xn y sea’A €-R.

Sea & € R", entonces
a11r1 + ... +aipnTy

f (@) = 5 = Az
11 + ... + QGnTy

asi tenemos que
a1121 + ...+ a1y

(Af) (@) = Af (#) = A ; _

11 + - oo + An Ty
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A@11T1 + ...+ Aa1n Ty

A1 21 + ...+ ApnTn
Aair 0 Aaiy x1
o I EGVIE:

)\aml e )\amn Tn
Proposicién 83 (Propiedades) Sean A, B,C € My,xn y o, € R:
1. La suma de matrices tiene las propiedades:

a) Conmutativa: A+ B = B+ A.

b) Asociativa: (A+ B)+C =A+ (B+C).

c) Euxiste elemento neutro Op, € Myyxn tal que A+ O, = A.

d) Euxiste elemento opuesto —A de A € My,xp tal que A+ (—A) = Oy,

2. El producto de una matriz por un escalar tiene las propiedades:

a) Distributiva de la suma de matrices: o (A + B) = aA + aB.
b) Distributiva de la suma de escalares: (o« + ) A = aA + BA.
c) Pseudoasociativa: (aff) A =« (BA).

d) Ewiste elemento unidad: 1 € R es tal que 1A = A .

Observacion 84 FEstas § propiedades hacen que Mu,xn sea un espacio vectorial. La base candnica
de My,xn serd

‘ ) 0 sit5#149 0] ]
{Eioj():(eij):20:17"'7m; ]0:1,..-,m; el]:{l szzil(o]y;ijg}

que tiene mn elementos. Por lo tanto dim (M,xn) = mn.
De la misma manera y por la correspondencia entre matrices y aplicaciones lineales se tiene que
L(V, V') es un espacio vectorial de dimesidn mn.

Ejemplo 85 Sean A = 2. 10 , B = L -13 y C = -5 0 matrices y ‘sea
-1 3 2 2 1 5 Do
a =9, entonces
2 10 1 -1 3 3 0 3
A+B_<—132>+<2 1 5)‘(147)

y ademds

1 1 5 5

aC = -5 0 =1 -25 0
1 -7 5 =35
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2.6.3. Producto de matrices (composicién de aplicaciones lineales)

Sean f: R™ = R™y g : R™ — RP dos aplicaciones lineales con matrices asociadas A = (a;;)-€
men y B = (blj) € Mpxm-
Sea € R" e §y € R™, entonces como

a11r1 + ... +aipnTy

Am1T1 + - oo + QnTn

biiyr + ... + bimYm
9(y) = : = By
bpiyr + ... + bpmYm
tenemos que
a11x1 + ... +ammx,
gof(@ =9(f(@) =49 : =

11+ ... + QmnTn

b11 (auxl 4+ ...+ alnxn) + ...+ blm (amlxl + ...+ amnxn)

bp1 (@121 + ... + a1n®n) + ...+ bpm (@121 + ...+ Any) )
(briair + ... + bimami) 1 + ... + (br1@1n + - - + bimGmn) Tn )

(bplan 4+ ...+ bpmaml) x4+ ...+ (bplaln + ...+ bpmamn) Tn
1

birair + ...+ bimam1 - bnain + ...+ bimamn x
bplall +...+ bpmaml o bplaln + ...+ bpmamn Tn
es decir si C' = (¢;5) € Mpxn se tiene que el elemento ¢;; es
Cij = bioaoj
y matricialmente se expresa como

bin -+ bim air -+ Qip
C =BA =

bpr -+ bpm Aml - QGmn

Proposicién 86 (Propiedades) Sean A, B,C, D matrices tales que A € Myxp, B € Mpy, 4-C, D€
Mgxn, entonces

1. En general el producto no es conmutativo, es decir, en general

AB # BA

2. El producto es asociativo
A(BC)=(AB)C

3. Existen matrices I, € My,xm € I € Mpxp tales que para toda A € My« se tiene que

InA=A AL = A
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4. El producto de A por cualquier matriz nula de dimension adecuada es una matriz nula

AOst = Opmxs OsxmA = OSXP

5. El producto es distributivo (con las dimensiones adecuadas)

B(C + D)= BC + BD

6. Se werifica que
rg (AB) < min{rg(A),rg(B)}

7. Sirg(A) = r < min{m,p} entonces existen C; y Cy de rango r y drdenes m X r y r xp
respectivamente tales que
A=CCy

Observacion 87 FEn general no se verifica algo tan natural en R como

1. Siab=0 entoncesa=0 o0b=0.

2. Siab=ac ya+#0 entonces b= c.

Como contraejemplos tenemos

que son tales que

y ademds

1=(69) r=(ia)ee=(32)

que verifican

15 24
pero B # C.
1 -4 2 1 2
Ejercicio 88 Sean A = yB=1 -1 3 |, calcule AB y BA.
-1 4 -2 =

Ejercicio 89 Sean
[ (x1, 22, 23) = (71,21 + T2, T2 + 3)

g (21,72, 23) = (22,273 — 71,71 — T2)
1. Halle las matrices asociadas respecto de las bases canonicas.

2. Determine, utilizando las matrices del apartado anterior, las expresiones de las aplicacioneés
f+9,39,90fyfog.
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2.7. Matriz inversa (aplicacion lineal inversa)

Sea f : R™ — R™ una aplicacién lineal con matiz asociada A € M, x,. Supongamos que existe
f~! con matriz B € M,,«,, entonces como

fofH(z)=1id(2) y fhof(2)=id(2)

se tiene que
ABZ = I1,% y BAz = 1,%

asi pues cuando existe una matriz B € M, que cumple que
AB=BA=1,

entonces B es la matriz inversa de A y se denota como A~1.
Como f~1, si existe, es tinica, entonces A~! también es tinica.

Observacion 90 Las matrices no cuadradas carecen de inversa y no todas las matrices cuadradas
tienen inversa.

Proposicién 91 Dada A € My, se verifica que existe A~' si y sélo si la matriz A es de rango
completo.
-1

Ejemplo 92 La matriz A =

W N =

1

1 -1 es de rango completo y A~ =
1

es su matriz inversa.

Proposicién 93 (Propiedades de la inversa) Sean A, B € Myxn, tales que rg (A) =rg (B) = n."Se
verifica que

1. Eziste A~! matriz inversa de A y es inica.
2. La matriz A~ es invertible y (A_l)_1 =A.
3. La matriz AB tiene inversa y ademds (AB)™' = B~1A~1,

4. Si C € Mpuxn tal que rg(C) = n y AC = I, entonces se tiene que CA = I, y C = A=)
Reciprocamente si CA = I,, entonces AC =1, yC = A™L.

2.7.1. Transformaciones elementales

Llamaremos transformaciones elementales entre filas de una matriz A no singular a las signientes
operaciones:

= Intercambiar filas.
= Multiplicar una fila por un escalar.

s Sumar a una fila una combinacién lineal de las restantes filas.

Estas transformaciones se pueden representar mediante matrices no singulares Py, . )\P, del
mismo orden que A, es decir Py,...,P. € M, xn.

Definicion 94 Dos matrices A, B € M, «x, son semejantes o equivalentes si existe una transfor-

macion elemental P € My« tal que
A=PB

38



2.7.2. Calculo de la inversa mediante el método de Gauss-Jordan

Para encontrar la matriz inversa de A € M, «,, por la propiedad 4 anterior, buscamos una matriz
C formada por transformaciones elementales tal que

C=PPFP_1 - PP

y ademas
Prpr—l"'P2P1A:[n

por lo tanto
A'=PP_ - PP

El mismo céalculo puede hacerse con transformaciones elementales de columnas pero en este curso
lo haremos siempre de filas.

11 2
Ejemplo 95 Sea A= | 2 1 —1 |, entonces construimos la matriz
31 1

2 1 00
-1 10 10
0 01

1
B=(Al)=| 2
3 1

—_ = =

y trataremos de buscar una matriz C' tal que C = (Ig ‘Ail), es decir, transformaremos las columuas
de B para que sean las columnas de la matriz identidad I3.

Asi
1 1 0 0 1 1 2 1 0 0
—2-1%42¢ P= -2 10 Bi=| 0 -1 -5 -2 10
—3-1*4 3¢ -3 0 1 0 -2 -5 | =3 01
1% 42 1 1 0 10 -3 |-1 1 0
—1-2¢ PhBp=]10 -10 Bo=| 0 1 5 2 =10
—2.2%4 3¢ 0 -2 1 00 5 1 -2 1
3 3 -2 -1 3
1“+z-3° 10 s 100} = %= 3
20 — 3¢ Ps=|1 01 -1 B3 = 01 0 1 1 -1
1 1 1 -2 1
(5) -3 00 5 001l 5 5 5
Por lo tanto la matriz inversa de A es
=2 -1 3
5 5 5
A= 1 1 -1 )
1 =2 1
5 5 5
que resulta que es precisamente
At =pPPP

aunque no hace falta calcular las matrices de las transformaciones elementales ya que A~ aparece a
la derecha de la matriz Bs que tiene en su parte izquierda la matriz identidad.
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111
Ejemplo 96 Vamos a calcular la inversa de A= | 1 1 0 |. Asi{ tenemos que
100
1 11100 1 1 1 1 00
110010 |)~p!l 0 0 —-1]|-1120 |~p
1000 01 0 -1 -1 -1 0 1
11 1|11 0 0 11010 1 0
~p,b 1001 1|1 0 -1 |~p| 01 0|0 1 =1 ]~p
0011 -1 0 0011 -1 0
10010 0 1
~p, | 0O1T 0|0 1 -1
0011 -1 0
donde las transformaciones elementales son
1@ 1@ 19 — 39 10 — 90
P—q —1942° Py— < 3% Py — ¢ 20 -3¢ Py — 2¢
—19 4 3a _9a R 3@

Observacion 97 Si la matriz A no es invertible, entonces no es posible obtener la matriz identidad
en la parte izquierda de la matriz B = (A|I).

Ejercicio 98 Calcular las matrices inversas de

1 20 0 1 0 2 2 1
A= 1 2 4 A= 1 -1 0 As=| 1 1 3
011 1 2 1 1 -1 0

2.8. Tipos de matrices

Podemos clasificar las matrices cuadradas segin:
1. La disposicion de sus elementos

a
b

) Matrices triangulares.
)
¢) Matrices simétricas.

Matrices diagonales.

d

Matrices antisimétricas.
2. Su comportamiento ante algunas operaciones

a
b
c

d

Matrices ortogonales.
Matrices idempotentes.

Matrices nilpotentes.

)
)
)
)

Matrices unipotentes.
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2.8.1. Matrices triangulares superiores

La matriz A = (a;j) es triangular superior si todos los elementos de A situados por debajo-de
la diagonal principal son nulos, es decir

a;; = 0 para todoi¢ > jconi,j=1,...,n
1 2 3 4
. 0 0 6 7
Como ejemplo tenemos A = 008 9
00 01

2.8.2. Matrices triangulares inferiores

La matriz A = (a;;) es triangular inferior si todos los elementos de A situados por encima-de
la diagonal principal son nulos, es decir

a;; = 0 para todoi < jconi,j=1,...,n
10 00
. 20 00
Como ejemplo tenemos A = 368 0
4 7 9 1

2.8.3. DMatrices diagonales

La matriz A = (a;j) es diagonal si es triangular superior e inferior, es decir

a;; =0 paratodoi# jconi,j=1,...,n

1 00 0 0 O
Como ejemplos tenemos A= 0 1 0 | yA4A,=] 0 -1 0
0 01 0 0 1
2.8.4. Matrices simétricas
La matriz A = (a;j) es simétrica si para todo ¢ = 1,...,n la fila i-ésima y la columna i-ésima
son iguales, es decir
a;; = aj; para todo i,7 =1,...,n
100 1 2 3
Como ejemplo tenemos Ay = 0 1 0 | yAs=| 2 0 6 | que son simétricas respecto de-la
0 01 3 6 8

diagonal principal.

2.8.5. Matrices antisimétricas

La matriz A = (a;j) es antisimétrica si

a;; = —aj; para todoi,j =1,...,n
Asi tenemos que los elementos de la diagonal a;; son todos nulos ya que a;; = —a;; y entonces2a;; < 0
implica que a; = 0.
0o -2 1 0 00
Como ejemplo tenemos A; = 2 0 -3 |ydAd=(000
-1 3 0 0 00



2.8.6. Matrices ortogonales

La matriz A es ortogonal si la matriz A transpuesta de A (que también se denota como A~y
es la que resulta de cambiar filas por columnas) es la inversa de A, es decir, que

At _ A*l
En este caso los vectores columna de A son ortogonales dos a dos y de médulo igual a 1.
100 1 =5
Ejemplosson A1 =] 0 1 0 y Ag = § % 0
0 01 0 0 -1

2.8.7. Matrices idempotentes

La matriz A es idempotente si se verifica que

A=A
1 00 2 1
Ejemplos de este tiposon A;j=| 0 1 0 | y Ay = < 3 3 >
0 01 3 3
A veces, también se dice que una matriz A es idempotente si existe k£ € N tal que & > 1 _que

verifica que AF = A.
2.8.8. Matrices nilpotentes
La matriz A es nilpotente si se verifica que

A? = 0,, la matriz nula

0 00 9 _4
Ejemplos de este tiposon Ay = 0 0 0 | y Ay = ( 1 9 >
0 00

A veces, también se dice que una matriz A es nilpotente si existe k € N tal que k& > 1 que verifiea
k
que A" = 0,.

2.8.9. Matrices unipotentes

La matriz A es unipotente si se verifica que

A? = I, la matriz identidad

1 0 0 NG
Ejemplos de este tiposon Ay = 0 1 0 | y Ay = \% %/i
0 01 2 T2

A veces, también se dice que una matriz A es nilpotente si existe k € N tal que k > 1 que-wverifica
k
que A% = I,.

Ejercicio 99 Clasificar las siguientes matrices segun las categorias anteriores.
2 3 4

0 1 1 00
A = 1 0 A2:< > As=1 0 1 0
0 01

0
1 0 0 0
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Capitulo 3

Traza y determinante de una matriz

3.1. Introduccion

Hemos visto que rg (A) es un nimero asociado a la matriz A. Este nimero nos da informacién
sobre las columnas (o filas) linealmente independientes. Nos da cuenta de la informacién valiosa y-de
la cantidad de la informacién redundante.

Existen otras funciones asociadas a las matrices que nos dan informacién sobre su invertibilidad,
etc.

3.2. Traza de una matriz

Definicién 100 Dada una matriz cuadrada A de orden n x n, se define la traza de A, como el valor
de la suma de todos los elementos de la diagonal principal de A. Se denota como tr (A). Asi pues

tr (A) = Zn: (0773
=1

1 2 0 9 4
Ejemplo 101 Sean A= -1 3 0 y B = < 10 ) entonces se tiene que
1 1 =2

tr(A)=143-2=2 Yy tr(B)=2+0
Proposicion 102 1. Sean A, B matrices cuadradas de orden n X n, y sea a € R, entonces
tr(A+ B) =tr (A) +tr(B)
tr (aA) =a-tr(A)
2. Sean A, B matrices de drdenes m X n y n X m respectivamente, entonces
tr (AB) = tr (BA)
Observacién 103 1. La aplicacion entre espacios vectoriales
tr: Muxn — R
virtud de la propiedad 1 anterior.

2. En general, no es cierto que
tr (AB) =tr (A) - tr (B)



3.3. Determinante de una matriz

Definiciéon 104 Dada una matriz A de orden n x n, el determinante de A es la suma de los-n!
productos con signo de n factores que se obtienen considerando los elementos de A de forma que eada
producto tenga un elemento y sélo uno de cada fila y cada columna de A. Lo denotaremos como [A]

o det (4).
Analiticamente '
n:
A=) (=1)™ ayj,ag, - - - an,
k=1
donde {j1,...,jn} es una de las n! permutaciones de los elementos del conjunto {1,2,...,n} y $j_es
el numero de transposiciones o “cambios’necesarios para reordenar la permutacion {ji,...,Jjn} en-el
orden de {1,2,...,n}.
Observacién 105 1. A partir de la definicion tenemos inmediatamente que
0| =0
y ademds
‘In‘ =1

2. FEsta definicion no es la mds operativa, pero encontraremos formulas y propiedades para calcular
los determinantes de las matrices sin necesidad de construir cada vez la formula adecuada.
3.3.1. Calculo de determinantes

Matriz de orden 1 Si A = (a11) € M1 entonces el cdlculo del determinante es trivial ya que

|A] = a1

Matriz de orden 2 Dada A = < ZH 212 > € Msys y aplicando la definicién anterior tenemos
21 (22
que

|A| = (=1)°" a1j, azj, + (—=1)* @y, azi,

Para encontrar la férmula debemos identificar las permutaciones {j1,j2} y {i1,42} asi como-los
valores de s1 y So.

Las unicas permutaciones de {1,2} son {1,2} y {2,1}, por lo tanto, elegimos

{1,523 = {1,2} {i1,i2} = {2,1}

luego
S1 = 0 S9 — 1

Asi pues la férmula quedara
1Al = (-1)% ar1az + (—1)" arzaz

y entonces

‘ |A| = ar1asz — a12a21 ‘
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Ao 11 91 91

Ay, s Ay

|A| = U1y, —dppdy,

1 2
Ejemplo 106 Sea A = < 4 _3 > entonces |[A| =1-(=3) —2-4=—11.
a1l a2 a3
Matriz de orden 3 Calculemos el determinante de A = as1 Q99 a93

az1 as2 as3

Las permutaciones de {1, 2,3} son las siguientes:

Permutacién  Indice Término
{1, 2, 3} =51 =0 = +aji1a20a33
{3, 2, 1} = so =1 = —ajzaas
{1,3, 2} =s3=1 = —ajia23a32
{3, 1, 2} =S4 =2 = 4a13a21032
{2, 3, 1} = S5 =2 = +a12a23a031
{2, 1, 3} = s =1 = —ajoasass

Por lo tanto, la férmula del determinante de A es

|A| = ai1a22a33 + a13a21a32 + a12a23031 —

—a13a22a31 — 411023032 — 112021033

Esta formula se puede recordar mediante la regla de Sarrus:

‘A‘ = 0y10y, 03 +0,30,,03, + 31,0305, —

— 305,03 — A1 AyzUzy — Ay505U33
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1 3 0
Ejemplo 107 Sea A=| 2 -1 -2 entonces tenemos que
4 5 =3

[Al=1-(-1)-(-3)+2-5-0+3-(-2)-4—
—0-(-1)-4—-1-(-2)-5—-(-3)-2-3=
=3+0-24-04104+18=7
Observacion 108 Si A es de orden 8 entonces agrupando algunos términos tenemos que
|A| = a11a22a33 + ai3az1a32 + aizazas; —

—a13G22a31 — 110230432 — Q12021033 =
= a1l (a22a33 - a23a32) — 12 (a21a33 - a23a31) +
+a13 (ag1a32 — agaszy) =

a1 Q22
azr as2

a1 Q23
azy ass

G2 Q23

+ a3
az2 as3

= a1 — a2

donde estos determinantes son las partes de A que resultan de eliminar la fila y la columna corres-
pondiente al elemento que los acompana multiplicindolos.

Definicién 109 Dada una matriz A = (a;j) € Muxn

1. Se denomina menor complementario del elemento a;; de A para cada i,j = 1,2, n-al
determinante de la matriz M;; de orden n — 1 que resulta de A al eliminar la fila i-ésima y-la
columna j-€sima, es decir

a1l ce a1,5—-1 a1,5+1 ce Q1n
’Mi A’ _ | -1 Gi-15-1 Gi-1g+41 0 il
J 411 0 QAi41,5-1 Qi1 541 0 Gigpln
an,1 tee Ap, -1 Qn,j+1 ce Ann
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2. El adjunto o cofactor del elemento a;; para cada i,j =1,...,n que se denota como Ay
se define como

Aij = (—1)"™ | My

Una manera de recordar los signos de los adjuntos ( (—1)""7) es mediante la siguiente matriz
de signos

Observacion 110 Segun las definiciones anteriores, la expresion de |A| queda como
|A] = a11A11 + a1z + a13A13

aunque operando se puede ver que
|A] = a12A12 + aza A2z + azzAzz

En general podemos desarrollar el determinante de una matriz mediante la suma de los productos—de
los elementos de una fila (o columna) por sus respectivos adjuntos. Asi si A es una matriz de orden
n se tiene que para cualquier k=1,...,n

Al = arAg; (por filas)
j=1

o de igual forma

n
|A|l = Z ai Ak (por columnas)
i=1

De esta manera, mediante el desarrollo por adjuntos, el problema de calcular el determinante de una
matriz A de orden n se reduce a calcular n determinantes de orden n — 1.

Incluso se puede reiterar el proceso hasta reducirlo al cdlculo de determinantes de orden 2 o 3-de
los que ya conocemos su féormula.

1 2 0 9
. 2 3 4 6
Ejemplo 111 Sea A = 1 6 o0 -1 |’ entonces desarrollando por la sequnda fila tenemos gue
0 -5 0 8
2 0 9 1 0 9
|[Aj=2-(-1)] 6 0 —1|+3-(1)}|1 0 -1 |+
-5 0 8 0 0 8
1 2 9 1 2 0
+4-(-1)|1 6 —-1|+6-()|1 6 0=
0 -5 8 0 -5 0

=-2.043-0—4-(—18)+6-0="12

También podemos desarrollar por la tercera columna que es la que mds ceros tiene, asi
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2 3
1 6
0 -5
1 2
2 3
0 -5

3.3.2. Propiedades de los determinantes

1. Sea A € Myyn v AT su matriz transpuesta, entonces

ai a12 a1n
2. a1 —|— bjl a2 —|— bj2 Tt Qg + bjn
anl an2 Ann
ail
3. Para todo A € R se tiene que )\C.le
Gnl

4. Sea A € My« v A € R, entonces

ai; aig - Aln
az; aa - a2n
) i =0
0 0 0
Gpl Qp2 -+ Gpp
ail ai2 e Aln
il a;2 e Qin
6. : =-
CL]1 ajz a]n
Gpl An,j4+1 " Anp

a1

;1

Gnl

4] = 47)
ailp a2
= | aj1 G52
a;Ll an2
a12 A1n
)\de )\ajn
an?2 Qnn
AA| = A" |4]
a12 Q1n
a;z a]n
a2 a;n
Qn j+1 Gnn
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Aln

Gnl

ailp a2

A2

Aln

ann

Aln




ail ai2 T QA1n

aj1 aj2 Oy
T : :o =0

)\ajl )\ajg s )\ajn

apl  QAng+1 °°  OAnn

8. Si en una matriz A € My, xn, a una de sus filas (respectivamente columnas) se le suma una
combinacién lineal de las filas (respectivamente columnas) restantes, el determinante resultaite
también es |A|.

9. Sean A, B € M, entonces |AB| = |A]||B|.

10. Sean A € M« vy k € N, con k # 0, entonces |Ak‘ = ]A\k

11. Sea A € M, «, no singular, entonces ‘A_1| = —.

Al

12. La suma de productos de los elementos de una fila (respectivamente columna) de una matriz
A € My« por los adjuntos de otra fila (respectivamente columna) diferente, es igual a 0;-es

n
decir ) ajjAr; = 0 para todo i,k =1,...,n con k # i.
j=1

3.3.3. Rango de una matriz

Hemos visto el rango de una matriz como el nimero de vectores columna (o fila) linealmente
independientes.
Vamos a utilizar el determinante para calcular el rango de una matriz.

Definiciéon 112 Diremos que S es una submatriz S de la matriz A si S resulta de eliminar-un
nimero de filas y columnas enteras de A.

Ejemplo 113 Si A es la siguiente matriz

aix ai2 a3 aiq4 ais
A= a1 G2 G23 Q24 425
a3y az2 azz aszq4 ass
aq1 Q42 Q43 Q44 Q45

eliminando, por ejemplo, las columnas tercera y quinta, y las filas seqgunda y tercera, obtememos la

submatriz
ail a2 a4
S:
a41 Q42 Q44

de la matriz A.
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Teorema 114 Dada una matriz A € Myxn, se verifica que rg(A) = k si y sdlo si existe una
submatriz A € Mpxk tal que |Ax| # 0 y cualquier submatriz S de A de orden mayor que k es tal
que |S| = 0.

Corolario 115 Dada una matriz A € Myxn, entonces rg (A) < n siy sdlo si |A| =0, o equivalen-
temente, g (A) =n si y solo si |A] # 0.

Corolario 116 Dada una matriz A € My,xn, entonces rg(A) =k si y sdlo si tiene exactamente k
filas linealmente independientes y k columnas linealmente independientes.

1 0 1
Ejemplo 117 Si A= | 3 2 —1 | entonces |A] =2 # 0 y por tanto rg (A) = 3.
1 1 0
12 0 1 4
Ejemplo 118 SiA=[ 0 1 -1 2 5 |, comorg(A) <3 por tener 3 filas, si encontramos una
40 1 00O
submatriz de orden 3 x 3 con determinante distinto de 0 entonces rg (A) = 3.
1 21 9 1
AsiAg=1| 0 1 2 | estal que ]Ag\:4-‘ 1 9 ‘:127&0. Por lo tanto rg (A) = 3.
4 0 0
0010
. , 0101 . .
Ejemplo 119 Si A = 1001l entonces rg(A) < 4. Veamos a ver si se verifica: que
01 01
rg (A) = 4. Para ello calculamos |A|, asi desarrollando por la primera columna
010
Al=1-|1 0 1|=0
1 01

por tanto tenemos que A no tiene rango completo y asi rg(A) < 4.
Buscamos alguna submatriz de orden 3 x 3 (hay 16) tal que su determinante sea distinto de-0.
Hay submatrices, como por ejemplo A4 y Ays, tales que

010 0 01
Ayu=11 0 0]=0 Aiz={0 1 0|=0
010 010
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pero podemos encontrar una submatriz Ay tal que

0
|Aga| =1 0 -1#0
1

o= o
oo~
Il

por lo tanto rg (A) = 3.

3.3.4. Calculo de la inversa de una matriz

Vimos que si A € M,,x,, tal que rg (A) < n entonces no existe A~!, y al contrario, si rg (A).=n
entonces existe la inversa A~!.
Por lo tanto,

si |A| # 0 entonces existe A~1

si |A| = 0 entonces no existe A~1

Consideramos la matriz A = (a;;) € Myxp tal que |A| # 0 y construimos la matriz adjunta,
que es la formada por los adjuntos de los elementos de A:

An A - A
adj(ay = | Ao A
A A o Au,
Consideramos entonces el producto
'n ayiAy an a1 Ani
gy | -
_il aniAin - il aniAn;

n n
y como Y aj;Aj;; = |A| para todo j = 1,...,ny, por la propiedad 12 anterior, ) a;j;A, = 0 para
i=1 i=1
k# jcon j,k=1,...,n, entonces
Al - 0
A-(Adj (A" = . | =AM,
0 - |4

por lo tanto se tiene que

1 T
A-— (Adj (AN =1,
‘A,( (A))
y asi
1
Al = — (Adj (A)T
|A|( (A))

Observacion 120 Tengamos en cuenta las siguientes observaciones:

1. Cuando la matriz A es de orden grande, esta forma de calcularlo es muy laboriosa.
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2. Se verifica que
(Adj (A))" = Adj (AT)

4 1 -1
Ejemplo 121 Queremos calcular la matriz inversa de A= | 0 3 2 . Calculamos primero=el
3 0 7

determinante: |A| = 99.
Ahora calculamos los adjuntos de la matriz A:

3 2 0 2 0 3
1 -1 4 -1 4 1
A21:—‘0 2 ':_7 AQQ:‘?) 2 ':31 A23__'3 0‘:3
1 -1 4 -1 4 1
A31:‘3 9 ‘:5 A32:—‘O 9 ‘:—8 Agg—‘o 3‘:12
Luego,
21 6 -9
Adj(A)=1| -7 31 3
5 -8 12
y por tanto
21 =7 5
(Adj (AT = 6 31 -8
-9 3 12
por lo que se tiene que
1 1 21 =7 5
Al = 7 (Adj (ANT = ol 6 81 -8
= 9 3 12
Ejemplo 122 Calcular el determinante de la matriz
0 1.0 10
-1 A 0 0 O
A= 0 0 h 0O O
-1 0 0 h O
0 0 0 0 A
Vamos a utilizar las propiedades de los determinantes, asi
0 1 0 1 0
-1 A 0 0 O _01 }1L 8 (1) 0 1 1
00h00:h00h0:h-h—1h0:
-1 0 0 h O 100 h -1 0 h
0 0 0 0 h
0 1 1 11
=h* 0 h —h :hQ-(—l)' P ‘:—hQ-(—Qh):Qh?’
-1 0 h

donde en la primera igualdad hemos desarrollado por la 5* fila, en la sequnda igualdad por la-3* fila,
en la tercera igualdad hemos cambiado la 2° fila por la combinacion lineal 2* fila - 3* fila, 1y en-la
cuarta desigualdad hemos desarrollado por la 1% columna.
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Ejemplo 123 Consirerar el conjunto S = {(1,1,0),(3,a,2),(0,—1,a)}. sPara que valor de o &R
es linealmente independiente S ?
Esto es equivalente a decir preguntarse cudndo se cumple que

1 3 0
1 a« =1 |#0
0 2 «
Por lo tanto, como
1 3 0
I a -1 |=a*>-3a+2
0 2 «

veamos cuando se cumple que
a?—3a+2=0

por lo que
a=1 vy a=2

y asi el conjunto S es linealmente independiente para todo o € R\ {1,2}.
Ejemplo 124 Dado el subespacio
W = {(xl,xg,mg,m) ER* 2y + 1y = xg}

estudiar si
Sl = {(0?05 0’ 1) ) (Oa 1, 15 1) ) (_1, 15 0, 1)}

Sz ={(2,1,3,4),(1,0,1,0),(1,1,2,4)}

son sistemas generadores de W.

Como dim W = 3 ya que estd descrito por una ecuacion, entonces necesitamos al menos 3 vectores
para generar W, ya que las bases de W tienen 8 vectores.

Todos los vectores de S1 y So pertenecen a W ya que verifican la ecuacion

T+ 22 = T3

(ejercicio: comprobarlo), y por lo tanto sdlo necesitamos ver si los vectores de S1 y los vectores de-So
son linealmente independientes. Para ello estudiamos el rango de las matrices

00 —1 2 11
01 1 1 0 1
A=10o1 o N EEE
11 1 4 0 4
0 0 —1 0 0 —1
Para Ay encontramos la submatriz | 0 1 0 que verifica que | 0 1 0 | =1 % 04 por-lo
11 1 11 1
tanto rg (As) = 3 y asi deducimos que Sy es un sistema de generadores.
Por otro lado, para As las cuatro submatrices de orden 3 X 3
2 11 2 11 2 11 1 01
1011, 10 11, 31 21, 3 1 2
31 2 4 0 4 4 0 4 4 0 4

tienen determinante igual a 0 (ejercicio: comprobarlo) y como existe una submatriz de ordem 2 x 2,

. 2 1 .
por ejemplo 1 0 > con determinante no nulo, entonces rg(As) = 2 y por tanto Sy wmo es-un

sistema generador de W ya que uno de sus vectores es combinacion lineal de los otros dos.
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a 1 2
Ejemplo 125 ;Para qué valores de a € R es invertible la matriz A= | 2 a 2 |?
1 a1
Tenemos que buscar los valores de a € R tales que rg (A) = 3, es decir, tales que |A] # 0.
Como
|A| = a* + 4a+2 — 2a — 2a® — 2 = 2a — a?
entonces

Al =0

implica que|a =0] o|a=2]y en ese caso se tiene que rg(A) < 3. Por lo tanto, podemos concluir
que A es invertible si y solo si

‘a#O‘o‘a#Q‘
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Capitulo 4

Sistemas lineales

4.1. Sistemas lineales

Definiciéon 126 Un sistema es un conjunto de relaciones entre un conjunto de cantidades desco-
nocidas. A estas cantidades desconocidas las llamaremos incégnitas. Cuando estas relaciones son
lineales entre las incognitas, diremos que el sistema de ecuaciones es lineal. La forma general detun

sistema lineal serd:
a11°1 + a1axe + - + ATy = by

a21T1 + a22%2 + - - + Aop Ty = b

Am1T1 + Am2aZ2 + - - + ApnTy = by,
donde

a;j son los coeficientes
x; son las incégnitas
b; son los términos independientes

Si utilizamos la notacion matricial el sistema se puede escribir como

air 0 Glp 1 b1

Gm1 **° OGmn T, bm
o bien
Az =0

donde
A = (a;j) € Muyxn es la matriz de coeficientes

T € R™ es el vector de variables o incognitas
b € R™ es el vector de términos independientes

A la matriz A € My (nt1) formada por A y el vector columna b de términos independientes de-la

forma:
aip -+ a | b

A= (Alb) =
m1 " Amn bm

se le llama matriz ampliada del sistema.

r1+x2 + 23 =3
1 —8xo+Tx3=2>5

11 1 Y /3
1 -8 7 2= s
x3
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y su matriz ampliada es

. _ t2r) + 2ty =1+s
Ejemplo 128 FEl sistema { ety — (s — t)2 2y =0

<;-433f><£>:<138)

« t2 2t 1+s
A= ')

Definicion 129 Sea Az = b un sistema de ecuaciones lineales.

. . 1 y;
es lineal en las variables Y SU eTpresion
Z2

matricial es

y su matriz ampliada es

1. Se dice que el sistema es homogéneo si b =0 c R™.
2. Se dice que el sistema es no homogéneo si b #0 € R™.

3. El sistema homogéneo asociado al sistema AT = b es el sistema
Az =0
independientemente del valor de b.

Definiciéon 130 Dado el sistema lineal AT = b, se dice que un vector x* € R" es solucién del
mismo si y solo si se verifican las m ecuaciones, es decir

Az* =b

T1+5x9 =6

¢
35[?1 —25[72 =3

—4
Ejemplo 131 ;FEl vector < il > = < 9 ) es solucion del sistema {
2

Para averiguarlo basta con sustituir el vector en el sistema, asi

{(—) 5(2)=6 v
3(—4)—2(2) #3 x

y como no se verifican las 2 ecuaciones entonces < 9

) no es solucion del sistema.

Ejemplo 132 Averiguar si el vector (1,1,1) es una solucion del sistema

r+y+z=3
2r—y+3z2=4
2 —z=1
Sustituimos en forma matricial, por tanto
1 1 1 1 3 v
2 -1 3 1 = 4 v
0o 2 -1 1 1 v

y se verifican las 3 ecuaciones, por lo tanto si es solucion del sistema.
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4.2. Tipos de sistemas

Definicién 133 Sea AZ = b un sistema de ecuaciones lineales tal que A € Mpyn, T € R yb € R™,
Diremos que el sistema es:

1. Incompatible: si no tiene solucion.

2. Compatible: si tiene solucion.

a) Compatible determinado: si la solucion es inica.

b) Compatible indeterminado: si existe mds de una solucion.

4.2.1. Interpretacion geométrica de los sistemas lineales

Si representamos todas las ecuaciones, su interseccién serd la solucion del sistema.
Vedmoslo mediante ejemplos en R?:

20 +4y =4
rz+2y==6
lelas y no tienen puntos comunes. Luego el sistema es incompatible.

Consideremos el sistema { . Este no tiene solucién porque lo forman 2 rectas para-

— ey =4
e X+2y'=5

20 +4y =4
r+2y=2
son coincidentes y todos sus puntos son comunes. El sistema es compatible indeterminado.

Modifiquemos el sistema como { . Ahora tiene infinitas soluciones porque las rectas

28n
— v y=4

3 — 40y
A

1 -
05k

0
051

AF
151

2 L L I L )

2 1 i] 1 2 3 4 B
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20 +4y =4
r—2y=1
cortan en un punto. Por lo que el sistema es compatible determinado.

Si ahora el sistema es { , entonces tiene una tunica soluciéon ya que las rectas-se

250
—ydy=4
2 ]
181
1
05
o
-0.5
-1
-1.8
2 L . I . . )
-2 1 0 1 2 3 4 Lt

En el caso de sistemas con tres incégnitas, las ecuaciones en R? representan planos en el espaéio,
por lo que la posicién relativa entre planos en R3 contempla més casos distintos que los de las rectas
2
en R-.

4.3. Planteamiento de sistemas lineales

Dado un problema, serd necesario identificar las cantidades desconocidas (variables) y las rela-
ciones entre ellas (ecuaciones) para poder resolverlo.

Ejemplo 134 Una fdbrica de cerdamica fabrica floreros y jarrones. Para cada florero y cada jarrén
utiliza una cantidad fija de material. Cada artesano invierte 8 minutos en la produccion de un florero
y 2 minutos en la de un jarron. El material del florero cuesta 0°25 € y el material del jarrén cuesta
0°20 € ;Cudntas piezas de cada tipo puede hacer un artesano en una jornada de 8 horas si se gastan
48 € en materiales?

Las cantidades que queremos calcular son el nimero de floreros y jarrones que pueden hacerse-en
las 8 horas de trabajo de cada artesano. Por lo tanto las incognitas serdn:

x1 el nimero de floreros xo el numero de jarrones
Los datos que tenemos son:

Se invierten 8 minutos por florero.
Se invierten 2 minutos por jarron.
Se gastan 0°25 €por florero en material.
Se gastan 0°20 €por jarron en material.
Cada artesano trabaja 8 horas (= 480 minutos).
Cada artesano utiliza 43 €en material.

Por lo tanto las ecuaciones que se pueden plantear son:

321 + 229 = 480 —  tiempo (en minutos)
02521 + 0'20z9 = 43 —  dinero del material

Ejercicio 135 Plantear el siguiente problema:

Se sabe que a una fiesta van a acudir 60 personas, los organizadores han comprado 100 regalos-de
manera que los hombres recibirdn un regalo y las mujeres 3. ;Cudntos hombres y mujeres acudirdn
a la fiesta?
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4.4. Sistemas equivalentes

Definicion 136 Dos sistemas de ecuaciones lineales compatibles son equivalentes si y solo si tienen
el mismo conjunto de soluciones.

Proposicién 137 Sea el sistema lineal compatible AT = b con A € Mpxn, T € R* y b € R,
entonces se verifica que este sistema es equivalente a

BAz = Bb
donde B es cualquier matriz no singular de orden m X n.
Observaciéon 138 Esto implica que las operaciones que nos dan lugar a sistemas equivalentes son:
1. Permutar 2 ecuaciones.

2. Multiplicar una ecuacion por un escalar no nulo.

3. Sustituir una ecuacion cualquiera por la suma de ella misma con una combinacion lineal declas
restantes.

Ejemplo 139 Los sistemas

ix++yy_+zz_:46 y { b2y 2 8
3z + 2y = 10 v 42y =10

son equivalentes ya que sus soluciones son:
{(2-20,243a,a) : a € R}

Ejemplo 140 En el sistema AZ = b dado por

—2y+22=0
rT+3y —2z2=2
T+y=2

podemos observar que la 2% ecuacion es igual o la 3* menos la 1%, es decir
1% ec. + 2% ec. -8 ec. =0

por lo tanto si

entonces como B es no singular entonces BAZ = Bb, esto es

1 0 0 0 -2 2 T 1 0 O 0
11 -1 1 3 =2 y |=111 -1 2
00 1 1 1 0 z 00 1 2

0 —2 2 T 0

0 0 0O y | =120

1 1 0 z 2

por lo que el sistema original es equivalente a

—2y+22=0
T+y=2
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4.5. Existencia de soluciones. Teorema de Rouché-Frobenius

Hemos visto ejemplos de sistemas con solucién tunica, infinitas soluciones y sin solucién. ;Es
posible saber cudntas soluciones va a tener un sistema sin necesidad de resolverlo?

Teorema 141 (Rouché-Frébenius - Version 1) Dado un sistema lineal con m ecuaciones y.n
mcognitas
Az =0
con A € Myxn, T€R™ ybeR™ donde la matriz ampliada es
A= (AlB) € Mypuuiy

entonces se verifica que:

1. El sistema es incompatible si y sdlo si rg(A) #rg (/Nl)

2. El sistema es compatible si y sélo sirg(A) =rg ~>.

a) Compatible determinado si y sélo sirg(A) =rg (/Nl) =n.
b) Compatible indeterminado si y sdlo si rg(A) =rg </~1> <n.

Ejemplo 142 FEn el siguiente sistema, determinar la compatibilidad segun los distintos valores-de
a€eR
ar —2y+z=1
r+ay+2z=a
r+z=1

Tendremos que estudiar los rg (A) y rg <[1> siendo

a —2 1 a =2 1|1
A=11 a 2 y A= 1 a 2| a
1 0 1 1 0 1]1
Calculamos entonces |A|, asi
a —2 1
Al=|1 a 2|=d*-a-2
1 0 1

entonces si |A] =0 se tiene que rg (A) < 3.
Asia® —a —2 =0 implica que a =2 0 a = —1, y en este caso como encontramos una submatriz
de A de orden 2 x 2 con determinante no nulo
1 2
=-1
B

entonces tenemos que rg (A) = 2.

~ 1 2
Para calcular rg (A> completamos la matriz < 11 ) con la que hemos obtenido que rg (A) =2,

con una fila y una columna de A para ver si la submatriz 3 x 3 asi resultante tiene detérfninante
no nulo. Por tanto, anadimos los elementos de la primera fila y la cuarta columna, con lo-quelsu
determinante queda:

a —2 1
1 a al=da>—3a+2
1 0 1
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que se anula cona =2 o a = 1.
Por lo tanto, resumiendo

rg(A) =3 si a72 ~
gy = a# -1 rg (A :332'
rg(A) =2 si a=2 rg A :232

entonces

2=rg(A) #rg (fl) =3 s = Incompatible
rg(A) =rg (fl) =2 s = Comp. Indeterminado
rg(A) =rg (fl) =3 si ‘ a # —1‘ y ‘ a # 2‘ = Comp. Determinado

Observacién 143 Cualquier sistema homogéneo AT = 0 es siempre compatible ya que
A= (A]0)
Y ast
rg(A) =rg (fl)
La solucion es siempre solucion del sistema homogéneo, aunque si rg(A) = rg <[1> <.n
entonces existen mds soluciones. A la solucion la llamaremos solucion trivial.

Teorema 144 (Rouché-Frébenius - Version 2) Dado un sistema lineal con m ecuaciones “-n
mcognitas

AZ =b

supuesto que f es la aplicacion lineal
f:R" - R™

que tiene a A como matriz asociada respecto de las bases candnicas, se verifica que:
1. El sistema es incompatible si y sélo si b ¢ Im (f).

2. El sistema es compatible si y solo si b € Im (f).

a) Compatible determinado si y solo si dim (Im (f)) = n.
b) Compatible indeterminado si y sélo si dim (Im (f)) < n.

Ejemplo 145 Consideremos el siguiente sistema

r+y+z=1
rT—y+2z=2
r+3y=>5
que tiene matrices
1 1 1 1 1 1)1
A= 1 -1 2 Y A= 1 -1 2| 2
1 3 0 1 3 05

La aplicacion lineal f : R? — R3 que tiene a A como matriz asociada respecto de la base canénica-es

f(a:,y,z):(:U+y+z,x—y+2z,x+3y)
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y su imagen, por lo tanto es
Im (f)=L{(1,1,1),(1,-1,3),(1,2,0)} = £{(1,1,1),(1,2,0)}
y su expresion analitica se calcula como

(U1,UQ,U3) :Oé(l,l,l) +ﬁ(1a2’0) = (Oé—|—5,0[—|—25,0[)

ast
up =a+ 3
us = a+ 20
us =«

entonces podemos eliminar los pardmetros «, B y queda

‘UQ:2U1—U3‘

por lo que

Asi, como el vector b = (1,2,5) no verifica la ecuacion de la imagen, entonces
b=(1,2,5) ¢ Im (f)
por lo que el sistema es incompatible.

Ejemplo 146 FEstudiemos el sistema

Tr—3y—32=17
2c+4y+2=0

—2y—z=2
Sus matrices son
7 -3 -3 . 7T -3 =37
A= 2 4 1 Y A= 2 4 1 0
0 -2 -1 0o -2 -1 2

Si f:R3 = R3 es la aplicacion lineal que tiene a A como matriz asociada respecto de la base candniea
Yy como

rg (A) = dim (Im (f)) = 3

entonces se tiene que

Im (f) = R

y entonces como b= (7,0,2) € Im (f) tenemos que el sistema es compatible determinado.

4.6. Propiedades de las soluciones de un sistema de ecuaciones'li-
neales

Proposicion 147 Dado el sistema de ecuaciones homogéneo

aixy + -+ aipxr, =0

U171+ + ATy =0

se verifica que
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1. El conjunto de soluciones S es un subespacio vectorial de R™.
2. Si A es la matriz de coeficientes del sistema y rg(A) =r entonces dim (S) =n —r.
Observacion 148 Observemos que

1. Como S es un subespacio vectorial de R™, entonces la suma de soluciones y el producto por-un
escalar de una solucion es también una solucion.

2. La ecuacién dim (S) =n —r no es otra que
dim (ker (f)) = dim (R") — dim (Im (f))
ya que
S = ker(f)
rg(A) = dim (Im(f))

donde f es la aplicacion lineal asociada a la matriz de coeficientes del sistema respecto de tas
bases canonicas.

Ejemplo 149 Consideremos el sistema

z+3y+22=0
—x+5y+32=0
—3x+Ty+42=0

Su matriz de coeficientes es

7T -3 -3
A=\ 2 4 1
0 -2 -1
7T =3
Como |A] =0 y como o 4 |= 34 # 0 entonces

rg(A) =2

Por lo tanto

dim(S)=3-2=1
donde S es el espacio de soluciones del sistema. Se deja como ejercicio demostrar que S = L {(—1,+-5,8)}.

., Qué sucede cuando el sistema no es homogéneo?

Proposicion 150 Sea el sistema de ecuaciones lineales

Az =b [1]

y su sistema homogéneo asociado

Az =0 /2]

Si S es el conjunto de soluciones de [2], el sistema [1] es compatible y una de sus solueiones es
x* € R™ entonces el conjunto S* de soluciones del sistema [1] es

K
I

S ={z"}+S={weR":0v=2"4+u con u € S}
Observaciéon 151 Debemos tener en cueta que

1. En este caso S* no es un subespacio vectorial de R™ ya que la solucion trivial & = (0,.:~,0) no
pertenece a S*.

2. A la solucion x* se la llama solucion particular del sistema.
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4.6.1. Interpretacion geométrica

N iy

g

Ejemplo 152 FEstudiemos el sistema

—2y+22=0
r+3y —2z=2
T+y=2
Sus matrices son
0o -2 2 . 0o -2 2 0
A= 1 3 =2 Y A= 1 3 =212
1 1 0 1 1 0 2

y son tales que rg(A) =2 yrg (fl) =2, por lo que el sistema es compatible indeterminado.

Si S es el conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado

—2y+22=0
r+3y—2z=0
z+y=20

entonces

dim(S) =3—-rg(4) =1

Como la seqgunda ecuacion se puede obtener de la resta de la tercera menos la primera, entonces el
sistema homogéneo es equivalente a

—2y+22=0
z+y=0
y ast tenemos que
T=—y z=1y
por lo que si (x,y,z) €S entonces
('Iaya Z) = (_y’y,y) =Y (_L 1’ 1)

Y as? tenemos que
S = E{(_la 1? 1)} = {(—Oé,Oé,Oé) g R}

y como una solucion particular del sistema no homogéneo es
zr=(1,1,1)
entonces el conjunto de soluciones S* es

S =11L,1)+S={1-o,14+a,1+a):acR}
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4.7. Regla de Cramer
Si AZ = b es un sistema compatible determinado con A € M,,«n,, su solucién tnica sera
Tt =A""
Para este tipo de sistemas tenemos un método que ofrece la solucién de forma sencilla.

Proposicién 153 Dado el sistema de ecuaciones lineales AT = b con A € Mpxn y |A| # 0, entonces

se verifica que su unica solucion T* = (x¥,...,x}) viene dado por
= | Bil
A

donde B; es la matriz de orden n X n que se obtiene sustituyendo la columna i-ésima de A por el
vector b de términos independientes.

Ejemplo 154 FEl sistema

1 1 1 T 1
2 0 1 y | =10
1 -2 1 z 1
es compatible determinado ya que |A| = —3 # 0 y asi se tiene que rg(A) =3 =rg <f~1> Podemos
calcular su solucion como
= A=
11 1\ /1 - 1 3 1 -1
=12 0 1 0]= % 0 —3 0]=10
1 -2 1 1 s -1 2 1 2

Este cdlculo necesita bastante trabajo al tener que calcular la inversa.
Por la regla de Cramer tenemos que

1 1 1
0 0 1
. 1 -2 1 )
AT T
1 11
2 01
. 1 11 0
R
1 1 1
2 0 0
. 1 -2 1 5
BT T
y asi obtenemos también z* = (—1,0,2).
Ejemplo 155 FEl sistema
rT+z=2
2r4+3y+2=3

3x+3y+22=5

es compatible indeterminado con rango 2 (jejercicio!).
¢Podemos utilizar la Regla de Cramer? jSI!
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Primero eliminamos las ecuaciones que pueden obtenerse mediante combinaciones lineales-de
otras y pasamos el mismo ndmero de incognitas al término independiente. En este caso eliminamos
la 8% ecuacion y pasamos la incognita z al termino independiente, asi

r=2—-z
20 +3y=3—=2
es compatible determinado, aunque su solucion (x,y) dependerd del valor de z. Por tanto, por la regla
de Cramer tenemos que

3—z 3‘ 5 2 3—-=z
= — = — Z = =
Y 10
2 3

z—1
3

‘2—2«0 ‘1 2—z

1 0
2 3

Por lo que la solucion del sistema completo es

—1 —1
S:{(x,y,z)€R3:x:2—z,y:Z3 }:{<2—Q,QT,@> :aER}

4.8. Meétodo de Gauss-Jordan

Ya vimos como utilizar el método de Gauss-Jordan para calcular la inversa de una matriz.
A continuacién vamos a adaptarlo para encontrar la solucién del sistema de ecuaciones lineales
Az =b.

De nuevo tenemos ciertas operaciones validas:

1. Intercambiar ecaciones.

2. Multiplicar una ecuacién por un escalar.

3. Sumar una ecuacién a un muiltiplo de otra.

Buscaremos mediante este método unas transformaciones elementales
P,...,P

tales que
B=P.-----P-A

es una matriz triangular.
Asi, los tenemos la equivalencia entre los sistemas de matrices

(A|b) ~ (B| P --- P1b)

Ejemplo 156 Trataremos de resolver el sistema AZ = b de un ejemplo anterior dado por:

11 1 x 1
2 0 1 y | =10
1 -2 1 2 1

Hemos visto que rg (A) =rg ([1) =3, por lo que el sistema es compatible determinado.

Ast, buscamos transformaciones elementales para que el sistema sea equivalente a uno triangular

1¢ 1 111
2.1 —2¢ PA=[0 2 1|2
1 — 3¢ 03 010
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1¢ 11 1)1
2¢ PBPA=| 0 2 1|2
3:2¢-2.3% 0 0 316
y esta matriz representa al sistema
r+y+z=1
2+2=2
32=6

por lo que sustituyendo de atrds hacia adelante obtenemos la solucion
(x’ Y, Z) = (_1, Oa 2)

Ejemplo 157 De igual modo trataremos de resolver el sistema AT = b dado por:

101 x 2
2 31 y | =1 3
33 2 z 5

Ya vimos que rg (A) =rg (fl) =2, por lo que el sistema es compatible indeterminado. Asi,

1¢ 1 0 1 2
—2.1% 42 PA=10 3 -1 | -1
—3-1% 43 0 3 -1 |-1
1¢ 1 0 1 2
29 PhRPA=| 0 3 -1 | —1
-2 43¢ 00 O 0
y esta matriz representa al sistema
T+z=2
Jy—z=-1
por lo que pasando una variable al término independiente
r=2-—z
Jy=-14+=z

obtenemos la solucion

-1
(ﬂ:,y,z):<2—z, 3+Z,z>

Ejemplo 158 Vamos a tratar de resolver el siguiente sistema mediante el método de Gauss-Jordan:

r+y+z=1
r4+2y—z=1
2+ 3y =14

Compruebe rg (A) =2#3 =rg (/Nl) por lo que el sistema es incompatible. Ast,

10 11 1 |1
—19 4 2¢ PA=[01 —210
—2.104 3% 01 -2 |2

19 11 1 |1

20 PBPA=|01 -2 10
—2% 4 30 0 0 |2
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por lo que el sistema es equivalente a

r+y+z=1
y—22=0
0=2

que en vista de la dltima ecuacion es evidente que no tiene solucion.

Ejemplo 159 Vamos a estudiar la existencia de solucion del sistema

rT+y+z=3
r—y+z=1
2c+az=1»b

dependiendo de los parametros a y b. La matriz de coeficientes y la matriz ampliada son:

1 1 1 . 1 1 11 3
A= 1 -1 1 A= 1 -1 111
2 0 a 2 0 al| b

Como |A] = 4 — 2a entonces
Al =0<=a=2

por lo que rg(A) =3 =rg ([1) sia # 2,y asi el sistema serd compatible determinado si a # 2.

Por otro lado, si a = 2 tenemos que rg(A) = 2 ya que 1 1= —2 # 0. Para saber si,~en
este caso, el sistema tiene solucion tendremos que estudiar el rg <[1) Asi, completamos la submatriz
( 1 1 > con los elementos de la tercera fila y la cuarta columna de A, y como

1 1 3
1 -1 1|=8-2b
2 0 b

que se anula cuando b = 4, tenemos que si b # 4 entonces g (fl) =3, ystb =4 entoncesrg (fl) =2.
Resumiendo:

1. Sia # 2 y para todo b € R el sistema es compatible determinado ya que rg (A) =rg (/1) =3.
2. Sia=2yb=4 el sistema es compatible indeterminado ya que rg(A) =rg (fl) = 2.
3. Sia=2yb#4 el sistema es incompatible ya que rg(A) =2 yrg ([1) = 3.

Ejercicio 160 Resolver el sistema anterior para los casos compatibles, es decir para a # 2 y cualquier
beR, yparaa=2yb=4.
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Capitulo 5

Autovalores y autovectores.
Diagonalizaciéon de matrices

5.1. Introduccién
Supongamos que una aplicacién lineal f tiene a A € M, «, como matriz asociada respecto detlas

bases candnicas.
Si A fuese diagonal entonces si €; es el vector i-ésimo de la base candnica entonces

[ (&) = \i€;

y esto nos simplificaria el estudio de la aplicacién lineal f.

JExiste una base respecto de la que la matriz de f sea diagonal ?
Ejemplo 161 Consideremos la aplicacion f(x,y) = (y,4x) cuya matriz asociada respecto delas
b Snicas es Ao = 0 1

ases candnicas es Ac = |, |-
Observemos cudles son los transformados de la base B = {(1,2),(1,—2)}, en efecto
f(1,-2) = (=2,4)=-2-(1,-2)

vemos que se transforman en un multiplo suyo.
Entonces la matriz de la aplicacion f respecto de la base B serd la matriz diagonal

2 0
w=(0 %)

También se puede observar que los subespacios
Vi = £{(1,2)}
Vo = L£{(1,-2)}

son invariantes mediante f, es decir que
fhh) = n
fe) = Vo
Observacion 162 No siempre ezisten subespacios (propios) invariantes. Si consideramos das apli-
caciones lineales
go : R? 5 R?
s : R? 5 R?
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definidas como un giro de dngulo « alrededor del (0,0) y una simetria respecto de una recta. que
pasa por (0,0) respectivamente, entonces geométricamente se puede observar que go no tiene ningin
subespacio tnvariante y s deja invariante la recta de simetria y su perpendicular.

g,(u)

00

o

o angulo fijo

La aplicacion g, no deja ningin subespacio invariante (excepto {(0,0)} y R?).

$(U) «

_—

Recta de simetria u

La recta de simetria y su perpendicular son los unicos subespacios que quedan invariantes rediante
la aplicacién s (ademds de {(0,0)} y R?).

Vamos a buscar los subespacios invariantes de las aplicaciones lineales. Para ello tendremos” ue
buscar vectores v € V tales que f (v) sea proporcional a v, es decir:

Definiciéon 163 Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y f : V — V una aplicacion lineal.
Se dice que el escalar A € R es un autovalor o un valor propio de f si existe un vector v € V_con
U # Oy tal que

f(0) = v

A tal vector v € V le llamaremos autovector o vector propio asociado al autovalor A.
Observacion 164 Siv € V es un autovector de f asociado al autovalor \ entonces cualquier mailti-

plo de ¥ es también autovector asociado al mismo autovalor. En efecto, si « € R y si~h = at
entonces

F (@) = f (@) = f (7) = a (AD) = A (a¥) = Ad
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Observacion 165 Si ¥ € V es un autovector de f asociado al autovalor A € R entonces no existe
otro autovalor al que esté asociado, ya que si

f(0) = A y f(@0) = pv
entonces
Oy =f(0) = f(0) =M —p¥=(A—p)T

Por lo que (A — ) = 0 y asi tenemos que A = p, luego los dos autovalores coinciden.
Desde el punto de vista de la matriz de la aplicacién lineal tenemos la siguiente:

Proposiciéon 166 Sea f : V — V una aplicacion lineal con matriz A € M, «n respecto de la ‘base

B ={iy,...,u,} de V. Entonces se verifica que una condicién necesaria y suficiente para que X € R
sea una autovalor de f con autovector asociado U € V es que
AZ =\

donde T € R™ son las coordenadas de U respecto de B.

Ejemplo 167 Hemos visto que la aplicacion lineal f (x,y) = (y,4z) tiene como matriz asocigda
1
respecto de la base candnica a A = < 2 0 )
Si consideramos los vectores U1 = (1,2) y o = (1,—2), que tiene como coordenadas respecto-de
la base candnica Bg (Rg)

01 = (1,2) g, y U= (1,-2)p,
(10)(2), ()
2 Be

(1) (%), ==(%),

Beo B Beo
Si consideramos la base B = {v1,v2} = {(1,2),(1,—2)} entonces la matriz de f respecto a B es

2 0
=5 %)

y las coordenadas de U y Us respecto de la base B son

271:(1,0)3 Yy 172:(0,1)3

(5 %) (), =2(0),
(6 %) (v),==(),

1 a
2 b
vector U = (—2,1) sea un autovector asociado al autovalor A =5.

(£)(3)=()

~2+a=-10 _ | a=-8
—44+b=5 b=9

y entonces

Por tanto,

Ejemplo 168 Dada la matriz A = < ), vamos a calcular los valores de a,b € R padra que, el

esto implica que
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5.2. Calculo de autovalores y autovectores de una matriz.

Sea A € M, x, la matriz asociada a una aplicacién lineal f : R” — R" respecto de la base
candnica de R", entonces tenemos que

Proposicion 169 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. X es autovalor de A.

2. El sistema homogéneo (A — \I) ¥ = 0 es compatible indeterminado.
3. |[A=X|=0

Asi para calcular los autovalores tenemos la condicién 3.

Definiciéon 170 Dada una matriz A € Muxn, se denomina polinomio caracteristico de A-al
polinomio de grado n definido por
Py (A) = A=Al

siendo
P,(\)=0

la ecuacion caracteristica de la matriz A.

Observacién 171 1. Es claro que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico.

2. Si P, (N) = (A= XN)" Qn_r (\) donde Qn—, (\;) # 0 entonces se dice que X = \; es un autova-
lor maltiple con multiplicidad r.

3. Para el valor \*, todos las soluciones del sistema (A — XNI)Z = 0 son autovectores asociados
al autovalor A = \*.

2

Ejemplo 172 Dada A = ( 1 o

>, su polinomio caracteristico es

2—-A 1

PQ()\):\A—)\I]:‘ Loy

‘:)\2—4)\+3=()\—1)()\—3)

por lo que sus autovalores son ‘ A =1 ‘ Y ‘ Ao = 3‘ ya que son las raices de Py ().
Para calcular sus autovectores plantearemos los sistemas

(A-DNE=0 y (A-31)Z=0

L [ 2=X 1 zx\ (11 x\ (0
amne= (0 0) () -(0) ()= ()
z+y=0 —
{11020 ===
Por lo tanto, los autovectores asociados al autovalor Ay = 1 son de la forma
T = (x’ —CC)
Luego el subespacio invariante de autovectores asociados a A1 =1 es

V(1) = £{(1,-1)}
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Por otro lado,

L [ 2=X 1 zx\ (-1 1 zx\ (0
= (7, 0) ()= 4 ()= (0)
—r+y=20 —
{ sy =
Por lo tanto, los autovectores asociados al autovalor Ay = 3 son de la forma
U= (x,z)
Luego el subespacio invariante de autovectores asociados a Ao = 3 es

V(3)=L{(1,1)}

2 0 0
Ejemplo 173 Consideremos la matriz B=1 —1 -1 1 , su polinomio caracteristico es
3 0 -1
2-A 0 0
Ps(A)=|B=M|=| -1 —-1-x 1 = (2-XN(1+))?
3 0 —1-=A

por lo que sus autovalores son (simple) y (doble).

Calcularemos los autovalores de B resolviendo los sistemas
(B-2)Z=0 y (B+I)Z7=0

Calculamos ahora los autovectores asociados a A\ = 2:

0 0 0 x 0
(B—2Di=| -1 -3 1 y | =10
30 -3 2 0

3r—32=0

Ast, los autovectores asociados al autovalor A\ = 2 son de la forma
U= (z,0,x)
Luego el subespacio invariante de autovectores asociados a A\ = 2 es

V(Q) = ﬁ{(LO?l)}

Por otro lado, los asociados a Ao = —1 se calculan como
3 00 x 0
B+DHz=[ -1 0 1 y |=1{0
3 00 z 0

vy [z =2 =0]
z=x=0
—z4+2z=0 = 5
3 — 0 y libre

Ast, los autovectores asociados al autovalor Ao = —1 son de la forma
v =(0,y,0)
por lo que el subespacio invariante de autovectores asociados a Ao = —1 es

14 (_1) =L {(07 170)}
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Ejemplo 174 Un giro de dngulo g en R? tiene como matriz

s s
G:<cos§ —sen§>:<0 —1)
T LT
sen 5 COS 5 1 0
por lo que su polinomio caracteristico es

-2 -1

n=l6-a=| 7 )

':/\2+1

que no tiene raices reales, por lo que la matriz G no tiene autovalores reales ni, como vimos,-hay
subespacios invariantes mediante la matriz G.

Observacion 175 Como se puede ver en los ejemplos anteriores, no siempre vamos a poder en-
contrar autovalores reales, ni siempre encontraremos tantos autovectores como dimension tenga—el
espacio vectorial. Este hecho serd fundamental a la hora de diagonalizar una matriz y debemos tenerlo
presente.

Proposiciéon 176 Si A es una matriz de orden n X n, se tiene que
A= M| =(=N"+ (Nt (A) 4+ (X" Ftrg (A) + -+ |A]

siendo try (A) con k = 2,...,n — 1 la suma de todos los menores de orden k que contienen en'su
diagonal principal k elementos de la diagonal principal de A.

1 01
Ejemplo 177 Dada A= | —1 1 0 | tenemos que tr (A) = 3 y |A| = —1. Ahora tenemos. que
2 0 1
1 0 11 1 0
trg(A)—‘_l 1‘4—‘2 1‘4—‘0 1‘—1,porloque

Ps(\) =N 43\ - A—1

5.2.1. Propiedades de los autovalores

Proposiciéon 178 Sea A € M, x, una matriz cuyos autovalores son \i,...,\,. estos autovalores
pueden ser reales o complejos, iguales o distintos. Se verifica que:

1. Los autovalores de At coinciden con los de A.

2. El numero de autovalores nulos de una matriz A de rango r tal que r < n es mayor o igual gue

n—r.
n
3. A =[] N
i=1
n
4. tr(A)=>" N\
=1
5. Sia € R con a# 0 entonces los autovalores de la matriz aA son aly,...,a\,.
1 1
6. Si A es no singular entonces SVRRE b son los autovalores de la matriz inversa A~
1 n
7. Para cualquier mimero natural k # 0 los autovalores de A* son Ny, ... Ak
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1 3 3 -3
Ejemplo 179 Sea A = (2) _42 g _02 , su polinomio caracteristico es

-1 1 1 -1

Py(\) = A —62% 4 32X jCalcularlo!
y por tanto sus autovalores son
A1 =4 (doble) A =0 A3 = —2
La propiedad 3 anterior implica que
|A|]=4-4-0-(-2)=0
y asi rg (A) = 3. Ademds por la propiedad 4 tenemos que
tr(A)=44+44+0—-2=6
y por la propiedad 7 se tiene que A3 tiene como autovalores
p1 = 4% = 64 (doble) pg =0 ps = (—2)% = -8

5.2.2. Propiedades de los autovalores de algunos tipos de matrices

Matrices triangulares

aix aiz -+ QAin
o 0 ag - a2 )
Para una matriz triangular A= . . . . se tiene que

0 0 - apy
a1 —A  aip - ain
0 agy — A - asnp

’A—)\I‘: . . . . :(au—)\)-...-(ann—)\)
0 0 e Upp — A

entonces los autovalores son los elementos de la diagonal.
Andlogamente se puede razonar para matrices triangulares inferiores.
Matrices simétricas (A! = A)

Si A es una matriz simétrica de orden n x n entonces los n autovalores de A son nimeros-reales.

Matrices ortogonales (A~ = A?)

Si los autovalores de una matriz ortogonal A son nimeros reales entonces son A =10 A'& =¥

1
Esto se debe a que si A~! = A! entonces Y= Ay esto implica que A = £1.

Matrices idempotentes (A2 = A)

Los autovalores de una matriz idempotente son A =00 A = 1.
Esto es debido a que si A2 = A entonces \?> = ) y esto implica que A (A — 1) = 0, por-lo que
A=0o0A=1.
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5.2.3. Propiedades de los autovectores

Proposiciéon 180 Sea A € M, «, una matriz cuyos autovalores son Ai,..., A\, € R con multiplici-
n
dades my, ..., m, respectivamente, tales que Y m; = n. Se verifica que:
i=1
1. Para cadai=1,...,r, el conjunto

V()\z) = {176 R™: AU = )\ZU}

es un subespacio vectorial de R™ tal que dim (V (X\;)) < m,;. Ademds si m;, = 1 entonces

dim (V' (A,)) = 1.
2. Los autovectores correspondientes a autovalores distintos son linealmente independientes.

3. Sir =mn, es decir, si todos los autovectores son distintos, entonces R" =V (A\)®...®V (X,).

5.2.4. Propiedades de los autovectores de algunos tipos de matrices.
Matrices simétricas (Al = A)

Si A es una matriz simétrica, entonces para cada autovalor A; de A se tiene que dim (V' (\;)) = m;.

Matrices idempotentes (A2 = A)

Si mg es la multiplicidad del autovalor A = 0 y my la multiplicidad del autovalor A = 1 entonces
se tiene que dim (V' (0)) = mp y dim (V (1)) = m;.

0 1 0
Ejemplo 181 Sea la matriz A= | 0 0 1 |. Su polinomio caracteristico es
1 -3 3
-2 1 0
Ps(A)=|A=X|=| 0 —-x 1 |=@1-=))>3
1 =3 3-=-2A

por lo que tiene un unico autovalor con multiplicidad m = 3 (autovalor triple).
Sus autovectores los calculamos como:

-1 1 0 x 0
(A-1)Z = 0 -1 1 y |=120
1 -3 2 z 0

—rz+y=20

—y+2=0 —[F=y=7]

z—3y+22=0
Por lo tanto, los autovectores asociados al autovalor A =1 son de la forma
U= (x,z,x)
Luego el subespacio invariante de autovectores asociados a X =1 es
V(1) = £{(1,1,1)}
y por lo tanto

dim(V (1)) =1<3
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5.3. Diagonalizacién de matrices

Definicion 182 Dadas las matrices A, B € My, xn, se dice que son semejantes si y sélo si existe
una matriz P € My« no singular tal que

B=PAP™! o0 bien A=P'BP

Definicion 183 Dada una matriz A € Myxn, se dice que A es diagonalizable si y sélo si existe
una matriz M € My «, no singular tal que

D=M"1AM

donde D € My« es una matriz diagonal. Es decir, A es semejante a una matriz diagonal D.

6 —6 2
Ejemplo 184 La matrizA=| -1 -1 1 es diagonalizable ya que la matriz M no singular
7 3 1
1 1 1
101 ) 6 2 %
M = 1 1 0 |, con inversa M~ " = —% % %
5 1
-2 3 1 6 "2 %
verifica que
-4 0 0
MYAM = 0 2 0 )=D jComprobadlo!
0 0 8

La aplicacion
f(x,y,2) = (62 — 6y + 2z, —x —y + 2,7x + 3y + 2)
tiene a A como matriz asociada respecto de las bases candnicas. Si consideramos la base de autovec-

tores
B=1{(1,1,-2),(0,1,3),(1,0,1)}

como
f(1,1,-2) = (—4,-4,8) = —4-(1,1,-2)
£(0,1,3) =(0,2,6) =2-(0,1,3)
f(1,0,1) = (8,0,8) =8-(1,0,1)
entonces la matriz asociada a f respecto de la base B es la matriz diagonal D, por lo que A y.D
representan la misma aplicacion lineal f y ambas matrices tienen los mismos autovalores

A\ o= —4 Xo =2 A3 =8

5.3.1. Caracterizacién de matrices diagonalizables

No todas las matrices cuadradas son diagonalizables, como hemos podido ver en algunos ejemplos
anteriores, pero existen casos en los que podemos asegurar la diagonalizacion.

Proposiciéon 185 Sea una matriz A € Myxn. Se verifica que si A tiene n autovalores Aq, .. Ay,
distintos dos a dos, entonces A es diagonalizable. Ademds existe una matriz P € My%m cuyas

columnas son los autovectores v1,...U, asociados a los autovalores Ai,... N\, de A para la_que=se
cumple
A = PDP7!| o equivalentemente |D = P~1AP

AN - 0
stendo D la matriz diagonal D = : .
0 - M\,
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También existen matrices diagonalizables que tienen autovalores iguales, jpero no todas lo son!
El siguiente teorema nos da la condicién.

Teorema 186 Una matriz A € M, «, es diagonalizable si y solo si existe una base de autovectores
del espacio en el que estd definida la aplicacion lineal f que tiene a A por matriz asociada respecto
de las bases candnicas.

Observacién 187 El teorema anterior se traduce en que si A € M, x, tiene autovalores \; con

multiplicidades algebraicas m; para i =1,...,p, siendo
P

n = Z m;
i=1

entonces A es diagonalizable si y solo si
dim (V' (\;)) = m;
para todo i =1,...,p. Si esto sucede entonces se tiene que
V=VXM)&---aV (N

Ejemplo 188 (Matriz con autovalor miltiple diagonalizable)

—-11 -4 8
Consideremos la matriz A = 0 1 0 |. Vamos a calcular los autovalores:
-12 -4 9

~11-X -4 8
Py(\) =|A— M| = 0 1-x 0 |=
—12 -4 9-]

=(1-AN[N+22-3]=(1-N(1-A)(-3-1)

por lo que los autovalores son A\1 = 1 con multiplicidad m1 = 2, y Ao = —3 con multiplicidad mo =-1.
A continuacion calcularemos los autovectores asociados a A\ = 1. Resolvemos el sistema (A — VT =
6, ast
122z -4y +82 =10

0=0 = |y = -3z + 2z

—12z —4y+82=0

y por lo tanto

V(1) ={(z,y,2) eR? 1y = -3+ 2z} = £{(1,-3,0),(0,2,1)}

por lo que

dim(V (1)) =2
Por otro lado, para calcular los autovectores asociados a Ay = —3 resolvemos el sistema (A +31 )%=
6, ast

—8x —4y+82=0 —
A
—12x — 4y + 122 =0

y por lo tanto

V(-3)={(z,y,2) eER*:y =0,z — 2 =0} = £{(1,0,1)}

por lo que
dim (V (=3)) =1
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Como dim (V' (A1) = my y dim (V (A2)) = ma, entonces A es diagonalizable ya que
B=1{(1,-3,0),(0,2,1),(1,0,1)}

es una base de autovectores y por lo tanto

A=MDM™*
1 0 O 1 01
stendo D=1 0 1 0 yM=1| -3 2 0
0 0 =3 0 11

Ejemplo 189 (Matriz con autovalor miltiple no diagonalizable)

0 1 0
Sea A = 0 0 1 |]. Vamos a calcular sus autovalores:
1 -3 3
-2 1 0
Ps(\N)=|A=X|=| 0 -\ 1 =
1 -3 3-2X

= A 432 -3 +1=(1-)\)>

por lo que hay un unico autovalor A =1 con multiplicidad m = 3.
A continuacion calcularemos los autovectores asociados a A = 1. Resolvemos el sistema (A — 1)@, =
6, ast

—z+y=0 —
7 —3y+2: =0

y por lo tanto
V(1) ={(z,y,2) G]R?’::U—y:(),y—z:()} =L{(1,1,1)}

por lo que
dim (V (1)) =1

y como dim (V' (\)) # m entonces A es no diagonalizable ya que
B={(1,1,1)}

no forma una base.

5.3.2. Diagonalizacion de algunos tipos de matrices especiales

Por sus caracteristicas y propiedades, algunos tipos de matrices son siempre diagonalizables.
Matrices simétricas (4 = A7)
Proposiciéon 190 Dada una matriz A € My,x, simétrica, se verifica que:

1. A es diagonalizable.

2. Existe al menos una base de autovectores ortonormal y por tanto existe una matriz Q € Myxy
ortogonal tal que A = QDQT.
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Ejemplo 191 Sea A=| 0 -1 0 . Calculamos el polinomio caracteristico:
2 0 -1
2—A 0 2
Ps(\)=|A- )| = 0 —1-A 0 =
2 0 —1-A

=(-1=X)[N=A=6] =(-1-X)(-2-X)(3-))

por lo que los autovalores son A\1 = —1, Ao = —2 y A3 = 3 todos con multiplicidad m = 1.
A continuacion calcularemos los autovectores asociados a A1 = —1. Resolvemos el sistema (A +1I) & =
6, ast

3r+2z=0 -
L
9% — 0

y por lo tanto
V(1) ={(z,y,2) €ER* 12 =0,2=0} = £{(0,1,0)}

por lo que

dim(V(1)=1=m
Por otro lado, para calcular los autovectores asociados a Ao = —2 resolvemos el sistema (A + 21) & =
0, asi

dor +22=0
=0
g0 Lo
%4z =0

y por lo tanto

V(-2)={(z,y,2) eR*:y=0,20+2=0} = L {(1,0,-2)}

por lo que

dim(V(=2)=1=m
Por tiltimo, para los autovectores asociados a 3 = 3 resolvemos (A — 3I)Z =0, asi

—x+22=0

=0
Sl B
9% — 4 — 0

y por lo tanto
V(3) = {(:U,y,z) eR3:y :0,x—2z:O} =L{(2,0,1)}

por lo que
dim(V(3)=1=m

Como dim (V (\;)) =m con i = 1,2,3, entonces A es diagonalizable ya que
B =1{(0,1,0),(1,0,-2),(2,0,1)}

es una base de autovectores y por lo tanto

A=MDM™*
-1 0 0 0o 1 2
stendo D = 0O -2 0 )yM=|1 0 O
0 0 3 0 -2 1
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Observemos que los autovectores de B son ortogonales dos a dos calculando los productos escala-
res:
(0,1,0) - (1,0,—2) =0
(0,1,0) - (2,0,1) =0
(1,0,—2)-(2,0,1) =0

pero no son ortonormales ya que no son todos unitarios:

1(0,1,0)] =1
H(LO? _2)H = \/5
“(2707 1)H = \/g

Pero si los normalizamos, entonces st formardn una base ortonormal de autovectores:

By = {(U,LO) ’ (%’0’ \_/_§> ’ (%’0’ %>}

1 2
0 % &
y ahora la matriz de autovectores QQ = 1 0 0 es una matriz ortogonal y por lo tanto
-2 1
0 % &
A=QDQT.
4 0 -1
Ejercicio 192 Fstudiar si la matriz A = 0 3 0 es diagonalizable. En caso afirmativo,

encontrar la matriz D diagonal y M no singular tal que A= MDM ™. Si es posible, encontrar una
matriz Q ortogonal tal que A = QDQT.
Matrices idempotentes (A? = A)

Proposicion 193 Dada una matriz A € Muxn, tal que A # 0, entonces si A es idempotente se
tiene que entonces A es diagonalizable.

-1 1 2
Ejemplo 194 Sea A = 2 0 =2 que es idempotente. Vamos a calcular los autovalores:
-2 1 3
—1-Xx 1 2
Ps(\)=|A- )| = 2 A =2 | =
-2 1 3—-A

=4+ —A=-\(1-))>?

por lo que los autovalores son A\ = 0 con multiplicidad m; =1, y Ao = 1 con multiplicidad mo =2.
Por la proposicion anterior podremos encontrar una base de autovectores. Para calcular los qu-
tovectores asociados a A1 = 0 resolvemos el sistema AZ =0, asi

—r+y+22=0
z=ux
20 — 22z =0 = E—
2z +y+32=0 y=

y por lo tanto

V(0)={(z,y,2) ER* 1z +y=0,2—2=0} = L{(1,-1,1)}

por lo que
dim (V (0)) =1=my
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Calculamos ahora los autovectores asociados a Ay = —3 resolviendo (A — 1) T = 0, asi

—2z4+y+22=0
woy-2=0 =[=% %
—2z4+y+22=0

y por lo tanto
V(1) ={(z,9,2) € R’ 1y =20 — 22} = £{(1,2,0),(0,-2,1)}

por lo que
dim (V (1)) =2=my

Como dim (V (A1) = my y dim (V (A2)) = ma, entonces A es diagonalizable como ya esperdbamos.y
B={(1,-1,1),(1,2,0),(0,-2,1)}

es una base de autovectores y por lo tanto

A=MDM™!
0 00 1 1 0
siendoD=10 1 0 | yM=| -1 2 =2
0 0 1 1 0 1

5.4. Aplicaciones

5.4.1. Calculo de la k-ésima potencia de una matriz

Proposiciéon 195 Sea A € M, ., una matriz con autovalores \1,..., A\, tguales o distintos. Si A”es
diagonalizable con A = M DM~ donde M es la matriz de autovectores y D la matriz diagonal-de
autovalores, entonces para todo k € N se tiene que

M0
AP =MD*Mr =M 0 . o MY
0 Ak
1 -1 0
Ejemplo 196 Vamos a calcular la potencia k de la matriz A= | -1 2 -1 que tiene como
0 -1 1

autovalores A\1 =0, Ao =1 y A3 = 3 y los subespacios de autovalores asociados son

o -2{( )

tales que

Q=

S-S
SliL oS-
SHSILS-

S

!

Il
oo o
o~ o
wo o

son las matrices Q ortogonal y D diagonal tales que A = QDQT.
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Asi se tiene que

00 0
AF=QD* QT =@ 0 1 0 |Q"=
00 3*
U I U T
VB V2 VS 0.0 0 VB VI VG
=5 0 % 01 0 0 2| =
V3 V6 V3 G
e N 0 0 3k e N O
V3 V2 V6 V3 V2 V6
1 19k 19k 1 19k
s+z3" —33% —5+ 323
O b VN 1
- 1 L
—1yigk 13k 1 lgk

5.4.2. Planteamiento de un problema econémico

El siguiente problema aparece en .Algebra lineal y teoria de matrices”de R. Barbolla y P. Sanz
(Ed. Prentice Hall):

La poblaciéon activa de un pais se clasifica en tres categorias profesionales: técnicos superiores
(z), obreros espacializados (y), y obreros no especializados (z). Asi en cada generacién k, la fuerza
de trabajo del pais esta caracterizada por el niimero de personas incluidas en las tres categorias;-es
decir (z (k),y (k),z (k)).

Supoéngase que:

= Cada trabajador activo sélo tiene un hijo.

= El 50% de los hijos de los técnicos superiores lo son también, el 25 % pasa a ser obrero espe-
cializado y el 25 % restante es obrero no especializado.

= Los hijos de los obreros espacializados se reparten en las mismas tres categorias segun Jos
porcentajes 30 %, 40 % y 30 %.

= Para los hijos de los obreros no especializados las proporciones de reparto entre las categorias
son 50 %, 25% y 25%.

Se pide:

1. Plantear en forma matricial un modelo que represente la distribuciéon de la fuerza de trabajo
del pais de generaciéon en generacion.

2. ;Cual sera la distribucién de los trabajadores a largo plazo, independientemente de la distribu-
cién inicial?

Para responder al primer apartado, basta con plantear un sistema que nos diga como cambian-de
categoria los trabajadores de la generacién k a la generacién k + 1.
Asi, este sistema viene dado por:

x(k+1):%x(k)+§y(k)+§z(k)
y(k+1) = e (k) + 2y (k) + 12 (k)
@ (k+1) = g2 (k) + 359 (k) + 32 (k)
por lo que la matriz A del sistema sera

1 3 1

R E

S\t 3t

4 10 4
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Si tenemos un dato inicial y (0) entonces el sistema se puede escribir para la generacién
z(0)
k-ésima, como:
x (k) x(k—1) x(k—2) x (0)
yB) | =a| k-1 | =22 yk=2) | = =2 y(o
z (k) z(k—1) z(k—2) 2 (0)

por lo tanto, como la matriz A se puede escribir como A = M DM~ con

-1 15 —4 0 0 O
M = 0 10 3 y D=]101 0 iComprobarlo!
1 9 1 00 3
entonces
AF = MDF M
por lo que
z (k) 2 (0) 00 0 2(0)
y(k) | =MD*Mt| yO) | =M 01 0 M=t y(0)
k
z (k) z(0) 00 (2%) z(0)

Se dejan como ejercicio los calculos de este problema.

Ejemplo 197 (Diagonalizacion con pardmetros)

Determinar si la matriz A = es diagonalizable en funcion de los pardmetros a,b-€

Como la matriz A es triangular, los autovalores serdn los elementos de la diagonal \y = a, Ao =1
y A3 = 2. De esta manera si el pardmetro a # 1 y a # 2, como los tres autovalores serian distintos,
la matriz A seria diagonalizable.

Sia = 1 entonces A = 1 serd un autovalor doble y tendremos que estudiar la dimension ‘del
subespacio V (1). Por tanto, resolvemos el sistema (A —1)% = 0 para encontrar los autovectores—de

V(1):
by =0
22=0 =
.

por lo que si b = 0 entonces la solucion seria y por tanto V (1) = L£{(1,0,0),(0;1,0)Fy
asi dim (V' (1)) = 2, por lo que la matriz A seria diagonalizable.

Por otro lado si, b # 0, entonces la solucion serd |z =0|y|y = 0|y asi tendriamos queV (1}=
L£{(1,0,0)} y dim (V (1)) =1, por lo que la matriz A no seria diagonalizable.

En el caso en que a = 2 entonces A\ = 2 seria un autovalor doble y tendriamos que ‘estudiar
la dimension del subespacio V (2). Asi, resolvemos el sistema (A —2I)Z = 0 para encontrar los

autovectores de V (2):
by =20
by=0
yrai—0 b=

0=0

por lo que sib = 0 entonces la solucion sem’ y por lo tanto se tiene que V (2) = £{(1,0,0) ,(0,2,1)}
por lo que dim (V' (2)) = 2 y la matriz A seria diagonalizable.

Si por el contrario, b # 0, entonces la solucion seria |y = 0|y |z = 0], y tendriamos queV (2)-=
L£{(1,0,0)} por lo que dim (V (2)) =1 y la matriz A no seria diagonalizable.

Resumiendo:
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a#1ya+#2 para cualquier b € R
s A es diagonalizable si y sélo si{ a=1yb=0

a=2yb=0
. . . . . Ja=1yb#0
= A no es diagonalizable si y sélo si { a=2yb£0 "
a 1 0
Ejercicio 198 FEstudiar si la matrizA=1 0 3 0 es diagonalizable en funcion de los pardme-
b 0 1

tros a,b € R.
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Capitulo 6

Formas cuadraticas

6.1. Formas cuadraticas. Tipos.

Las formas cuadraticas se emplean en campos tan diversos como el Algebra, el Analisis, la Es-
tadistica, la Economia,... y en esta ultima se utilizan en Econometria, Optimizacion, Teoria de Con-
sumidores, ...

Definicion 199 Se dice que un polinomio p en las variables x1,...,x, es un polinomio cuadndti-
co, si cada uno de sus términos tiene grado dos, es decir,

n n
p(T1,...,2,) = Zzaz’jﬂfﬂj

i=1 j=1
siendo a;; € R, 4,5 =1,...,n los coeficientes y x;, i = 1,...,n las variables con valores en R.
Por lo tanto, puede verse que dado un vector # = (x1,...,Z,), un polinomio cuadratico se puede

interpretar como una aplicaciéon (que no es lineal) que al vector & € R" le asocia el nimero real
p(T1,...,2,) = p(T).

Definiciéon 200 Se denomina forma cuadrdtica q a toda aplicacion de R™ en R que a cada vector
Z € R™ le hace corresponder el valor numérico dado por un polinomio cuadrdtico.

Definiciéon 201 Cuando una forma cuadrdtica q, estd expresada en los siguientes términos

n
G, yn) = Y diy}
i=1

cond; €R,i=1,...,n se dice que estd en forma candnica.
Ejemplo 202 FEl polinomio
p1 (21,22, 23) = Qx% 4+ 3z129 + 5x§ + a1
no es un polinomio cuadrdtico.
Ejemplo 203 FEl polinomio
po (T1, o, 23) = 2% + 22129 + 623 + 4x073 + 23

es un polinomio cuadrdtico y la forma cuadrdtica ps puede expresarse en forma candnica mediante

1
p2 (Y1, Y2, y3) = Y7 + 5y3 + gyg

Y1 = x1 + T2
' 2
siendo Y2 = T2+ £T3 .
Ys =23

86



6.2. Matriz asociada a una forma cuadratica

Es posible utilizar la notacién matricial para describir una forma cuadratica. Asi
n n
q(z1,...,xy) = g E ;T2
i=1 j=1

se puede escribir como
q (%) = 2T Az

I

donde ¥ = : y por tanto 1 = (21,...,7,), y ademés A = (a;;) con i,j =1,...,n.

Tn
Por lo tanto

air o Qin 1
Ejemplo 204 La forma cuadrdtica ps (71,79, 73) = 22 + 21129 + 623 + 47073 + x% puede escribirse
matricialmente como:
1 20
p2 (71,72, 23) = (z1,22,73) | 0 6 4 T
0 01

De igual forma, si agrupamos los términos como
2 2 2
po2 (z1, %2, x3) = o] + x122 + Taw1 + 625 + w23 + w372 + X3

entonces en notacion matricial se puede escribir como

1 10 I
p2 (21, x2,23) = (1,22,23) [ 1 6 3 T2
01 1 I3

Por tanto la notacion matricial de una forma cuadrdtica NO siempre es unica.

Proposiciéon 205 Dada una forma cuadrdtica q : R™ — R, existe una UNICA matriz simétrica
Q € My xn tal que
q(@) =7'QF

Definiciéon 206 Dada una forma cuadrdtica ¢ : R™ — R, la inica matriz simétrica QQ € Mpyxn para
la que para todo ¥ € R™ se verifica que

q (&) =7 Q¥

es a la que llamaremos matriz asociada a la forma cuadrdtica q, denomindndose expresion ma-
tricial de q, precisamente a la dada a partir de la matriz Q.

Ejemplo 207 La expresion matricial de la forma cuadrdtica

q1 (.%'1,1‘2,1‘3,1‘4) = 2.%'% + 3.%'1.%'4 - 5.%'21‘3 + 71'% — 51‘?1 + Toxy
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es

2 0 0 % x1

0o 0 -3 3 o

q1 (z1, 2,23, 24) = (21, T2, 73, T4) 0 -5 7 0 s
2

5L 0 -5 T4

Por otro lado, si qo es una forma cuadrdtica con matriz asociada @ tal que

1 1 2
Q=11 -1 0
2 0 4

entonces
@2 (T1, To, 23) = 27 + 22129 + 41203 — 25 + 4o
6.3. Tipos de formas cuadraticas
Definiciéon 208 Dada una forma cuadrdtica q : R™ — R, se dice que:
1. q es definida positiva (dp) si y sdlo si para todo ¥ € R™ con T # 0 se verifica que ¢ (Z) >0.

2. q es definida negativa (dn) siy sélo si para todo & € R" con T # 0 se verifica que q (Z) <-0.

Co

. q es semidefinida positiva (sdp) si y sdlo si para todo T € R™ se verifica que q(Z) > 0 y
ademds existe con Ty € R™ con Ty # 0 tal que q (Zp) = 0.

BN

. q es semidefinida negativa (sdn) si y solo si para todo ¥ € R™ se verifica que q(¥) <0y
ademds existe con ¥y € R™ con Xy # 0 tal que q (Zp) = 0.

[

. q es indefinida si y sdlo si existen ¥1,To € R™ tales que q (¥1) > 0 y q(¥2) < 0.

Observacion 209 FEsta clasificacion es exhaustiva y excluyente. Es decir cada forma cuadrdtica debe
pertenecer a uno de estos tipos y sélo a uno.

Ejemplo 210 Las formas cuadrdticas

q1 (71, 79, 13) = 23 + 27179 + 223 + 3m§

2 2 2
q2 (21, x2, x3) = —4xy — by — 225 + 4z 23
2 2
qs (x1,x2) = o7 — dx129 + 425
2 2 2 2
qa (21,22, 3, x4) = —4a} + 4129 — 5 — 925 + 62324 — X

g5 (x1,22) = T129

se pueden escribir como

Q1 (21,2, 23) = (21 + 22)* + 23 + 323 [dd
q2 (71, 72,73) = — {(25'31 — x3)% 4 bad + x%] [dd
a3 (21, 12) = (21 — 222)°
q4 (71, 22,73, 74) = — [(2561 - $2)2 + (3z3 — x4)2 lsdd
qs (1, 22) = 129 é dd|

Observacion 211 Si tenemos la expresion candnica de la forma cuadrdtica, la clasificacion esvin-
mediata:

n
g1, yn) = Y di}
i=1

entonces
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1. q es definida positiva <= d; > 0 para todo i =1,...,n.

2. q es definida negativa <= d; < 0 para todo i =1,...,n.

3. q es semidefinida positiva <= d; > 0 para todo i = 1,...,n y existe ig tal que d;, = 0.

4. q es semidefinida negativa <= d; < 0 para todo i =1,...,n y existe ig tal que d;, = 0.

5. q es indefinida <= existen iy e i1 tales que d;, > 0 y d;; <O0.
Observacién 212 Sean q (%) = &1 AT y p(¥) = & B¥ dos formas cuadrdticas en las variables
Z=(x1,...,xy,), entonces se tiene que:

1. Para cualquier o > 0, las formas cuadrdticas q (Z) y aq(Z) = &7 (aA) T tienen el mismo
cardcter.

2. Si q es definida positiva, semidefinida positiva o indefinida, entonces —q es definida negativa,
semidefinida negativa o indefinida respectivamente.

3. Sip yq son dos formas cuadrdticas definidas positivas o definidas negativas, entonces p 3q
tiene el mismo cardcter que p ¥y q.

4. Si q es definida positiva (negativa) y p es semidefinida positiva (negativa) entonces p + q es
definida positiva (negativa,).

Ejercicio 213 Investigar el cardcter de la forma p + q sabiendo que p y q son ambas semidefinidas
positivas o semidefinidas negativas.

6.4. Criterios de clasificacion de formas cuadraticas

Para los siguientes criterios sélo vamos a considerar que la matriz asociada a la forma cuadratica
es una matriz simétrica.

6.4.1. Criterio de los menores principales

En el ejemplo anterior, hemos transformado las formas cuadraticas completando cuadrades.
Vedmoslo en el siguiente ejemplo. Sea la forma cuadrética ¢ tal que aj; # 0 entonces

2 2
q(z1,22) = a1127 + 20127172 + ag25 =

2(L ) a a

aii atq aii
2
a1z |A| 5
=a |1+ —x2) +—x3
aii aii

llamando Dy = ay; y Dy = | A| entonces si

14]

> 0 entonces |A| > 0y ademés ¢ es dp.
an

a11>0y

y si
14]

< 0 entonces |A| > 0y ademads ¢ es dn.
ai

a11<0y

Este hecho motivara el siguiente teorema.
Llamemos D1, Do, ..., D, alos menores principales de la matriz asociada A, esto es
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Teorema 214 (Criterio de menores principales) Sea q (%) = ¥ AZ una forma cuadrdtica-en
las variables & = (x1,...,2,). Entonces se verifica que:

1. q es definida positiva <= D; > 0 para todo i =1,...,n.

2. q es definida negativa <= (—1)i D; > 0 para todo i =1,...,n.

3. SiD; >0 para todoi=1,...,n—11y D, =|A| =0 entonces q es semidefinida positiva.

4. Si (—1)i D; > 0 para todoi=1,...,n—1y D, = |A| =0 entonces q es semidefinida negativa.

Observacion 215 (Importante) Si|A| # 0 entonces la forma cuadrdtica q solo puede ser definida
positiva, definida negativa o indefinida. Si ademds no cumple los puntos 1 y 2 del teorema anterior,
entonces la forma cuadrdtica q es indefinida.

Ejemplo 216 Vamos a clasificar mediante este criterio de menores principales las siguientes formas
cuadrdticas:

5 4 2 T
1. q1 (x1,22,23) = (x1,22,23) | 4 5 2 zo | =T AZ
2 2 2 T3
Como tenemos que
Di=5>0
5 4
Dz—‘ 45 ‘—9>0
D3:|A|:10>0

entonces por el criterio de menores principales se tiene que g1 es definida positiva.

—4 0 2 I
2. q2 (xl, 9, $3) == (561, xTo, 563) 0 -5 0 i) == fTAf
2 0 —2 T3
Como tenemos que
Di=-4<0
—4 0
D = =
2 ‘ 0 _s ' 3>0

D3:’A’:—20<0

entonces por el criterio de menores principales se tiene que qs es definida negativa.
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3. q3(v1,22,23) = (21, 22, 23)

N — =
W N
Tt W N
)

V)

I
L
N
N
8

Como tenemos que

entonces por el criterio de menores principales se tiene que qs es semidefinida positiva.

—1 1 0 T
4. qa (.%'1,.%'2,.%’3) = ($1,1‘2,1‘3) 1 —4 -3 x9 — 7T Az
-3 -3 T3
Como tenemos que
Dy =-1<0
-1 1
Dy = ‘ 1 _4 ' =3>0

entonces por el criterio de menores principales se tiene que q4 es semidefinida negativa.

Ejemplo 217 A wveces podremos clasificar las formas cuadrdticas indefinidas utilizando el criterio
de menores principales y la observacion importante anterior:

-1 -1 2 1
q5 (71,72, 73) = (z1,22,73) | =1 3 0 xo | = 7T AZ
y se tiene que
Dy =-1<0
-1 -1
Dy=| _| 3 ‘ =-2<0

D3:|A|:—20<0

por lo que g5 no es ni definida positiva ni negativa, ya que la condicion del criterio de menores
principales para formas cuadrdticas definidas es necesaria y suficiente.

Por otro lado, como D3 = |A| # 0 entonces tampoco serd semidefinida (ni negativa ni positiva)
por lo tanto la forma cuadrdtica qs serd indefinida.

De hecho q5(1,0,0) = -1<0 yq5(0,1,0) =2 > 0.

Observacion 218 El criterio de menores principales no siempre es capaz de clasificar la: forma
cuadrdtica. Por lo que necesitaremos un criterio mds fuerte para poder clasificar todas las—formas
cuadrdticas.

Ejemplo 219 Tratemos de clasificar

2 —2 O Al
g6 (71,72, 73) = (T1,22,73) | =2 2 0 T =LAz
Los menores principales son
D;=2>0
2 =2
D2=1_y 2‘_0
Ds=|A| =0



entonces como D3 = |A| = 0, la forma cuadrdtica qg solo puede ser semidefinida o indefinida,
pero no podemos concluir ya que las condiciones del criterio de menores principales para las formas
cuadrdticas semidefinidas no son necesarias y suficientes sino unicamente suficientes. Es decir, para
que una forma cuadrdtica sea semidefinida no es necesario verificar tales condiciones. Por lo tanto
no la podemos clasificar mediante este criterio.

6.4.2. Criterio de los autovalores

Teorema 220 (Criterio de autovalores) Sea q(T) = ¥ A% una forma cuadrdtica con matriz
asociada A, donde A1, ..., \, son sus autovalores. Entonces se verifica que:

1. q es@@)\i>0pam todoi=1,...,n.

2. q esldd <= X\; <0 para todo i =1,...,n.

3. q es 5l — Ai > 0 para todo © = 1,...,n y existe ig tal que \;; = 0.
4. q eslsdd <= X\; <0 para todo i =1,...,n y existe ig tal que X\, = 0.
5. q eslindefinidd — egisten iy e i1 tales que Aip <0 y A, >0.

Observacion 221 A diferencia del teorema de clasificacién por menores principales, este nueyo
criterio de autovalores nos da condiciones necesarias y suficientes para cada categoria, pudiendo
ast clasificar todas las formas cuadrdticas. Esto no evita que podamos sequir utilizando el criterio de
menores principales como primera opcion, ya que es mds sencillo y cdmodo de utilizar. Cuando-el
criterio de menores principales no nos proporcione informacion, serd necesario utilizar el de auto-
valores. Su dificultad vendrd dada por la dificultad de calcular los autovalores de la matriz asociada
a la forma cuadrdtica.

Ejemplo 222 Vamos a clasificar mediante este criterio de autovalores las siguientes formas cuadrdti-
cas:

5 4 2 T
1. q1 (.%'1,.%'2,.%’3) = (1‘1,1‘2,1‘3) 4 5 2 xI9 :fTAf

2 2 2 T3

Asi
5—A 4 2
Ps(\) =]A- )| = 4 5— A\ 2 =
2 2 2—A
= -4 1202 =210+ 10 = (1 = A) (1 = A) (10 — \)

por lo que

AM=1>0 A=1>0 A3=10>0

y entonces por el criterio de autovalores se tiene que g1 es definida positiva.

—4 0 2 T1
2. q2 (xl,xg,xg) = (561,562,563) 0 -5 0 ) = _‘TAf
2 0 -2 T3
Ast
—4 - A 0 2
Ps(A)=|A-X|=| 0 -5-x 0 |=
2 0 —2—-A

=N —11A* = 34X —20 = (5+ \) [-A? — 6) — 4]
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por lo que
A =-5<0 Ao=-3-V5<0 A3=-3+V5<0

y entonces por el criterio de autovalores se tiene que qs es definida negativa.

11 2 o1
. g3 (z1,22,23) = (z1,22,23) | 1 2 3 xo | = L AZ
Ast
1—A 1 2
PN =|A-X|=| 1 2-Xx 3 |=
2 3 5=A
=N+ 8\ —3Xx=-A[A* -8\ +3]
por lo que

A =0 A=4+V13>0 A3=4—+13>0

y entonces obtenemos que q3 es semidefinida positiva.

-1 1 0 1
. q4 (.%'1,.%'2,.%’3) = (1‘1,1‘2,1‘3) 1 -4 -3 T2 = fTA.f
0 -3 -3 T3
Asi
—1-=A 1 0
Ps(\) =]A- )| = 1 —4— ) -3 =
0 -3 —-3-A
= -2 =8\ -9\ = —A[A\? + 8\ +9]
por lo que

A =0 Ao =—4+V7<0 A3=—-4—V7<0

y entonces tenemos que q4 es semidefinida negativa.

-2 0 1 1
- g5 (21,22, 23) = (%1, T2, 73) 0 0 0 zo | = 7T AT
1 0 3 T3
Asi
—2-X 0 1
Py(\) = A= )| = 0 X 0 |=
1 0 3—-2AX
:_)\3+>\2+7)\:_)\[>\2_)\_7]
por lo que
1 29 1— 29
)\1:0 )\2:%—>0 A3:T\/—<0

y entonces por el criterio de autovalores se tiene que g5 es indefinida.
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6. Con el criterio de menores principales no hemos podido clasificar

96 (x17x2,1'3) - (1’17.%'27.%'3) -2 2 0 T2 — _’TAi.’

Ahora mediante el criterio de autovalores tenemos que
2—X =2 0

PE(N)=]A-M|=| -2 2-Xx 0 |=
0 0 1—AX

= -2+ 502 — 4\ = —A [\ — 5 + 4]
por lo que
A =0 A=1>0 A3=4>0

y entonces podemos concluir que qg es semidefinida positiva.

Observacion 223 Se pueden combinar los dos criterios para clasificar formas cuadrdticas de-2
y 3 variables, teniendo en cuenta las propiedades de los autovalores en relacion con la traza y el

determinante. Vedmoslo en los siguientes casos.

Consideremos la forma cuadrdtica q () = &7 AZ:

1. CasoAz(a b)
b ¢

a) Si |A] = ac—b* = My < 0 entonces q es[indefinidd,
= = ap
b) Si|A] =0y tr(A)=a4+c=M~+X >0 = ¢ eslsd
tr(A)=a+c=XM+X<0 = q eslsdn

. A .
c) Si |A|>0y{§:EA;z8 z ZZ% ya que |Al = My y tr (A) = A\ + A\ siendo

A1, Ao los autovalores de A.

ail a2 ai3
2. CCLSOA: a12 agy a3

a13 a3 as3

a) Si|A| > 0 entonces q no es nildd, nilsemidefinidd. Por lo tanto sélo puede serlindefinidd

0 @, siendo esto ultimo si ajy >0 y Dy > 0.

b) Si |A] =0 entonces q no es nildp, nildn. Por lo tanto debe ser[indefinidd o [semidefinida
ya que A tiene al menos un autovalor nulo. Este caso es mds sencillo clasificarlo mediante
el criterio de autovalores.

¢) Si |A] < 0 entonces q no es nildd, nilsemidefinidd, pudiendo ser sélo o [dnl.

Serd esto ltimo si a1 < 0 y Dy > 0.

d) En el caso de A € Msxs, la traza no proporciona informacion relevante.

Ejemplo 224 Clasificar la forma cuadrdtica g en funcion del pardmetro a € R:

1 —2a 0 T
Q(x’y,z) = (CE,y,Z) —2a 4 0 Y
0 0o 3 z

Utilizaremos el criterio de menores principales, y si encontramos algun caso en el que no-podanios
decidir, utilizaremos el criterio de autovalores.
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Por tanto sus menores principales toman los valores:
D=1 Dy = 4 — 4a? Dy =12 — 124>
Para cada menor principal podemos representar el pardmetro a € R en una recta indicando su signo,

de la siguiente manera

Signo positivo (+) Mmm—

Signo negativo (--)

aclR Dl
-1 1
——
aclR D2
-1 1
aclR

Luego, consideramos los signos de los menores principales en vertical, superponiendo todos los
puntos en los que estos se anulen:

El criterio de menores principales no nos permite
clasificar la forma cuadratica para a=—-1 y a=1.

| Indefinida | | [ dp | || Indefinida |

\ ) \
Iif

Como para a = —1 y a = 1 tenemos que D1 > 0, Dy = D3 = 0 entonces el criterio de ‘menores
principlaes no nos proporciona informacion.

Para estos 2 casos particulares tendremos que acudir al criterio de autovalores.

Asi, sia = —1 entonces

1-—A 2 0
PN =]A-M|=| 2 4-)x 0 |=
0 0 3—A

—B-N[A-NE-N) -4 =23 =N (-N

por lo que los autovalores son

A1=0
A=3>0
A3=5>0
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por lo que q es semidefinida positiva para a = —1.
Por otro lado, si a =1 entonces

1-x -2 0
Ps(N)=]A-N|=| -2 4-Xx 0 |=
0 0 3-A

—B-N[A-NE-N) -4 =23 =N (G-N

por lo que los autovalores son los mismos que anteriormente

A =0
A=3>0
A3=5>0

por lo que q también es semidefinida positiva para a = 1.
Entonces se puede concluir que

a€ (—oo,—1) = q esindefinida
a=-1 = q es semidefinida positiva (sdp)
a€(—=1,1) = q es definida positiva (dp)
a=1 = q es semidefinida positiva (sdp)
a€ (l,o0) = q esindefinida

Ejemplo 225 Clasificar la forma cuadrdtica q(z,y,2) = azx® + 2zy + 222 + 2yz + ay? + az’"en
funcion del pardmetro a € R.
La expresion matricial de q es:

a 1 1 €T
q(z,y,2) =(z,y,2) | 1 a 1 Yy
1 1 a z

De igual forma utilizaremos el criterio de menores principales, y si encontramos algun caso en el gue
éste no nos proporcione informacion, emplearemos el criterio de autovalores.
Sus menores principales son:

Dy =a Dy =a*—1 Dy = (a—1)*(a+2)
La representacion de los signos de los menores principales es

Signo positivo (+) m—
Signo negativo (--)

aciR Dl
-1 1
—— —— D
aclR 2
-2 1
I
aclR 3
-2 -1 0 1
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Como el inico valor de a € R para el que no se puede clasificar la forma cuadrdtica ¢ mediante
el criterio de menores principales es a = 1, ya que D1 > 0, Dy = D3 = 0, entonces utilizaremos—el
criterio de autovalores para este caso particular.

Asi, sia =1 entonces

1—-A 1 1
PN =[A-X|=| 1 1-Xx 1 |=X@3-)
1 1 1—-A
y como los autovalores son
A =0
A =0
A3=3>0

tenemos que q es semidefinida positiva para a = 1.
En resumen, tenemos que

a€ (—o00,—2) = q es definida negativa (dn)
a=—-2 = g es semidefinida negativa (sdn)
a€(—2,1) = q esindefinida
a=1 = q es semidefinida positiva (sdp)
a€(l,00) = q es definida positiva (dp)

Ejemplo 226 Clasificar la forma cuadrdtica q (x,y) = bx?+2azxy+2y? en funcion de los pardmetros
a,beR.
La expresion matricial de q es:

q(m,y):(%y)<2 ;)(i)

Dlzb D2:2b—a2

Sus menores principales son:

Como ahora tenemos 2 pardmetros, los podemos representar en 2 ejes. Tendremos que represerntar
en este plano los puntos que anulan los menores principales, es decir, las curvas b= 0 y 2b — a? =0
en el plano ab.

Para el primer menor principal D1 tenemos:

Signo de D 1 b
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Para el seqgundo menor principal Do se tiene:

Signo de D , b

Por lo tanto, superponiendo las dos grdficas y aplicando el criterio de menores principales obte-
nemos que:

b

Definida
positiva (dp)

Semidefinida i
_Indeflnlda
Indefinida positiva (sdp)
(7 Indefinida

b-o )
? (Autovalores) Indefinida

Los tunicos valores para los que no podemos clasificar la forma cuadrdtica mediante el criterio-de

menores principales son a =0 y b = 0. Para estos valores aplicaremos el criterio de autovalores.
Asi, sia =0 yb=0 entonces

- 0

zaQy:m_Au:'O by

‘:—AQ—A)

y como se tiene que los autovalores son

entonces se tiene que q es semidefinida positiva para a =0 y b = 0.
En resumen, la clasificacion queda como

b>01y2b>a®> = q es definida positiva (dp)
20 = a’> = q es semidefinida positiva (sdp)
Resto de valores a,b € R = ¢ es indefinida
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de Madrid

Capitulo 7

onomda

Convexidad de conjuntos y funciones.

7.1. Conjuntos convexos

dad Aut

&

Un conjunto S es convexo si para cada par de puntos suyos, el segmento que los une esta to

mente contenido en S.

Convexo Convexo

y X

No convexo No convexo

Definicion 227 Un subconjunto S C R"™ es convexo si para todo par de puntos T,y € S y
A € [0,1] se verifica que

e
S

Z=Ar+(1-Nyges

es decir, si llamamos segmento de extremos T e y al conjunto

: Economig Cuantitativa - Univer

Z,yl={zeR":z=Xz+ (1 -y, A€ 0,1]}
entonces decimos que S es convezro si para todo T,y € S se verifica que [Z,y] C S.

Ejemplo 228 ;Es el conjunto S = {(.’121,332) eR2: 29> a:l} convexo?

Alfredo Bautista Santa-Cruz
Dpto. Analisis Economico
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Sean { T (w1, 22) tales que T,y € S, probaremos que para todo X € [0,1] se tiene que el p

0
y=(y1,92)
zZ= M+ (1 —\)y pertenece a S.
Asi,
Z=(21,22) = AMx1,22) + (1 = A) (y1,92) = (Az1 + (1 = A y1, Aza + (1 = A) o)
por lo que { 2 z ii; _-:: 8 : i; i; . Como T,y € S entonces verifican que

{ Zg 2 1
Y2 2
y por lo tanto, como A >0 y 1 — X > 0 entonces

{ )\.’L‘QZ)\.’L‘l
1=XNy2>1-Nwy

Sumando tenemos que
Azo + (1= AN)y2 > Azr + (1= N y1

es decir,
Zo 2 21

luego Z € S y esto demusetra que S es convezo.

7.1.1. Propiedades de los conjuntos convexos

titativa - Universidad Autonoma de Madrid

Interseccién

an

Sea {X; : i € I} una familia de subconjuntos convexos de R", entonces X = [ X; es convex:
i€l

/\

Unién

La unién de dos conjuntos convexos, en general, no es un conjunto convexo.

El segmento sale fuera
del conjunto

Dpto. Analisis Economico: Economia Cu

Alfredo Bautista Santa-Cruz
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Suma de dos conjuntos convexos

Sea {X; : ¢ € I} una familia de subconjuntos convexos de R™, entonces si I es un conjunto finito

(I ={1,...,m}), el conjunto suma dado por

m m
X:ZXi:{meR":m:in con miGXi,izl,...,m}
=1 i=1

€S convexo.

Producto por un escalar

Si X C R™ es un conjunto convexo y « € R, entonces el conjunto dado por

aX ={yeR":y=ax con 7€ X}

1IN —
\ylz

7.2. Funciones céncavas y convexas

Una funcidén es convexa si el segmento que une dos puntos cualesquiera de su grafica no esta por
debajo de dicha grafica. Del mismo modo podemos decir que una funcién es céncava si el segmento
que une dos puntos cualesquiera de su grafica no estd por encima de su grafica.

y=a(l-Ak,  y=flx) =+l y=1lx)
f(xz)_ x\ |
ST
5 x, 5, %,
Convexa No convexa

y=/11x)

| i : Convexa
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Definicion 229 Sea M un subconjuto convexo y no vacio de R"™, y sea f : M C R" — R _una
funcion, entonces se tiene que

1. La funcion [ es convexa en M siy sdlo si para cualquier T, € M y para todo X € [0, H-se
verifica que

fAz+ A=)y <Af(@)+(1-N)f(©)

2. La funcién f es concava en M si y solo si para cualquier T,y € M y para todo X € [0, 1]=se
verifica que

fAzZ+(1-N)g) = Af(@)+ (1= f(©)

3. La funcion f es estrictamente convexa en M si y sélo si para cualquier T,y € M con
T # 7y y para todo A € [0,1] se verifica que

FOAZ+1=X7y) <Af(Z)+ A=A f(7)

4. La funcion [ es estrictamente concava en M si y sélo si para cualquier T,y € M con
T # Y y para todo A € [0,1] se verifica que

FOAZ+1=X7y)>A(2)+ (1 -A) ()

7.2.1. Interpretacién grafica de la definicion

B

JiT] E——

o
A +(1-A)y

A=(E+(1-A)p . HE)+1-A11)
B=(a+(1-A)y , flE+(1-Ay)

=l

Si el punto B no estd por encima de A entonces
FOZ+A=Ng) <Af(@)+(1=X)f(7)
y en caso de que el punto B no esté por debajo de A se verifica que
FOZ+1=Ng) > (@)+ 1 =X f(®)

Observacion 230 En la definicion anterior no se pide la continuidad o derivabilidad de la-fundion

f.

Observacion 231 Sdlo tiene sentido hablar de concavidad o converidad de funciones sobre con-
juntos convexos.

Observacion 232 El conjunto sobre el que se define la funcion es muy importante e influye, en-el
cardcter de la funcion.
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Ejemplo 233 Sea f(x) = senx. Si consideramos f definida en distintos conjuntos M; = [0, 27]
y My = [m, %] se puede observar que f no es ni céncava ni conveza en My pero es estrictamente
convexa en M.

i 32 on
) ”\/
Ni concava ni convexa Estrictamente convexa

Ejemplo 234 FEstudiemos grdficamente la convexidad o concavidad de diversas funciones:

1. f(z)=azx+benR cona,beR.

P~

Concava y convexa

A

Se observa que es concava y convera aunque no estrictamente. La demostracion analitica_es
sencilla, veamos que

fOAZ+(1=2)7)
fOAZ+(1=2)7)

Af (@) + (1 =2 f(
Af (@) + (1 =2 f(

)
)

IN IV
L

por lo que
FOAZ+A=XNgy)=Af(2)+ A=) f(©)
En efecto, como
fOz+ 1 =XNyg)=a(Az+(1-Ngy)+b=

=a i +a(1=Ng+b=XaZ+ (1 —-Nag+ b+ (1-Nb=
= XaZ + M+ (1= Nag+ (1 —AN)b=A(az+b)+ (1 -\ (aj+b) =
=Af (@) + 1 =X)F®)

luego f es concava y convexa.

2. f(z)=+x enR.

fe 1

fOx+(1-)y) L
M)+(I-)f) T - z

fo)1

|

|

i .

y Ax+(1-A)y x

Estrictamente concava
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Se observa que es estrictamente concava. Para demostrarlo analiticamente hay que verificar
que

FAZ+ 1 =2)7) > Af(2)+ (1 =X F(©)

VAT+ (1 =NG> MW+ (1-N)VG

es decir

que se deja como ejercicio.

3 f(x)=2enR yenRy.

(i
|
|
%
|
|
I
|
|
I
|
|
|
|
|
}
x y
Ni concava ni convexa Estrictamente concava

Se observa que f no es ni concava ni convexa en R, pero es estrictamente convexa en Ry. Para
demostrar esto, es necesario verificar que

ST+ 1 =X7y)>A(2)+ (1 =N ()

es decir
Az+1-=Ny)P <22+ 1-N7°

Se deja como ejercicio.

7.2.2. Propiedades de las funciones concavas y convexas

Proposicion 235 Sea M un subconjunto convexo de R™ y consideremos f : M C R — R.>Se
verifica que

1. Si f es convera en M, entonces los conjuntos Ay = {x € M : f(Z) < a} son convexos para
todo o € R.

2. Si f es concava en M, entonces los conjuntos Q, = {T € M : f(Z) > a} son convergs para
todo o € R.

Observacion 236 La proposicion anterior se puede utilizar para demostrar que una funcién no-es
concava o convexa como ilustramos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 237 Consideremos los siguientes ejemplos:

1. Sea f (z) =senz con z € [0, 27].

Si encontramos ay tal que Ao, no es convero, entonces la funcion f no es convexa. De igual
forma, si encontramos oy tal que Q,, no es convezo, entonces la funcion f no es concava.
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\N2/24

~2/2

o
g

En efecto, si a1 =

2

Qu, = {x € [0,27] : sen z > _—\/5} _ [0, 5—”] U [7—” zﬂ]

que no son convexos, luego f no es concava ni convezra en [0,2m].

Sea f (z) =senz con valores x € [5,7]|.

Aplicando las propiedades anteriores mo es posible determinar si f es cdncava o convexra-en
[g,w] ya que para cualquier a € R se tiene que tanto A, como 2, son convexos.

Sea f(x) =e€” con x € R.

De nuevo, aplicando las propiedades no es posible determinar si f es concava o convexa en-R
ya que para cualquier o € R se tiene que tanto A, como Q4 son convexos.

. Sea f(z) =1 con x> 0.

- .1 - [1 - .1 - 1
Como Ay = {xE]R. = §0z} = [a,?o) Yy como Qa = {xER. = 20[} = (0,.04] que. san
conjuntos convexos, entonces las propiedades anteriores no nos permiten determinar si f-es
convexa o concava.

Proposicion 238 Sea M un subconjunto convexo de R™ y f : M C R® — R una funcion.cSe
verifica que:

1.

2.

Si f es convexa en M entonces la funcion —f es concava en M.
Si f es estrictamente convexa en M entonces la funcion —f es estrictamente concava-en N

Sea f es convexa en M y a € R. Si a > 0 entonces la funcion af es convexa en M ysi a <-0
entonces la funcion af es concava en M.

. Sid{fii=1,...,m} es una familia de funciones convexas en M entonces la funcion f definida

m
como = a;f; cona; >0 parai=1,...,m es una funcidn convexa en M.
i=1

Observacion 239 La suma de funciones convexa es convexa, pero esto, en general no es cterto con

2

el producto de funciones. Por ejemplo las funciones f(x) = x y g (x) = x° son convexas,_pero-su

producto fg(z) ==z

3 no lo es.
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7.3. Funciones concavas y convexas diferenciables

Proposicion 240 Sea M un subconjunto abierto, no vacio y convexo de R™, y f : M C R —-R
una funcion diferenciable. Se verifica que:
1. La funcion f es convexra en M si y solo si para cualesquier puntos T,y € M se tiene que

f@)zf@+Vf@)(y-1)

0 bien

Vi) -Vi@)](G-2)=0
donde V f es el gradiente de f.

2. La funcion f es estrictamente convexa en M si y sélo si para cualesquier puntos T,y € M _con

T # 7 se tiene que

F@)>f@)+Vf@)(y-2)

0 bien

Vi@ -Vi@(G—-2)>0
donde V f es el gradiente de f.

3. Los resultados para f concava se obtienen invirtiendo el simbolo de las respectivas desigualdades.

Observacion 241 La proposicion anterior nos caracteriza las funciones convexas y concavas depen-
diendo de si la grdfica de f estd por encima o por debajo de cualquier recta tangente a ésta.

Ejemplo 242 La funcién f(x) = ax +b en R es concava y conveza.

JO)=)H @)%

o
//

Concava y convexa

Ejemplo 243 La funcion f (z) = 2> en R es convera.

ST

¥y

Estrictamente convexa

Ejemplo 244 La funcion f (z) = 23 en R no es ni céncava ni conveza.

JO) <S4 " ®)0;x)
SO>I+ "))

X

Ni concava ni convexa
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Proposicion 245 Sea M un subconjunto abierto, no vacio y convero de R™, y f : M C R" —-R
una funcion diferenciable con derivadas parciales continuas hasta el orden 2. Se verifica que:

1. La funcion f es convexa en M siy sélo si para todo T € M se verifica que §' Hf (Z)5 > 0 para
cualquier y € R™, es decir, para todo & € M la forma cuadrdtica con matriz asociada H f{x)
es semidefinida positiva o definida positiva.

2. Si para todo T € M se verifica que §' H f (Z)y > 0 para cualquier y € R™, es decir, para todo
T € M la forma cuadrdtica con matriz asociada H f (T) es definida positiva, entonces la funcion
f es estrictamente convexa en M.

3. Los resultados para funciones concavas se obtienen considerando las formas cuadrdticas defi-
nidas y semidefinidas negativas.

Ejemplo 246 Sea f (z,y) = log (zy) en R% .

|
—

(an)
@|Lo

|

Como la matriz hessiana de f es Hf (z,y) = < z > entonces es definida negativa en R?H,

luego f es estrictamente concava.

Ejemplo 247 Sea f (x,y) = ax® + by? en R? con a,b € R.

La matriz hessiana de f es Hf (x,y) = ( 2(;1 20b

) entonces se tiene que

sia>0yb>0 = Hf es D.P. = [ es estrictamente convera
[ a=0yb>0

s { 0>0yb=0 = Hf es S.D.P. = [ es convera

sta<0yb<O —> Hf es D.N. = f es estrictamente concava
] a=0yb<0 .

st { a<0yb=0 = Hf es S.D.N. = f es concava

sia=0yb=0 = f=0 = f es concava y convexa
[ a>0yb<0 . . . .

st { a<0yb>0 = Hf esindefinide = f no es concava ni convexa

Ejemplo 248 Sea f (x,y,2) = Y% en R3.
y?  l4ay gy

La matriz hessiana de f es Hf (z,y,2) = et [ 1+ ay 22 x entonces, clasificando
Y T 1
por menores principales se tiene que
Di=y*>0
Dy = — (1 + 2zy) 2 @+2)  que puede tomar cualquier signo.
D3=-1<0

luego Hf es indefinida en R3. Por tanto, f no es ni concava ni conveza.

Ejemplo 249 Dada f (z,y) = (2+ z)* + (y + 2)® determinar los subconjuntos de R? en los que.f
es convera o céncava.

El hessiano de f es Hf (z,y) = < 2+6(zx+y) 6(x+y)

6(zx+y) 6(zx+y)
principales para clasificar la forma cuadrdtica asociada obtenemos que

) . St aplicamos el criterio de menores

Dy =2+6(x+vy) Dy =12(z +y)
por lo que

Di>0 = y>3-u
Dy >0 = y=>-—x
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-1 D>0
y==x =DP.
\\ D,>0
-13
D, <0
=Ind D >0
D, <0 D>0 Tl SDP.
=Ind D,=0
D, <0
—1/3
D=0
=Ind
D, <0

Entonces

En {(m,y) eERZ:y> —x} = f es estrictamente convera
En {(m,y) eER?:y> —x} = [ es convezxa
En {(m,y) eER?:y< —x} = f no es ni concava ni convexa

Ejemplo 250 Comprobar si el conjunto M = {(m,y) € R?: 322 + 22y + 22 < 30} €s convero.

Si consideramos f (z,y) = 32% + 2zy + 2y* entonces M = A3y = {(z,y) € R*: f (z,y) < 30},
por lo que nos basta demostrar que f es convexa para concluir que Asg (y por consiguiente M )-es
convero.

El hessiano de f es Hf (x,y) = 0

2
2 4
Dy =20 > 0 entonces Hf es definida positivapor lo que f es convexa. Luego M es convezo.

Yy como sus menores principales son D = 6 > 0~y

Ejemplo 251 Comprobar si el conjunto M = {(m,y) ER?:e"V < 10} es CONVero.
Consideremos f (z,y) = e¢"1¥ entonces M = Ajg = {(z,y) € R*: f (x,y) < 10}. Veamos si f_es

conveza, en cuyo caso concluiremos que A3y (y por consiguiente M) es convezo.
. ety ety .
El hessiano de f es Hf (x,y) = (THy oty | Y como sus menores principales son D=

e*TY > 0 y Dy = 0 entonces Hf es semidefinida positiva, luego f es convera. Por consiguiente M-es
CONVExo.
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