6 Ecuaciones Diferenciales Parte I: Teoria Fundamental
Del teorema 1.2 podemos deducir

Corolario 1.5. Sea (o, w) C IR un intervalo no necesariamente acotado' y sea f una fun-
cion de C'((a,w) x IR", IR™) lipschitziana sobre (o,w) X IR". Entonces, para todo (to, z¢) €
(ar,w) x IR" existe una unica solucion del problema de valor inicial:

(11) { j(;)]itzﬁf) para t € (a,wg

Demostracién. Consideremos dos sucesiones (a),cn ¥ (Wk),en tales que

k
a<ap <ap <ty VekelN, o = a,

k
W> W >wp >ty YkeN, wy — w.

Aplicando el teorema 1.2 sabemos que el problema

(PVI(k)) { i( ;) ‘Zt}gf? para t € (o, wy),

posee una unica solucion que notamos x. Es obvio comprobar que para cualquier m < k
la restriccién de xy a [auyy, wi,] s solucién de (PVI(m)) luego, por la unicidad de la solucién
de (PVI(m)) tenemos

x(t) = x,,(t) para todo k, m € IN tales que k > m y para todo t € [y, W]

Luego, teniendo en cuenta que

(a,w) - U [ak7wk]

keN

definimos la funcién x como:
para todo t € [o,w] x(t) = xx(t) siendo k cualquier entero tal que t € [ay, wy].
Se comprueba trivialmente que x es solucién del problema de valor inicial (11).  Q.E.D.
Con alguna ligera modificacion se puede demostrar que

Corolario 1.6. Sea a > —oo (respectivamente w < +00), sea I = [a,w) C IR (respecti-
vamente I = (a,w] C IR) un intervalo no necesariamente acotado y sea f una funcion de
C(I x IR"; IR") lipschitziana sobre I x IR". Entonces, para todo (tg,x¢) € I x IR" existe
una unica solucion del problema de valor inicial:

¥ = f(t,x) paratel,

L Abusando de la notacién incluimos la posibilidad que o = —o0 0 que w = +00.
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1.3. Existencia local y unicidad.

Teorema 1.7. Sea f € C%([a,b] x O; IR™) donde [a,b] es un intervalo cerrado de IR y O
es un abierto de IR". Suponemos que f es lipschitziana, de constante L, respecto a x en
el dominio [a,b] x O. Entonces, para todo (ty,x¢) € [a,b] x O eziste un intervalo [ag, byl
con ty € [ag, bo] C [a,b] tal que el problema de valor inicial

(13) { i'(;)]lt%f’) para todo t € |ag, byl

tenga una tnica solucion x € C*ag, bo).
Ademdas, podemos establecer la siguiente estimacion para el intervalo |ag, b]. Sean

do >0 tal que la bola cerrada By = {x € IR"/||x — zo|| < do} C O,
(14) M = mx £ (t, o),

tefab
entonces
ag = max(a,ty — L) = top — min(tyg — a L))
(15) ’ M + Loy ’MZSLL(SO
bo = min(b, to + WOMO) = to + min(b — to, WOL%)) O
Demostracion:

Nota 3. Como primer paso en la demostracion de este teorema intentaremos dar una
idea del por qué de esta estimacion de [ag, bo).

En primer lugar veamos que el término (M + Léo)(t — to) constituye una estimacion
o cota a priori del crecimiento de una eventual solucion dentro de la bola By. En efecto,
supongamos que en el entorno (t1,ts) de ty la solucion z(t) se mantenga en la bola By,
entonces, como

(16) x(t) = xo +/t f(s,x(s)) ds

para t € (t1,ty) tenemos:

/fs:c ) ds

= / Hf(S,Io) + f(57x<5)) - f(ser)H ds

(A7) [l (t) = ol =

\fsx )| ds

|fsx0 | ds| +

|fsm f(s,20)] ds

/to Ja(s) — woll s
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Por otra parte, si notamos ty el ultimo instante antes de ty en el que x(t) estuvo en
el borde de By y ty el primer instante después de to en el que x(t2) estard en el borde de
By, entonces, para todo t € (t1,t2) tendremos ||x(t) — xo|| < do y, segin (17),

50 = H.T(tz) — xOH < (M —+ L50)|t2 — t0| para = 1,2,

de lo que obtenemos:

do
to —to>0: M(ty, — 1t Log(ts —tg) > 0p = to >t —— >
2 0 (t2 0) + Ldo(ts 0) 0 2 O+M—|—L50_O
ty—to<0: M(to—t;) + Loo(tg —t1) >0y = t <t <
— : — — ——— < ap.
1 0 0 1 o\t0 1 0 1 0 M+L(50_0

Luego, en el intervalo (ag,by), delimitado por las cotas establecidas en el teorema, una
eventual solucion del problema de valor inicial (13) permaneceria dentro de la bola By.

En lo sucesivo ag y by son las cotas definidas en el teorema. Llamaremos y a la aplicacién
definida por:

)
X : R"— By, x(y)=z0+ (y — zo) min (1, —0) .
ly — @oll
Comprobamos facilmente que y es lipschitziana y que:
Ix(y) = x(2)|l < lly — =]l para todo par (y,z) € R" x IR".
Definimos la funcién F € C%([a, b] x IR"; R") como
F(t,y) = f(t,x(y)) paratodo (t,y) € [a,b] x R",

luego esta funcién es lipschitziana sobre [a,b] x IR" y su constante es L, la misma que la
de f dado que

1F @, y) = Ft,2) = £t x(y) = f(E X)) < Llix(y) = x(2)]| < Llly — 2|

Nota 4. Atendiendo a la nota 3 del principio de esta demostracion, cualquier eventual
solucion del problema de valor inicial

¥ = F(t,x) para todo t € [ag, bo),
I(to) = Xy,

estard contenida en la bola By por lo que x(t) = x(x(t)) y F(t,z(t)) = f(t,z(t)) para todo

t € [ao, bo], resultando ser también solucion del problema de valor inicial (13). Del mismo

modo cualquier solucion del problema de valor inicial (13) serd solucion del problema de
valor inicial (18).

(18)
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Dado que el teorema 1.2 garantiza la existencia y unicidad de la solucién de (18)
deducimos la existencia y unicidad de solucién de (13).  Q.E.D.

Uno comprueba trivialmente que

Corolario 1.8. Las conclusiones del teorema 1.7 siguen siendo vdlidas si en su enunciado
sustituimos [a,b] y [ag, bo] por [a,b) y [ag,bo), por (a,b] y (ag,bo] o por (a,b) y (ag, bo).

1.4. Existencia sin condicién de Lipchitz: Teorema de Peano. Atun sin la con-
dicién de Lipchitz podemos demostrar la existencia de soluciones.

Teorema 1.9. (Teorema de existencia local de Peano) Sea f(t,x) una funcion
continua en un conjunto abierto D. Entonces, para cualquier (to,zo) de D existe a > 0
tal que el problema de valor inicial

(19) ¥ = f(t,z) x(tg) = o
tenga, al menos, una solucion en el intervalo [ty — a,to+a]. O

Demostracién. Sea (tg, 7o) € D y sean 7y y d tales que el conjunto A = [ty — 79, to +
10| X {x € R™ / ||x — xo|| < do esté contenido en D. Sea

M = méx||f(t, 2)]-

( 50)
a = min TO,M .

Nos damos 0 < hy < a y construimos una familia de funciones (¢n)ne(0,h0))-

Definimos

Para cada h € (0, ho), parai = 0,1,2,--- , ky, kp+1, tal que kph < a < (kp+1)h definimos

th. =ty +ih
y construimos
(20) Pl = ¢l £ (L, o), fijando of = 2o para todo h
y obtenemos las poligonales de Euler:
(21) onlt) = ol + _ht? (i1 — 1)
para t € [t0, ¢l ] N [to —a,to+a] y parai = —k, — 1, —kp, -+, —1,0,1,- -+ k.

Veamos que () (he(0,ho)) €8 una familia uniformemente acotada y equicontinua sobre el
intervalo [to—a, to+al. Dado que M es la cota superior de || f(¢, x)|| sobre A, se comprueba
facilmente que

(22) llon(t) — on(t)|| < M|t —t'| para todo t y t' € [tg — a,to + al,

por lo que (¢n)(ne(,ho)) €s una familia equicontinua sobre el intervalo [ty — a,to + a].
De (22), teniendo en cuenta que ¢y (ty) = o, deducimos también que

(23) len (D) < l[xoll + Mt — to| < [lzoll + Ma,
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luego (n)(ne(0,h0)) € una familia uniformemente acotada sobre el intervalo [ty — a, to + a.
Aplicando el teorema de Ascoli-Arzela (ver Apéndice) podemos extraer de esta familia
una sucesion infinita, denotada por (¢s,)men), uniformemente convergente sobre [ty —
a,to + a] cuando n — oo (es decir cuando h,, — 0). Llamemos ¢ al limite de la sucesion,
entonces ¢ € C([ty — a,to + a]; R™).
Vamos a comprobar que ¢ es solucién del problema de valor inicial (19). Nos situamos

en el caso en que tfjﬁl >t > th" > ty, entonces

t—thn
(24) n,(8) = @i" + ——— (i1 = &)

(20
FLT gl g ( — ) f(thn, o)

dado que (z‘f‘” , ;fl") no depende de s 4 t B R
= v+ . [, 0im)ds.
t

n

También, de (20) tenemos

So?n _Soz 1+hnf( 1,@1 1)

—902 1+fhn thnp% 1)d

(25) h
hn hn tin hn
= (102 2t f St 0ims)ds + ft’?fl f&m, % "y)ds

=20+ ) h”n“ {5 9im)ds;

de (24) y de (25) obtenemos

i—1
(26) o) =10+ / (e, s+ / F(tn, o) ds.
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La parte derecha de la anterior identidad la podemos escribir como:

1—1 thn
j+1
(27) xﬁZ/ﬁ G ds+/ Ftrm, oimyd
j=0 't" '

+ 3 [ - s el)ds
j=0 6"
+ [ ) = fs o))
De (26) y de (27) deducimos
@) Jon(0) =0 [ fls.so)s
-1y /hj+1(f(t?",so?") Fls,p(s))ds
j=0 7"

+1f (s, 0(t) = f(s,90(s))l) ds,

donde, para 7 =0,1,--- ,4, hemos acotado
ICF(E5ms @5m) = f (s, 0(9)))]
<l

|
(fEe5m) = Fs, 0@ M+ 1 (s, 0(t57))) = (s, 0(s))]-

Teniendo en cuenta que

ICF(E5, @5) = F(s, 0t I < wy(ha + €0)
1£(s,0(t57))) = f(s,0(s))Il < wp(wg(hn))
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donde wy y w, representan respectivamente los médulos de continuidad de las funciones
fye
’ e—0
wr(e) = mdx |[f(t,y) = f(r.2) —0

(tyy), (1,2)EA
[t—7[+lly—zll<e
n—0

we(n) = max lp(t) — (7] — 0,
t, T€[tg—a,tg+al
t—7|<n
Y h hn—0
en = mix p"(t) —p(t) — 0
te[tofa,t0+a]

De lo anterior deducimos que

ln, (8) = w0 = /t F(s,(s))ds| < (¢ —to) (Wr(hn + n) + wilwy(hn)))

El término izquierdo de la desigualdad converge a

W@—%—Zf@ﬂW%H

mientras que el segundo converge a 0 de lo que concluimos que

w@:%+1f@wwm

para todo t € [tg, to + a]. Un razonamiento similar para el caso en que t € [ty — a, to] que
@ es solucién de
' = f(t,x) con z(ty) = xg
sobre el intervalo [tg — a,to+a].  Q.E.D.
Apéndice
Teorema de Ascoli-Arzela Sea (¢;)ses) una familia de funciones de C([o,w]; IR™) tal
que
» (0o)(oce) €s uniformemente acotada i.e. existe M tal que ||¢(t)|| < M para todo
t € |o,wl,
n (Po)(oes) €5 equicontinua i.e. para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que para todo t y todo
7 de [a,w] tales que [t — 7| < 3, tenemos ||p,(t) — po(T)]| < €.
Entonces se puede extraer de (¢q)ses) una sucesion (Yo, )ken) uniformemente conver-
gente.l]



