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1. Curvas de Bézier

1. Seax (t) la curva de Bézier con poligono de control formado por (—1, 2),
(0,1), (1,1), (2,—1), (4,0). ;Cuél es su ecuacion?

Solucion: Tenemos 5 puntos, por lo que el grado va a ser menor o igual
)

que 4, en principio, aunque podria ser 3. Determinando la ecuaciéon de

la curva, vemos que es 4.

El poligono de control lo forman los puntos
by =(—1,2), by =(0,1), by = (1,1), by = (2,—1), by = (4,0).
La curva de Bézier cumple
4
x () =) bB (1),
i=0
para los polinomios de Bernstein
o= (1) ra-o o= (| )ra-ot

Entonces la curva de Bézier es

x (t) = (=1,2)B; (t) + (0, 1) By (t) + (1,1) By (1) + (2, —1) By (t) + (4,0)B; (t)

:(—1,2)(é)to(l—t)4+(0,1)(Lll)tl(l—t)?’
—I—(l,l)(;l)tz(l—t)2+(2,—1)(g)ts(l—t)l

+ (4,0) ( i ) tt(1—1)°
= (=1,2) (1 —t)" + (0, D)4t" (1 — t)* + (1,1)6¢> (1 — t)*
+(2,-1)4* (1 —t)" + (4,0)¢*
= (4t — (1—=t)" + 8 (1 —t) + 612 (1 — 1)?,
2(1—t)' +4t (1 —t)° =43 (1 —t) + 62 (1 — t)°)
= (t* + 4t — 1,8t* — 126 + 61> — 4t + 2) .
La representacion grafica, con Maxima se hace con

>> wxplot2d([[discrete, [[-1,2],[0,1],[1,1],[2,-1]1,[4,0]]1]
[’parametric, t~4+4*t-1,8%t 4-12*t"3+6%t"2-4%t+2,
[t, 0, 1], [nticks, 300]11],$
[style, [points,3,0,1], [lines,1,1]],[legend,false])$

2
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Si tomamos los puntos de control (—1,2),(2,—1), (1,1), (0,1), (4,0), la
grafica resultante es

15

05

085

2. Calculese la curva de Bézier cuyo poligono de control es (1, 2,0), (0,—1, 1),
(3,0,1), (1,—1,2), (0,1, 5).

Ejercicio 62 del documento ”Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones”de Antonio Valdés.

Solucion: El poligono es
by = (1,2,0), by = (0,—1,1), by =(3,0,1), by = (1,—1,2), by = (0,1,5).
Entonces la curva de Bézier cumple

x(t) = Z biB;l (t),

para los polinomios de Bernstein

]

Bf@::(ﬁ)ﬂuf¢w4,3ﬂw

(?)ﬂu—w“%
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La curva de Bézier es

= (1,2,0) (1 —)* 4+ (0, =1,1) 4" (1 — £)*> + (3,0,1) 6t> (1 — t)*

+(1,-1,2)43 (1 — )" +(0,1,5) ¢*

= (1 — 4t +24¢> — 361 + 15¢*,2 — 12¢ + 24¢% — 24¢° + 111",
4t — 6¢% + 8t> — t*) .

La representacion grafica, con Maxima, de esta curva es

3. Sea C'la curva dada por la ecuacién x(t) = (t +2,t>+t) con ¢ € [0, 1].
Se pide escribirla como una curva de Bézier:

a
b

) con 3 vértices,
)
¢) con 5 vértices,
)

con 4 vértices,

d

con 6 vértices.



Apuntes de Complementos Matematicos

Solucion:

a) Buscamos escribir

x(t) =3 _biBI (¢)

=boB; (t) + b B} (t) + by B5 (t)
:b0<g)to(l—t)%rbl(f)tl(l—t)l

+b2(§>t2(1—t)0
= by (1 —t)> + b2t (1 —t) 4 byt?.

Si llamamos b; = (b}, b?), entonces

x (t) = (20, y0) (1 — )" + 2 (w1, y1) t (1 — t) + (w2, 32)
= (ZEO — 2$0t + I0t2 + 2t$1 - 2t2$1 + tZCL’g,
Yo — 2yot + yot” + 2tyy — 2%y + )
= (ZEO + (2[E1 - 2(130) t+ (ZEO - 21‘1 + .TQ) t2,
Yo+ (291 — 240) t + (o — 2y1 + y2) %)

= (t+2,t3+1).
Observamos ya que es imposible, porque no se puede conseguir
que la segunda componente tenga grado 3.

b) El grado méximo de los polinomios que forman las componentes
es 3, entonces se puede escribir como una curva de Bézier a partir
de los polinomios de Bernstein de grado 3, es decir, con 4 vértices.

x (t) = Z b, B? (1)

=boB} (t) + by B} (t) + by B3 (t) + by B3 (t)

:bo(g>t°(1—t)3+b1(§>t1(1—t)2

+b2<g)tQ(l—t)l+b3<§)t3(1—t)0
= by (1 — 1) +by3t' (1 —£)> + by3t2 (1 — 1) + byt®.
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Si llamamos b; = (b}, b?), entonces

X (t) = (0, y0) (L = 8)" + (21,91) 38" (1 — 1) + (w2, 30) 3> (1 = )" + (w3, 45)

([ xo — 3wt + 3xot? — xot® + 3tz — 6t2x, + 3371 + 3tPay — 3379 + a3, !
U o — 3wot + 3yt — yot® + 3tyor — 6t%y1 + 3t3y1 + 3tPys — 3t3y + tPys

_ [ @0+ (=3z0 + 331) t + (3x0 — 61 + 372) 2 + (=20 + 331 — 30 4 33) 13, \'
Yo + (—=3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) t* + (—yo + 3y1 — 3y2 +y3) t°

=(t+2,t°+1).
Igualando la segunda componente, obtenemos:
Yo-+(—3y0 + 3y1) t+(3yo — 6y1 + 3y2) *+(—yo + 3y1 — 3y2 + y3) t* = t*+,
lo que implica

?JO:O;

—_

—3yo+3y =1=y1 =

ga

2

390—6y1+392=0:>y2=§a
—Yo+3y1 = 3y2 +ys =1 = y3 = 2.

De la misma forma, con la primera componente, tenemos:

To + (—=3z0 + 371) t + (3w — 61 + 3x5) 7
+(—$0+3$1 —3$2+$3)t3 :t+2
Se deduce:
o — 2,

—Brg+3r1=1= 1, =

3$0—6$1+3$2:O:>x2:

?

wWloowl

—x9+ 321 —3x9 + 23 =0 = 23 = 3.
Entonces, se puede escribir:

x(t) = (t* =2t + 1,4t - 7)

0 B0+ (55) B0+ (53) BO+ 6B,

6
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Podemos desarrollar y tenemos

3’3

—(2,0)(1—t)* ( ) (1 1)
+3(§ g)tz(l—t) (3,2) ¢
= (t+2,t+17).

x0=osO+(55) B0 (55) B0+ 680

La grafica de la curva con el poligono de control es:

2

15 ¢

05

2 22 24 28 28 3

¢) Repetimos el proceso con 5 vértices. Tenemos, para b; como ha-
bitualmente

= ZbiBf ()
= {)OBS’ (t) + by B} (t) + by Bj () + b3 Bj (t)
= by ( g>t0(1—t)4—|—b1 ( i)tl(l—t):g

+b2<;‘)t2(1—t)2+b3(g‘)t3(1—t)l+b4(i>t4(1—t)°

= by (1 — )" +bydt' (1 — 1) 4+ by6t> (1 — 1)* + bgdt® (1 — t) 4 byt
=({t+2,t°+1).

Entonces, resulta el sistema de ecuaciones, igualando la primera
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componente:

To = 2,

—Axg+ 4z, =1,

6x9 + 1221 — 629 = 0,

—4x3 + 1229 — 1221 + 429 = 0,
—24 +4x3 — 629 + 421 — 29 = 0.

Su solucién es

9 5 11
$0=2,$1=1, Ty =g, T3= Ty = 3.
Para la segunda componente, resulta

Yo = 0,

—4yo + 4y = 1,

6y2 + 12y1 — 6yo = 0,

—4ys + 12y, — 12y; + 4y = 1,
—Ya +4ys — 6y2 +4y1 —yo = 0.

La solucién es:

1 1

Yo y Y1 1 Y2 9 Ys y Ya

Podemos desarrollar y tenemos
x(t) = by (1 — ) + bdt! (1 —1)° + by6t> (1 — t)?
+ bgdt® (1 — t) + byt!

— 2,011+ (9 1) 4 (1 —1)?

44
51 11
+(Z, 2 )62 =0+ (=1 )41 —t)+(3.2)¢*
2’2 4
= (t+2,t+1).

Las componentes son polinomios de grado 3, como era de espe-
rar. Escribir la curva como curva de Bézier no significa escribirla
con componentes de grado maximo permitido por los polinomios
de Bernstein(en este caso, grado 4), sino expresada a partir de
polinomios de Bernstein de grado 4. La curva con los puntos de
control es
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15 ¢

05

2 22 24 26 28 3

d) Para 6 puntos, simplemente escribimos el resultado. Los puntos
de control son:

11 1\ (12 2\ /13 7 14 6
2 =) (=2) (022 (=,2),3,2
(7O>7(575)7(5’5)7(5710>’<5’5)7(7 )7

y la curva es

x(t) = > biBB (1)

= boBj (t) + by B} (t) + boBS (t) + b3 B3 (t) + by B; () + bs B2 (t)
= by (1 — 1) + b5t (1 — )" 4+ by106% (1 — t)°
+ bs10t® (1 — t)* + by5t* (1 — t) + byt

:(2,0)(1—t)5+<11 1)5t1(1—t)4+<12 2) 02 (1 — 1)°

55 575
13 7 s (14 6
—,— ) 10£° (1 —¢ —, - )5t (1—1)+(3,2)t°
(Ep)wra-ote (B s+ 6
= (t+2,t+1t°).

La gréfica es
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15 ¢
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4. Escribase la curva x(t) = (3 — 2t + 1,4t — 7) con t € [0,1] como una
curva de Bézier.

Ejercicio 63 del documento “Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones” de Antonio Valdés.

Solucion: Como el grado méaximo de los polinomios que dan las com-
ponentes es 3, entonces se puede escribir como una curva de Bézier a
partir de los polinomios de Bernstein de grado 3.

x () = > bils? (1

— boBE (£) + by B (£) + byBE () + by B (1)
:b0<g)to(l—t)3+b1(‘?)tl(l—t)?erQ(g)t?(l—t)l

+ by ( g )t?’(l—t)o
— by (1 —1)° +by3tt (1 —t)> + by3t2 (1 — 1) + byt®.

Si llamamos b; = (b;,b?), entonces

177

x (1) = (20, 90) (1 — ) 4 (z1,51) 3t (1 — £)* + (w2, 92) 32 (1 — )" + (x5, y3) t°
T — 3xot + 3Tt? — 20t + 3tz — 6271 + 332, + 3t2wy — 3375 + 24, !
- < Yo — 3yot + 3yot? — yot® + 3tyor — 6t*y; + 3t3y; + 3tys — 33y, + 3y3 )
w0+ (=3x0 4 3x1) t + (Bwo — 621 + 322) 2 + (—xo + 321 — 379 + 13) 7, !
B < Yo + (—3yo + 3y1) t + (3yo — 6y1 + 3y2) 12 + (—yo + 3y1 — 3y2 + y3) t° )
=t —2t+ 1,4t — 7).

10
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[gualando la segunda componente, obtenemos:
Yo+(—3yo + 3y1) t4+(3y0 — 6y1 + 3y2) t*+(—yo + 3y1 — 3y2 + y3) 1> = 417,

lo que implica

?JO:_?,
17
—3y0—|—3y1:4:>3y1:4—21:—17:>y1:—§,
17
3y0—6y1+3y2:0:>3y2:—3y0—|—6y1:21—6-§:—13
13
:>3/2:—§7
17 13
—yo+3y1—3y2+y3=0=>y3=yo—3y1+3y2:—7+3-3—3-3
~ -3

De la misma forma, con la primera componente, tenemos:

Ty + (—3170 + 31’1) t
+ (3wg — 621 + 379) t* + (=20 + 371 — 31y + a3) t° =7 — 2t + 1.

Se deduce:
1'0:1,
1
_3l’0+3$1:—2:3l’1:—2+3:1:x1:§7
1
31’0—61'14-356'220:>3ZC2:—33:0+6$1:—3+6-§:—1
1
:}:L‘2:—§7

—To+ 311 —3r2st+23=1=23=1+4 29 — 311 + 329

1 1

Entonces, se puede escribir:

(t* — 2t + 1,4t — 7) = boB; (t) + b1 B} (t) + baBj (t) + by B3 (¢)
117 1 13

1,-7) B (t - —— | B}t —— = | B3 (t

(7 ) 0()+(37 3> 1()+< 37 3> 2()

+(0,—3) B3 ().

x(t)

La grafica es:

11
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5. Escribase la curva x(t) = (t* + 5t — 1,4t> — 1) con ¢ € [—3, 2] como una
curva de Bézier. (Indicacién: compoéngase la curva con una transforma-
cién afin que lleve el intervalo [0, 1] en [—3,2]).

Ejercicio 64 del documento “Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones” de Antonio Valdés.

Solucion: Determinamos la transformacién afin que lleva el intervalo
[—3, 2] en el intervalo [0, 1]. Debe cumplir:

f(=3)=—=3a+b=0,
f(2)=2a+b=1.

De aqui se deduce que

S:f(t):%t—f—%

transforma el intervalo [—3,2] en el intervalo [0, 1]. La transformacién
inversa es

f1(s)=5s—3=t.
Entonces, x(t) = (t> + 5t — 1,4t> — 1) con t € [—3,2] es lo mismo que

y(s) =x(f7"(s))
= ((55 = 3)* +5(5s —3) — 1,4 (55 — 3)* — 1)
= (25s* — 5s — 7,100s® — 1205 + 35) .

Si representamos las graficas de x(t) y de y(s) vemos que coinciden:

12
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40 |

30 ¢

20+

4721

10

-10 -5 0 5 10 15
t"2+5"-1

40

30

20 |

10 ¢

4*(5%5-3)72-1

10 . . .
-10 -5 0 5 10 15

(5"s-3)"2+5"(5%s-3)-1

Por otro lado y(s) es una curva definida sonbre [0, 1] y podemos expre-
sarla a partir de los polinomios de Bernstein:

2
y(s) = biB(s)
i=0

= boBj (s) + b1 Bi (s) + b2 3 (s)

:bo(g)so(l—s)z—i—bl ( ? )81(1—8)1+b2 ( 3 >32(1—s)0

— by (1 —5)° +2bys (1 — ) + bys?

= (20 (1 - $)2 4+ 2215 (1 — 8) + 225%, yo (1 — 8)° + 215 (1 — 5) + Ya5?)
para b; = (z;,y;). Desarrollando esta expresién, tenemos:

y (s) = (25s° — 5s — 7,100s* — 120s + 35)
= (20 + 25 (—xo + 1) + 8% (w0 — 221 + 22)
Yo + 25 (Yo +y1) + 5% (yo — 2y1 + yz)) .

13
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Igualando coeficientes, tenemos un sistema de ecuaciones:
25 = xy — 221 + 9,
—5=2(—z9+ 1),
—7 = o,
100 = yo — 2y1 + y2,
—120 =2 (yo + 1),
35 = Yp.
De aqui deducimos:

19
Ty = —7, Ty = _?’ XTo = 13a Yo = 357 N = _257 Y2 = 75.

Para resolverlo con Maxima, escribimos linsolve([25=x0-2*x1+x2,
-5=2x(-x0+x1), -7=x0, 10=y0-2%yl+y2, -120=2x(-yO+yl), 35=y0],
[x0,x1,x2,y0,y1,y2]);.

Tenemos ya la expresiéon de y (s) a partir de los polinomios de Berns-

tein:
y (5) = boB2 (s) + b1 B? (s) + by B3 (s)
19
= (=7,35) B2 (s) + (—7, —25) B} (s) + (13,75) B3 (s) .

Ahora tenemos que convertir, de nuevo, el intervalo en [—3,2][:

x () = y(f (£) = (~7,35) B2 (%H g) 4 (_%—25) B (%H g)
3

1
+ (13,75) B; (gt + g) .

Representamos el poligono de control con las dos curvas:

40
30t
20 t
10 |
o
10+
20+

.30 . i . .
-10 -5 0 5 10 15

14
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6. Escribase la curva de Bézier del ejercicio anterior como una curva de
Bézier de grado tres, es decir, con un poligono de control de cuatro
vértices.

Ejercicio 65 del documento ”Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones”de Antonio Valdés.

Solucion: Tenemos que escribir

y(s) = > bibsl (s)

= boBj (s) + b1 B (s) + b2 B3 (s) + by Bj (s)

:bo(g)30(1—s)3+b1<i’)slu—s)?

+b2<3)52(1—3)1+b3(§)53(1—s)0
= by (1 —5)° +3bys (1 —s)> + 3bys? (1 — s) + bys®

= (2o (1 - 5)° +3x15 (1 — 8)° + 31987 (1 — 8) + 135°,
yo (1 — 8)3 + 3y1s (1 — 3)2 + 3ygs” (1 — 8) + y383) ,
sib; = (z;,y;). Ademés, sabemos que y (s) = (25s* — 5s — 7,100s* — 120s + 35).
Podemos desarrollar la expresion anterior e igualar:
y (s) = (25s* — 5s — 7,100s” — 120s + 35)
= (zo + (—3mg + 321) s + (3wg — 621 + 3x2) 5° + (—mg + 321 — 32 + 73) 5°
Yo + (=30 + 3y1) s + (Yo — 6y1 + 3ya) s° + (—yo + 3y1 — 32 + ) 5°) .

Igualando coeficientes de las potencias de s, resulta un sistema de ecua-
clones:

0=—z9+ 321 — 329 + 23,
25 = 3zg — 61 + 329,
—5 = —3x9 + 321,
=7 = xy,
0= —yo+3y1 —3y2+ys
100 = 3yo — 6y1 + 3y2,
—120 = —3yo + 3y,
35 = yp.

15



Apuntes de Complementos Matematicos

Lo resolvemos y tenemos las soluciones
o = —7, TG = ——7—, Lo = —2, T3 = 13,

Yo=35, y1=-5, y2 = —g B= 15.

Entonces tenemos

y (s) = boB3 (s) + b1 B? (s) + by Bj (s) + b3 B3 (s)

= (=7,35) B3 (s) + (—% —5) B} (s) + (—2, —%) B3 (s)
+ (13, 15) B3 (s)
= (20 (1 — 8)” + 3215 (1 — 5)* + 32252 (1 — 8) + 735° ,
Yo (1 — ) 4+ 3y15 (1 — 5)° + 3ys? (1 — 5) + y3s®)
= (-7(1—5)" —26s(1—s)* — 65> (1 — s) + 135°,
35(1—5)° — 155 (1 — 5)* — 35yas® (1 — ) + 155%) .
Si desarrollamos llegamos a
y(s) = (-7T(1—s)" —265(1—s)* - 65% (1 —5) + 135>,
35(1 —s)” — 155 (1 — 5)* — 35s% (1 — s) + 155°)
= (255 — 5s — 7,100s” — 120s + 35) .

Las componentes son polinomios de grado 2, como era de esperar. Pero
escribir la curva como curva de Bézier no significa escribirla con compo-
nentes de grado 3, sino expresada a partir de polinomios de Bernstein
de grado 3.

La gréfica es

35
30
25
20
15
10

-10 -5 0 5 10 15

16
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7. Calcilense las curvas de Bézier de grado 3 que en sus extremos (1, 2)
y (1,5) tienen velocidades (6, —9) y (—3,9), respectivamente.

Ejercicio 68 del documento ”Notas de Geometria Diferencial
con aplicaciones”de Antonio Valdés.

Solucion: Como es de grado 3 debe ser

x () = > b (1)

=boB; (t) + by B} (t) + by B3 (t) + b3 B (1)
:bo(8)t°(1-t>3+b1<i’)tla_t)ubz(§)t2(1—t)1

+ by ( 2 >t3(1—t)0
= by (1 —1)° +by3t' (1 —t)” + by3t? (1 —t)' + bst®.
Por otro lado, sabemos (ejercicio 52) que
by = (1,2),b3 = (1,5).

Ademas, sabemos que una curva de Bézier es tangente al poligono de
control en los extremos del mismo (ejercicio 61) y que (ejercicio 60)

n—1
b (t) = nAbB' (t).
i=0
donde Ab; = b, ; — b;. En este caso, es

b (t) = 3Ab;B (t) =3 (b — bo) B (1)
:3 (by — by) B} (t) + 3 (bs — by) B3 (1)
=3(1—1)%(by — (1,2)) + 6t (1 —t) (by — by) B2 (t) + 3t2((1,5) — by) .
Ademas,

b’ (0) =3 (b; — (1,2)) es paralelo a (6,—9),
b’ (1) =3((1,5) — by) es paralelo a (—3,9).

Por eso, es

(Il_layl_Q)Zk(27_3)7
(1-1’2,5-3/2) :k/<—1,3>

17
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Puede ser

by = (3,-1), by =(2,2).

Su grafica es
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