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Definiciones generales

Como ya comentamos en el capitulo de introduccién, la sintaxis es la
definicién axiomatica de los elementos basicos del lenguaje y de las reglas
que permiten obtener nuevas expresiones correctas a partir de aquellos,
las férmulas.

Recordamos que se puede fijar el origen de la légica matematica (y de la
légica proposicional) al final del siglo XIX, coincidiendo con la aparicién
de las obras de G. Boole (1815-1864) y de G. Frege (1848-1925).

El objetivo de este capitulo es el estudio de la sintaxis de la légica
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Definiciones generales

» Un alfabeto A es un conjunto de simbolos.

» Una palabra sobre el alfabeto A es una secuencia finita de
simbolos de A. Al conjunto de todas las posibles palabras se le suele
denotar como A*.

» Un lenguaje sobre el alfabeto A es un cualquier subconjunto de
A*.

o narmitan aht

nl 1 da

Carta (e

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacién y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacion contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.




Definiciones generales

Asi, por ejemplo, si A es el alfabeto del idioma espafiol, “aytzco” es una
palabra sobre A.

Un lenguaje es el conjunto de las palabras del diccionario de espafiol y la
gramatica espafiola define las reglas de formacién de expresiones
correctas.

A continuacién vamos a definir el lenguaje de la légica de proposiciones
por medio de su alfabeto y sus reglas de formacion.

Conectivos

> Los conectivos légicos:
> constantes (de aridad 0): T (verdadero) y L (falso)
> conectivos unarios (de aridad 1): — (negacién)
> conectivos binarios (de aridad 2):
A (y: la conjuncién),
V (6: la disyuncién),
— (la implicacién o condicional),
<+ (la doble implicacién o coimplicacién).

Alfabeto de la l6gica proposicional

Los elementos basicos del alfabeto del la légica proposicional son:

> Las proposiciones atémicas (enunciados simples o variables
proposicionales): son proposiciones (oraciones declarativas a las
cuales se pueden asociar valores de verdad) que no pueden
descomponerse en otras proposiciones mas simples.
Para representar las proposiciones atémicas se suelen usar los
simbolos p, q, r, s, t,... El conjunto de estos simbolos se suele
denominar signatura.

Ejemplos

Los siguientes son ejemplos de proposiciones simples:
p = la raiz cuadrada de 2 es irracional,

q = hoy me siento feliz,

t = los gatos son felinos.

Conectivos

Ejemplo
Siendo q = hoy me siento feliz, aplicando la negacion se obtiene —(q) =
hoy no me siento feliz.

Ejemplos

1) La frase “Hoy llueve, sin embargo no hace frio” se escribe como
(pA—(q)), donde p = hoy llueve y q = hace frio.

2) La frase “Los lapices de mi hermana son rojos o negros” se escribe

como (p\ a), donde p = los lapices de mi hermana son roios v g = los
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Tabla de los conectivos Simbolos de puntuacién

Conectiva lingiiistica Conectivo légico Simbolo Férmula

verdadero Constante (de aridad 0) T T ; .. : . ) .
falso Constante (de aridad 0) T T > Los simbolos de puntuacion (o simbolos auxiliares): paréntesis

no p Negacion (unario) - =) abiertos y cerrados.

PYQq (E.')onjuncio’n (ll;inario) A (pAq) Ejemplo

! ) o (ormant v v o ) . . "
sip el:lto:ces q /n;;};:ir;i’:z,; ((b:.’:z% = ((lfﬂil)) La frase “Si n es un nimero primo y mayor que 2, entonces n es impar
(roq) se escribe como ((p A q) — r), donde p = n es primo, ¢ = n es mayor

p siy sélo si g Coimplicacion (binario) “ o que 2y r = n es impar.

(P~ a)A(g—p)

Cuadro: Los conectivos de la légica proposicional
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Definiciones recursivas Definiciones recursivas
Ejemplos
1) Para definir el conjunto N = {1,2,3,4,...} de los nimeros naturales
Los elementos basicos de un lenguaje permiten definir cadenas finitas de se puede dar un simbolo inicial 1 y unas reglas de formacién, que nos
simbolos arbitrarias (palabras). Asi, por ejemplo, la palabra permiten hallar el resto de los elementos del conjunto.

()-p A V)g —) se puede formar a partir del alfabeto de la logica de
proposiciones.

De todas las posibles palabras, nos interesa definir aquellas que se
obtienen a partir del alfabeto dado sélo por medio de la reglas de » Para cada n € N se define de manera dnica el siguiente de n. El
formacién de nuestro lenguaje. siguiente de n se denota s(n) = n+ 1 y es un elemento de N para
cada n € N.

Axiomas de Peano (siglo XIX):
» En N hay un elemento distinguido que denominamos 1.

Fn matemiaticac v en la riencia de la rcamnitacidn amenuda co ncan
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Definiciones recursivas

Ejemplos

2) Otro ejemplo muy conocido es la definicion recursiva de la sucesion
{fa}nen de Fibonacci (hacia 1175 — 1250), que fue definida para estudiar
la reproduccion de los conejos. Sus primeros dos términos son i =1y

f» = 1. Si n > 3, entonces el valor f, se deduce de los valores f,_1 y f,_»
segiin la férmula f, = f,_1 + f,_». Se sigue que

{f,} =1{1,1,2,3,5,8,13,--- }.

3) El factorial de un niamero natural n,

n=n-(n-1)-(n—2)-...-2 -1,

se puede definir también de forma recursiva:

Definiciones recursivas

Ejemplos

4) El algoritmo de basqueda binaria es un ejemplo de algoritmo de tipo
‘divide y venceras,” que se define de forma recursiva. El problema que se
quiere resolver es de determinar si un cierto nimero x pertenece a una
dada lista (finita) ordenada de nameros |. El algoritmo de bisqueda
binaria divide primero la lista | en dos mitades y compara x con un
elemento central. Si el elemento central es distinto de x, determina a
cuél de las mitades puede pertenecer x. Seleccionada esta nueva lista,
vuelve a comparar x con su elemento central y a seleccionar aquella
mitad de la nueva lista que puede contener x. Estas particiones se

repiten hasta llegar a una lista de un sélo elemento, que puede ser o no

| 1 si n=1, ser igual a x.
n' =
(n=1)! si n>1
13 14
Definicién recursiva de las férmulas proposicionales Subférmulas
Definicion L
Una férmula proposicional (férmula bien construida, fbc) es una Definicién

Dadas dos formulas ¢ y 1), se dice que 1) es una subférmula de ¢ si
1) consiste de simbolos consecutivos de . En particular, cada férmula
es una subférmula de si misma.

palabra sobre el alfabeto de la Iégica proposicional que puede construirse
en un namero finito de pasos mediante las reglas de formacion que vamos
a definir a continuacion:

1. (At): Los simbolos T y L y toda proposicién atémica son una Ejemplo
formula. La palabra ((p A q) — r), del ejemplo (2) es una férmula bien construida
2. (=): Si ¢ es una férmula entonces —p es una formula. ya que:

2 (6) Si i v ah <on das férmiilas entonces (inaab) es una fArmula L p.g.r son formulas atémicas (aplicando (At))
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Induccién estructural: demostracion de propiedades

Para poder estudiar propiedades de las férmulas proposicionales una de
las técnicas mas adecuadas es el principio de induccién estructural

para férmulas proposicionales, que es una versién generalizada (y mas
compleja) del razonamiento de induccién definido a partir de los axiomas

Induccién sobre N

Sea P(n) una propiedad para nimeros naturales. Supongamos que se
pueda probar que:
1. Base de induccién: se verifica P(1),

2. Paso de induccion: si se verifica P(n) (hipétesis de induccién),
entonces se verifica P(n +1).

de Peano de los nimeros naturales.

Antes de enunciar el principio de induccién estructural para férmulas
proposicionales, recordamos la definicion de razonamiento por induccién
sobre los nimeros naturales:

Bajo las hipétesis anteriores, se sigue que se verifica P(n) para todo
namero natural n.

La demostracién de la validez del razonamiento de induccién se obtiene
aplicando el principio de induccién al conjunto
A={neN: P(n) se verifica}.

17 18

Inducciéon sobre N Induccién estructural

Ejemplo
Vamos a demostrar por induccién que para todo n € N,
El principio de induccién estructural generaliza el método de

2" < (n+1)! demostracién por induccién. Ese método de demostracion se emplea para
verificar propiedades de conjuntos generados inductivamente
(recursivamente), cuyos elementos se obtienen como resultado de aplicar
un namero finito de reglas de formacién.
Sus aplicaciones son numerosas y en informatica se utiliza, por ejemplo,
para la verificacién de prosramas

Base de induccion: P(1) es verdadera, siendo (2 < 2).
Paso de induccién: si 2" < (n+ 1)! (si se verifica P(n)), entonces
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Induccion estructural para férmulas proposicionales Induccién estructural para féormulas proposicionales

Ejemplo

Usando el principio de induccién estructural podemos probar que toda
férmula ¢ contiene el mismo ndmero de paréntesis abiertos y cerrados:
Base de induccién (At): Los simbolos T y L y toda proposicién
atémica contienen 0 paréntesis abiertos y 0 paréntesis cerrados.

Sea P una cierta propiedad tal que:

1. Base de induccién (At): Los simbolos T y L y toda proposicién
atémica cumplen la propiedad P.

2. Pasos de induccién: Pasos de induccién:
- '(ﬁ)i Si_ ¢ es una férmula que cumple la PF_OPiEdad PP (hipotesis de (=): Si ¢ es una formula que contiene n paréntesis abiertos y n
induccién), entonces () cumple la propiedad P. paréntesis cerrados, entonces —(¢p) contiene n+ 1 paréntesis abiertos y

> (0):Si ¢ y 9 son dos férmulas que cumplen la propiedad P

n+ 1 paréntesis cerrados.
(hipotesis de induccién), entonces (¢ o 1)) cumple la propiedad P. P

(0): Si ¢ y v son dos férmulas que contienen n, y ny paréntesis

Entonces, el principio de induccién e_structural para férmulas abiertos y n, y ny paréntesis cerrados respectivamente, entonces
proposmona.les afirma que, si se verlflcar} I.as condiciones anteriores, se (pow) contiene n, + ny -+ 1 paréntesis abiertos y n, + ny + 1
puede concluir que toda férmula proposicional cumple la propiedad P. paréntesis cerrados.

Se sigue que, por el principio de induccion estructural, toda férmula ¢
contiene el mismo nimero de paréntesis abiertos y cerrados.

21 22

Representacion de las férmulas. Forma abreviada

Forma usual
Forma abreviada
Para reducir una férmula bien construida a su forma abreviada podemos

En este apartado vamos a ilustrar las maneras mas usadas para seguir los siguientes pasos:

representar las férmulas de la l6gica proposicional. a) Se puede omitir el par de paréntesis externo.
Forma usual Asi, por ejemplo, las anteriores férmulas 1., 2. y 3. se escribirian como:
Siguiendo las reglas de formacién de las férmulas proposicionales 1L (pA(p=r)V(get)
obtenemos ejemplos de expresiones bien construidas como las siguientes: 2.1 pA(=(=((g = r) = (pV ~(r))))
L ((pA(p—r) V(g 1)), 31Lp—=(g—r).
2. (pA(=(=((g = r) = (pV =(r))))), b) Se mtroducen las suguuentes reglas de precedencia entre conectlvos
2 fa M D) L -
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Forma abreviada Principio de unicidad de estructura

Asi, por ejemplo, las anteriores férmulas 1.1, 2.1. y 3.1 se escribirian
como:

L2.(pA(p—=r)) V(g t),

22.pA=((gq—=r)—= pV-r),

32.p—=(g—r).

El siguiente principio de unicidad de estructura para férmulas
proposicionales afirma que cada férmula admite un analisis sintactico
Gnico, es decir, existe una Gnica manera de derivar una férmula usando
las reglas de formacién dadas.

c) Se admite el convenio de asociatividad: los conectivos V, A, — y Principio de unicidad de estructura para férmulas proposicionales

 se asocian por la derecha: Toda férmula proposicional ¢ pertenece a una y sélo una de las

pAGAT e pA (q A r) sigulentes categorias:
1. (At): ¢ es atémica,

pVqVr es pV(qVr) 2. (—): ¢ es =(p1) para cierta formula ¢,

p—=qg—r e p—(qg—r). 3. (0): ¢ es (1 0¢2) para cierto conectivo o y ciertas formulas ¢q
y $2.
Asi, por ejemplo, las anteriores férmulas 1.2, 2.2. y 3.2 se escribirian Ademas, en todos los casos la formulas @1 y ¢ estan univocamente
como: determinadas.

13.(pA(p—=r)) V(g t),
23. pA==((g = r) = pV-r),
33.p—>qg—r.

Una primera consecuencia del principio de unicidad de estructura es la
posibilidad de representar férmulas proposicionales por medio de arboles.

25 26
Arboles sintacticos Arbol sintactico
Ejemplo
Sea ¢ la férmula proposicional ((p A (p — r)) V (g > t)). Ejemplo

Para representar la estructura sintictica de o, podemos dibujar el drbol

con raiz de Ia figura, La figura representa el arbol sintactico de la formula (—(p — (g A r))).

v —

— P

P q t
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Principio de recursion estructural: definicion de funciones Principio de recursion estructural: definicién de funciones

Una segunda consecuencia del principio de unicidad de estructura es el
principio de recursién estructural para férmulas proposicionales que Ejemplo (HLR)

nos permite definir funciones . . y
Se puede definir recursivamente la funcién

f:L—A
f:L— NU{0}
cuyo dominio sea el conjunto L de todas las féormulas proposicionales y

cuyo codominio sea un conjunto dado A que a cada férmula ¢ € L asocia el nimero (entero no negativo) de

conectivos binarios en la estructura sintactica de ¢ :
El principio de recursién estructural para férmulas proposicionales

consiste en la siguiente definicién recursiva de la funcién f: L — A : 1. Base (At): Si ¢ es atomica, f(¢) =0

. L . - 2. Pasos recursivos:
1. Base (At): Si ¢ es atémica, f() se define explicitamente, es un
() f(=(9)) = f(¢)

| to de A,
ciemento de A, (0): f(p10w2) =f(p1) + f(p2) + 1, para cierto conectivo o y

2. Pasos recursivos: ciertas formulas o1 y @a.
» (=) f(=(®)) es un valor que depende de — y de f(y),
> (0): f(p10p2) para cierto conectivo o y ciertas formulas @1 y @2
es un valor que depende de o, f(p1) y f(p2).

Estas definiciones determinan la funcién f sobre todo L.

Estas definiciones determinan la funcién f sobre todo L.

29 30

Tabla de formalizacion Formalizacién

La formalizacién es una herramienta basica y el alumno tendra ocasién de
practicarla a lo largo de todo el estudio de la légica proposicional y de

predicados.
Para formalizar un razonamiento con premisas p1,p2,...,Pn Y
Expresiones en el lenguaje natural Formalizacien . .
no B conclusién g usaremos cualquiera de las dos formas:
es falso que p -p
no es cierto p
prers g P
p sin embargo ¢ PAg p2
p no obstante q
i .
7o oo ambas covas : o pAp2AcApra.
al menos p o o pVva
como minimo p o q Pn
=i n entances a
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Formalizacion Formalizacién

Ejemplos
Observacion 1) El enunciado “Si una funcién f es derivable en el intervalo [a, b],
Una manera sencilla de verificar la validez de la formalizacién de una entonces f es continua en |a, b], " se puede formalizar definiendo las
frase del lenguaje natural es de volver a traducir al lenguaje natural la formulas atémicas p = la funcion f es derivable en [a,b] y q = la
formalizacién obtenida. funcion f es continua en |[a, b] y aplicando el conectivo de implicacion.
Asi, por ejemplo, consideremos la frase “No voy a la playa a menos que Se obtiene (p — q) y, en forma abreviada, p — q.
haga mucho calor.” 2) La frase “Si salto por la ventana, o me hago dafio o empiezo a volar”
Siendo p = voy a la playa y q = hace mucho calor, la formalizacién se puede formalizar por medio de las proposiciones atémicas p = salto
(p — q) es correcta y la formalizacién (q — p) no es correcta. por la ventana, g = me hago daiio, r = empiezo a volar y los
En efecto, la primera se lee como “Voy a la playa sélo si hace mucho conectivos de implicacién y de disyuncion. Se obtiene (p — (qV r))
calor” y la segunda como “Si hace mucho calor, entonces voy a la playa.” en forma abreviada, p — (q V r).
En la segunda formalizacion se ha intercambiado la condicion necesaria 3) La frase “Si salto por la ventana me podria hacer dafio” se puede
(la conclusion) con la suficiente (la premisa). formalizar por medio de las proposiciones atémicas p = salto por la

ventana, q = me podria hacer dafio y el conectivo de implicacién. Se
obtiene (p — q) y, en forma abreviada, p — q.

33 34

Formalizacion

Ejemplos

4) El enunciado “Condicién necesaria y suficiente para que un nimero
entero n sea par es que n sea divisible por 2" se puede formalizar por
medio de las proposiciones atémicas p = n es un nimero entero, ¢ = n
es par, r = n es divisible por 2 y los conectivos de conjuncién y doble
implicacion. Se obtiene ((p A q) <> (pAr)) y, en forma abreviada,
pAG<<pAT.

5) Consideremos el razonamiento “Me gusta el helado de fresa, pero
también el de limon. Si hay sélo helado de chocolate lo comeré, a pesar
de que no me guste. Por tanto, no comeré helado de fresa.” Para
formalizar el razonamiento dado definimos las nranasiciones atémicas
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