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Contenidos

1. Clasificacion de senales
2. Repaso analisis de Fourier y sistemas LTI

3. Representacion temporal



Objetivos especificos

* Clasificacion de senales

* Calcular correctamente la transformada de Fourier y la transformada de

Fourier inversa.

* Determinar la respuesta de un sistema LTI a una determinada excitacion,

conocida la respuesta impulsiva o la respuesta en frecuencia del sistema.

* Descripcion completa de una seial deterministica en el dominio temporal
mediante parametros caracteristicos de la senal, incluyendo la funcion de

autocorrelacion y correlacion cruzada entre dos senales.



Clasificacion de senales

* Seiial: variacion de una magnitud ﬂs1ca susceptible de transmitir informacion.

ERGODICAS
NO ERGODICAS

‘ESTACIONARIAS

et DETEMINISTICAS ESTRICTO
( SENALES )

o ALEATORIAS RELAJADO

CICLOESTACIONARIO
\ NO ESTACIONARIAS
. OTROS

ENERGIA

PERIODICAS
POTENCIA
NO PERIODICAS‘

* Senales definidas en energia (Julios, J)
- Duracion temporal finita o aparece en un instante dado y se extingue con un comportamiento
asintotico tendiendo a cero
- Potencia media nula (P,= 0W)
+7/2

E=lim [ |o(d] @ [0<£, <
T%w—T/Q
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COMPLEJAS

 Senales definidas en potencia (Watios, W)
- Duracion temporal infinita. Pueden ser periodicas y no periodicas
- Energia media infinita (£, =)

+7°/2
point Thifa toenem nepfkofa
—]’/2

. s1 la senal es periodica 7



Desarrollo en Series de Fourier

Las series de Fourier permiten representar a una senal periodica como
suma de exponenciales complejas

Desarrollo en serie de Fourier sefial x(7) periddica de periodo 7;:

s prL)
Ec. de sintesis: x(2)= Z c-e
J]=—00
1 _/'.”.27.[ = gt
Ec. de analisis: c =— J. x(z‘) e df, n=0,t1,£2... Jean Baptiste Joseph
" ];) 7 Fourier (1768 — 1830)

Para asegurar la existencia del desarrollo en serie de Fourier de una senal periodica de
periodo T} es suficiente (no necesario) que x(z) cumpla las condiciones de Dirichlet:

1. La sefial x(¢) debe tener un nimero finito de maximos y minimos en cualquier periodo de la
sefal.

2. La senal x(z) debe tener un numero finito de discontinuidades en cualquier periodo de la
sefial. Ademas cada una de estas discontinuidades debe ser finita.

3.  Lasefial x(?) debe ser absolutamente integrable en cualquier periodo:

et <-



Transformadas de Fourier (1)

En este tema repasaremos, brevemente, algunas propiedades y
teoremas 1mportantes relacionados con la transformada de
Fourier de senales.

Ecuacion de analisis:
“+Co

X(f)= | x(r)-e7 dt

—-CD

o i T

Descrincia | Descripcion en el
escripcion en e dofainiddend

dominio del tiempo A LXY,
x(t) X(f)
\ /

Ecuacion de sintesis:
“+c0

2= [ X(f) e df

-0




Transformadas de Fourier (II)

Para una sefial no perioddica y deterministica, expresada como una funcion del tiempo la
integral siguiente es su transformada de Fourier:

—+oco

X(f) = J‘x(z‘)-e’ﬂ”f"a?

—00

Donde j=+/—1y donde a veces se emplea en lugar de la frecuencia f'(Hz) la frecuencia
angular w =27 f (rad/s)

A partir de la transformada de Fourier X(f), la senal x(z) puede ser recuperada de forma
exacta mediante la transformada inversa de Fourier:

(/)= f/lf(f),e/,znf.;ﬂf

Para asegurar la existencia de la transformada de Fourier de una senal es suficiente (no
necesario) que x(z) cumpla las condiciones de Dirichlet:

1. La sefal x(?) debe tener un nimero finito de maximos y minimos en cualquier intervalo finito.

2. La sefal x(z) debe tener un nimero finito de discontinuidades en cualquier intervalo finito.
Ademas cada una de estas discontinuidades debe ser finita.

3. Lasefal x(?) debe ser absolutamente integrable:

I|x(t)|dt <o



Transformadas de Fourier (11I)

Operacion Funcion Transformada
Superposicion a, -x,(t)+a, -x,(¢) a, - X,(f)+a, - X,(f)
Retardo en el tiempo x(t -1, ) X ( f ) e
1

Cambio de escala x(a 1) H - X (gj
Conjugacion x (¢) X' (- 1)
Dualidad X(t) x(= f)
Translacion en 2 fot [«
frecuencia x(t)- £ X(f /e )
Modulacion x(t)-cos(2z- f, -t + @) %-(X( f=rf)e’+x(f+71) e_j¢)
Derivacion %x”(t) (j-2-z-f) - X(f)

, 1 1
Integracion jx(i)dﬂ N 7 ) .X(f)+EX(0)-5(f)
Convolucion x(2)* y(¢) X(f)-Y(f)
Multiplicacion x(t) . y(t) X ( f ) *Y ( f )
Multiplicacion por £ ¢" - x(¢) (—j-2-72)"- 2 ;Sf)

Teorema Integral:
[e)- v (@)a = [x(7) 7" (1)
Teorema de Parseval:

[le(of @=L () a




Transformadas de Fourier (IV)

Funcion x(?) X(H)
z . | £
Rectangular 1 » a-sinc(f - a) 1 a
4
Triangular A[—j a-sinc’(f -a)
a -al2 a2t
Gaussiana o 1) 1 grtrioy
b NE
Exponencial causal e ult) 1 1 e
b+ j2nf
Exponencial simétrica bl £ N 1 a bg
¢ b’ +(2#)
1 ; sinc(t)
Sinc sinc(2/7t) —1II S
2w\ 2w o8
' .2 1 f 06
Sinc al cuadrado sinc® (2/7%) — A e ot
2w\ 2w %02
Constante 1 o ( f ) 0
Fasor o/ 2.1+4) e -5(f - 1) o
1 ' . T4 s 2 Tiem(:m , VIR ¢
Sinusoide cos2z- £, -t +¢) E-(5(f—fc)-e”’ +8(f+1.)e) p
St —t ~j2af 1 1+cos2a
Impulso ( d) e v :
s 1 & 1
Tren de deltas (muestreo) Z o (t —k-T, ) —- >0l f—-n-— 3 1
k=—0 T n=—o0 T 3 —
s s COs" @ =—cosa@ +—cos3a
' 1 4 4
Signo sgn(t) inf e’ =cosa+ jsena
1 |
Escalén unitario ul?) —+=5(f) ¢
J2nf 2 | Conceptos adicionales: |

:IL Transformadas.pdf



Transmision de senales a través de sistemas LTI (I)

* Sistema: cualquier dispositivo fisico que produce una sefial de salida y(?) (respuesta) en
respuesta a una sefial de entrada x(z?) (excitacion).

o) =T[x(0)
* Clasificacion de los sistemas:
 Lineal/no lineal
e [Invariante/variante en el tiempo
 Sin memoria/con memoria
» Causal/no causal
» Estable/inestable

En un sistema lineal se cumple el principio de superposicion: la respuesta de un
sistema lineal a una nimero de excitaciones aplicadas simultaneamente es igual a la suma
de las respuestas del sistema cuando cada excitacion es aplicada individualmente.

y(t)zT[xl(t)+x2 (t)]zT[xl (t)]+T[x2 (t)}
o(0)=1ax(t)] =a-T[x(0)]



Transmision de sefnales a traves de sistemas LTI (1)

En un sistema invariante en el tiempo un desplazamiento en el tiempo de la
excitacion ocasiona un desplazamiento en el tiempo de la respuesta.

() =T[x(6) | > p(t=t))=T[x(t=1,) ]

En un sistema lineal e invariante en el tiempo (LTT), la respuesta a una excitacion

cualquiera x(?) se calcula a partir de la respuesta al impulso del sistema #(¢)=T [5 (t)] a
traves de una integral de convolucion

+00 +00

y(t) zx(t)*h(t) = jx(r)~h(t—r)dt :I h(r)-x(t—r)dr

—00 —Q0

Ejemplo de convolucion

I, O<t<T t, O0<r<2T
x(t)= { h(t)= { = y(t) = x(¢) * h()

0, resto 0, resto

$ z(7)

-»i




Transmision de senales a traves de sistemas LTI (11I)

Sol: ejemplo de convolucion

 x( Y
z(r) o7t BT
1 | '
T | T
0 T 0 2T
.tSUe y(t}_n l.’r{.t—T)
t>0 S 0<t<T, y(t) = [rdr =& 1
* : « YL} = | TAT = =
t—-T<10 =4 ¥ 0 2
t—T >0 | T
=14 =1, a n 'Y — ' e — T 12 ' 1 "
.{tgz:r > T<t<2T ylt) = J,_prdr =17 — 3T E-T | ¢
t > 2T . )
o { = 2T <t < 3T, y(t) = [ rdr =T — 1t* + 372 372 /2
t—T <2T t~T 3t T3
ot—T >8T —»t>3T, y(t) =0
- |
/2
| t

0 T 2r 3T



Transmision de sefnales a través de sistemas LTI (IV)

. Que tiene que ver el analisis de Fourier con los sistemas LTI?
La respuesta de un sistema LTI a una exponencial compleja es
otra exponencial compleja. Y las exponenciales complejas son la
clave del analisis de Fourier. Consideremos como excitacion x(z)
de un sistema LTI, una exponencial compleja:

x(t) = AeJ?™It

co

y(t) = Jooh(r)x(t — 7)0T =f h(1)Ael?™ (t=Dgg

— 0o

= AejZ”ftj h(t)e /2™ 9t =

— Ael2nft f " R(DeT2t0E = x(OH(F)

— 0o

X(t) o ejZTCft :>y(0 — ejZTl:ft HO?



Parametros de senal (I)

Una sefial deterministica se conoce a priori ya que queda completamente caracterizada por su
expresion temporal explicita que indica el valor que toma la sefal para cualquier instante de tiempo.

Supongamos una sefial x(z) real, determinemos algunos parametros de sefial que la caracterizan
parcialmente:
* Valor de pico x, ([V], [A]): se define como el maximo valor que alcanza su valor absoluto.
En comunicaciones, es muy util normalizar x,(?) la sefial de entrada x(?) de forma que x,= 1

x(t)
xp = |x(] .. xn(t) = = |x,(®) =1
Xp
* Valor pico-pico x,, ([V], [A]): se define como la diferencia entre sus valores maximo y
minimo.
XPP - x(t)max _x(t)min
? —x)
1 —x (1)
Dl T e R Ry B i R v — (- Ra | e
-1
S
"
h
5 - x,=06V
X xPP r —
. \ / p ‘ Vr xpp_8V

1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Tiempo (s)



Parametros de senal (II)

Valor medio (componente continua, [V],[A]): se define el valor medio de una senal
x(t) en un intervalo de tiempo 7T centrado en t:

(), =3 [xOd 3@ =(x(0)=lim(x(0),, ~lim . [ x(o)a

- El valor medio de sefial se representa como una funcion delta de Dirac 6(f) en el
origen de frecuencias (f = OHz)

- La potencia de continua P, .. [W] se define como el valor medio al cuadrado o ¢l
modulo al cuadrado de la transf. Fourier en el origen de frecuencias ((f))

P, =< x() >*= (x(©) = KNI,

Valor cuadratico medio (potencia media P, /[W]): El valor cuadratico medio de una sefial x(?) en un

intervalo de tiempo 7 centrado en t,:

T T

(@0, =2 ji Cd R=0)=(¢(0)=lim( (), =lmL | (1)

=

NOTA: si la sefial x(z) es periodica, entonces los anteriores pardmetros se pueden calcular
promediando en un periodo (coinciden con los obtenidos promediando durante todo el eje de tiempos)

%z%_[x(/‘)df @z%'[xz(z)df

07,



Parametros de senal (11I)

Valor eficaz ([V], [A]): es la desviacion tipica (raiz cuadrada de la varianza) y
representa la raiz cuadrada de la potencia de alterna de la sefial x(?)

s == ([N ) = [0 -] ) =\l )G

2 =02 =( (N~ (x(e)) =27, =7,

* Factor de cresta (adimensional): relacion entre valor de pico y valor eficaz. Informa
de la importancia de las crestas de la sefial respecto a la raiz cuadrada de la potencia en
corriente alterna

e Factor de forma (adimensional): relacion entre valor eficaz y valor absoluto del
valor medio de la senal. Se puede observar que su cuadrado indica la relacion existente
entre potencia alterna y continua




Autocorrelacion (1)

 La funcion de autocorrelacion se basa en comparar la sefial x(?) con copias desplazadas de x(?) en
el tiempo, informando sobre la redundancia o similitud existente en la sefial x(?).
 Lavariable T informa sobre el desplazamiento temporal realizado al evaluar la similitud de
la sefal x(#) con su réplica desplazada x(t — 7)

* La autocorrelacion p, () de una sefial x(?) definida en energia:

p(0) = x(+0)x' Odt=[" x(O)x'(t-7)dt

* La autocorrelacion R, (T) de una sefial x(z) definida en potencia:
% . 1 * . 1 *
R,(7) =<x(t+7)x' (1) >=lim — jT X(e+ ) (1)t =lim — jT x(O)x (t—71)dt

si x(t) es periodica de periodo 7}, su funcion de autocorrelacion tambien es periodica
y del mismo periodo 7}, siendo su expresion:

A’x(f):%J.]Z)x(f+’l')x*(f)dl:%J‘]Z)x(;)x*(f_f)df ‘\

* Resumiendo, la autocorrelacion para senales deterministicas es simplemente una convolucion:

p.(0)= [ xt+0)x' (dt =x(7)*x"(-7)



Autocorrelacion (1)
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Observaciones:

Cuando las senales estan en fase y son
similares, su producto siempre es
positivo y la salida de la integral serd un
valor positivo elevado.

Cuando la senales empiezan a desfasarse,
algunas zonas de la sefial se vuelven
negativas, el producto puede ser negativo
y la salida de la integral puede mostrar
valores positivos pequefios o negativos
elevados.



Autocorrelacion (1)

x(1) Re(7)
—"—r > >< =3 Integrador e
A

X - N

L Retardo ajustable gy Conjugac%én
T compleja

Sistema para medir la funcidén de autocorrelacion de una sefial de energia x(t)
para un desplazamiento

* Propiedades de la funciones de autocorrelacion p,(7), R, (T)

* Obtiene el valor maximo en t = 0 coincidiendo dicho valor con la energia media E,
o potencia media P, de la senal x(?)

p(O)=E >|p ()| ¥z  R(0)=P 2R ()

 Simetria hermitica Ry(t) = R, (—7). Si la sefial x(#) es real, entonces la
autocorrelacion es real y par

, VT

x(t) real

R;(T) = Ry (—7) — R, () = R, (—1)



Correlacion cruzada (1)

* Six(?) y/o y(t) estan definidas en energia, la funcion de correlacion cruzada de ambas sefales
viene dada por:

po @)= 2t +0)y (di= [ x(0)y (¢~ o)

* Six(?) e y(t) estan definidas en potencia, la funcion de correlacion cruzada de ambas sefiales
se define de la siguiente forma:

* . 1 k N 1 *
Ry (7) =< x(t+7)y" () >= lim fo(t +2)y’(0de =lim — ij(t) V' (t—1)dt

s1 x(t) e y(t) son senales periodicas, la funcion de correlacion cruzada de ambas senales
también es periddica de periodo T y viene dada por:

R, (7)= % jT x(t+7)y (£)dt = % jT x(0)y (¢t —7)dt

donde T es el inverso del m.c.d de las frecuencias de las senales x(?) e y(?).

De manera similar a la autocorrelacion, la correlacion cruzada realiza una comparacion entre dos
sefiales x(?) e y(t) desplazada, siendo un indicador del grado de semejanza entre ellas.

* Resumiendo, la correlacion cruzada para sefiales deterministicas es simplemente una convolucion:

po@=] x(t+o)y (di=x(z)*y (-7)



Correlacion cruzada (11)

80 | | ' ' ' ' 1 x(t) = cos2nfit), f,=200Hz

60 |- 1 (1) = cos(2nfyt), f,=180Hz

40 - m.c.d (f, /) =20=T = 0.05s
= 20 - —
Fpi gt

o0} d

a0} _

-60 -

| | | | 1 1 |
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2
7 (8)

* Propiedades de la funciones de correlacién cruzada p,,(7), Ry, (7)
* Ry, (7) presenta simetria hermitica respecto de Ry, (7). Si x(?) e y(t) son reales,

R, () ¢ R,(7) son reales y simetricas
X(t), y(t) reales

ny (—7) = R;x(T) Y % ny(_T) — Ryx(T)
» Autocorrelacion de la suma de dos senales
2(0)=x()+y(1) < p.(7)=p(2)+p,(7)+ Py (7)+ P (7)
* Dos senales x(#) e y(t) son ortogonales cuando su correlacion cruzada es

Pxy(T) = py (1) = 0, Ry, (7) = Ry, (r) = 0. Las sefiales que no se solapan en el
tiempo o en frecuencia también son ortogonales entre si

R (D)=1(1)* ) (-1) 2 G, (/)= X (/)T (/)=0= R (1)=0



Correlacion cruzada (11I)

* Teorema de la ortogonalidad de senales sinusoidales

Matematicamente, dos sefales f(t), f,(t) son ortogonales en ¢l intervalo /a,b] cuando se
cumple la siguiente condicion

b
1O, F2(0)) = j F1Of>(0) dt = 0

Esta propiedad se utiliza para minimizar o eliminar la interferencia entre sefiales que se

transmiten de manera simultanea por el mismo canal (Tema 5 (Modulaciones digitales): dos
canales (fase I y cuadratura Q) independientes y ortogonales)

Considerando sinusoides, la ortogonalidad implica que cada sinusoide de frecuencia

, , : : To T,
fi=m/T, esta formada por un namero entero de ciclos en el intervalo [— ?0’ 0
T

2
1 1
cos | m2mt —) cos (nZnt—) dt * 0, m=n
T, Ty T, —

=5 NS

S

EN

| H
51N

, m#n
2
Ty
j__io sin|m2mt T_10> sin (nZnt Tio) dt = {;tO,O’ mm ¢=nn
1 1N A% N
J_TO sin <m27tt T + (D) sin (nZnt T0> t_ 0, @ .
2

T

0
2 1 1 ‘
j . sin <m27tt F) cos (nZnt F) dt =0,Ym,n Ejemplo: 4 sinusoides ortogonales (fy, 2f;, 37, 4f7)
—0 0 0
2



Correlacion cruzada (IV)

810t
T
1
. 2 it
29 vt} v'a(t)
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1 1
0 t 0 I | t
P 1 12 1
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1/2 1
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o N 1 1+
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2l Io W) vale) dt {0 otherwise jo V¥ x(t)dr | 0 otherwise
1
0 { (b) (c)
Y 1
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(a)

Figure 3.5 Example of an arbitrary signal set in terms of an orthogonal set.
(a) Arbitrary signal set. (b) A set of orthogonal basis functions. (c) Another set of
orthogonal basis functions.



