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1. FUNDAMENTOS

1.1 Unidades éectromagnéticas

Las magnitudes que se utilizardn con més frecuencia en dectricidad son, junto con sus unidades y su
simbolo més frecuente en & Sistema Internaciond:

q carga eléctrica culombio (C)
[ corriente amperio (A)
u,v tensgdon valtio (V)

e fuerza dectromotriz valtio (V)

P potencia vaio (W)

W energia julio (9

f frecuencia herzios(Hz)

Prefijos antepuestos a las unidades

exa E 108 mega M 10° deci d 107 nano n  10°
pta P 10V klo k 10° ceni ¢ 1072 pico p 1012
tera T 10%2 hecto h 107 mi  m 103 ferto f  10%°
giga G 10° deca da 10° micco p 10° ato a 10%®
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1.2 Magnitudes basicas.
1.2.1 Cargadeéctrica

La carga eléctrica es la base para describir todos los fendmenos eéctricos. La carga eléctrica es una
propiedad de la materia que tienen todos los cuerpos. Es de naturaleza bipolar, y todos los cuerpos
estan cargados con carga positiva (+) o negativa ¢), seglin predominen las cargas de uno u otro tipo, o
bien las cargas pueden compensarse, y € cuerpo es el éctricamente neutro.

El trasvase de cargas entre unos cuerpos y otros es la raiz de cudquier fendmeno eéctrico, y este
desplazamiento, y su cgpacidad para producirlo, se mide mediante dos magnitudes. corriente y
tenson, o voltagje, que se describen a continuacion.

1.2.2 Corriente.

Se define corriente eléctrica i como lavariacion de carga eléctrica con respecto a tiempo.

dq

dt

En generd, la corriente eéctrica es dependiente del tiempo. Por convenio se entiende que €
desplazamiento de cargas idedles podtivas entre dos puntos produce una circulacion de corriente en €

sentido de este desplazamiento.
A
dircito i=1A; | Clscirculande A aB
o | I
electrico ' i=_1A:IC/scdrculandeB aA
B

Figural.l
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cagas dementales negdtivas, la corriente td como se ha definido tiene un sentido opuesto d dd
desplazamiento de |os dectrones.

Launidad de corriente eéctricaen d Sistema Internaciond de unidades es € amperio (A)

1.2.3 Tenson.

Se entiende por tension eléctrica o dmplemente tension la diferencia que existe entre los potencides
eléctricos de dos puntos A y B de un circuito.

Uag = Ua - Us

circuito u=UV;up=ug+10
eléctrico u
u=-UViu,=ug-10

B

Figura 1.2

El sentido de la flecha de la figura es arbitrario e indica que, s la magnitud es postiva, € potencid
eléctrico en d punto origen de laflecha es superior a potencia eéctrico en d fina de laflecha

La tensdon o diferencia de potencid se puede definir también como la energia que es necesario gplicar
alaunidad de carga parahacerlacircular entre dos puntos

_aw
U—dq

Por tanto, una tenson positiva sgnifica que es necesario suministrar energia para hacer circular cargas
elementales positivas entre esos dos puntos.

o~
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1.2.4 Potencia.

Puesto que se define la diferencia de potencid entre dos puntos como € trabgo que hay que redizar
paratrangportar un diferencid de carga entre dllos, se puede afirmar que:

dw =udq
Y dado que la corriente e éctrica es la variacion de la carga con respecto a tiempo,
dw=ui dt

Y s lapotenciaesladiferencia de trabgo con respecto d tiempo setiene

dw(t) :
p)="4 = u®i(® (11)

El trabgjo redizado entre losingtantest, y t; se puede escribir como

t1
w(t) = Bu(t)-it) dt (1.2)

to

Sea un dipolo con dos terminales accesbles, A y B. En la Figura 1.3 se indica la teng6n u entre los
termindes, y la corriente i entrante en € dipolo. Estas magnitudes determinan una potencia entrante
en d dipolo. S la potencia es mayor que cero, € dipolo absorbe potencia y se comporta como una

carga.

Figura 1.3 Dipolo con referencias de potencia entrante.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



u l CE.

o—

Figura 1.4. Dipolo con referencias de potencia saliente.

S un dipolo puede dar energia a la red que no habia absorbido previamente de esta, @ dipolo es
activo. S sdlo puede absorber energia y devolver la absorbida, € dipolo es pasivo. Maeméticamente,
y con las referencias de laFigura 1.3, un dipolo es pasivo Si:

t

w(t) = B ut )-i(t)dt =0
-8

1.3 Leyesde Kirchhoff.

La teoria de circuitos eéctricos esta basada en las leyes de Kirchhoff. Estas leyes son consecuencia
inmediata de leyes fiscas. La primera ley, dd principio de conservacion de la carga, que proviene de
las leyes de Maxwell, y la segunda dd principio de conservacion de la energia Sin embargo, en este
Ccurso se prescinde de su demostracion, por 1o que se enunciaran como axiomas fundamentales.

Definiendo rama como un eemento que presenta dos termindes, y nudo como la confluencia de
varias ramas, |os enunciados de las leyes de Kirchhoff son:

Primeraley de Kirchhoff

La suma agebraica de las intensidades entrantes en un nudo es nula en todo ingante.

2
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Estaley puede aplicarse no sdlo a nudos sino a cuaquier region cerrada.

Do a4 =
|1|2|3|4 |50

Segunda ley de Kirchhoff

La suma agebraica de las tensones a lo largo de cudquier linea cerrada en un circuito es
nula en todo ingtante.

—Uu

+ +U —U —U _=
ulu2 3u4u5u60

Para que se cumpla esta ley no es necesario que € camino recorrido esté formada por ramas de un
circuito fisico, Sino que pueden ser tensiones entre dos nudos arbitrarios.
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1.4 Circuitos eéctricos.

Un circuito eéctrico consta de un conjunto de eementos, tanto consumidores de energia (pasivos)
como posibles productores de energia (activos) conectados entre si. Los eementos activos excitan d
circuito de forma que éste produzca una determinada respuesta en forma de unos vaores de tensgon y
de corriente en cada rama. Dependiendo de los datos y las incognitas, los problemas que se presentan
en lateoria de circuitos pueden ser de dostipos:

a) Andisis de circuitos Conocidas la excitacion y d circuito, hdlar larespuesta
b) Sintesis de circuitos. Conocidas la excitacion y la respuesta, hdlar d circuito.
Los circuitos se pueden clasificar en dostipos:

— Circuitos resistivos: Aqudlos en los que la rdacion entre las tensones y corrientes en todas sus
ramas vienen dadas por un sistema de ecuaciones dgebraicas. Estos circuitos constan de fuentes y de
elementos resistivos. S todos los eementos resistivos y las fuentes dependientes tienen caracteristicas
linedles, € circuito srd resdivo lined y las ecuaciones que lo definen seran linedes. En caso
contrario serd un circuito no lineal, definido por ecuaciones no linedes.

— Circuitos dinamicos: Aqudlos en los que la relacion entre las tensones y corrientes en todas sus
ramas vienen dadas por un sstema de ecuaciones diferencides. Estos circuitos pueden constar de
fuentes, resstencias y dementos dindmicos (bobinas y condensadores). S las caracteristicas de todos
los elementos son linedles d circuito es lined, y estara definido por un Sstema de ecuaciones linedes.
S no es asi, tarto € sstema de ecuaciones diferenciales como d circuito serén no linesles.

En este curso se tratardn sdlo circuitos linedes, tanto dindmicos como resistivos.
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2. ELEMENTOSDE LOSCIRCUITOS

Una vez enunciadas las leyes de Kirchhoff, es necesario conocer las relaciones entre tensiones y
corrientes en cada rama para andizar un circuito. Estas relaciones las definen los eementos
conectados en dichas ramas, que en Ultima ingtancia suelen reducirse a dementos ideales. Algunas de
las caracteristicas de estos élementos son que no ocupan espacio fisico y que estan conectados
mediante conductores carentes de resistencia

Un digpositivo eéctrico puede tener varios termindes que se conectan a digtintos puntos del circuito.
Con respecto d nimero de terminales (o polos) que tenga un dispositivo, éste puede ser un dipolo s
tiene dos termindes, cuadripolo S tiene cuatro, 0 multipolo en generd, S tiene varios. Un gemplo de
multipolo es € tranggtor.

2.1 Resgencia.
2.1.1 Definicion

Una resigtencia es un dipolo en € que en un ingante t su tenson u(t) y su corriente i(t) satisfacen una
relacion definida por una curva en d plano uH. Esta curva se conoce como caracteristica de la
ressenciaen € ingantet.

Dependiendo de como sea la caracteridtica de la resistencia, las resstencias se pueden clasificar en
resistencias lineales invariantes con € tiempo (Fgura 2.1 &), en las que la expreson de la
caracteristica tenson corriente es u = R, resistencias lineales variables con d tiempo (Figura 2.1 b),
en las que la expresion de la tensgdn en funcion de la corriente es u(t) = R(t)4(t), y resistencias no
lineales, variables 0 no con d tiempo. Una caracteristica del primer tipo mencionado se representa en
laFigura2.l c).
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2. Elementos de los circuitos

b)
Figura21

Experimentamente se ha encontrado que en muchos conductores la corriente que circula por dlos es
proporciond a la diferencia de potencid que haya entre sus extremos. EStas son resistencias linedes
invariantes con € tiempo, y son los modeos de resstencia mas comunes. A la relacién que ligala
tendon y la intenddad en las resigtencias linedes se la conoce como ley de Ohm. La magnitud R se
conoce como resistencia y se mide en ohmios(? ).

Las resstencias se representan de laforma siguiente:

Figura 2.2

Con edtasreferencias de tension y corriente, laLey de Ohm se enuncia de lamanera sguiente:
u=Ri (21)
S unade las referencias cambiase, laley de Ohm seriau = —Ri.

La inversa de la resgencia se denomina conductancia, y se denota con la letra G y se mide en
Siemens(S), o bien ohmios™ (? 1.

D=

N1 9 DNDAani~dAnaiaa v Aanl A Aa
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2. Elementos de los circuitos

direccion opuesta d campo. Cuando los dectrones se mueven a través del conductor, chocan entre i y
con otros atomos. Estas colisones entorpecen € flujo de cargas y reducen su magnitud. Por tanto, la
resstencia de un conductor es, en primer lugar, una consecuencia de las colisones deatorias de los
electrones libres. Precisamente la diferencia de tensén entre dos puntos es la energia que hay que
suministrar alaunidad de carga para que recorra un circuito el éctrico entre esos dos puntos.

La resistencia de un cuerpo depende de su longitud y su seccidn, entendiendo esta Ultima como € &ea
de una superficie perpendicular a la direccion del campo eéctrico, asi como la longitud es la distancia
que recorre la carga en @ conductor. Ademas, la resstencia depende dd materid de la que esta
congruida. Estas dependencias e reflgjan mediante la formula:

R=T —; (2.2)
En donde
R ressencia(?)
r resgividad (? m)
I longitud (m)
S seccion ()

Vaorestipicos delaresigtividad de los materides son:

Materia

r tipica(? ‘m)
Plata 1,54-10°
Cobre 1,72:10°
Oro 2,45.108
Aluminio 2,83-10°®
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2. Elementos de los circuitos

Carboén 3500-10°®

Las resistencias que se emplean en la practica se comportan como una resistencia idedl, con muy poca
Separacion respecto de los valores esperados.

2.1.3 Potencia consumida por unaresistencia.
Con lasreferencias de laFgura 2.3, d vaor de la potencia entrante en unaresistencia es.

p(t) = u(t)-i(t) = R¥ :g (23)

Figura 2.3. Resistencia con referencias de potencia entrante

Esta cantidad es sempre mayor que cero, es decir, la resstencia sempre absorbe potencia. La energia
absorbida por unaresistencia vadra:

—

v 0 2(t)
w(t) = _@SR-lz(t)dt = i?dt (2.4)

2.2 Condensadores.
2.2.1 Definicion. Condensadoresideales.

Desde un punto de vista mateméatico se puede definir un condensador como un dipolo en € que en un
ingante t, la carga dmacenada en @ y la tenddn en bornas satisfacen una rdacion definida por una
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2. Elementos de los circuitos

e oF

u ‘ u u

b)
Figura 24

Edta curva es la caracteristica del condensador en d indante t. Al igud que las resistencias, estas
caracterigticas se pueden clasificar en lineales invariantes con e tiempo (Figura 2.4 @), en las que la
expresion de la carga en funcion de la tension es g = C-u, lineales variables con € tiempo (Figura2.4
b), en las que la caracteristica carga tensidn es q(t) = C(t)-u(t), y condensadores no lineales, variables
0 no con d tiempo. El Ultimo caso, de una caracteristica dd tipo q = f(u), se representa en la Figura
2.40).

Cuando € condensador es lined, en la rdacion q = Cu, € padmetro C es la congante de
proporcionalidad entre la carga dmacenada y la diferencia de potencid y se conoce como capacidad
de condensador. Se mide en Faradios (F). Esta unidad es muy grande y normamente se utilizan sus
submdltiplos, mF, uF, nF, pF. También los condensadores linedles e invariantes con € tiempo son los
més corrientes. En éstos, la relacion entre la corriente y la tensdn viene dada por una ecuacion
diferencid,

i=—=C— (25)

Esta ecuacion es la ecuacion de definicion de un condensador lined. Un condensador ided es aqud
gue se comporta exactamente de acuerdo con esta definicion.

El simbolo de los condensadores idedles es;

s
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2. Elementos de los circuitos

Con las referencias indicadas en la Figura 2.5 la rdacion entre la tenson y la corriente en €
condensador viene dada por la ecuacion (2.3).

2.2.2 Condensadoresreales

Fiscamente, un condensador consiste en dos conductores separados por un dieléctrico que pueden
dmacenar cargas iguales y opuestas, de vaor g, independientemente de S otros conductores del
sistema estan cargados. Cuando @ condensador es lined, la carga de cada uno de los conductores es
proporciond a potencid que hay entre elos, por lo que la rdacion entre la diferencia entre sus
potencides, u, y la carga de los conductores es, como ya e haindicado:

q=Cu (2.6)

Las dimensones fiscas que afectan la capacidad de un condensador de placas paradas son la
superficie s de sus placas y la distancia d entre dlas. Cuanto mayor es la superficie de las placas, mas
grande es la superficie en la que la caga s puede dmacenar, y més grande la capacidad de
amacenamiento del condensador. La capacidad es directamente proporcional a la superficie s de cada
placa paradda.

Por otra parte, puesto que la intensidad del campo eéctrico E entre dos superficies cargadas pardelas
es V/d, donde V es la tendon entre las dos superficies y d, la distancia que las separa. Al aplicar eta
relacion a condensador de placas parddas, se tiene u = E-d. Sudtituyendo u = E-d en (24), e tiene
que:
_9_49
€= u Ed (27)

S todos los otros factores no varian, la rdacion g/E es condante, de donde se concluye que la
capacidad es inversamente proporcionad a la distancia d entre placas pardelas. Esta relacion es

precisamente la permitividad del dieléctrico que separa las placas conductoras, por 1o que la expreson
de la capacidad de este tipo de condensadores es

Q
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2. Elementos de los circuitos
S superficie (n)
d distancia entre placas (m)

Los condensadores se caracterizan en primer lugar por su capacidad. Existe una amplia gama de
vaores nomindes de condensadores, pero @ vaor red depende de la tolerancia especificada por
fabricante. Los vaores tipicos de tolerancias oscilan entre un £5% y un +20%.

Otro parametro que caracteriza los condensadores es la tenson que puede aplicarse entre sus
terminades sn que d didéctrico se pefore. Esta tensgdn, para un digléctrico dado, depende de la
digancia entre placas. Puesto que la capacidad es inversamente proporciond a esta magnitud, sera
dificil conseguir condensadores de gran capacidad y de gran tensién a mismo tiempo.

El didéctrico en un condensador ided es un adante pefecto, y por tanto tiene una resstencia infinita
y la corriente que lo araviesa es nula El didéctrico en un condensador red tiene una resstencia
grande pero finita, por o que una pequefia corriente circula entre las placas del condensador aiando se
gplica una tenson entre dlas. Esta resstencia se denomina resstencia de pérdidas dd condensador, y
la corriente, corriente de pérdidas. Este fendmeno se representa mediante un circuito equivaente
como d que serepresentaen la Figura 2.6.

R
C ‘
| |
I

Figura 2.6

Los vaores tipicos de la resistencia de pérdidas pueden oscilar entre 1 M? y 100.000 M?.

2.2.3 Potencia consumida por un condensador.

A partir de la definicién de mtencia, y con las referencias de la Figura 2.7, la potencia entrante en un
condensador sera&

du

FZAN VALY ZAY oo
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2. Elementos de los circuitos
. C
-
u
Figura 2.7. Condensador con referencia de potencia entrante

Laenergia dmacenada en & condensador tendra por vaor:

) dutt) . 1

w(t) = 9 Cru(t)-~ ek :EC-uz(t) (2.9)

o OO0 ~

De las expresiones de potencia y energia se puede deducir que la potencia entrante en un condensador
puede ser tanto positiva como negativa, dependiendo de los vaores de la tenson y de su derivada. Por
condguiente, un condensador puede tanto recibir como entregar potencia Sin embargo, la energia
admacenada en @ condensador sempre serd mayor o igua a cero, por lo que la potencia que cede €

condensador serd a expensas de la energia que tenga amacenada, Sin que pueda producirla. Serd por
tanto un eemento pasivo.

2.3 Bobinas o inductancias
2.3.1 Definicion

Desde d punto de vida de teoria de circuitos, una bobina, o inductancia, lined e invariante con €
tiempo es un dipolo en € cud la rdacion entre la tensdn y la corriente esta definida por la ecuacion
(2.10), con lasreferencias dela Figura 2.8:

di
u= Ldt (2.20)

El ssimbolo delabohinaes
L
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2. Elementos de los circuitos

El pardmetro L se denomina inductancia de la bobina y se mide en Henrios. El Henrio es una unidad
muy grande, y normamente se usan sus submuiltiplos, especidmente d mH.

También existen bobinas no linedles'y dependientes con € tiempo, que no se tratardn en este curso.

Las bobinas estén formadas por conductores arrollados sobre elementos ferromagnéticos. En las
bobinas idedes estos conductores no presentan resistencia, pero en las bobinas redes hay que tener en
cuenta laresistencia de los conductores, por 1o que se pueden representar como en la Figura 2.9:

R L
—AA—T T ——
Figura 2.9

2.3.2 Potencia consumida por una bobinaideal.

Laexpresion de la potencia entrante en labobina es:

PO = Ui() = Li0)

Figura 2.10. Bobina con referencia de potencia entrante

El vaor de la energia dmacenada en labobinaen un ingantet es.

—

w(t) = Ldid(—:)i(t)dt =%L-i2(t) (2.12)

do OO0

Al oA alie los condensadares 1as hohinas ann dementas atie niieden ceder v recibir notencia Sin
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2. Elementos de los circuitos

2.4 Bobinas acopladas
2.4.1 Definicion

Un conjunto de bobinas pueden estar acopladas entre si, en cuyo caso, las tensiones en cada una de
ellas depende no solo de la corriente circulante por la propia bobina, sno ademés de las corrientes
circulantes por las otras bobinas acopladas con dlas. De esta forma, las ecuaciones que relacionan las
tensiones y corrientes en una pargja de bobinas acopladas como las de la Figura 2.11 vienen dadas en
las ecuaciones (2.8) y (2.9):

2
Figura2.11
_, dn o di
U1_let+Mdt (2.12)
—M%+L% 2.13
e =My + Lo g (2.13)

En estas ecuaciones d parametro M se denomina inductancia mutua de la bobina, en tanto que Ly o Ly
son las inductancias propias o coeficientes de autoinduccion. Ambas se miden en Henrios. En la
Figura 2.11 uno de los terminades de cada bobina esta marcado por un punto. Estos termindes s
denominan terminales correspondientes. Una corriente entrante por uno de estos termindes de la
bobina 1 induce en la bobina 2 una tensén de mismo sentido que la que produciria una corriente que
entrase por @ termind correspondiente de dicha bobina De eta forma, s los terminaes y las

refaranriac adAn dicniiedne da la farma indicada an 1o Cicnira 212 lac onliaciones cardn lac indicadac
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2. Elementos de los circuitos

u u,
Figura 2.12

—Li+M% 2.14

= Md—il L% 2.15

b =— dt ~ -2t (2.15)

Los termindes solo son correspondientes entre pargjas de bobinas, de forma que s hay més de dos
bobinas, cada parga de dlas tendra sus terminades correspondientes entre si. De esta forma, las
tensones y corrientes de las bobinas de la FHgura 2.13 estaran relacionadas por las ecuaciones que se
exponen a continuacion.
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2. Elementos de los circuitos

_dn de . db
U2——|\/|12dt —|-2dt + M23dt (2.17)

=M diy M %+L% 2.18
W = 3ldt_ 23dt 3dt ( )

2.4.2 Potencia consumida por las bobinas acopladas.

La potencia entrante en un cuadripolo como € de laFigura2.14 viene dado por la ecuacion

2
Figura2.14
. .  diz € dix . ditl _di
= g1+ Worlo = i + — 4 + Jor— .
P= b + Uiz =Loia Mgl i S im (2.19)
Esta expresion se puede poner delaforma:
dél,. » ... 1 o0
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2. Elementos de los circuitos

t

” 1 2 R
w(t) = @89('[)(31t =5 La-iy + Mgz +E L2, (2.21)

Eda energia sempre tiene que ser postiva puesto que e conjunto de bobinas acopladas es un

elemento pasivo. A partir de la ecuacion (3.9), haciendo x = Ilg
1

€1l 1 U
w(t) = i1 2- &L; £ Mx + = Lox°U
0= Ghe Mgy

Puesto que la energiatiene que ser sempreigual 0 mayor que cero

el 1 u
€L tMx+-Lx?u=0
a

a2 2
Para lo cud es discriminante de esta ecuacion de segundo grado deberd ser mayor que cero, 1o que
equivaea
M2 =1Ly

2.5 Trandformador idedl.
2.5.1 Definicién

Un trandformador ided es un cuadripolo cuyo esquema y relaciones entre sus parametros vienen
dados por laFigura2.15 y la ecuacion (2.15)

Iy I,
Y [ ]
Ul H U2
| |

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



2. Elementos de los circuitos
—a = (222)

W
9/) I2

El parametro ase denomina relacion de transformacion, y es un dato dd transformador ided. S las
referencias cambian, los signos de las rdaciones (2.15) cambiardn. Asi, por gemplo, en la Figura 2.16

|as relaciones son:
I
°
u, ‘ ‘ u,
‘4

al

Figura 2.16

2.5.2 Potencia consumida por un transformador ideal

En un transformador ided como € que se muestra en la Figura 2.17 la potencia entrante sera la que se
muestra en la ecuacion (2.23)

‘ L2 uz
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2. Elementos de los circuitos
. . .o W

P=iy— Wiy = Lh-ll—z-a-ll =0 (2.23)
Es decir, en un transformador ided, la potencia consumida en todo ingtante es nula, y por tanto
también la energiaadmacenada o dispadaen 4.
2.6 Fuentesindependientesideales.
2.6.1 Fuentesdetension.
2.6.1.1 Definicién

Una fuente de tensdn ideal es un digpodstivo que mantiene una tenddn ere sus terminaes
independientemente de la corriente que circule por dlos. Se representa como:

A 9 B
—
_/
Figura 2.18

El sgno + indicaque latenson en A essuperior alatensénenB eneg V.

Ejemplo:

Figura 2.19
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2. Elementos de los circuitos

Figura 2.20

2.6.1.2 Potencia entregada por una fuente de tension.

Seaunafuente ideal detension de vaor gy la potenciatransferida a unaresstencia R seré&

2

e
p=ui= eg-gRg :Eq (2.24)
. p
|
-
+ L
e R > u
9 S
0
0 R
a) b)
Figura 2.21

S s representa la potencia entregada por la fuente ideal en funcién de la resstencia se obtiene la
curva de la Figura 2.21 b). En ela se puede observar que la potencia entregada por la fuente a una
resstencia cuyo vaor tiende a cero, tiende ainfinito.
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2. Elementos de los circuitos
2.6.2 Fuentesdecorriente.
2.6.2.1 Definicion

Una fuente de corriente ideal es un dispostivo por € que circula una corriente dada para cuaquier
tenson entre sus terminaes. Se representa como en la Figura 2.22:

A B
[ |
. > °
i
g
Figura 2.22

Laflechaindicad sentido de circulacion de la corriente ig

Ejemplo:

g=2A |} R=5w> | U=10V

|

Figura 2.23

Se puede obtener una caracterigtica tensidn intensdad de este tipo de fuentes, ta como se hizo en la
resistencia, que seracomo seindicaen laFigura2.24.

u
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2. Elementos de los circuitos
2.6.2.2 Potencia entregada por las fuentes independientes de corriente

La potencia transferida a una conductancia G por una fuente ideal de corriente de valor iges:

2

Ig_lq

P=ui=5=3g
p
i
T
» A GS u
2
| G
8 b)
Figura 2.25

Al representar la potencia entregada por la fuente ided en funcion de la resstencia se obtiene la curva
dela Figura2.25b).

2.7 Fuentesindependientesreales.
2.7.1 Fuentesdetension.
2.7.1.1 Definicion

Una fuente de tension red no mantiene la diferencia de potencid entre sus bornes independientemente
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2. Elementos de los circuitos

| u
- circuito abierto
AN/ N\A—— o
R g
g
+
e () u
cortocircuito
€q i
R g
Figura 2.26

En eda figura se puede observar que la corriente es sdiente del dipolo de la fuente red. Esto
corresponde a criterio normamente usado para dipolos activos. Asmismo puede observarse la
caacteristica tensgén - corriente de la fuente red. Esta caracteristica es una recta de pendiente
negativay de expresion

u=e— Ryi (2.25)

Cuando la corriente es nula, la tensén corresponde a la de la fuente ided. Este punto se llama de
circuito abierto. Cuando los dos termindes se conectan mediante una resstencia nula, la tensgén a la
sdida de la fuente red es nula, y su corriente vade ey/Ry. Este punto se conoce como punto de
cortocircuito. En cuanto a la expresiéon (2.25), se conoce como ecuacion terminal del dipolo formado
por laasociacion en serie de lafuentey laresstencia, y pone en relacion latenson con la corriente.

2.7.1.2 Potencia entregada

La potencia que entrega una fuente read de tensdn como la representada en la Figura 2.21 a) a una
resstencia conectada a ela toma una vaor distinto. Puesto que p = ui, € vdor de estas magnitudes

sera
Re2
& Cmiip_f i€
I_Rg+R U_RI_RR9+R p=ui (Rg+R)2
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2. Elementos de los circuitos

2
e
o __9
Pméax = 4Rg
p
i
’\/\/—4>—‘
€q R g u
<
| 0
0 R
a) b)
Figura 2.27

Aungue edta sea la potencia maxima que puede recibir la resstencia no es € punto en d que se debe
operar, puesto que € rendimiento de la fuente en estas condiciones es muy bgo. En efecto, S se

efectla € cociente entre la potencia que entrega la fuente y la que recibe la resstencia d rendimiento
tiene laexpreson:

Para un valor de R = Ry € rendimiento es del 50 %. Esto significa que la mited de la potencia cedida
por la fuente se estd perdiendo en la propia resstencia interna de la fuente. La expreson de este
rendimiento en funcion dd vaor de R viene dado en la Fgura 2.28. Aqui se puede observar que d
rendimiento de la fuente se hace cada vez més dto conforme la resistencia conectada es mayor, y aun

cuando la potencia entregada sea menor es méas aconsgable trabgar en esta zona de rendimientos
atos.
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2. Elementos de los circuitos

Figura 2.28

2.7.2 Fuentesdecorriente.
2.7.2.1 Definicion

Como las fuentes redles de tenson, una fuente red de corriente no suministra la corriente especificada
independientemente del vaor de la tenson en bornes. Este fendbmeno se representa en las fuentes de
corriente continua como una resstencia en pardelo con una fuente de corriente idedl, de forma que €
conjunto reproduzca 1o que sucede en las fuentes redes. ES0 se representa en la figura sguiente,
junto con su caracteristica corriente - tenson, que tiene la expreson:

=g Gyu

En esta gréfica se pueden observar también los puntos de circuito abierto, en @ que la corriente
suministrada es nula, y @ de cortocircuito, en € que la corriente suministrada es la especificada, como
g lafuente fueraided.
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2. Elementos de los circuitos

| cortocircuito

. ig
|
i i circuito abierto
IQT ¢S u
N
< |
| =
Gg
Figura 2.29

2.7.2.2 Potencia entregada

Se pueden hacer observaciones smilares a las de la fuente ided de tenson: la potencia entregada por
la fuente tiende a infinito cuando la conductancia tiende a cero. Sin embargo la expreson de la
potencia entregada a una conductancia por una fuente de corriente real como la representada en la
Figura 2.30 a) tiene una expresion digtinta que se representa en la Figura 2.30 b). Esta expresidn, junto
con las de latenson y corriente en laresistencia se reflgian a continuacion:

2
u—hi—G-u—G-—iq— =—ui = Ig
TG TN Pere P epG

Esta potencia dcanza un méximo para un vaor de la conductancia G = G. Este vaor se obtiene de
manera semejante a como se obtuvo en las fuentes redles de tension, y su expreson es lasguiente

-2 -2
G-lg i

— g

(G, +G)? 4G,

p=ui
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2. Elementos de los circuitos

| p
—\/ N\
R
+ J <
R u
s () S
]
G
a) b)
Figura 2.30

Las conclusiones son también parecidas. S bien la potencia entregada es méxima para ese vaor de
conductancia, @ rendimiento de la fuente es del 50 % en este caso, por |0 que es més recomendable
emplear valores mayores de conductancia que aseguren un vaor mayor del rendimiento de la fuente, y
por tanto un mayor aprovechamiento de ésta.

2.7.3 Equivalencia defuentesreales.

Dos fuentes redes son equivaentes S para cudquier tensgdn aplicada a las dos, suministran la misma
corriente. Por tanto, S dos fuentes son equivaentes, las ecuaciones que ligan tension con corriente

i =ig—Ggu
deben ser también equivalentes. S estas ecuaciones se agrupan de la manera sguiente

& U
R Ry
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2. Elementos de los circuitos

& _L
° Ry Rg
Esto sgnifica que para @ resto dd circuito no importa que la fuente red sea de tenson ode corriente
con ta de que sus pardmetros sigan la relacion indicada. Por consiguiente se podré cambiar € tipo de
fuente segin convenga, sSn que vaien las tensones y corrientes dd resto de los eementos dd

circuito.

2.8 Fuentes dependientes

Las fuentes dependientes son fuentes idedes de tensdn o corriente cuya magnitud viene determinada
por la tensgdn entre dos puntos, o la corriente que circula por una rama Las fuentes dependientes
pueden ser, por tanto, de cuatro tipos fuentes de corriente dependientes de corriente o de tension, y
fuentes de tengon dependientes de tenson o corriente. En la FHgura 2.31 se representan todos dlos.
En dicha figura las magnitudes de las fuentes de tens6n y de corriente dependen de otras magnitudes
de un cierto circuito eéctrico (C.E.).

T . —]

+ +

e = f(u) u l CE. e, =10) i CE.
-« B

a) Fuente de tension dependiente de tension b) Fuente de tension dependiente de corriente

r ®
. (u) .E. g

c) Fuente de corriente dependiente de tension d) Fuente de corriente dependiente de
corriente

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



3. ASOCIACIONESDE ELEM ENTOS.

3.1 Introduccion.

En este capitulo se van a ver modos de asociacion de eementos activos y pasvos. Esta es una manera
de amplificar los clculos conducentes a la resolucion de un circuito. Por edta razon, mediante las
técnicas que se describen en este capitulo, un conjunto de eementos activos 0 pasvos s van a
sudtituir por un eemento equivdente, con la condicion de que edte tenga la misma ecuacion termind
que e del corjunto de dementos, con lo cud d resultado dd andlisis dd circuito serd d mismo en los
dos casos, o bien, € resto del circuito no varia

Las asociaciones més frecuentes son en serie, que se produce circula la misma intensidad por todos
los dementos que van a sociarse, 0 en paralelo, en la cud todos los ementos estan sometidos a la
mismatenson

3.2 Asociacion de fuentes ideales.

Las fuentes idedles no pueden conectarse entre si de forma arbitraria. Las fuentes de tension idedles no
pueden conectarse en pardelo cuando tienen didintos vaores puesto que por definicion deberian
mantener entre sus extremos dos tensones didtintas, 10 que es contradictorio. Por otra parte, la
conexion en pardelo de fuentes idedes de didtinto valor no tiene sentido, puesto que una fuente ided
puede proporcionar una potencia infinita, y por tanto la conexion de otra en paraelo con dla no
cambia nada su comportamiento.

Anadgamente, las fuentes de corriente idedles no pueden conectarse en serie S tienen  mismo valor,
puesto que entraria en contradiccion con la definicion de fuente ided. Tampoco tiene sentido la
conexion en serie de fuentes de corriente del mismo valor.

En cambio, S se pueden conectar fuentes de tensdn en serie, independientemente del vaor que
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3. Asociaciones de € ementos

A . 1 2 . n B
O~ ~O—
Figura3.1
e
A, “ B
e )
N
Figura 3.2
El vaor de eta fuente ser&a
€q=€1—E+ ... +& (31)

Andogamente sucede con las fuentes de corriente en pardelo, como se muestra en la Figura 3.3 y en
laFigura3.4.
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3. Asociaciones de elementos
En estaocasion, € vaor de lafuente equivaente es:
ieq:il—i2+...+in (32)

Las fuentes ideadles tambien pueden asociarse con dementos pasivos. Esta asociacion s es libre, g
bien hay que recalcar que en todos los elementos conectados en serie con una fuente de corriente y en
pardelo con una fuente de tengon tanto la tenson como la corriente son conocidas, y por tanto
pueden diminarse cuando s esté resolviendo € resto dd circuito. Sin embargo, forman parte de d, y
deben tenerse en cuenta para otros calculos, como e balance de potencias generadas y consumidas.

3.3 Asociaciones deresstencias.

A continuacion se van a presentar diversas formas de transformar circuitos resstivos de manera que se
puedan obtener circuitos equivalentes a uno dado més smples. Mediante &s tres transformaciones que
s describen a continuacion: asociacion en serie, asociacionen pardedo y tranformaciones estrella-
triangulo y triangulo-estrella, se puede obtener una resistencia equivaente de cudquier conjunto de
elas.

3.3.1 Asociacién en serie. Divisor detension.

Un conjunto de resstencias estan asociadas en serie cuando por élas circula la misma corriente, ta

COMO Se muestraen la Figura3.5.
ul U2 n —L—/\/fi_
> >
u u
Figura 3.5 Figura 3.6

Enla Fgura3.6 se muestra su resstencia equivaente, cuyo vaor se deduce de la sguiente forma
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3. Asociaciones de € ementos

u _ R« y
RiI+Ro+...+Ry, Ri+R+..+R,

W =Rei = R (34)

Un conjunto de resstencias en serie se denomina divisor de tension, puesto que la tenson de
conjunto de resigtencias en serie se divide en cada una de dlas proporciondmente a su vaor, tad como
s muestra en (3.4). Edta Ultima expresion es la formula del divisor de tenson que da la tenson en una
resistencia directamente en funcién de la tenson gplicadad conjunto de todas ellas.

También se puede hdlar la conductancia equivdente de un conjunto de resstencias en serie, en
funcidn de la conductancia de cada una de dlas de la Siguiente manera:

=h+Ww+ + —i'+i'+ +i'—i+—+ + )i =—i

u=w+w+ ... un—Gl-l GZ-I G{I_Gl G n)-|—Geq-|
1 1 1 1
— =+ + ..+ 35
Gq G GG, (33)

3.3.2 Asociacion en paralelo. Divisor de corriente.

Un conjunto de resstencias se dice que estén asociadas en paraldo cuando todas ellas estéan sometidas
alamismatenson. Un conjunto de resistencias en pardelo se muestraen laFigura 3.7

i1 i2 I'n
Ry R, R, u
Figura 3.7
Laresstencia equivaente es como lamostradaen la Figura 3.6. Su expresidn eslasguiente:
i=ihp+ip+ +i—iu+iu+ +iu—(i+i+ +i)u—iu
PRI TTTRT R T TRe Ri Ry TRy Ry
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3. Asociaciones de € ementos

1
=== R i 37
k"R T 1 1 71 (37)
— 4+ 4+ ...+ —
Ri R n

De forma semgante d divisor de tensgdn, un conjunto de resistencias en pardedo se denomina divisor
de corriente, puesto que la corriente del conjunto de resistencias en parddo se divide en cada una de
élas de forma inversamente proporciond a su vaor. La expreson (3.7) es la férmula del divisor de
corriente, que da la corriente que circula por una resistencia directamente en funcién de la corriente
que circula por laresstencia equivaente.

Cuando las resstencias en pardelo son dos, la formula (3.7) se amplifica y las expresones de las
corrientes son como sigue

L =
R; + R, 2"R+R,

it (3.8)

Cuando s aplican edas formulas en funcion de las conductancias, se obtiene las sguientes
expresiones.
iZip+b+ .. +ih=Gu+Gou+... +Gn'U:(Gl+Gz + ... +Gn)'U:Geq-U
Geq=G1+ G + ... +Gy (3.9)

Laférmuladd divisor de corriente viene dada por la ecuacion (3.10)

u B G«
G +Gy+..+Gy, G +G+..+G,

ik =Gu=G,- i (3.10)

3.3.3 Transformacionestridngulo-estrellay estrellatriangulo.

Cuando tres resgtencias estdn conectadas como se indica en la Figura 3.8, no es pogble la

smplificacion por trandformeciones serie 0 pardelo. Sn embargo, s puede pasr de una

ranfiniirariAn 2 ntra | a rnnflonwraciAdn do la Ciouwa 2 Q A\ on donomina conficuiwraciAn on octralla v 1o
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3. Asociaciones de € ementos

a a a a
u C% I ab U
Rca
i Rab
ca RbC
¢l < b
i bc
b Uphe
a) Configuracion en estrella. b)Configuracion en triangulo
Figura 3.8

Transformacion tridngulo-estrella

Para que dos configuraciones sean equivalentes, las dos deben proporcionar la misma respuesta ante d
mismo estimulo, es decir, dimentadas las dos con la misma corriente, la tensidn debe ser idéntica, y
viceversa, dimentadas ala misma tension, deben demandar [a misma corriente.

As pues, sean las configuraciones presentadas en la Figura 3.9. Para que las dos sean equivdentes, la
tension uap debe ser lamisma en los dos casos, puesto que la dimentacion eslamisma

a
| \
l ? Rea
Rab
b Rbc
c b

h
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3. Asociaciones de elementos
Usp = Rl (3.11)
EnlaFigura3.9 b), latenson tiene por expresion:

Ueb = Rayiab = Rev Rea | (3.12)

ab+ Roc + Rea

Igudlando las expresiones (3.11) y (3.12) se obtiene la expresion de R en funcidn de las resstencias

del triangulo.
__ RoRa
"™ R+ Roo + Rea (313)
A continuacion se rediza e mismo procedimiento para obtener Ry,
a
Rea H
Rap
Rbc
C .
c "be b
a) b)
Figura 3.10
Latenson ux enlaFigura3.10 @) tiened vdor.
U = Ro'l (3.14)
S seobtieneen laFigura3.10 b), suvaor es.
o Reab
Ugc = R)c-lbc—Rbc-Rab_l_Rbc_'_Rca | (3.15)

Al igudar (3.14) y (3.15) setiene:
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3. Asociaciones de € ementos

b
I I
a) b)
Figura3.11
EnlaFgura3.11 a)
Uea = Re-l (3.17)
Y enlaFgura3.11 b)
b i o o Re
Ua = Rearica = Rear Rap + Rpe + Ren 1 (3.18)
Al igudar las expresones (3.17) y (3.18) se obtiene d vaor de R
_ I:\)ca'Rh:
Re ~Reo+ R+ R (3.29)

Transformacion estrela—triangulo

Al igud que en la transformacion anterior, se trata de obtener la respuesta de las dos configuraciones
ante un mismo estimulo, y comparar los resultados a fin de obtener equivaencias. En primer lugar se
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3. Asociaciones de € ementos

a
a
+ Rab
e ()
| b Rpe
- c c
a) b)
Figura 3.12
Lacorriente| enlaFgura3.12 a) vade
U
l=— 3.20
R (320)
En tanto que en laFigura3.12 b) suvaor es.
Ro-Re
R, + R U
|=2-—PT ey (3.21)
R RS rn s B
€7 R+ Rpg Re
Al igudar lasférmulas (3.20) y (3.21) se obtiene laexpresidn delaresigencia Ry
RaRo
Rap=Ra+ Ro+ R. (3.2

A continuacion se obtiene d vaor de Ry, de maneraandoga
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3. Asociaciones de € ementos

()

DelaFigura3.13 a):

b b
+
Rbc
a
Rca
a) b)
Figura 3.13
U
| = Re. (3.23)
RaRe
+R U
RatRe - (3.24)
ReRy + e 2 R+ R+ 2
¢° Ra+Reg Ra
Seigudan lasférmulas (3.23) y (3.24)
Roo = Ry + Ro + 208 (3.25)
a
a

1e

—

R N Ra
SR e
[ gl
JANIDAN I | — A L

Carta (e
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3. Asociaciones de € ementos

Figura 3.14

Por Ultimo, se hdlad vdor de R, partiendo de la Figura3.14.

Al igudar lasformulas (3.26) y (3.27)

U
|=— 2
. (3.26)
Ro' R
SRR Y (3.27)
i ReRe O p g, RRe |
B RRg TR
) RR
Rca=Ra+Rc+ R, (3.28)

3.4 Asociacion en paralelo de fuentesde tenson reales.

Sea la asociacion de fuentes redes de tenson que se muestraen laFigura3.15.

N %

u
+ |+
Figura 3.15

Laecuacion termina del dipolo resultante se obtiene de la Sguiente manera:

Carta (e

.. . o u0 o uo
IZh+h=G —pt g —p= (3.29)
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3. Asociaciones de € ementos

S lasdosfuentessoniguales, e = e; =€, R1 = R, = R, y por tanto

u:e—E-i (3.31)
Por tanto, d asociar dos fuentes en pardelo de igud vaor se obtiene una fuente con € mismo vaor en
Vacio, pero con unaresistencia menor, y por tanto, mas parecida a una fuente idedl de tension.

Por d contrario, S las fuentes que se asocian en pardeo tienen digtinto vdor, la corriente que cada
una de elas suministra serala siguiente, obtenida a partir de (3.29) y (3.30).
e1— € R2

- + F
" Ri+R; Ri+Ry I (33)

_ &6 R i
_R1+R2 Ri+ Ry

i2 (3.33)

Se puede observar en las expresiones (3.32) y (3.33) que la corriente en cada una de €elas congta de
dos términos, uno que depende de la corriente absorbida por € dispositivo que se conecte a dipolo, y
otro que depende de la diferencia de las tensiones en vacio de las fuentes reales. Por tanto, aun cuando
no haya corriente demandada, exigtira una corriente de circulacion que producird pérdidas
innecesarias. Serd conveniente, por tanto, que ambas fuentes tengan d mismo vaor en vecio para
evitar esta componente intttil de la corriente.
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4. PRINCIPIOSDE ANALISISDE CIRCUITOS.

4.1 Definiciones topologicas.

 Rama Es un demento o grupo de elementos que presenta dos terminales. Queda definida por una
rlacion entre la tendon que hay entre sus extremos, U, y la corriente que circula por éla i. Larama
resstivamés generd se muestraen laFgura4.1

Figura4.1

La relacion entre la tendon y la intensdad de esta rama se obtiene gplicando las leyes de Kirchhoff, y
Se puede escribir como:

u= ey + Re(i+ig) (4.)

o bien, haciendo G= 1/R, como

i =—ig+G(u+ey) (4.2
Anulando R, &g, ig 0 cualquiera de estos parametros se pueden obtener otros tipos de rama.

¢ Nudo: Es€ punto de unién de dos 0 mas ramas

» Circuito conexo: Aqud circuito en & que se puede pasar de uno de sus nudos a otro cualquiera de
ellos mediante d menos una linea continua formada por ramas del propio circuito.
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4. Principios de andlisis de circuitos

+ Madla Silo eda definida en circuitos planos. Es un conjunto de ramas que forma una linea cerrada
Y que no contiene otraen su interior.

4.2 Numero de ecuaciones independientes.

En un problema de andiss de circuitos normamente se desea conocer las tensones y corrientes en
los elementos que lo componen partiendo de los vaores de las fuentes. La forma sstemdica de
resolverlo es planteando un sSstema de ecuaciones, que en los circuitos linedes y resigivos serén
linedles y adgebraicas, y resolviéndolo. Se supondra en este gpartado que cada rama consta de un solo
elemento de |os representados en laFigura4.1.

S d circuito tiene r ramas, @ circuito tendra 2r incognitas, una tenson y una corriente por rama. Se
necedtaran, por tanto, 2r ecuaciones linedmente independientes para que d sstema sea compatible
determinado, y por tanto tenga una Unica solucion.

De edtas 2r ecuaciones, r son las relaciones entre tenson e intensidad de cada uno de los ementos
que forman d circuito. En las ramas con fuentes idedes, la tensién o la corriente estén determinadas,
segln sea @ tipo de fuente, y en las resstencias, se conoce la reacion entre ambas magnitudes. Por
tanto, habra que obtener las r ecuaciones restantes.

De estas r ecuaciones, se pueden obtener n — 1 linedmente independientes, donde n es @ nimero de
nudos dd circuito, de la gplicacion de la primera ley de Kirchhoff a todos los nudos menos 1 de
circuito.

Ademas, e pueden obtener m ecuaciones de la aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff a las m
madlasdd circuito. El nimero de mdlas de un circuito es:

m=r—(n-1) (4.3)

La formula (4.3) se puede demostrar féacilmente por induccion. Cuando € nimero de mdlas es igud a
1 es evidente que € nimero de ramas es € mismo que € de nudos, por lo que la ecuacion (4.3) se
cumple.
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4. Principios de andlisis de circuitos
Como se queria demostrar. Por tanto, € nimero de ecuaciones de que se dispone es.
r+(n-1)+r—(n—-1)=2r

Al haber tantas ecuaciones linealmente independientes como incognitas, serd posible la resolucion de
cudquier problema de andisis de circuitos,

En los gpartados siguientes no se gplicardn de forma explicita todas las ecuaciones a la resolucion de
circuitos, SN0 que s resolvera un sstema de un orden menor que 2r, tratando de buscar incognitas
gue reduzcan € orden del sstema de ecuaciones que se va a plantear, y a partir de estas incognitas se
obtienen las verdaderas incognitas del circuito, esto es, las tensones y corrientes en cada uno de los
elementos. Sera entonces cuando haya que acudir a las ecuaciones que no estaban explicitamente
aplicadas en d sstemaorigind. Ademas, la obtencion de estas ecuaciones deberd ser sstemética.

Exigen varios métodos para obtener las ecuaciones del circuito, de los que se van a explicar dos en los
gpartados sucesivos. € método de mdlasy € método de nudos.

4.3 Método de nudos.

Este método se basa en b gplicacion de la primera ley de Kirchhoff a todos los nudos menos uno del
circuito. El nudo d que no s gplica edta ley se denomina nudo de referencia, que se denotard con €
subindiceo.

Las incognites dd sstema de ecuaciones que se forma d gplicar este método de resolucion de
circuitos son las tendones entre @ nudo k y € de referencia, uo. EStas tensones se denominan
tensiones nodales, y se denotaran, para doreviar, diminando @ subindice o, . A partir de estas
tensones se pueden obtener todas las tensiones de rama. S una rama esta Situada entre un nudo k y la
referencia, su tensgdn de rama coincide con la tensdn dd nudo k. S esta Stuada entre los nudos K y |,
por aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff la tension en la rama sera wj = U — 4. A partir de las
tensones de rama se obtienen las corrientes de rama a través de las relaciones conditutivas de los
elementos de cada rama.
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4. Principios de andlisis de circuitos

condderard € traamiento de fuentes de tensdn idedes. Tampoco se consderaran fuentes
dependientes. El nudo generdizado se muestraen laFigura4.2.

Figura 4.2

Seguin la primera ley de Kirchhoff, la suma de todas las corrientes entrantes en € nudo es igua a cero,
0 bien, la suma de corrientes entrantes es igua a la de corrientes sdientes. S se toma € criterio de
tomar podtivas las corrientes provenientes de fuentes de corriente entrantes en @ nudo, y se
consderan las corrientes que circulan por las resstencias como sdientes, la gplicacion de la primera
ley de Kirchhoff d nudo k produce la ecuacion siguiente:

_UWol Uk U

S s toman las conductancias de la rama en lugar de las resstencias, la ecuacion (4.4) se transforma
enla(4.5)

m

Ik =g = (G + Gk +...+Gok) U — Grkl — Gkl —... — GokUp (4.5)
j=0
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4. Principios de andlisis de circuitos

€on110h1,2-.- @) él1y
Gea0ec 0u (18 810 (40
e ......... [;\leg el;\l
&hn,10n,2..- dnnUEULU  €1,U
De formaabreviada se puede escribir:
[G]-[w] =1] (47)

[G] es una matriz de coeficientes denominada matriz de conductancias nodales. Sus términos tienen
e dguiente vaor:

Gii =a g
j

Ghij =— Gi (i7)

La matriz [G] es una matriz Smétrica, Sempre y cuando no haya fuentes dependientes, que se tratan
como se vera posteriormente. En las formulas anteriores se observa que € término (i,i) de la diagona
de la matriz [G] est& formado por la suma de todas las conductancias confluyentes en € nudo i, en
tanto que es término (i,j) es la conductancia, cambiada de signo, de la rama que conecta € nudo i con
el j (3 hay mas de unarama, serdlasumade todas €las).

El vector [u] es € vector de tensones de nudo, esto es las diferencias entre la tenson de un nudo y la
del nudo de referencia.

[1] es & vector de corrientes de nudo, que esta formado por las corrientes entrantes en un nudo
provenientes de fuentes de corriente. Cada uno de los elementos se forma de la Siguiente manera:

o -
I = A ijj
j

El orden del sstema formado con este méodo sera de orden n, que es un nUmero bastante menor que
2r.
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4. Principios de andlisis de circuitos

generdizada en la que hay p resistencias y n fuentes de tenson idedes. Por  momento tampoco se
consideraran fuentes de corriente idedles ni fuentes dependientes. La mala generdizada se muestra en
laFigura4.3.

Las incognitas del sstema formado serén las corrientes de mala. Esta magnitud puede coincidir con
una corriente de rama o0 no. No coincidird cuando la malla sea interior, es decir cuando esté rodeada
por otras mdlas. La corriente de cada rama seréa la diferencia de las corrientes de las dos madlas
adyacentes, y la caida de tensén que se produce en cada una de las ramas resstivas sra d vaor de la
resistencia multiplicado por la corriente de rama.

=/

Figura4.3

En la Figura 4.3 s muedtra un sentido arbitrario para la corriente de cada mdla. Cuaquier caida de
tenson que coincida con edte sentido sera postivo, en tanto que aguellas fuentes cuya caida de
tensOn sea opuesto d sentido de circulacion elegido apareceran con signo opuesto en d término de la
derecha de la ecuacion. Por tanto, la aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff a la mdla de la Figura
4.3 se obtiene la Siguiente ecuacion:

Rik(ik — i1) + Rok-(ik — i2) +...+ Rp:(ixk —ip) = €1 +ex +...— g (4.8)
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4. Principios de andlisis de circuitos

n
— Rk —Roglp —...+ (le + R +...+Rpk)-ik =a S ( 4.9)
i

Estas ecuaciones también se pueden expresar de formamatricid, tal como se muestra en (4.10)

i1 Rniz . Rmm(j éla (] &)
A e Rm m, Ai /] d
ERrz Rnzz - Rmenll €12 U_ €% U (4.10)
eRmn,l Rmn,z |:\)mn,mu em U &m U
Esta ecuacion se puede escribir:
[R]-[im] =[E] (4.11)
Lostérminos de [R], llamada matriz de resistencias de malla tienen d siguiente vaor:
Riji = é R
j
Rmij == R; ()

La matriz [R] es una matriz smétrica, Sempre y cuando no haya fuentes dependientes, y los setidos
de corrientes sean los mismos en todas las mdlas. En las formulas anteriores se observa que €
término (i) de la diagond de la matriz [R] esta formado por la suma de todas las resistencias de la
mala i, en tanto que es término (i,j) es la resstencia, cambiada de sgno, de la rama que pertenece a
lasmdlasiy .

El vector [im] es € vector de corrientes de mdla.

[E] es d vector de fuentes de tenson de mdla, que esta formado por las fuentes de tensgdn con
sentidos opuestos d de referencia dentro de una mala. S @ sentido es d contrario, € signo con € que
aparecen en la expresion find es negativo. Las componentes de este vector se obtienen de la siguiente
manera

Ek:é_-eu'
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4. Principios de andlisis de circuitos

4.5 Resolucion de circuitos con fuentes impropias.

Se llamarén fuentes impropias a las fuentes de tension idedes en d andigs por nudos de un circuito y
las fuentes de corriente idedles en d andiss por malas. Ambos tipos de fuentes tienen un tratamiento
muy parecido, que puede ser de dos tipos. por modificacion de la topologia dd circuito y por cambio
delasincdgnitas del circuito.

4.5.1 Resolucion por cambio de lasincognitas dd cir cuito.

Cuando existe una fuente de tensdn ided en un circuito que se desea andizar por nudos, la tenson
entre los nudos entre los que esta conectada la fuente es conocida, quedando en cambio como
incognita la corriente que la atraviesa. Por tanto, se aplicara b primera ley de Kirchhoff en los nudos
entre los que esta conectada la fuente, dgjando como incdgnita dicha intensidad |. Puesto que hay una
incognita més, habra que afiadir una ecuacion més que consste precisamente en igudar la diferencia
de tenson entre nudos d vaor de la fuente. S uno de los nudos entre los que esti conectada la fuente
es @ de referencia, la tendon de ese nudo, logicamente, ya es conocida. Un gemplo se muestra en la
Figura4.4.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



4. Principios de andlisis de circuitos

. k- k- U —Up
igrt !l +...—igm = Ru + Rox +o.F Rox (4.12)

Y lanuevaecuacion que se afiade d sstema:
y-u=E (4.13)

De forma andoga se plantean las ecuaciones por mdlas cuando en la rama de una mala hay una
fuente de corriente ided. Al gplicar la segunda ley de Kirchhoff a las malas adyacentes entre las que
esta colocada la fuente se dga como incognita la tensén en bornes de la misma y posteriormente se
afade una nueva ecuacion igudando la diferencia de las correspondientes corrientes de mdla d vaor
de lafuente. Al se muestraen laFigura 4.5.

La ecuacion resultante de gplicar la segunda ley de Kirchhoff d circuito es (4.14), y la nueva ecuacion
que hay que afiedir, la (4.15).

le-(ik - il) + R2k-(ik— i2) +...+ Rpk-(ik —ip) =g -U+...— e, (4.14)

ik — ipr2 = -| (4.15)
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4. Principios de andlisis de circuitos

4.5.2 Resolucion mediante transformacion de la geometria

Otra forma de resolver € problema de fuentes impropias es mediante la transformacion de la
geometria del circuito, teniendo en cuenta que no deben modificarse las corrientes y tensiones en los
resantes dementos del circuito. En primer lugar, se vera cdmo transformar los circuitos con fuentes
de corriente, y en segundo lugar, 1os circuitos con fuentes de tension.

Transformacion de fuentes de corriente

Sea un circuito que se desea andizar por ramas, y en @ que hay una rama con una fuente de corriente.
Laparte dd circuito con fuente de corriente se muestraen laFigura 4.6.

—C il b

Figura 4.6

S s transforma la geometria ddl circuito tal como se indica en la Figura 4.7, no se dtera ninguna de
las magnitudes restantes ddl circuito.

ik \
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4. Principios de andlisis de circuitos

En efecto, en ninguno de los nudos se produce variacion del balance de corrientes, y por tanto las
corrientes k, | € im S8 mantienen iguales que en d circuito de la Figura 4.6, por lo que las tensones
en cada una de las ramas no han variado. Esto implica que la tensén entre los nudos A y B sigue
sendo la misma que anteriormente por gplicacion directa de la segunda ley de Kirchhoff, por lo que
las restantes magnitudes del circuito quedan como estaban, y € baance de potencia tampoco varia la

potencia que suministraba la fuente de la Fgura 4.6 es la misma que la suma de las que suministran
lasfuentesdela Figura4.7.

UaB = Uac + Ucp + UpA
Uagig = Uacrig + Ucprig + Lbaig

Una vez con esta geomelria, s puede transformar la fuente de corriente en pardelo con una
resisgencia en fuente de tensgdn en serie con resistencia, con lo que la aplicacion del método de mdlas
es inmediata.

Transformacion de fuentes de tension.

Sea d circuito representado en la Figura 4.8, que contiene una fuente ided de tensgdn como eemento
Unico en una rama. S e desea resolver d circuito utilizando € méodo de nudos, se puede redizar la
transformacion de geometriaque seindicaen la Figura4.9

Figura4.8
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4. Principios de andlisis de circuitos

B1

Figura4.9

Enla Figura 4.9 las tensones en los puntos By, B; y Bs son las mismas respecto de A, puesto que son
las de dicho punto menos la tension de la fuente, por lo que las tensonesentre By C, B, y D,y B3y
E son las mismas que las anteriores tensones entre By C, By D, y B y E, y las magnitudes restantes
del circuito no varian. La potencia consumida por la fuente de la Figura 4.8 es la suma de las
potencias de las fuentes de la Figura4.9.

iAB =ik +1i +im

eg'iAB = eglk + eg|| + eglm

4.6 Tratamiento de lasfuentes dependientes

Plantear las ecuaciones nodales o de malas en circuitos con fuentes dependientes consste en incluir
las ecuaciones de definicion de la fuente dependiente en € término de fuentes. Puesto que edtas
ecuaciones incluiran magnitudes que pueden ser 0 no incognitas del sistema plan, habra que expresar
las magnitudes que no sean incdgnitas en funcidén de estas. Una vez hecho esto, se incluyen los nuevos
términos en las ecuaciones exigtentes, quedando un sistema de ecuaciones en @ que se ha perdido la
smetria de la matriz de coeficientes.
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5. TEOREMAS.

5.1 Introduccion.

A continuacion se enuncian unas propiedades de los circuitos, que se gplicaran en este capitulo a los
circuitos resgivos exclusvamente. Su agplicacion permite la resolucion de este tipo de circuitos de
una forma que en ocasones puede resultar mas sencilla que mediante la utilizacidon de méodos
ssteméticos como malasy nudos.

De edtas propiedades, que tradicionalmente se han denominado teoremas de los circuitos, se utilizaran
especidmente dos. d principio de superposicion, y sobre todo € Teorema de Thévenin, que resulta
imprescindible para estudios de naturaleza loca en los que la representacion de toda la red conectada
Seria enormemente complegja.

5.2 Teorema de superposicion. Linealidad.

Enunciado

1. La respuesta de un circuito lined a varias fuentes de excitacion actuando Smultaneamente
es igua a la suma de las respuestas que se tendrian cuando actuase cada una de elas por
separado (Principio de superposicion).

2. S todas las excitaciones de un circuito lined se multiplican por una condante, todas las
respouestas de dicho circuito vienen multiplicadas por esa misma congtante.

El comportamiento de cudquier ssema lined se puede expresar por medio de ecuaciones linedles,
que en d caso de circuitos resstivos son dgebraicas. En la formulacion de estas ecuaciones, como por
gemplo, mediante e método de nudos, se puede observar claramente como la tensién en un nudo y es
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5. Teoremas.

en donde [R] es la matriz de resistencias nodales e [i] es € vector de corrientes inyectadas en los
nudos.

5.3 Teorema de sustitucion.

El enunciado de este teorema es como sigue:

S en un dreuito se sudituye un demento cuaquiera por una fuente de corriente del vaor de la
corriente circulante en la rama, las magnitudes de circuito no varian. Lo mismo sucede s
udituye d demento por una fuente de tensdn del vaor de la tenson en bornes de este
elemento.

De egtaforma, cuaquier e emento de un circuito se puede sudtituir como se muestraen laFigura 5.1.

_i>_| CA. Iﬂi
i =f(u)
CA. i
C.A. _E;u

Figura5.1

5.4 Teorema de Thévenin.

Sea un circuito resistivo que % puede dividir en dos partes, A y B, como se indica en la Figura 5.2.
Supdngase que e quiere estudiar olo la parte B dd circuito, y por tanto, se querria smplificar la red
A lo més poshle Pues bien, en determinadas condiciones es posible sudtituir una red por un
equivaente que congta de una fuente de tenddn en serie con una resstencia, cuyo vaor es necesario
obtener. Este equivaente se denomina equivaente Thévenin.
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5. Teoremas.

Circuito Circuito
A B

Figura 5.2

El enunciado dd teorema de Thévenin es como sgue:

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no esta acoplada con € dipolo a través de
fuentes dependientes, y € dipolo no contiene mas que ressencias linedes y fuentes
dependientes e independientes. Pues bien, dicho dipolo se puede representar como una fuente
de tenddn y una resigencia en serie con dla El vdor de la fuente es la tensgdn a circuito
abierto del dipolo entre los termindes, en tanto que la resstencia es la resstencia de entrada
del dipolo con todas las fuentes independientes anuladas

El teorema de Norton es andogo d de Thévenin, y especifica que cudquier red que cumpla
determinadas condiciones, puede representarse como una fuente ideal de corriente en paralelo con una
resstencia. El teorema se podriaenunciar de laformasiguiente

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no esta acoplada con € dipolo a través de
fuentes dependientes, y € dipolo no contiene mas que ressencias linedes y fuentes
dependientes e independientes. Pues bien, dicho dipolo se puede representar como una fuente
de corriente y una resstencia en paddo con dla El vador de la fuente es la corriente que
circula entre los termindes dd dipolo cuando estos estan en cortocircuito, en tanto que la
ressgencia es la resgsencia de entrada del dipolo con todas las fuentes independientes
anuladas.

En la Figura 5.3 s muedran los equivdentes Thévenin y Norton de un circuito. Naturdmente, una
vez conocido € equivdente Thévenin se puede determinar € equivdente Norton por la smple
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5. Teoremas.

Equivdente Thévenin Equivaente Norton

Figura5.3

5.5 Teorema de Tellegen.

El enunciado del teoremaes como sigue:

En un circuito arbitrario de pardmetros concentrados en @ que s cumplen las leyes de
Kirchhoff con unas referencias dadas, la suma de los productos de las tensones de rama por
las corrientes de rama, con |os sentidos coincidentes, esigud acero.

Esto seresumeen laexpresion
b
° -
A Ucik =0
k=1
en donde b es d nimero de ramas, y u e i son las tensones y corrientes, respectivamente de cada
rama

Hay que hacer notar que € conjunto de tensiones de rama elegido no tiene por qué estar relacionado
con € de intensdades de rama para que se cumpla este teorema. Se pueden imaginar dos circuitos
digintos, con d mismo grafo, y € teorema se cumple S se digen las tensones de uno de dlos y las
intengdades AA ntrn

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



5. Teoremas.

5.6 Formulade Millman

Egtaformula es gplicable aun circuito como € delaFigura5.4.

1 R
" e— "\ "\—
A ) R B
° ’/LTAy2 ._/\/2\/_—.
Yan S g A

Figura5.4

Lasuma delas corrientes concurrentes en € nudo B sranula
utiz+...+ih=0
Las corrientes se pueden expresar de laforma siguiente
G+ Gl + ... +Gath =0
G1 (Uag —Ua1) + Gz(Uag —Ua2) + ... + Gn(Uag —Uan) =0

De agui se obtiene la Formula de Millman, que es.

_Giua1 + Gouaz + ... + Gnlian
e G+G+.. 4Gy

(5.)

5.7 Teorema de reciprocidad
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5. Teoremas.

1. La tens6n u que gparece entre dos nudos (p,q) de un circuito lined y pasivo cuando se
gplica una fuente de intenddad i entre otro par de nudos (m,n), es igud a la tenddn u que
originalamismafuente tradadada a par de nudos (p,q).

2. La intengdad i que circula por una rama de un circuito lined y pasivo, cuando se intercda
una fuente de tendgdn en otra rama, es la misma que circularia por eta Ultima 9 la fuente de
tengon s intercalase en laprimera

I L T P
|

— n q —— —t N qg—

Figura 5.5

m P m p

+ +
e () C.P. [ i C.P. <> e
\/ /

n q N g

Figura 5.6

La demostracion de este teorema es sencilla. En cuanto d primer enunciado, la tensén que aparece
entre losterminales py g, Upg, Se expresadel modo siguiente

Upg = W —Ug = Romd — Rpni — Rgml + Ren*l = (Rom — Rpn — Rgm + Rp) (52)

en tanto que latenson entre los nudos My N, Unn, tiene la expresion
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5. Teoremas.

gi= égj (5.4)
j

9= (i7) (5.5)

Puesto que la inversa de una matriz Smétrica es una matriz Smétrica, la matriz de resistencias nodades
también lo serg, y por tanto las ecuaciones (5.2) y (5.3) son equivaentes.

En lo que respecta d segundo enunciado, la corriente que circula por B rama p y ¢, ing, Se puede poner
en funcidn de las corrientes de las mallas adyacentes i y j. Por su parte, la fuente e pertenecerd a dos
mallas también adyacentes, h'y k. Con estas aclaraciones, la expresion de dicha corriente es (5.6):

ipq =ij— ij =Gphe-— Gik-e—Gjh-e+ ij-e: (Gih —Gik — Gjh + ij)-e ( 5.6)

Cuando la fuente se conecta entre los nudos p y g, estard entre las mdlas i y j, en tanto que la corriente
seraladiferenciaentrelas corrientesdelasmdlash y k

imn = ih — ik = Gni-e— Gpj-e —Gyj-e + Gyj-e = (Gni — Gnj — G + Gj)-€ (5.7)

En ambas formulas los términos G son los términos de la matriz de conductancia de madlas. El
dgoritmo de formacién de esta matriz también garantiza su sSmetria (v. capitulo 5). Por edto, las
expresiones (5.6) y (5.7) son equivaentes.

Es importante observar que en e teorema de reciprocidad, una de las funciones excitacion o respuesta
debe ser una tenson y la otra una intensdad. En generd, la reciprocidad no es gplicable cuando la
excitacion y la respuesta son ambas tensiones 0 cuando son ambias intensidades.

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6. REGIMEN ESTACIONARIO SINUSOIDAL

6.1 Magnitudes caracteristicas de una onda sinusoidal

Sea una tenson cuyo valor depende dd tiempo de forma sinusoida segin laexpresion

u(t) = U,cos(Wt +j ) (6.1)

u(t)
+ Yo
|\
I
I
I T

[T
| \JW 28w 35w t
L tw
Figura 6.1

L as magnitudes que caracterizan a esta onda son las sguientes:

w pulsacion (rad/s)
T periodo (s)
. 1 2p
frecuencia (Hz) f=C w=2pf="—""
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6. Régimen estacionario sinusoidal

U, vaor maximo, o amplitud (V)

u vaor ingantaneo (V)

Las ondas sinusoiddes tienen vdor medio nulo. Sin embargo, son cgpaces de transmitir energia y
potencia S una corriente snusoidal circula por una resgencia, éda se cdentard, dispando una

potenciamediaalo largo de un ciclo de:

T T
P=léi2(t)-R dt =R-léi2(t) dt (6.2)
T 0 T 0

Se definevalor eficaz de unaonda periddica, snusoida 0 no alaexpreson

=
N
| = ??) i2(t) dt (6.3)

De estaforma, la potencia consumida por la resistencia se puede expresar como:

P=RI? (6.4)
En € caso de una onda sinusoida
-
T 4 2 .
2= Lgl comwtdt =12 LoEOOSW LT Ll
‘T0°C°S “lo'T§ 2 T & o Taw ™M o
0
I2 [
=2 = =—= (65)
: V2

A patir de ahora, y dada la importancia del vaor eficaz, se escribiran en la mayor parte de los casos

las expresiones de tensones e intengdades de laforma siguiente

i) =2 1 coswt +] )

||/+\—/\/7) 1l AAcARH 1]\
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6. Régimen estacionario sinusoidal

6.2 Exposicion dd problema; régimen trandgtorio y permanente de un circuito
eléctrico.

Sead circuito delaFgura 6.2, dimentado por una fuente de tenson snusoida

R L
——— VY
— e
+ R e i
Figura 6.2

Al aplicar la segundaley de Kirchhoff se obtiene la ecuacion.

et) = Ri + L% (6.6)

Ega es una ecuacion diferencid lined de coeficientes constantes. Su solucion constard de dos
términos, la solucion ala ecuacion homogenea iy(t) y una ecuacion particular, iy(t), esto es:

i(t) = n() + b(0) (67)
La solucidn de la ecuacion homogéneatiene la expresion
in(t) = i(0)-e ! (6.8)

Esta parte de la solucion es una exponencia decreciente, es decir, que a medida que pasa € tiempo, su
vaor es menor, hasta que su vaor es despreciable. Por esta razon se le denomina respuesta transitoria
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6. Régimen estacionario sinusoidal

E
o) =E o0 =

Este sera el Egimen permanente dd circuito, o estado estacionario, que sera € que ahora e estudiarg,
ya que es @ estado normd de las redes déctricas. En régimen permanente en continua no hay que
considerar los elementos dindmicos, (bobinasy condensadores), ya que

L R =cM_g
U=t T =M T

Sin embargo, cuando et) es una funcion sinusoidal, esto ya no sucede asi, y sera necesario tener en
Ccuenta estos elementos.

Para hdlar la solucion particular, en régimen permanente, del circuito habria que utilizar € méodo de
los coeficientes indeterminados, es decir, suponer que:

i(t) =1, cos(Wt +] )
y obtener lasincognitas: I,y | .

Para determinar perfectamente una onda snusoidd hacen fdta tres vaores, amplitud, frecuencia y
desfase. En los Sstemas indudtrides la frecuencia es congtante, y en Espaiatiene @ de vaor 50 Hz.

As pues, una onda snusoidal de tensgdn o corriente, para una frecuencia dada viene definida por un
modulo y un dngulo. Por tanto se escogera una funcion sinusoidd para definir la corriente cuyos
parametros, excepto la frecuencia, se hallardn por € método de coeficientes indeterminados. Sea,
pues, una fuente de tens6n y una corriente con las expresiones:

e(t) = Epcoswt
i(t) = locos(Wt +] )

Se sudtituyen estas expresiones en la ecuacion diferencid

d
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6. Régimen estacionario sinusoidal
E0:R|OCOSJ ‘WL Iom

P .0 P .0
O0=Rilocox+] = -WL I +| =
Ogg‘éjg osengéJﬂ

De la Ultima ecuacion se obtiene d vaor detg
g =—— (6.9)

El vaor de 2] y del cod que se corresponde con esta tangente es:

: w212 : R?
sen =+-"\ | po oz 2 coy =-+"\ | Rerwz 2

para que en la primera formula sempre b > 0 se tiene que cumplir que sey <0y cog > 0, por lo

que—g <j <0.

El vaor de la corriente serg, sustituyendo en la primera ecuacion:

Eo

lo=—FT— 6.10
° \/Re+w2.L 2 (6.10)
Edtarelacion se cumple igual mente entre los va ores eficaces de latension y de la corriente,

Lo laborioso de este método impide su empleo en circuitos con una cierta complicacion, por lo que se
han desarrollado técnicas especiaes de andisis de circuitos en dterna, que se explican a continuacion.

6.3 NUmeros complegos. hotacion y algunas propiedades

Sea un nimero complgo z Este nimero se puede escribir de la sguiente forma:

z=x+jy=z/[l =z(co§ +j-sen )=zdi
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6. Régimen estacionario sinusoidal

d conjugado de z, Z sera
Z =x—-jy=z/d =z(cog —j-sen )=zeli

Se definen los operadores Re{} (parte red) e Im{-} (parte imaginaria) de un nimero complgo de
formaque

Re{z} =x =zcog
Im{Z} =y = z:sen)
Sea una funcién u(t) = Uy cos(Wt + j ). Esta funcion se puede expresar de laforma siguiente:
u(t) = Re{U, '+ ) } = Re{U,, & -eMt } = Re{Ug-eM }
en donde
Up = U €l

A este nimero se le denomina fasor, y es un nimero complegjo. Los operadores Re{} e Im{}
cumplen las siguientes propiedades cuando se les gplican a fasores.

Propiedad 1
Los operadores Re{ -} e Imy{ -} son aditivos y homogéneos, esto es,
Re{ UleWt + UzeWt } =Rg{ Ule""t } + Re UzeWt }
Re{k-Uy-e™ } = k-Re{Uq-e% } (k redl)

Propiedad 2
d _ d : _ :
dt Re{U,- e } = Re{& Uoe" } = Re{jw-Uy-et }

Re{k-Ug@" } = k-Re{Uq-6" } (k red)
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6. Régimen estacionario sinusoidal

A través de estas propiedades se ha rdacionado biunivocamente un nimero complgio a una funcion
snusoida, supuesta conocida la frecuencia.

ut) =UgcosWt+j ) <=> Uy=Ugél

6.4 Resolucion de circuitos de alterna mediante fasores

La ecuacion diferencid que describia € comportamiento del circuito R-L serie que s andizo
anteriormente es

i
e(t)—R-|+Ldt

Las expresiones de la fuente y de la corriente se pueden escribir segin se muestraen (6.11) y (6.12).:

e(t) = Egcoswt = Re{ B, e } = Re{EgeM } = Re{ Eg e } (6.11)
i(t) = locos(Wt +] ) = Re{lo eWt+i) } = Re{ly ell -eWt} = Re{l e} (6.12)
Se sudtituyen estas ecuaciones en la ecuacion diferencid
Re{E,-é™ } = RRe{l &M } + L% Re{15-6W }
Se gplican las propiedades 1 y 2 ala ecuacion anterior y se obtiene:
Re{Ey @™} = Re{R1y-eM +jwLly et}
Re{Ey-6"t } = Re{(RHWL)1 - }
Por la Propiedad 3, esta expresion se cumple paratodot S y solo s

E0= (R+JWL)I 0
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6. Régimen estacionario sinusoidal

De esta ecuacion se obtiene d médulo y argumento de la corriente

E
lo= 6.14
° A/ Re+W2.L 2 (6.14)
. wL

] =- arctgF (6.15)

Este resultado esidéntico d obtenido mediante @ método de coeficientes indeterminados.

Los nimeros complgos E, e 1, se pueden representar en @ plano complgo, obteniéndose  diagrama
vectorial del circuito, que en este caso seria

Im

Re

Figura 6.3

6.5 Respuesta de los e ementos pasivos basicos.

Ya s ha vido que cada magnitud de dterna, tensones y corrientes, pueden representarse por su
correpondiente fasor, en d cua se especifican u obtienen, d maddulo y argumento, con los cudes, a
una frecuencia dada, se puede representar inequivocamente la forma de onda de dicha excitacion.

Dada la importancia que tiene @ vdor eficaz de una magnitud, se expresardn las tensones y corrientes
que circulan por los eementos de la Sguiente manera

u(t) =A/2 Ucoswt
i(t) =\/2 lcos(wt + ] )

En edta expresdon s ha supuesto. con € fin de smplificar las expresones. pero sn pérdida de
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6. Régimen estacionario sinusoidal

fasores. De esta forma, en un circuito de dterna bastara sudtituir cada elemento por su modelo en
corriente dterna y utilizar las técnicas de andisis de circuitos, generdizadas a circuitos de dterna, que
permitirdn halar los pardmetros (médulo y argumento) de las tensiones y corrientes desconocidas en
d drcuito

6.5.1 Respuestadeunaresistencia

En unaresgtencia, laexpreson que ligalatenson y la corriente en todo indtante es:
u(t) = Ri(t)
Se sudtituyen en esta ecuacion las expresiones de latension y de la corriente, mediante fasores:
Re(\[2U-é" } = RRe{\[21 -6 }
Estaecuacion £ cumples y dlo s:
U=RI
por tanto, conocidalatensidn, la corriente se puede calcular de lamanera siguiente:

== ( 6.16)

I
olc
|
o

Esto sgnifica que los médulos de tengdn y corriente de una resistencia son proporciondes, y que sus
argumentos son los mismos, es decir que estan en fase. Esto se puede ver en € diagrama vectorid de
laFigura 6.4, y en las expresiones temporaes de latensidn y de la corriente, que son:

u(t) =\/2 Ucosnt

i\ —A /7) leacat
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6. Régimen estacionario sinusoidal

Im

Figura 6.4

3 Tension (-) y corriente (--) en unaresistencia

-3 ] ] ,
0 0.005 0.01 0.015 0.02
tiempo(s)
Figura 6.5

Por tanto, en un circuito de aterna, las resstencias se representardn como un ndmero red cuyo vaor
eslapropiaresgencia

6.5.2 Respuesta de un condensador
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6. Régimen estacionario sinusoidal
Se audtituyen las expresiones de tensén y corrientey setiene
. d .
Re(\/2 16w} = Cor Ref\[2U-6"}

Re{l-€Wt} = Re[jwCU-gWt }
Edtaiguaddad secumples y sdlo s
| =jwCU (6.17)

Por lo que larelacion entre modulos y argumentos de latenson y corriente de un condensador es.

P

I=wCU J =§

El diagrama vectorid y las expresiones temporaes de tensidn y de corriente son:

Figura 6.6

En los circuitos de dterna se sudtituirdn los condensadores por @ ndmero complgo, imaginario puro
jWC, y la rdacion entre tension e intensdad vendra dada por la ecuacion (6.17). Las expresiones
temporaes de latension y de la corriente son:

u(t) =A/2 Ucosnt

& 0
i) =\/2 I-cosgNt+g+:—\/§I-senWt
e )
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6. Régimen estacionario sinusoidal

3 Tension (-) y corriente (--) en un condensador

N7

-3 ] i ,
0 0.005 0.01 0.015 0.02
tiempo(s)
Figura 6.7

6.5.3 Respuesta delas bobinasy bobinas acopladas
Latenson y corriente en una bobina estén relacionadas por la ecuacion
u(t) = L-%
Se sudtituyen las expresiones de tendgdn y corriente y setiene
Re(\/2 U-g"t } = L-% Re{\[2 | -6}
Re{U-eM } = Re{jwLI-gWt }
Edaiguddad secumples y sdlo s

U=jwL|

(6.18)

e

| IS P DU QU W Ry

Carta (e
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6. Régimen estacionario sinusoidal

El diagrama vectorial se muestra en la Figura 6.8 y las evoluciones tempordes de la tensdn y la

corriente en laFgura6.9.

U

Figura 6.8

L as expresionestemporales de latensén y de la corriente son:

u(t) = \/E Ucoswt

i(t):\/il-cosat-gg:\/él-senvvt
e {7]

3

Tension (-) y corriente (--) en una bobina

N

Una bohina. por tanto. d

0.005 0.01 0.015 0.02
tiempo(s)

Figura 6.9

ad s sudituida en un circuito de aterna por la exoresdn iwl . aue

Carta (e
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6. Régimen estacionario sinusoidal

» Bobinas acopladas

Unas bobinas acopladas tienen, con las referencias indicadas en la Figura 6.10, las relaciones entre
tensonesy corrientes de las ecuaciones (6.19) y (6.20)

u,
Figura 6.10
L dn g 6.19
= - 4+ —
U 1 Gt dt (6.19)
di di
L 2 (6.20)

w=M E-'-LZE

S s sudituyen las tensones y corrientes por las correspondientes a estado edtacionario sinusoidad,

utilizando | os fasores se ohtiene

Re{\[2 Uyt } = Lli Re(\[211-6%} + M % Re(\/2 16"}

RE(V2 U6 = Ly Re(\2 126" ) + M Ref\Z 116"
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6. Régimen estacionario sinusoidal
Uz = jWM-Ig + WLy I,

Por tanto, en los circuitos de dterna hay que tratar de esta forma a las bobinas acopladas, teniendo en
cuenta que se gplican los mismos criterios de Signos que los que se explicaron en & capitulo 2.

6.6 Concepto de impedancia.

Las ecuaciones (6.13), (6.16), (6.17) y (6.18) son semgantes a la ley de Ohm que se definié para
circuitos resstivos, puesto que relacionan fasores de tenson y corrientes a través de un término
proporciond. En los circuitos de alterna, d contrario de lo que ocurre en continua en régimen
permanente, intervienen los dementos dinamicos, bobinas y condensadores. En generd, la rdacion
entre tensiones y corrientes de dipolos de dterna vendra dada por unarelacion de laforma:

u=2ziI

El término complgo Z que relaciona corrientes con tensones es una generdizacion de una resstencia
y se denominaimpedancia del circuito, que s se expresaen parte red e imaginaria queda

Z=R+jX

La pate red, R, de la impedancia se denomina resistencia dd circuito, y la imaginaria, X, reactancia.
Todos los términos se miden en ohmios (?), por coherencia dimensional.

En los dipolos pasivos basicos laimpedancia vae;
* Redgencia

U=RI Z=R

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



6. Régimen estacionario sinusoidal
* Bobina

U=jwL| Z=jwL

Lareacion entred médulo de laimpedanciay sus partes red e imaginaria viene dada por:
Z2 =R + X2

a ser esta una expresdn andoga a la que liga los catetos y la hipotenusa de un trigngulo rectangulo,
s pueden dibujar como un triangulo de este tipo. Egte triangulo se denomina triangulo de
impedancias, que se representaen la Figura6.11.

Z

Figura 6.11

El caeto correspondiente a la reactancia puede ser postivo (reactancia inductivd) o negativo
(reactancia capacitiva).

La inversa de la impedancia se denomina admitancia y se denota mediante la letra Y. Esta magnitud
Se puede descomponer en parte red y imaginaria

B S R2 X2

"z TP TR X TRex2 TV Rex2

Y

La parte red de la admitancia, G, se denomina conductancia, y la imaginaria, susceptancia. Tanto la
admitancia, como la conductancia y la susceptancia se miden en Siemens (S). La admitancia de los
dipolos pasivos bésicos es la sguiente:

« Resgencia

1
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6. Régimen estacionario sinusoidal

| =jwC-U Y=jwe
* Bobina
WL WL

6.7 El transformador ideal como adaptador de impedancias

Sea un transformador ided en cuyo lado secundario hay colocada una impedancia Z,, td como se
indicaen laFigura6.12.

Il
[ [
U, H

.

|
2

‘

al
Figura6.12
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6. Régimen estacionario sinusoidal

Por tanto, € circlito de la Figura 6.12 es equivaente a una impedancia de vdor Z; = & Z,. ala
impedanciaZ; seladenominaimpedancia referida al primario.

Mediante un transformador ided se pueden trandformar las impedancias en otras de digtinto vaor.
Este proceso se denomina adaptacion de impedancias.
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7. TECNICAS DE ANALISIS DE CIRCUITOS EN
CORRIENTE ALTERNA.

7.1 Lasleyesde Kirchhoff en corriente alterna

Sean n corrientes concurrentes en un nudo de la misma pulsacion W, cuyas expresiones son:
i1 =2 l1cos (Wt + ] 1)

izz\/E l2c0s (Wt +] 2)

=2 locos (Wt +] )
Laprimeraley de Kirchhoff garantiza que en todo instante la suma de las corrientes ser cero.
g +ip+.. in=\/£ l1c08 (Wt +] 1) + \/5 l,cos (Wt +] o) + ... + \/Elncos(WHj n)=0
Esta ecuacion se puede escribir de laforma sguiente:
Re{l -t + | - g™ +. . + |,-eWM} = Re{l - oWt } + Re{l,-gWt }+...+ Re{l 6™} =0
Esta ecuacion s6lo se cumple, seguin la propiedad 3 del apartado 7.3 cuando
li+1,+...+1,=0

Es decir, que la primera ley de Kirchhoff se cumple s y sdlo S la suma dgebraica de los fasores
asociados a cada corriente concurrente en un nudo esigud a cero.
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

U +U,+...+U,=0

Por tanto, todas las conclusones que se han obtenido en circuitos de corriente continua podran
aplicarse a circuitos de corriente dterna.

7.2 Asociaciones de elementos pasivos en corriente alterna
7.2.1 Asociacion en serie

Cuando se aplica la segunda ley de Kirchhoff a un conjunto de impedancias en serie (es decir, por las
que circulalamisma corriente, se obtiene la sSiguiente relacion.

U=Zpl + 2l +...4 Zyl = (Z1+ Zo+...+ Zn)| = Zegl
Endonde Zeq= Z1+ Z> +...+ Zn, que es la expreson ¢k la impedancia equivadente de un conjunto de
impedancias en serie.
Un conjunto de impedancias conectadas en serie forma un divisor de tenson en dterna. La tenson en
unaimpedanciak, U vendra dada por:

Z
Uk = Zk| =7+ Zz+...+Zn'U

estaeslaque se conoce como formuladel divisor de tension.

7.2.2 Asociacion en paraleo

Andogamente, cuando s gplica la segunda ley de Kirchhoff a un conjunto de impedancias o
admitancias en parde o, sellegaalasguiente ecuacion

=Y U+YoU+. .+ YpU=(Ye+Yo+...+Yn)U= YU

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

Cﬂﬂ& ENd

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

Y en d caso particular de dosimpedancias:

_Ls
B Zr+75

Este dispositivo se denomina divisor de corriente. La corriente que circularia por una admitancia k, |,
seria
Y1+ Yo+ +Ys

|k :Yk-U 1

Eda es la formula del divisor de corriente, que para d caso particular de dos impedancias queda de la
formasiguiente, en funcion de lasimpedancias.

Zz Zl
= 1 I, = 1
1+ 272> 21+ 2

l1

7.2.3 Conversion tridngulo estrellay estrella - triangulo.

Las formulas son semgantes a las indicadas en € capitulo 4, slo que con impedancias. Se escriben a

continuacion
Zab'zca
Za:
Zab+ Zbc + an
Zoc'Zab
Jo="———— -
Zab+ Zbc + Zca
an'Zl:I:
le=—0——— -
Zab"' Zbc + an
ZZ
Zep= Za+ Zp+ 20
Zc
ZnZ
Zi=Zo+ Zo
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

La deduccion de estas expresiones es andoga a su deduccion en corriente continua con resistencias, y
no se repetird aqui

7.3 Resolucion de un circuito RL—C srie

Sea @ circuito representado en la Figura 7.1, del cua se desean conocer sus tensones y corrientes en
régimen estacionario snusoidd.

R L
N Ve Ve N
— T>

o0 ®+ "R L c::i U

Figura7.1

Para estudiar este circuito en régimen permanente con excitacion sinusoidd, se sudituirdn en primer
término sus tensiones y corrientes por los fasores asociados con dlas, y los eementos pasivos por sus
impedancias. Unavez redizada esta sustitucion € circuito de dterna quedalaFigura7.2.

| R jwL
——,—— VY
— —_—

+ r Ui jiwc_—| U
=) c

Figura 7.2

Parahdlar la corriente se gplicala segundaley de Ohm, con lo que se obtiene

& 160
E=cR+jwL —j—==I (7.1

WC o
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

1 .
Z=R+X=R+WL—j 2 =Z [

C
1
- WL - —
Z= R2+aeL 15 ' -arctgiWC
- & wegy )= R
De aqui se despgjad vaor de la corriente
I S - (7.2)
ZoE, L0 |
& wes

Endondej ; esd argumento de lacorriente, que es € opuesto d de laimpedancia

Las tensones en cada uno de los € ementos son:;

R
Ug=Rl=—"—E
R+'aeL—ig
18" "wes
U —'WLI—L E
L= W= @ 16
R+eWL ——+
e WCqg
1
Goost e
S“Jwe'T =& 16
R+jowL ——=
e W&

Fn este ciraliito se niieden diginauir dos casns
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

En este caso, la corriente esta retrasada con respecto a la tension de la fuente. El diagrama vectorid
del circuitoy d tridngulo de impedancias en este caso se muestran en laFigura 7.3.

Im
xc
£ /U & I(IC)
I '/ Z X
I ' Re L
U =jwL J
Ug=Ri R
Figura7.3

En la Figura 7.4 se ven las evoluciones tempordes de las tensones y corrientes en d circuito. Las
lineas continuas son la tensdn en la fuente (de mayor amplitud) y la corriente, que esta retrasada con
respecto a dla Las magnitudes con linea discontinua seran: la tenson en la resgtencia (en fase con la
corriente), la tensdn en la bobina, addantada 90 grados respecto a la corriente, y la tensén en
condensador, en contrafase con esta Ultima.

Tensiones y corrientes en un circuito R-L-C inductivo

4
3
2

0 0.005 0.01 0.015 0.02

i anmnalc)
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.
1 . » . ) .
. WL<W—C (reactancia capacitiva) j <0 ji=— >0

En este caso, la corriente esta adelantada con respecto a la tenson de la fuente. El diagrama vectorid
del circuitoy € tridngulo de impedancias en este caso se muestraen laFigura 7.5.

U.=RI R
Im R™ ]
| . X
U =-j(1mC)
- - & i( ) 2
i » Re
U, =jwL
\ X,

Figura7.5

En la Figura 7.6 s muestran las tensiones y corrientes de un circuito con caracter capacitivo, las
magnitudes representadas son las mismas que en d circuito inductivo, pero en esta ocasidn, la
corriente esti adelantada con respecto alatension.

Tensionesy corrientes en un circuito R-L-C capacitivo

0 0.005 0.01 0.015 0.02

RN
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

7.4 Circuito R-L-C paraleo.

Sea d circuito R-L-C de la Figura 7.7. La fuente de corriente es una fuente snuosoidal, y se desea
halar € estado estacionario dd circuito

‘ * i Ji® o

H® ut) | R L —" c

Figura 7.7

Laexpresion tempora de la cariente delafuente es:
iy() =72 -coswt

Para resolver @ circuito en régimen estacionario snusoidal, hay que formar d circuito de dterna. Para
elo hay que sudituir corrientes y tensones por sus fasores asociados, y los dementos pasivos se
sudtituirdn por las admitancias correspondientes. Al hacer esto se obtiene circuito de laFigura 7.8:

‘ *IR . 1
g Ul G JwL == jwe

Figura 7.8

Las corrientes que circulan por los eementos del circuito son:

1
Ir=GU lL=-j U lc=jwC-U
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

| |
U:L: 9

eq O

e 1
G+j-qwC -
e WL g

S e expresalatension en médulo y argumento U = U /q |as expresiones de estos Ultimos son

WC L
WL

I :
- : j =g

B F= 2] 102
\/Gzﬂg,WC— Wiy

Laadmitanciadd circuito sera

U

Yeq= GHj-ghC - =2
e~ JS’V WLg

El médulo y argumento serdn

, @& 16
Yeq= G +jgwC-—= Yy =acyg
e WL g

Dedondej =-Y . Lascorrientes que circulan por cada uno de los el ementos son:

wC L
-WL

Ir=GU= G |
R™ _G+ c 16°
J(:W WL
i
| —U= WL I
T T e 10
GHj- QNC—
WL g
I jwC-U= Jwe
e = W _G ‘e  106°
+ij- -—
JgNC WLg
Crdne fFArmiillac cnn AnAlAAAa_a lac da s divdecar da 1 ot o ocovvionta Al i a olvcuita co
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

En este caso, la corriente esta addlantada con respecto a la tensidn. El diagrama vectorid del circuito y
el triangulo de impedancias se muestran en laFigura7.9

Im
BL
| /IL: -(UwL)-U
9 Y
J Re BC
| & jwCU y
I R: G'U G
Figura7.9
1 . :
WC<H (reactanciainductive) y <0 q=-y >0
El diagrama vectorid dd circuito y € trigngulo de admitancias se muestran en la Figura 7.10.
I =GU G
Im R }y
U B
| =-j(1wL)-U .
L Y
q | g > Re
| ~=jWwCU
C
\ .

Figura 7.10

7.5 Andlissdecircuitos en corriente alterna.

Una vez que se ha verificado la vdidez de las leyes de Kirchhoff en circuitos de dterna, y que se
conocen las relaciones entre tensones y corrientes de los dementos, se pueden gplicar los mismos
métodos de andidgs que en circuitos en corriente continua. Puesto que los que se describieron en €

Carta (e
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

Sn embargo, hay un efecto que no se contemplaba en los circuitos resstivos y que son los
acoplamientos entre bobinas, por 1o que se explicaran aparte.

7.5.1 Método de nudos.

En este méodo sera necesario también eegir un nudo de referencia, que se denotara con @ subindice
'0, y aplicar a todos, menos a ese, la primera ley de Kirchhoff. Las incognitas dd sstema de
ecuaciones resultante serdn las tensones noddes, esta vez niUmeros complejos, en tanto que @ término
independiente del Sstema de ecuaciones seran las inyecciones de corriente en los nudos

Sea un circuito con n+1 nudos. El sstema de ecuaciones resultante de aplicar é método de nudos sera
e delaecuacion (7.3)

AN

@11 Ymz... Ymn(J@Y1(] @1y]
@Yn21 Y22 ... Y] &U 21:1_ @20

A r= A (7.3)
eYnn,l Ynn,2--- Ynn,nu eJ nu eInU
De forma abreviada se puede escribir:
[Y]-[Un] =1I] (7.4)
[Y] es una matriz de codficientes denominada matriz de admitancias nodales Sus términos tienen €
dguiente vaor:
Yhi,i = é Yij
j
Yhi,j == Yij (%)

De forma semgante a los circuitos resstivos, la matriz [Y] es una matriz Smétrica, Sempre y cuando
no haya fuentes dependientes, € vector [U] es @ vector de tensones de nudo; [I] es € vector de
corrientes de nudo, que et formado por las corrientes entrantes en un nudo provenientes de fuentes
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

7.5.2 Méodo de mallas

Sea un circuito con 'm' mdlas, a las que s le gplica la segunda ley de Kirchhoff, credndose un sstema
de ecuaciones de orden m, con las mismas referencias que en los Sstemas residivos. Las incognitas
de dgema formado serdn las corrientes de mala, que seran también magnitudes complgas. El
Sgema resultante sera

@mi1Zmiz.- Zmin() @lmi(] EEy]
6Zm21Zm22 .. Zm2nl] & m2l_,,|_ &

A sT A s (7.5)
eZmn,l Zmn,2--- Zmn,nu emmu GEnU
Esta ecuacion se puede escribir, de forma abreviada
[Z[Im] = [E] (7.6)
Los términos de [Z], llamada matriz de impedancias de malla tienen d sguiente vaor:
Zmij = A Z;
i
Znmij = — Zij ()

La matriz [Z] es una matriz américa, Sempre y cuando no haya fuentes dependientes, d vector [l ]
es € vector de corrientes de mala [E] es d vector de fuentes de tensién de mala, que esta formado
por las fuentes de tenddn con sentidos opuestos ad de referencia dentro de una mala Las
componentes de este vector, con € criterio de signos empleado en los circuitos resistivos se obtienen
de lasiguiente manera

o
Ek = a Eij
i
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

7.5.4 Tratamiento de los acoplamientos magnéticos.

La diferencia més importante entre las técnicas de andisis de dterna y de continua consiste en que en
las primeras se deben andizar circuitos con bobinas acopladas. El tratamiento es smilar en ambos
caos, 0lo que, puesto que las incognitas en ambos métodos (mdlas y nudos) son diferentes, la
manipulacion de las relaciones conditutivas de las bobinas también lo serd Puesto que es més sencillo
e tratamiento con & método de mallas, se presentara este en primer lugar.

7.5.4.1 Método de mallas.

Sea un conjunto de 'q° bobinas acopladas en las que las relaciones entre tensones y corrientes vienen
dadas por:

4 1L‘J éil—l iMlZ---iMlqu é'lu
gjzu: .Wethl *l, ---iMZqU_ezu

e..u J e... ... ... ue-u

U EtMutMep... st UG, U
Los sgnos + 6 - de los coeficientes de induccidon dependeran de las referencias de tensidn y corriente
y de los termindes correspondientes. Cada una de las tensones Uy,...,Uq entrara a formar parte de una
0 dos mallas. Pues bien, cuando se aplique la segunda ley de Kirchhoff a cada una de las mdlas en las
que hay una bobina 'k' acoplada con otras, se puede sutituir la tensén correspondiente a dicha bobina
por su vaor en funcién delas corrientes que circulan por las g bobinas.

(7.7)

q
Uy = é.ijWMkjh' (7.8)
=1

Una vez introducidas estas expresiones en las ecuaciones resultantes, se pueden expresar las corrientes
de rama en funcién de las corrientes de mala, estas corrientes seran dos, S la rama pertenece a dos
malas, o solamente una, sAlo pertenece auna

lj = Tmi = lmi
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

7.5.4.2 Método de nudos

Puesto que en este méodo se aplica la primera ley de Kirchhoff a cada nudo, la rdacion (7.7) entre
tensones y corrientes de las bobinas acopladas no se puede aplicar directamente, Sno que hay que
invertirla

. . 1 AU

HWL; £jWMys.. +jW|\/|1q

U & U
2 u: E£jWM21 £jWL, ---+JWMZCU eru (7.9)
qé e

C

C ' s e
equ WM WMo +JWLqu eJ u
Las corrientes circulantes por cada bobina hay que incluirlas, con su signo adecuado, en € baance de
corrientes de cada nudo, por lo que aparecerdn entre las incognitas las tensiones aplicadas a cada

bobina. A fin de que las incognitas sean las tensones de nudo Unicamente, se ponen aquellas en
funcidn de las tensiones de nudo y se resudlve d circuito de laforma habitua

7.6 Teoremasen corriente alterna

Los teoremas en corriente dterna tiene una expresién completamente andoga a la de los circuitos de
continua, por |0 que agqui sAlo e repetird su enunciado.

Teorema de superposicion. Linealidad.
Enunciado

1. La respuesta de un circuito lined a varias fuentes de excitacion actuando Smultaneamente
es igua a la suma de las respuestas que se tendrian cuando actuase cada una de elas por
separado (Principio de superposicion).

2. S todas las excitaciones de un circuito lineal se multiplican por una condtante, todas las
respuestas de dicho circuito vienen multiplicadas por esa misma congtante.
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

El enunciado de este teorema es como sSigue:

S en un drcuito e sudtituye un eemento cuaquiera por una fuente de corriente dd vaor de la
corriente circulante en la rama, las magnitudes de circuito no varian. Lo mismo sucede s
udituye d eemento por una fuente de tenson del vaor de la tensgdn en bornes de este
elemento.

Teorema de Thévenin.
El enunciado del teorema de Thévenin, en corriente dterna, es como sigue:

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no esta acoplada con € dipolo a través de
fuentes dependiertes ni acoplamientos magnéticos, d dipolo no contiene mas que impedancias
linedles y fuentes dependientes e independientes. Pues bien, dicho dipolo se puede representar
como una fuente de tenson y una impedancia en serie con dla El vdor de la fuente esla
tendon a circuito abierto de dipolo entre los termindes, en tanto que la impedancia es la
impedancia de entrada ddl dipolo con todas |as fuentes independientes anuladas

El enunciado del teorema de Norton seriad sguiente

Sea una carga conectada a un dipolo. La carga no esta acoplada con d dipolo a través de
fuentes dependientes ni  acoplamientos magnéticos, y € dipolo no contiene mas que
impedancias linedes y fuentes dependientes e independientes. Pues bien, dicho dipolo se
puede representar como una fuente de corriente y una impedancia en pardeo con dla El vdor
de la fuente es la corriente de que circula entre los terminaes del dipolo cuando estos estén, en
tanto que la impedancia es la impedancia de entrada del dipolo con todas las fuentes
independientes anuladas.

Una vez conocido € equivdente Thévenin se puede determinar € equivaente Norton por la smple
transformacion de fuentes redles, tal como se indica a continuacion.

Zinh = 2N Eth = Zin'In
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

En un circuito abitrario de parametros concentrados en & que s cumplen las leyes de
Kirchhoff con unas referencias dadas, la suma de los productos de las tensones de rama por
las corrientes de rama, con |os sentidos coincidentes, esigua acero.

Esto seresumeen laexpresion

g
a Uk-| k= 0
k=1

en donde b es & nimero de ramas, y U e | son las tensiones y corrientes, respectivamente, de cada
rama

Hay que hacer notar que € conjunto de tensiones de rama eegido no tiene por qué estar relacionado
con € de intensdades de rama para que se cumpla este teorema. Se pueden imaginar dos circuitos
digintos, con d mismo grafo, y € teorema se cumple S se digen las tensones de uno de dlos y las
intensdades ddl otro.

Formula de Millman

El circuito d que se puede gplicar laférmulaes como € delaFigura5.4.

1 41
e— [ 1

y

Figura7.11

DNe forma andnna a cnmn @@ hizo en al canitiiln 8§ oo ahtiene 1a fArmi ia de Millman:
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7. Técnicas de andlisis de circuitos en corriente alterna.

Teorema de reciprocidad
Los dos enunciados del teorema, en este caso, son:

1. La tenddn U que aparece entre dos nudos (p,q) de un circuito lined y pasvo cuando se
gplica una fuente de intensidad i entre otro par de nudos (m,n), es igud a la tendon U que
originalamismafuente tradadada a par de nudos (p,q).

2. Laintensdad | que circula por una rama de un circuito linea y pasivo, cuando se intercaa
una fuente de tensdn en otra rama, es la misma que circularia por eta Ultima 9 la fuente de
tengon e intercaase en laprimera

| C.P. U v cP !
—n q ——— —— N g

Figura7.12

m p m Y

+ +
Y /

n q n 9

Figura7.13

Lademostracion del teorema es andoga alaque se dio en € capitulo 5.
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8. POTENCIA Y ENERGIA EN EL REGIMEN
ESTACIONARIO SINUSOIDAL.

8.1 Potencia y energia consumidas por los eementos pasivos.
8.1.1 Resistencias.
Sea unaresigtenciaalaque se aplicalatensén sguiente:

u(t) = \/E-U coswmt

Lacorriente se hdlade laformasguiente:

cuyaexpresion temporal es:
U
i(t) :\/5 E Ccosvt :\/E -|coswt

La potencia indantdnea, entendida como la evolucion tempora de producto de la tenson por la
corriente ser&

p(t) = 2:UI cos2wt = Ul (1 + cos2wt) (8.1)

Esta es una onda sinusoida de frecuencia doble que la de la teng6n y de vaor medio Ul. Es decir, d
cabo de un ciclo, la potencia media consumida serd

P=Ul (82)
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

Tendon, corriente y potenciaen unaresistencia
\\ /, \ s
\ / \ I
/ \ /
L \I I - \ I -
R T\ '
S\ 24 AV /I 7
A / AN I
\ ) al 14
i ‘ ’ 3 .l T
\y 4 W /,I

7/ YN )
7 _

= N

u,i,p
o

[
N

N

2 I = i I i i i
0 0.005 001 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t(s)

Figura8.1

Laenergia consumida por laresstenciaser&

t

, Ue 1 0]
w(t) = w(0) + BUI(1+cos2wt )dt = w(O)+W oWt + EsenZthZj (8.3)
0 e

y S e representa graficamente esta magnitud en funcion del tiempo se obtiene:

30 | | Energiaen una r&istelncia
.—f-"'/
20— _’_H///F’_ oy
vyl
2 10} //d_J/ |
>
-_— _’_'J/
Ol ‘—\“‘__ - J"'_'_\‘“x_\_\_\ ’/d-r"/_
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

8.1.2 Condensadores.

Sea esta vez un condensador que se somete ala siguiente tension:
u(t) = \/5 -U coswt
Lacorriente que circulapor é ser&
| =jwC-U

cuyaexpreson temporal es:

i(t):\/EWCUcosg;vH%g:\/E-l cosge;vwgo :—\/5 || serwt
e e

o
Y lapotenciainstantanea consumida:

p(t) = — 2:Ul coswt-serwt = — Ul sen2wt (84)

Esta onda es snusoidd de vaor medio cero, amplitud Ul y frecuencia doble de la frecuencia de la
tenson. Al representar todas estas magnitudes se obtiene la Figura 8.3.

Tension, corriente y potencia en un condensador
\ T T T ’ T N T T T P2
/ \ s
Y / \ ]

2=

[ —

u,i,p

\
\

\ \
\\ ./ '\ \\ .(. .\
\\ -/ .\ \ S N
! / ' \\ o .
07 / i L /! /
.\ /_ \ X ,

\ .
N . r

\ 1 v )
-1k -\ ) K /
\ { \ /
\ { \ /
\ / \ ,
N\ r \ y
_2 . = | | | \ |
N N B N N1 NN1B8 nn2 N N2 NN N N2 [aWaYil
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal
Laexpresion de la energia consumida por € condensador sera
1 1
w(t) = > C-L(t) = CU2cos?2wt = > CU2(1 + cos2wt) (85)

de valor medio 1/2CU?. Esta expresion en funcion del tiempo esté en laFigura8.4.

> Energia en un condensador
\ // \\ r/
\ / \ 1
\ / \ /
1- \ + s T A
\ / \ /
\ / \ I
= of ‘ | \ / -
S \ ) \ /
\ ) \ |
\\ / \\ /
-1L \ _;' \ ,_’ A
\ { \ /
\
‘\ /{ \ ,/
. N ‘ . ‘ \\ . ‘
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t(s)
Figura 8.4

8.1.3 Bobinasy bobinas acopladas.

Sea una bobina que se somete ala Siguiente tenson:
u(t) =72 U coswt

Lacorriente que circulapor € ser&

U

jwL
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

Y lapotenciainstantanea consumida:
p(t) = 2-Ul coswt-serwt = Ul sen2wt (86)

Esta onda es sinusoida de vaor medio cero, amplitud Ul y frecuencia doble de la de la tensdn, como
la del condensador pero desfasada con respecto a esta p radianes. Al representar todas estas
magnitudes se obtiene la Figura8.5.

> Tension, corriente y potencia en una bobina
- . . : i~ : :

/ \ r
\ \

ARANANAS
IV RV,

H

u,i,p

\ / \ ,
N r SO,
_2 ) = I | ) . )
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
t(s)
Figura85

Laexpresion de laenergia consumida por la bobina ser&

w(t) = —|_|2(t) L12 ser? wt = l|_|2(1-cossz) (87)

de vaor medio (1/2)LI2 S se representa esta expresion en funcion dd tiempo se obtiene la Figura
8.6.
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

Energiaen una bobina
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Figura 8.6

8.2 Potencia consumida por un dipolo: potencia activa, reactiva 'y aparente.

Sea d dipolo representado en la Figura 8.7, en lacud se han puesto referencias de potencia entrante.

| A
——-————— o
Circuito
activo U
EE— ]
B
Figura 8.7

Latensdny lacorriente tendran la expresidn siguiente:
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

La tensién y la corriente vendran representadas por los fasores U =U /0y | =1 /o . El defase
negativo de la corriente se toma asi porque la mayor parte de los consumidores son inductivos y de
estaforma se operalamayor parte de las veces con ahguloj positivo, que serd e dngulo de potencia.

La potenciainstantanea consumida por € dipolo ser&
p(t) = u(t)-i(t) = 2-Ulcoswt-cos(Wt—] ) = 2UI coswt (coswt cog + senwtsen ) =
=2 Ul cog cos Wt +2 Ul senj CoSVvt senwt =
=Ul cog (1+cos2wt) + Ul senj sen2wt (8.8)
=Ul cog + Ul cog cos2wt + Ul sen sen2wt (8.9)

La potencia ingantdnea, como se ve, es una oscilacion de potencia cuyo valor medio es Ul cos) ; este
término se denomina potencia fija. El resto de la potencia se denomina potencia fluctuante

En la descomposicion de la potenciainstantanea que se presentaen (8.8), € primer término, esto es
Ul cog (1 + cos2wt)

se asemga a la potencia consumida por una resistencia, como la de la ecuacion (8.1) es una potencia
de tipo "resgtivo’, es decir, una potencia oscilante a una frecuencia doble a la de lared y con un vaor
medio no nulo. El segundo término,

Ul ser] sa2wit

es una oscilacion de potencia de valor medio nulo y de frecuencia doble que la de la red, semgante a
(8.6), y podria ser una potencia de tipo "reactivo” (inductivo o capacitivo).

La cantidad de uno y otro tipos de potencia definen € caracter de un circuito. Para saber de qué tipo es
un dipolo, se definen los Sguientes términos:

P=Ul cog Potencia activa (8.10)
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

una oscilacion de potencia. Tiene un significado fisco menos claro y por eso se mide en voltamperios
reactivos (VAr), una unidad con dimensiones de vaios, pero que se denomina asi para subrayar €
caracter de amplitud de oscilacion de potencia.

A patir de las potencias activa y reectiva se define la potencia aparente, S, que s mide en
voltamperios (VA), también una unidad de carécter ficticio.

s=\/PP+Q> (VA) (8.12)
También se define d nimero complgjo S o potencia aparente complga
S=P+jQ=Ul(cos] +jserj)=Ulel =Séd (8.13)

El médulo de la potencia aparente complegja es la potencia aparente.

8.3 Didtintas expresones de la potencia en alterna.

Sean |os fasores asociados con la corriente y tensién
u=u/
=1/ =lcog§ —j-l-sen
S=Ul(co§ +j-ser)=Ul" (8.14)
En unaimpedancia
U=zl
S=ZII* =Z12 = (R+]-X)1? = RI%j-X 12
P=RI? (8.15)

Q=X:? (8.16)
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal
S=UY*U* = Y*U?= (G —j-B)-U= G-U*—|B-U?
P=G.U? (8.17)
Q=-BU (8.18)

Se puede definir un triangulo de potencias andogo a de impedancias, que se muestraen la Figura 8.8.

)

Dipolo inductivo

Dipolo capacitivo
Figura 8.8

8.4 Caracter deun dipolo

Seaun dipolo en € cual las referencias son de potencia entrante
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

b A
I————-—¢
Circuito
activo U
/o
B
Figura8.9

Uu=u/o
=1/ =lcog —jlsen =Ig+jlx
Ir =1-cog
Ix = -ser
La potencia aparente complejasera:
S=Ul* =Ul-(cog +j-sen ) =U-lr—U1x
P=Ulg = Ul-cosj (8.19)
Q = Ul = Ul serj (8.20)

Cuando la potencia activa sea podtiva € dipolo estara recibiendo potencia activa de la red a la que
esta conectado. A estos dipolos consumidores se les denomina carga. S la potencia activa es
negativa, esto significa que la red esta recibiendo potencia activa del dipolo; sera por tanto, un dipolo
generador.

En cuanto a la potencia reactiva, s la potencia reactiva es mayor que cero, € carécter de un dipolo
serd inductivo. Por andogia con la potencia activa, se dice que esta recibiendo potencia reactiva de la
red, aunque esto es poco preciso e inexacto. Cuando la potencia reactiva es negativa, € dipolo es de
caracter cagpacitivo, y se dice que d dipolo esta entregando potencia reactiva a la red, o que la esta

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

caracter generador, carga, inductivo o capacitivo del dipolo. La representacion de las didtintas
posibilidades se expresa en la Figura 8.10.

Ig < 0; cosj < O0; P<0; generador Igr>0; cosj >0; P>0; carga
ly >0; senj <0; Q<0; dipolo capacitivo | !x >0:senj <0;Q<0; dipolo capacitivo
p .
0< <% | -5 <] <0
I
Ir<0; cosj <0; P<0; generador I >0; cosj >0; P>0; carga
I, <0; senj >0; Q> 0; dipoloinductivo | Ix <0; sen] >0; Q>0 dipolo inductivo
. <P
g<j <p 0< ] <5

Figura 8.10

8.5 Teorema de Boucherot

Este teorema es una formulacion del teorema de conservacion de la energia, y su aplicacion es una
generdizacion dd baance de potencias que se rediza en los circuitos de continua. su enunciado es
dguiente:
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8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

8.6 Factor depotencia'y su importancia en € suministro de energia eéctrica

Normamente, una carga esta conectada a una tension que puede considerarse congtante, y demanda la
potencia activa dada. El caracter de la carga, considerada como un dipolo, vendra dado por € desfase
entre la corriente y la tendon. Este desfase es dificil de medir, aunque es fécilmente cdculable de la

formasguiente:
S=Uil
P = Ul cog
Cos) g 8.21
I =57 Ul (8.2)

El tédmino co§ se denomina factor de potencia de una carga, y es una manera de medir su
gprovechamiento energético.

De edta forma una carga queda perfectamente caracterizada por la tensidn a la que va conectada, la
potencia activa que consume, y su factor de potencia Puesto que € coseno es una funcion par no se
puede digtinguir s J es positivo (carga inductiva) o negativo (carga capacitiva), por lo que habra que
indicar s su factor de potencia es inductivo o capacitivo. No obstante, en la mayor parte de las cargas
industridles € factor de potencia es inductivo, por lo que a veces se omite esta indicacion, resultando
implicito, por tanto, & carécter inductivo de la carga.

En la expreson de la potencia activa se observa que a una tenson congante, la demanda de potencia
activa se puede satisfacer con digtintas combinaciones de | y de cog . Para una potencia dada, cuando
el factor de potencia sea bgo, la corriente serd dta, y viceversa, con d limite de que @ vaor maximo
del factor de potencia esla unidad; en este caso, la corriente demandada por |a carga sera minima.

Pues bien, dado que las cargas estan unidas a los centros de distribucidon de energia eéctrica a través

AA {imAann i AAlAA AA e 1 <l Y Lcali ol P | 4 H okl

CLASES PARTICULARES, TUTORIAS TECNICAS ONLINE
LLAMA O ENVIA WHATSAPP: 689 45 44 70

drtapend

ONLINE PRIVATE LESSONS FOR SCIENCE STUDENTS
CALL OR WHATSAPP:689 45 44 70

www.cartagena99.com no se hace responsable de la informacién contenida en el presente documento en virtud al
Articulo 17.1 de la Ley de Servicios de la Sociedad de la Informacion y de Comercio Electronico, de 11 de julio de 2002.
Si la informacién contenida en el documento es ilicita o lesiona bienes o derechos de un tercero haganoslo saber y sera retirada.



8. Potencia y energia en e régimen estacionario sinusoidal

Por condguierte, cuanto mayor sea la corriente demandada por la carga, mayores seran las pérdidas
de potencia activa en las lineas. Y por esta razon conviene que € factor de potencia sea lo mas dto
posible. Para poder conseguir esto hay que corregirlo. Dado que las cargas son normamente
inductivas, habra que conectar a la carga un dispositivo que consuma potencia reectiva de digtinto
signo, esto es, que genere potencia reactiva. Etos dispositivos son |os condensadores.

Para cacular € valor dd condensador que hay que conectar en paradelo con la carga para corregir su
factor de potencia hasta € vaor deseado, se rediza lo Sguiente. La potencia reactiva que se necesita
compensar ser&

Q=P(tg -tg ) (8.2)

sendo tg la tangente dd angulo de factor de potencia antiguo, y tg ' la del angulo de potencia
nuevo o deseado.

La potencia reactiva la deberd producir un condensador, o varios conectados entre si y formando lo
que se denomina bateria de condensadores.

2Q = -(-B-U2) = WC.U2 (8.23)

En la formula (8.23), € signo menos se debe a que la potencia es generada, y por tanto, habra que
canbiarle  sgno con respecto a la deducida en (8.18), que se obtuvo con criterio de potencia
entrante en € dipolo.

S seiguaan ambas expresiones setiene
wC-U2 =P(tg —tg ")

De donde se puede despgjar @ valor del condensador

o Pld —td)

e (8.24)
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9. SISTEMASTRIFASICOS EQUILIBRADOS

9.1 Introduccion. Definiciones.

La configuracion més habitud de un sSstema eéctrico dementd de una cieta potencia es la
representada en laFigura9.1.

E, N Z Z.
E
b—~+ 2 Zc

_® (I I ey

E N Z Z
—) — —

generador linea Carga

Figura9.1

Estos sstemas se denominan trifasicos, porque tienen tres fases Una fase es "cada una de las partes
de un circuito en que se genera, setranamite, 0 se utilizauna de lastensones del sgemd’.

En los sstemas triféscos en condiciones idedes, las fuentes dd sisema generador tienen € vdor
indicado en (9.1). El diagramavectorid se representaen la Figura9.2.

E.=E/0 Ep=E/~2p3 E.=E/2p/3 (9.0)
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Ep

Figura 9.2. Secuencia directa

Obsérvese que la suma de las tres tensones es nula Con estos vaores de fuentes, se dice que €
sstema de tensones et equilibrado. En este tema S0lo se consideraran estos Sistemas.

El ssema eda iguamente equilibrado S d orden de las fases es didinto, esto es, S las tendones de
fase estan dispuestas como en laFigura9.3.

Ep

E
c

Figura 9.3. Secuencia inversa

En este caso, las tensonestienen d vaor
E.=E/0 En=E [2p/3 Ec=E/-2p/3 (9.2

Enla Figura 9.2 las tensones estén en secuencia directa, en tanto que en la Figura 9.3, se dice que las
tensones estan en secuencia inversa. La eeccion de una u otra secuencia es arbitraria, pero una vez
determinada es de gran importancia, puesto que determina, entre otras cosas, @ sentido de giro de las
méguinas eléctricas. Normamente se trabgja en secuencia directa, y en lo sucesvo se consderara asi
mientras no seindique lo contrario.
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

2. La potencia transmitida es congtante, por lo que no se presentan oscilaciones de potencia, y esto
hace d funcionamiento de las méguinas mas suave 'y continuo.

9.2 Diagrama vectorial de tensones

En los sstemas trifasicos hay d menas tres terminaes o hilos que son accesibles. A veces, hay cuatro,
y d cuarto se le denomina neutro. Por tanto, Sempre se tendra acceso a las tensiones que hay entre los
hilos y no sempre a la tenson de la propia fuente. Por esta razon es conveniente estudiar dichas
tensiones, Uap, Upe, Uca, tal cOMO se representan en laFigura 9.4.

E + a
_al~
U
ab

Ep + b U
o ca
E + Ube c
=

generador

Figura 9.4

Por smple aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff, se puede deducir que en un sstemaartres hilos,

Uap+ U+ Ux=0 (9.3)

Losvalores de estas tensiones seran
Uy = Ea— En=\/3E /p/6 (94)
Une = En—Ee = A[3.E In/f-2n/3 (95)
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Figura 9.5

L os diagramas vectoriades a veces se representan en una de las formas indicadas en las Fgura 9.6.

Figura 9.6

Las tensiones Uy, U Y Uca Se pueden obtener, bien de la manera indicada, a través de tres fuentes de
tensidn conectadas en edtrella, o bien a través de tres fuentes conectadas en triangulo. Para que las
tensones entre hilos sean iguales en ambos casos, € vaor de estas fuentes conectadas en triangulo

debera ser
Ear=\[3E [pl6 (9.7)
Eoe = \/3E /p/6-2p/3 (9.8)
| —/\I;I:Inlf‘ DnlD L0\
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

9.3 Corrientes en los ssemas trifasicos.

Un conjunto de tres impedancias conectadas, bien en edtrella, bien en tridngulo, configuran una carga
triféssica S las tres impedancias tienen € mismo vaor, la carga es equilbrada La agplicacion de un
sgema trifésico equilibrado de tensones a una carga trifasica equilibrada produce la circulacion de
corrientes por lasfases del sstema

S las tendones que hay en cada una de las fases son U,, Uy, U y cada una de las impedancias es Zy =
Zy Ij, las corrientes que circulan por ellaseran

laz 2oL =1 L 9.10

b= =L oo =1 1 -203 9.11

b=, = =208 =1 i -2 (9.11)
U U . .

le=——=—/] +2pB =1/} +2p/3 (9.12)
2y~ Zy

y b$ Upe

Figura9.7 Figura 9.8
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

U A3U

. I .

lap = 2, =37y [pl6-] _\/é [p/6-] (9.13)
U

'bc_z_tf —;fz [o/6- | 20/3—\/—/0/6 i -203 (9.14)

~ 3

_Ua_"3u e
@=7, T3z, /pl6-] +2p/3 = \/- Ipl6-] +2p/3 (9.15)
| Yan

U U c
ca c
Ica
Iab
Ua
la
Ly |
bc
Up
U bc
y
Figura 9.9
Las corrientes |, Ib, | ¢, Se obtienen de lamanerasiguiente

la=lop—la=1/]_ (9.16)
b=l —lap=1/] -2p/3 (9.17)
le=la—lew=1/] +2p/3 (9.18)

Hav aue obsarvar aue en un_sSstema cantres hilos 1a anlicacidn de la orimera lev de Kirchhoff implica
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

9.4 Magnitudesdefasey delinea

Sean dos sistemas trifésicos formados por dos conjuntos de impedancias, conectadas en edtrella y en
triangulo, y equivdentes, es decir Z, = 3-Zy. Las tendones y corrientes existentes en ambos sstemas
serén lasindicadas en la Figura9.10.

Figura 9.10

Las magnitudes que aparecen en las dos conexiones son Ug,, U Y Ug,en las tendiones, el Iy, € Icen
las corrientes. Estas son las denominadas magnitudes de linea. Se denominan también magnitudes
compuestas, puesto que se forman a partir de las restantes en cada configuracion, es decir,

la=lab—lca Uap = Ua—Up
lb=lpe—lap Upe = Up— U
lc=1lca—lcb Uca=Uc— U,

Las tendones y corrientes de linea agparecen en un Sstema trifésicos independientemente de su
configuracion, por esta razonse utilizaran preferentemente cuando se definan las magnitudes de un
ggematrifésico.
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Por otra parte, en cada impedancia, o fase, ey una caida de tension, y por cada una de dlas circula
una corriente. Estas son las magnitudes de fase. Estas magnitudes de fase dependen de la
configuracion que adopten las impedancias que forman € dgtema trifésico. En € caso de Stemas en
edtrella, las magnitudes de fase serén las tensones smples y las corrientes de linea En los Sstemas en
trigngulo, las magnitudes de fase serén las tensones de linea y las corrientes smples. Es decir, las
corrientes de linea coinciden con las de fase en los Stemas en edrella, y las tensones de linea
coinciden con las tensones de fase en |os Sistemas en tridngulo.

S, como se ha indicado, los dos sistemas son equivaentes, y se toma como valor base para d mdodulo

los de las magnitudes de linea, y como origen de fases U, los vdores de todas las tensiones y
corrientes seran

a=l [ Uab= U [p/6 (9.20)
lp=1/-i -2p/3 Ure = U [p/6-2p13 (9.21)
lc=1 /-] +2pi3 Uea = U /p/6+2p/3 (9.22)

| ) U
l =" Ip/6-] Ua=—=10 (9.23)
NE \3
| . U
loe = 7 Jp/6-] -2p/3 Up = Nz -2p/3 (9.24)
| . U
la = T/p_/G—l +20/3 Ue=—= /2p/3 (9.25)
3 \3

9.5 Conversén defuentesrealesde estrella atriangulo y vicever sa.
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

conversion de fuentes de tenddn; en @ segundo se daran también implicitamente las normas para €
paso de fuentes de corriente.

PasodeY a ?

Sea una fuente real triféasica como la representada en la Figura 10.13, o Figura 10.14, que es
equivaente. Se redliza unatransformacion estrella-tridngul o, con lo que se obtiene laFigura 9.13.

Figura9.11 Figura9.12

|a
+ Ea . a
ca /\
% Xzz
2 Zz Zz E
x ab
\ ﬁ

R S

Z

V4
|—'X
HL@
b

b

bc
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Z,=3Zy Eap= Ea— Ep (9.26)

Pasode?ayY

S bien la trandformacion anterior es suficiente para obtener fuentes redles conectadas en triangulo
equivalentes a otras dadas conectadas en estrella, se va a ofrecer un agoritmo dternativo, puesto que
en é aparece también la transformacion de fuentes de corriente, de'Y a?y viceversa.

Sean las tres fuentes conectadas en triangulo de la Fgura 9.15. Estas fuentes se pueden convertir en
fuentes equivaentes de corriente como las de la Figura 10.18.

a |
E ca
ca Iab
* Zz Z
2
Z
z, - i z,
:x@ a —
+
(o
LGy
E 22

bc bc

Figura9.15 Figura 9.16

Los vaores de las fuentes de corriente seran

| = C |, = E2 -
»= 7, =z, @z,

Dicha combinacion de fuentes puede reducirse a una forma equivaente, como lade laFigura9.17.
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.
I ca xab
I
bc
— =

Las impedancias Z» se han transfomado en su equivaente en edrela (Zy = Z»/3) A su vez, las fuentes
en tridngulo se pueden sudituir por otras equivadentes taes que suministren las corrientes la, In, lc. H
resultado de esta transformacidn se muestraen laFigura9.18

)

Figura9.17

Figura9.18

De agui es inmediato pasar a fuentes redes de tensgdn, como las de la Figura 10.13. El vdor de la
fuente detensén de lafase aserd
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Y € delasotrasfases

_Ex—Ea ==

Ep=—" (9.28)

9.6 Circuitos monofasicos equivalentes

La redlizacion de cdculos en circuitos trifascos td como se ha hecho hasta ahora es bastante
laboriosa, puesto que se necesita repetir los cdculos para cada fase. Los sistemas que se han mangjado
hasta ahora son muy pequefios, por lo que puede imaginarse la complgidad dd andisis de sstemas
trifésicos cuando estos, como ocurre en la practica, tienen una gran cantidad de nudos.

Sin embargo, se habra observado que estos cllculos son muy repetitivos puesto que en cada fase son
los mismos. Por esta razon, se va a deducir un circuito equivaente en € que sdlo se representen las
magnitudes de una fase, pudiéndose obtener fécilmente los vaores de las magnitudes en las otras dos
en los casos de circuitos equilibrados. Este es € que se denomina circuito monofésico equivalente Se
pueden obtener dos circuitos monofasicos equivdentes. € circuito monofésico faseneutro y € fase
fase. En redidad, s0lo seusad primero.

Circuito equivalente fase-neutro

Sea un sstema trifasico equilibrado como € representado en la Figura 9.19 en la que tanto € receptor
como & generador estan conectados en estrella, y ambos estén enlazados por unalineatrifasica
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

a | Ia a
| —
Zyg
J*
Z  In=latlb+lc ,
1 <l n
C/%ZY
Z, l
IE 1
Z|
Figura 9.19

Los puntos neutros ce las estréllas, n y n' respectivamente, estén enlazados por por una impedancia de
vaor Z,. Por este conductor circulala sumade las corrientes de fase, es decir

|n= Ia+|b+|c

S s glica la segunda ley de Kirchhoff d camino cerrado formado por cada fase y € neutro se
obtiene

Ea=(Zg+Z+ Zy)lat (lat lp+ 1c)Zn

Eo=(Zg+Z + Zy)lp+ (lat lp+ 1c)Zn

Ec=(Zg+Zi+Zv)lct (lat o+ 1c)Zn
Al sumar estas tres ecuaciones se obtiene
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

la+1p+1c=0 (9.29)
Ademés, latensidn entre los neutrosny n' sera
U =(la+lb+1):Zn=0 (9.30)

S no hubiese hilo de neutro, la aplicacion de la segunda ley de Kirchhoff daria lugar a las sSguientes
expresiones.

Ea=(Zg+2Z + Zy)lat+ Unn

Eo=(Zg+2Z + Zy)lp+ Upn

Ec=(Zg+2Z + Zy)lc+ Upn
Lasuma de las tres ecuaciones es

EatEp+Ec=(Zg+Z+Zy)-(lat b+ Ic) +3Unn
Puesto que, por aplicacion de la primeraley de Kirchhoff
latlp+1c=0
se tiene que cumplir que
Unn=0

Por tanto, la tensidn entre los neutros de los sistemas equilibrados conectados en edtrella es sempre
nula, independientemente de que estén conectados 0 no entre si. Por edta razon, a fin de smplificar €
andigs, se haranulalaimpedancia que une los neutros de la Figura 9.19.

S s aplicalasegunda ley de Kirchhoff alamdlanaa-r-n, laecuacion resultante sera
Ea=(Zg+ 2+ Zv)la (9.31)

Un drauito equivdente que twiera eta misma ecuacion que ligase la tenson en la fuente y la
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

ZI |
a a a
| -
| —
Zg UI
U, Ua H Zy
+
E (;:)
a
'
n n
Figura 9.20

Lacorriente | ; se puede obtener a partir de la ecuacion (9.31) mediante la expresion

__ Ea
ey (9.32)

Lastensiones Uy, Uy Uy se obtendran de laforma siguiente
Ua=Zv:la U =2"la UazEa—Zg'la

A partir de estas magnitudes en la fase a se pueden obtener las magnitudes en las fases b y ¢, sempre
y cuando & sistema sea equilibrado.

S las fuentes no estuvieran conectadas en edrella, Sno en triangulo, podrian trandformarse en fuentes
conectadas en edtrella, de acuerdo con las ecuaciones dadas en € gpartado 9.5. Lo mismo sucede con
las cargas. un sstema de impedancias conectadas en triangulo Sempre puede convertirse en otro de
impedancias conectadas en estrella mediante una transformacion estrdlla trigngulo.

Por condguiente, todos los sSsemas trifascos podran representarse mediante su  equivaente
monofasico fase neutro, que es @ que relmente se utiliza

Circuito equivalente fasefase

Antes de comenzar con @ desarrollo de las ecuaciones, hay que advertir que este circuito equivaente
gpenas £ usa, Y que por tanto este apartado se debe entender més como un gercicio que como la
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

E

ca

Zg £
s ab
+ ﬁ
D=
Z
g
Ebc

Figura 9.21

Edte circuito se puede andizar por malas, se escogeran como corrientes de mdlas las tres corrientes
de fase lap, loe lca S S gplica la segunda ley de Kirchhoff a la mala aa-b'-b-a, resultala ecuacion

sguiente
Eaw=(Zg+Z1+Zr+ Z)av- Llca- Ziilic
Eav=(Zg+ Zo+ 2Z)lap- Zi(lcat 1)
Ahorabien, como | 4 + I + | o = 0 enlos Sstemas equilibrados, | ap= - (I + 1 ca), Y pOr tanto
Eao=(Zyg+ Z>+3-Z)) 1 (9.33)

El cdrcuito equivaente d que corresponde la ecuacion (9.33) saria d de la Figura 9.22, que es €
equivalente fase-fase de un circuito trifésico.

3Z, |
a ab a

2,01 |
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9. Sstemas trifasicos equilibrados.

Figura 9.22

Este equivdente es més complicado que d equivadente fase neutro, por € hecho de que la impedancia
de la linea debe multiplicarse por tres, y ademas no se obtienen directamente las corrientes de linea, S

bien se obtienen las tensones de fase. Como ya se ha indicado, este equivdente no se usa
précticamente.
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10. POTENCIA EN LOS SISTEMAS TRIFASICOS
EQUILIBRADOS

10.1 Potencias activa, reactivay aparente.
10.1.1 Potencia activa.

La potencia activa consumida por un sistema trifésico es la suma de las potencias activas consumidas
por cada una de las fases. En @ caso de sistemas equilibrados, sera € triple de lo consumido en cada
unade lasfases, esto es

P=Ps+ Pp+ P.=3-Pr= 3 Urlg-cog (101)

La expresion (10.1) esta en funcidn de las magnitudes de fase, y por tanto depende de la conexion de
la carga triféasica A fin de hacerla independiente del tipo de conexion, se pondra a continuacion en
funcion de las magnitudes de linea

Cargaenedrela

El médulo de la tenddn de fase es \/5 veces inferior d de la tens6n de linea, en tanto que la corriente
de fase coincide con la corriente de linea

P= 3.% 1-co§ =4/3 Ul cos]

Cagaentriangulo

El mdédulo de la corriente de fase es \/?3 veces inferior d de la corriente de linea, en tanto que la
tension de fase coincide con latension delinea

—’2II—I cog —'\/;Illmci
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

10.1.2 Potenciasreactivay aparente. Factor de potencia.

La potencia reactiva se define de manera andoga a la potencia activa, esto es, la suma de las potencias
reactivas consumidas en cada fase.

Q=Qa+Qb+ Qc=3Qr=3UrIrsen (10.3)

En las cargas en edtrella, la potencia reactiva en funcion de las magnitudes de linea es
U : .
\3

Y enlas cargas en tridngulo
I

Por tanto, la expresion de la potencia reactiva de un sstema trifésico en funcion de las magnitudes de
lineasera

Q=4/3 U sen] (104)

Hay que hacer notar que € dngulo | es @ desfase entre las tensiones y corrientes defase, ta como se
observa en la formula (10.1). El desfase entre la tenson y la corriente de linea serd 30° mayor, y por
tanto d resultado obtenido d utilizar este anhgulo es incorrecto. La corriente y la tenson de linea no
son nunca magnitudes de fase smultaneamente, y por tanto su desfase no corresponde con @ angulo
de potencia.

L a potencia gparente se define de forma semgante a como se hizo en los Sstemas monofésicos:
S=4/P+Q? =\[3U (10.5)

Y lapotencia gparente complga, por su parete, se define de laforma siguiente
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

coy§ =Z= (10.7)

nlo

P
A\J3U

10.2 Potencia ingtantanea en los sstemas trifasicos equilibrados.

De la misma manera que la potencia activa, la potencia inganténea consumida por un siema trifésico
eslasumade las potencias de cada una de las fases; esta Ultimatiene como expresion

Pa(t) = UArcog (1 + cos2wt) + Urlrserj sen 2wt
Por tanto, las potencias de cada una de las fases seran
pPa(t) = Urlrcog (1 + cos 2wt) + Uplesen) sen 2wt
Po(t) = Uelrcog (1 + cos (2wt - 2p/3)) + Urlesen sen (2wt - 2p/3)
pe(t) = Urlrcog (1 + cos (2wt + 2p/3)) + Urlrsen sen (2wt + 2p/3)
Lapotenciatrifésica, es como se haindicado, la sumade las de las tres fases

p(t) = () + (1) + p(t) = UHlpcog (1 + cos Wt) + Udesenj sen 2wt + Udlgcog (1 + cos (2wt -
2p/3)) + Urlgsen] sen (2wt - 2p/3) + Uelrcog (1 + cos (2wt + 2p/3)) + Uelpsen sen (2wt + 2p/3)

Redlizando operaciones trigonométricas e ementaes se obtiene
p(t) = 3-Urlrcog

Es decir, la potencia instantanea absorbida por un sstema trifésico equilibrado es congtante, e igud a
vaor de la potencia activa. ESto representa una ventgja sustancia en € comportamiento de ciertas
cargas, como las méguinas rotativas, que para una velocidad de giro dada proporcionan un par
congtante, por lo que no se producen oscilaciones mecanicas, que dan lugar a ruido y mayor fatigade
material
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

lineas, la potencia reactiva trifésica da una medida de la oscilacion de potencia totd, esto es, la
producida en cada fase, multiplicada por tres en los sistemas equilibrados.

El factor de potencia, por su parte, representa e gprovechamiento energético de la carga, es decir, las
pérdidas producidas en lared para suministrar una potencia activa dada a una tenson dada.

10.3 Compensacion del factor de potencia en los Sstemastrifasicos.

Sea un sigema trifasico con un potencia P y un factor de potencia cos) a que se conecta en pardelo
una bateria de condensadores para aumentar su factor de potenciaacog .

La potencia reactiva consumida por lacarga sera

Q=Ptg
Y lapotencia consumidapor € conjunto condensador + carga sera

Q=Ptg "'
Por tanto, la potencia reactiva que deberd suministrar 1a batyeria de condensadores sera

?Q=Q-Q=P{tg -tg)
L a potencia reactiva que suministran los condensadores sera
2Q = 3WCUZ

donde Ur es la tendgdn de fase. Tanto € vaor de esta tensén como € de los condensadores dependera
de s |a bateria estd conectada en estrella o en triangulo

Bateria conectada en estrella
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

El vaor de la bateria de condensadores sera por tanto

Cy = %&2@.) (10.8)
Bateria conectada en triangulo
En este caso, U = Ur.
3WC, U2 =Pitg -tg ')
El vaor de la bateria de condensadores sera por tanto
Cr= % (10.9)

Las baterias de conensadores conectadas en tridngulo necesitan, pues, una capacidad tres veces menor
gue las conectadas en estrella para suministrar una misma potencia reectiva.

10.4 Determinacion de la secuencia de fases.

Ya se haindicado que la secuencia de fases es @ orden en que se suceden las tensones dd sstema. La
determinacion de la secuencia de fases de un Sstema trifasico dado es importante porque determing,
por gemplo, d sentido de giro de las méaquinas rotativas. El diagrama vectorid de las tensones de
fase sera e representado en laFgura 10.1.

Secuencia directa Secuencia inversa
eft) = \/E E-coswt e t) = \/5 E-coswt
alt) =\/2 Ecost ) eut) =2 Ecost + )
edt) =\/2 E-cosit +2—;) e.(t) =\/2 Ecos (Wt—%p)
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

EC £ Eb
a Ea
—
E
Eb c

Figura 10.1

Una forma de determinar 9 € sistema es de secuencia directa 0 inversa es a partir dd circuito de la

Figura10.2.
a -
C::$ Ue
b | @ n
S L
c
Figura 10.2

Seglin sea la secuencia, directa o inversa, @ diagrama vectoria sera bien € de la Figura 11.3, o bien €
delaFigurall.4:
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

b

Figura 10.3. Secuencia directa Figura 10.4. Secuencia inversa

En €@ caso de secuencia directa, @ voltimetro V2 marcard una tenson mayor que la de linea, que
reflga @ voltimetro Vi. S es secuencia inversa, d voltimetro b sefidard una tensién inferior a la ce
lineamarcada por € voltimetro V ;.

10.5 Medida de potencia en los Sistemastrifasicos
10.5.1 Medidadepotencia activa.

Fases accesibles

El crcuito de la Figura 10.5 representa un Sstema trifasico equilibrado en Y con neutro accesible. El
vaimetro W indica la potencia consumida por un a fase (P1p). La potencia activa que consume €
circuito trifésico sera d triple de la potencia sefidada por € vatimetro:

pP=3. P;|_|:
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

% Z
a *@ —
b v
c-
Figura 10.5

Cuando & dstema esta conectado en triangulo, la potencia consumida por una fase se medira como s
indicaen laFigura10.6.

. a
z, -

c c 2:2 %\llv\* b
Nl e

b

Figura 10.6

En este caso la potenciatambién es P = 3-Pyr.
Fases no accesibles

En este caso se supone, bien que las cargas estan conectadas en triangulo, pero no se puede acceder a
las fases, 0 que estan conectadas en estrellay @ neutro no esta accesible.

Sin embargo, en un sSstema equilibrado todos los neutros estdn a la misma tenson, por lo que se
puede formar un neutro con tres vatimetros igudes (0 d menos que sean iguales sus bobinas
voltimétricas), de forma que se puede crear un neutro que estard a la misma tension que @ neutro de la

AetrAlla A Al ~AtA AAl ety oLnin ot 1 waida _oca Al iy | A~ toni A da octa
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

|
a AW
A CARGA
b * \\%/
n
Figura 10.7

La potencia activa consumida por la carga es la suma de las lecturas de los vatimetros.

Este mé&odo s= puede smplificar. Cuando € sstema cuya potencia se desea medir es un Sstema
equilibrado, las lecturas de los tres vatimetros son igudes, y por tanto, en redidad, basa con una
lectura. Sin embargo, la tenson debe medirse con respecto a una referencia, € punto n, y eta
referencia debe ser € neutro de un sistema equilibrado. Dado que la bobina voltimétrica del vatimetro
tiene una impedancia, € neutro deberd formarse afladiendo dos impedancias que, conectadas en
edrella con la bobina voltimérica dd vatimetro, formaran este neutro de una edtrella equilibrada. El

esquema de este método se muestraen laFigura 10.8.

N
= \W
N
CARGA
EQUILIBRADA

N
Figura 10.8

1 " 1 1 1

Mol mdee L Al Jaaallgl
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.
To

1,
W =—Buyindt
Too

Lalecturade los tres vatimetros de la Figura 10.7, por tanto, sera

To
Wi + W2 +W3 =T—é((ua- Un) fa+ (Ub-Lh) ib + (Uc-Un) iQ)dt
(o]
0

donde y, es latensdn en @ punto neutro, y W, W y W las tensiones imples de las fases. Al desarrollar

los paréntesis se obtiene
17 1"
Wi + Wy +Ws =T—é(ua ia+ Wib+ Wig)dt - _I_—@'un(ia+ i+ ic) dt
°0 °0

Puesto que en los sstemas equilibrados, 0 en los sstemas desequilibrados sin hilo de neutro, la suma
de las corrientes es nula, d segundo término de la ecuacidon anterior es cero. Esto quiere decir que no
importa la tengon de la referencia (en @ caso anterior € neutro), y por tanto se puede escoger como
referencia una de las fases, por gemplo, la fase ¢. En este caso, la lectura de este vatimetro seria nula
(las lecturas de los tres vaimetros en un sstema equilibrado no tienen por qué ser igudes 9 la
referencia no es un neutro equilibrado), y por tanto se puede diminar. Este es @ fundamento de
método de los dos vatimetros, que se describe en € gpartado sguiente para Sstemas equilibrados,
pero que, como se haindicado, es vaido también para sstemas desequilibrados sin hilo de neutro.

10.5.2 Método delos dos vatimetros.

En & méodo de los dos vatimetros estos se conectan como se muestraen laFigura 10.9.
o
)
§ Sistema
,7\ trifésico
equilibrado
C

a

b
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

Uca
I
J
ch
Figura 10.10
. 3 1 ,
W, = U-l-cos(Uy,l ) = U-l cos (g -] )=% U-l-cos] +§ U-l-sen| (10.120)
A3 1
W5 = U:I-cos(Upc,lp) = Ul cos(6 +] )—— U-l-cos] —7 U I-sen j (10.12)

Al sumar las dos exptresiones se obtienen las Sguientes igua dades:

Wy + Wy =P (10.12)
~W,= (10.13)
%

El mé&odo sdlo cdcula la potecia reactiva en sstemas equilibrados, y su expreson es la indicada en
la ecuacion anterior cuando las tensiones de dimentacion son de secuencia directa. Sin embargo, la
expresion de la potencia activa es vaida para s stemas equilibrados y desequilibrados.

Las lecturas de los vatimetros pueden ser tanto positivas como negativas. Puesto que los vatimetros
0lo pueden sefidar magnitudes positivas, en caso de que uno de elos tienda a marcar una magnitud
menor que cero, habra que cambiar las conexiones, bien de la bobina voltimétrica, bien de la
amperimétrica, y considerar la lectura de este vatimetro negativa
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

Vatimetro W1

La lectura dd vatimetro W; sera positiva cuando € coseno de la férmula (10.10) lo sea, esto es,
cuando su argumento esté comprendido entre -90° y 90 °.

-90°<30-] <90°
lo que es equivdente a
-60° <j <120°

Esto es, cuando € sistema es muy capacitivo { < -60°), o bien un generador inductivo { > 120°),
vaimetro W, sefidara una magnitud negativa S se trata de un vatimetro de cuadro en d que sdlo
haya parte postiva dd cuadro, habrd que cambiar la polaridad de una bobina (normdmnte la
voltimétrica). En ese caso, se deberd cambiar de signo lalecturaW; en lasformulas (10.12) y (10.13).

Vaimetro W,
El argumento del coseno delaférmula (10.11) deberd estar comprendido entre -90° y 90°.
-90°<30+) <90° o bien -120°<j <60°

La polaridad de una de las bobinas ddl vatimetro deberd cambiarse cuando € Sstema tenga un desfase
de més de 60 ° (muy inductivo), o de menos de - 120° (generador capacitivo).

10.5.3 Medida delapotenciareactiva.

Mediante d empleo de un solo vatimetro se puede obtener la potencia reactiva consumida por una
carga trifasica equmbrada, s € dgema de tensones es equmbrado y de secuencia directa. Para €lo,
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

_lr-{ Z
a W) I ey
Z
b I e
Z
C I
Figura 10.11

El diagrama vectorid de las magnitudes del ssemaesd delaFigura10.12.

Uca U

Up

C

Figura 10.12

Lalectura del aparato de medida sera

W = UHl-cos(Upgl,) = U cos(g ~j)=Ulsen] :%

s d angulo] escapacitivo habra que cambiar polaridades en € vatimetro.

10.6 Comparacion entre sstemas monofasicosy trifasicos.

Carta (e
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

Pir= 2Riel .= 2Ry (10.14)

U%cos’]
Sea ahora un sstema con la misma demanda de potencia, misma tensgon (de linea en este ca0), e
idéntico cog . La carga serd dimentada mediante tres conductores cuya resistencia serd Rse. Las
pérdidas producidas en lalinea de transporte seran:

P2
DP3r = 3-Refl o = RF Joood] (10.15)

Al comparar las relaciones (10.14) y (10.15), se obtiene la relacion entre las pérdidas y las resistencias
delasliness.

DPie_ Rie

P 2R (10.16)

En la ecuacion (10.16) se puede comprobar que para un mismo conductor, las pérdidas son dobles en
el sgemamonofésico que en d trifésico.

S s pretende que las pérdidas sean igudes, la resstencia del conductor de la linea monofésica debera
ser lamitad de laresistenciade lalineatrifasica, es decir,
I

|
- 2R r — =2 —
Rk 1F o o

Edo dgnifica que, para una misma longitud de lineg, |, y un mismo maerid (igud r), las secciones
de los conductores deberan guardar entre si larelacion siguiente

SiF = 2:SaF

Sn embargo, esto no es aficientemente sgnificativo, puesto que las liness trifadcas tienen tres
conductores, y las monofésicas, dos. Por esta razén, hay que relacionar los volimenes de materid
necesarios entre Si:

3
Var=31- =71 s
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10. Potencia en los sistemas trifasicos equilibrados.

Vi 3

Vir 4
La linea trifésica necestara un 25 % menos de materid que la linea monofésica para que ambas
tengan las mismas pérdidas, |0 que supone un ahorro considerable.

Sin embargo, para comparar adecuadamente ambas formas de transmitir la energia eéctrica hay que
comparar otros factores, como los apoyos necesarios en ambos casos, los transformadores utilizados,
etc. El estudio find es complgo y después de redizado no se llega a una concluson clara bre qué
sgema es més rentable. Las ventgas de los sSstemas trifascos sobre los monofésicos son mas bien
relativas alas méguinas productoras y utilizadoras de la energia e éctrica
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11. REGIMEN TRANSITORIO EN CIRCUITOSDE PRIMER
ORDEN

11.1 Introduccion. Circuito R-L serie.

En este tema se va a tratar @ régimen trangitorio de circuitos de primer orden. Este régimen transitorio
e establece cuando se produce aguna variacion en € circuito: conexidn, desconexion, o en generd,
cudquier maniobra. Los circuitos que se estudien seran de primer orden, es decir, que sdlo incluirdn
un elemento dindmico: bobina o condensador. El resto de los dementos seran resstencias o fuentes,
de tension o intensidad.

En d Capitulo 6 s ha edtudiado d circuito que se recoge en la Figura 6.2, que consta de una
resstencia en serie con una bobina, dimentadas por una fuente de tensidn, en generd variable con €
tiempo. Egte circuito, es en redidad la generdizacion de cudquiera que incluya una sola bobina y
ningln condensador, sin mMé& que consderar que la fuente y la resgencia son los términos del
equivaente Thévenin en bornes de la bobina.

Ri -
0720 7 W——
up U
u
t + K L i
%0 ) '
Figural1l.l

La ecuacion diferencid resultante de aplicar la segunda ley de Kirchhoff d circuito es:

|
en(t) = Rni + Ld—l (111)
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

Lasolucidn de la ecuacion homogeénea es.
in(t) = K -g (Rn)t (11.3)

En donde K es una congtante de integracion. Esta parte de la solucion decae exponencidmente con €
tiempo, de forma que parat —> 8 su vaor es nulo. Al inverso dd término que multiplica d tiempo se
le denomina congtante de tiempo, t, y en este caso su valor es.

L

t=o— 114
Ry (114)

La solucion particular depende de la expresion de et), y sera la que permanezca cuando t —8. Por
estarazon seladenominaisg (t).

La congante de integracion K se obtiene d imponer unas determinadas condiciones particulares, es
decir, un estado dado dd circuito en un ingante determinado que normamente es € origen de tiempo
(t = 0). Por consguiente, S se denomina i(0) a la corriente que circula por la bobina en € ingante t =
0, laecuacion (11.2) particularizada parat = 0 queda

i(0) =ig(0) +K
Donde ;(0) es & vdor de la solucion paticular de la ecuacion diferencid, en d indante t = 0. Adl
pues:
K =i(0) —ig(0)
Lasolucion completa sera
i) =g (t) + ((0) — 6 (0)) ™" (115)

La ecuacion (11.5) se puede generdizar a cualquier circuito inductivo de primer orden, puesto que por
muy complgo que sea edte, @ teorema de Thévenin permite reducirlo a una fuente de tenson en serie
con una resistencia, como en la Figura 6.2. Por supuesto, S se conoce la corriente en d indante t = t,,
la solucidn se puede obtener de una manera semgante, y la expresion resultante es:
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

11.2 Circuito R-C paraldo

Sea ahora un circuito como € de la Figura 11.2 en & que se representa € equivaente Norton de un
circuito resistivo, en bornes de un condensador.

L
Nm‘ﬂ Ry uwy |—/— ¢

Figura1l.2

La ecuacion diferencid que describe € comportamiento de este circuito sera

_ u du
in(t) :a+ Ca (11.7)

La solucion de esta ecuacion diferencid también es la suma de la solucion de la ecuacion homogénea
y de una solucion particular, es decir:

u(t) = th(t) + w(t) (118)
La solucién de la ecuacion homogeénea sera en esta ocason
U (t) = K-g™NC (1L9)

El vaor de la constante de tiempo sera

t —R.C (11 100
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

Queen d caso particular det, = 0, queda convertida en.
u() = s (t) + (u(0) — U (0))€™ (11.12)
En este caso eslatensén lavariable de estado del circuito.

Tanto la ecuacion (11.6), como la (11.11) se pueden escribir de forma general, que cuando se conoce
e vdor delafuncidn ent = 0, tomala expresion:

f(t) = f5 (t) + (f(0) — f5(0))-e™ (11.13)

En donde f es la tens6n en los circuitos RC de primer orden, o la corriente en los circuitos R-L de
primer orden.

11.3 Andliss sstemético delostranstorios de primer orden.

La formula (11.13) indica que € vdor de la solucidn de la ecuacion homogénea decrece con d tiempo
de forma exponencid, y que, después de transcurrido un tiempo infinito, € comportamiento de
circuito viene dado por la solucion particular.

Cuando € vdor de la solucion de la ecuacion homogénea se conddera despreciable, se dice que €
circuito se eruentra en régimen permanente, que e denomina igudmente estado edtacionario. En
caso contrario, se dice que € circuito se encuentra en régimen trangtorio. La rapidez con la que se
dcanza d régimen permanente depende de la congante de tiempo que afecta a la exponencid de la
solucion de la homogénea; cuanto menor sea dicha constante, més rapidamente decaerd la solucion de
lahomogénea, y por lo tanto se estara antes més cercadel régimen permanente.

En los circuitos déctricos las congtantes de tiempo son pequefias (del orden de los ms), y por tanto, la
mayor pate del tiempo d circuito se consdera que £ etd en régimen permanente. El régimen
trangtorio sdlo serd importante en los ingtantes sguientes a agun cambio. Este cambio puede ser una
modificacion de la topologia dd circuito (por gemplo, debido a un accidente), o bien una maniobra
como la conexion o la desconexion de un circuito. Suponiendo que esta maniobra o cambio en €
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

A patir de la formula (11.13) se deduce que para conocer € comportamiento de los circuitos de
priemer orden se necesita determinar una serie de parametros.

1. Congtantes de tiempo: Su determinacion es muy sencilla, pues basta hdlar d equivdente
Thévenin dd circuito con respecto d eemento dinamico correspondiente, y aplicar la
formula adecuada, (11.4) o (11.10).

2. Solucion particular: En una gran parte de los casos las excitaciones son fuentes de corriente
continua 0 de corriente aterna, en cuyo caso se puede determinar € estado estacionario
mediante técnicas ya conocidas.

3. Condiciones inicides. En ocasones no se conocen directamente, SN0 que es necesario
deducirlas a partir de otros valores ddl circuito.

La forma de determinar la solucion particular en € caso de excitaciones de corriente continua, y las
condicionesiniciaes se expone en los siguientes apartados.

11.3.1 Célculo dd régimen permanente en circuitos con fuentes de corriente continua

Laecuacion que define e comportamiento de una bobina es

Y lade un condensador

En ambos casos, en @ régimen permanente, la las tensones y corrientes son congtantes, y por tanto,
sus variaciones en € tiempo son nulas. Por esta razdn, la tendon en una bobina en uncircuito de
continuay en régimen permanente seranula, a igud que la corriente en € condensador.

Edn annifira min on rdnimoa_noromanonto v on corricnta continiin_1ina_hohina oo comnarta comn 1in
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

11.3.2 Calculodecondicionesiniciales.

L as ecuaciones que definen € comportamiento de labobinay del condensador son.

di . du
u-Ldt |—Cdt

La corriente en las bobinas, y la tensdn en los condensadores no pueden variar bruscamente, puesto
gue esto produciria, respectivamente, una tensén y corriente infinitos. ESto se puede comprobar
observando que la corriente en las bobinas, y la tengon en los condensadores en d instante posterior a
unamodificacion ddl dircuito, t = 0", vienen dadas por:

0 0
i(0) =i(0) + % B u(t) dt u(0") = u(0’) + % Bi(t) dt
o) )

En la ecuacion anterior, las integraes son nulas, savo que las tensiones y corrientes sean un impulso
de Dirac.

Por tanto, se puede establecer que:

1. La tenddn en un condensador no varia bruscamente en un circuito en & que no se producen
impulsos de Dirac.

2. La corriente en una bobina no varia bruscamente en un circuito en € que no se producen
impulsos de Dirac.

Sin embargo, tanto la corriente en los condensadores, como la tensién en las bobinas si pueden variar
bruscamente.

Una vez conocidas las condiciones inicides en bobinas y condensadores, las condiciones inicides del
resto del circuito se obtendran sustituyendo los condensadores por fuerntes de tenson, y las bobinas
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11. Régimen transitorio en sistemas de primer orden.

1. Las condiciones iniciales deben ser las de t = 07, puesto que en las resistencias las corrientes
y tensones Si pueden variar bruscamente.

2. Lacongante de tiempo es la dd emento dinamico que produzca € trangtorio

Teniendo en cuenta estas sdvedades, la ecuacion (11.13) se puede reescribir de la forma sguiente,
mésgenerdl.

f(t) = f5 (©) + (F(O") — 5 (0))€"™ (11.14)
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